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C H A P I T R E I I 

Le but de ce chapitre est l 'étude du groupe des c l a s s e s ambiges 

d'une extension cyclique de degré premier impair d'un corps de nombres. 

Il est directement inspiré du chapitre IV de la thèse de C. CHEVALLEY. 

On s 'es t efforcé d'utiliser une présentation relativement moderne et de 

mettre en évidence pour conclure quelques applications intéressantes : 

"capitalisation" de certaines c l a s s e s d'idéaux d'ordre p , théorème 

d'Iwasawa sur la régularité du p n - i ème corps cyclotomique. 

NOTATIONS. Dans ce qui suit on désigne par : 

p un nombre premier impair, 

k un corps de nombres algébriques, 

K une extension cyclique de degré p de k , 

G le groupe de Galois de K/k , 

a un générateur de G (fixé une fois pour toutes) , 

A^ (resp A^) l'anneau des entiers de k (resp de K), 

U (resp U ) le groupe des unités de k (resp de K), 
K K 

T^ (resp T R ) le sous-groupe de torsion de (resp de U^) , 

N ou l'homomorphisme norme de K* dans k* 

(N) 
U le sous-groupe de U__ , des unités de norme 1 , 

K K 

r (resp r ) le nombre des places archimédiennes de k , (resp K) 
K K 

diminué d'une unité. 
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1. LE THEOREME 90 DE HUBERT.  

Théorème 1 . 1 . 

Soit a un élément non nul de K . Les deux assert ions suivantes  

sont équivalentes : 

1) N K / k ( a ) = 1 , 
1 _ g Q 

2) il exis te 0 € K* te l que ce = 0 (= - ~ ^ ) . 

?ÈB12I}^lQ}2n : Montrons que 1) implique 2) . Pour c e l a , considé

rons l 'application $ : K -» K définie par : 
a 

. / x a i+a a 2 i+a+.. . + a p ~ 2 Q P " 1 

ï (t) = t + a t + a t + . . . + a t 
a 

Il est clair que cet te application est k- l inéai re . Il résulte du lemme de 

Dedekind sur les k-automorphismes de K (cf. Samuel [ 13 ] , p. 47 ) qu'il 

exis te t e P tel que $ (t) f 0 . Soit t un tel élément de K . Si 
a ° 

a € ui.N^ on a a($ (t ) ) Q = $ (t ) c ' e s t -à -d i re a = (* (t • . 
K a o a o a o 

Le fait que 2) implique 1) résulte de ce que deux éléments de K 

conjugués sur k ont même norme dans l 'extension K/k . 

Remarque_ 1 ,1 , 1 : Le théorème c i -dessus est valable pour une 

extension K/k cyclique de degré quelconque. 

Remarque_l_l 1 2 : L'opération de 2T[G ] sur le groupe multiplicatif 

S n . a 1 

K* définie par a = | \ (a ) , munit K* d'une structure de #[G ] -
i=0 

module. De manière analogue, on munit le groupe additif K d'une structure 

de k[G]-module à l 'aide de l'opération de G sur K définie par 

s V p-i oi 
a = S X.a (\. € k) 

i=0 1 1 

Dans c e s conditions, on a une propriété analogue à ce l le énoncée 

dans le théorème 1 . 1 , à savoir : 
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Proposition 1 .2 . 

Soit a un élément de K . Les deux assertions suivantes sont  

équivalentes : 

1) La trace de a dans l 'extension K/k est nulle. 

2) Il exis te p € K tel que a = 3"p a . 

Démonstration : Il est clair que 2) implique 1) . Prouvons l ' impli

cation inverse. Il résulte encore du lemme de Dedekind, qu'il exis te dans K 

un élément 0 dont la trace n 'est pas nulle. Considérons alors l 'élément 

2 P-2 —1 
i|r (6) = ( T r K / k ( e ) ) . ( c t e a + ( a + a

a ) e a + . . . + ( a + a Q + . . . + a a )8° ) . On 

a a lors , si T r ^ ^ c c ) = 0 , l 'égal i té : 

_ p-1 2 p-1 
a + (• ( e ) ) a = ( T r K / k ( e ) ) " 1 ( a ( e + e a + . . . + e a ) + a

a e a + . . . K a c - - . . + a

a ) e , 

c ' e s t -à -d i re a + [il ; ( 9 ) ] Q = \|f ( 0 ) , ce qui démontre la propriété. 
a a 

Exerc ice . 

Soient a , b , c trois entiers rationnels A l 'aide du théorème 1.1 

et de la remarque qui le suit, déterminer l 'ensemble des solutions en nombres 

entiers de l 'équation 

2 2 2 
(E) ax + by + cz = 0 

2. LE THEOREME DE HERBRAND-ARTIN ( 1 9 3 0 - 1 9 3 2 ) . 

Théorème 2 . 1 . 

Il exis te r unités de U , r\ , . . . ,r\ de norme 1 te l l es que le 
k 

groupe 
ci 

a l a 2 k 
V K = ^ 1 , r i 2 ' • • î l r • T » 0 l a r " " a r € Z ' " G - ' ' ^o € U k ^ ' 

k k 
soit d'indice fini dans U . 

K 
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Ce théorème fut démontré pour la première fois par Herbrand [ 9 ] . 

Une démonstration simplifiée en fut ensuite donnée par Artin [ 1 ] . Pour la 

démonstration qui va suivre, nous aurons besoin de quelques propriétés de 

l 'algèbre de groupe 2r[G]. 

Digressions sur 2r[G]. 

Remarquons que, en tant que ^-a lgèbre , Z[G ] est isomorphe à 

Z [ X ] / ( X P - 1 ) , où ^ [ X ] désigne l'anneau des polynômes à une indéterminée 

et à coefficients dans 5? . Si on désigne par N : %[G] -* #[G ] la norme, 

c ' e s t -à -d i re l 'application (a -* ( l + a + . . . + a P *) .a) , on obtient l'isomorphisme 

» [ G ] / N » [ G ] ~V[X]/&?-l,XP~1+XP~2+...+ l) . 

Puisque l ' idéal (X P "hx p ~ 2 + . . .+1) divise l ' idéal (X P -1 ) , on déduit de ce 

qui précède l'isomorphisme d'anneaux : 

Z [ G ] / N Z [ G ] - Z[Ç ] , 
P 

où £p est une racine primitive p~ième de l 'unité. Or on sait que ^tCpl 

est isomorphe à l'anneau des entiers du p-ième corps cyclotomique. Dans ces 

conditions, il est clair que Z[G]/N2f[G] est muni canoniquement d'une 

structure d'anneau de Dedekind. En particulier, on sait que Z [ f ] est 
P 

principal si p est l'un des nombres 3 , 5 , 7 , 1 1 , 1 3 , 1 7 , 1 9 , 

Démonstration du_t h é orème _ 2 ̂  1 : Remarquons tout d'abord que le 
~~ ( N ) " ~ 

groupe n est le groupe des racines p-ièmes de l'unité qui appar

tiennent à k . On a une suite exacte de groupes : 

i - u < N ) A K n u < N > . V T K - u k A k ; 

l e s groupes qui interviennent dans cet te suite sont des ^-modules libres de type 

fini. L'application du théorème de la dimension aux éléments de cet te suite 

permet d'écrire : 

(1) r g z ( U ^ N ) / T K n u [ N ) ) + r g z ( N ( U K / T K ) ) = r g ^ U ^ ) . 

On déduit du fait que tout Z-module de type fini est somme directe de 
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son sous-module de torsion et d'un 5?-module libre de rang fini la proprié

té suivante : 

Si A est un 2T-module de type fini et si B est un sous Z"-module 

libre de A , A et B ont même rang si et seulement si le module quotient 

A/B est de torsion. 

Cec i étant on sait que uf* est un sous-groupe de NU 
p r k " l 

et que U T est un sous groupe d'indice p de U / T . On 
Je • Je Je Je 

applique la propriété c i -dessus à NU„/T et à U, / T pour obtenir 
JS. je je je 

l ' égal i té : 

(2) r g Z ( V T K ) = r g ^ A , ) + r g y « n T K) . 

Par a i l leurs , on a : 

( u k T K / r K > n ( < N ) T K / T K ) - | 1 | , 

c e c i implique : 

Puisque les groupes U . / T . et U T / T d'une part, U ^ T /T et 
J e J e J e K K K K K 

U ^ V u l ^ H T d'autre part sont isomorphes on a l 'égal i té 

Par a i l leurs , il résulte de l 'égal i té (2) : 

^ ( u K N ) / U K N , n T K > - \ - \ - ^ \ • 

On peut même donner au sujet de ce dernier groupe des renseignements précis : 

Lemme 2 . 1 . 1 . 

Le groupe quotient uf^Vuf^nT est muni canoniquement d'une 
K K K 

structure de Z^f ]-module. Ce %[r 1-module est de type fini et sans torsion. 
H? ~~ — ^p Démonstration : Le groupe a une structure de Z[G ]-module et K 

il est annulé par la norme. Il a donc une structure de l[ç ]-module qui 
confère à U ^ V u ^ n T la structure de ]-module annoncée. De plus 

( t \ j \ K K K p 
U /\S nTV est un Z-module de type fini sans torsion. Il suffit de montrer 

K K K 
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qu'il est sans Z[r ]-torsion. Soit alors u f et soit a € %[c 1 tel b p K ^p 
que u a g T . Soit a " € ï [ ç ] tel que N( a ) = aa* . On obtient 

K p 

( u a ) a ' = u N ( a ) € T . Puisque N(a) € ^ et puisque U ^ / U ^ N ) nT__ est 
(N) 

sans Z-torsion on a u ç I f)U / ce qui achève la démonstration. 
K K 

Pour achever la démonstration du théorème nous aurons besoin de 

lemmes dont on trouvera les démonstrations dans Bourbaki [ 4 ] , §4 n° 10 : 

Lemme 2 . 1 . 2 . 

Soient A un anneau de Dedekind, M un A-module de type fini, 

T le sous-module de torsion de M . Alors T est facteur direct dans M . 

Lemme 2 . 1 . 3 . 

Soient A un anneau de Dedekind, M un A-module sans torsion, 

de type fini et de rang n ^ 1 . Il exis te alors un idéal a de A tel que 
n— 1 

M soit isomorphe à la somme directe des modules A et g . 

Puisque ^ tCp] e s - t u n anneau de Dedekind, il résulte du lemme 2 . 1 . 3 

qu'il ex is te un sous ï [ £ ]-module libre de qui est libre de rang r^ , 

Dans c e s conditions le groupe V = V'U répond aux conditions du théorème. 
K K K 

2 . 2 . Cas particuliers. 

Si k = Q et si p ^ 19 on a U k = {±1} et = T .̂ = {±1} car 

K est formellement rée l . Du fait que Z[r ] est principal on a : 
P 

u K = j ± n a | a e z [ C p ] } • 

3 . IDEAUX AMBIGES, CLASSES AMBIGES. 

Il est bien connu que, si K/k est une extension cyclique de corps 

de nombres dont le groupe de Galois est G = ( a ) , le groupe G opère sur 

le groupe des idéaux fractionnaires de K . Cette opération induit une opération 

de G sur le groupe des c l a s s e s d'idéaux de K . On est alors amené à poser 
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la définition suivante : 

Définition 3 . 1 . 

Un idéal fractionnaire a de K est dit ambige s ' i l satisfait à  

la relation : Q 1 a = . De même une c l a s se d'idéaux C de K est  

dite c l a s s e ambige si C 1"" 0 7 est la c l a s s e neutre. 

Remarque : Une c l a s se d'idéaux qui contient un idéal ambige est 

une c l a s s e ambige. Il se peut qu'une c l a s s e ambige ne contienne aucun 

idéal ambige. A ce sujet voir Payan [ l 2 ] . 

Pour conclure ce cours, on se propose précisément de calculer 

l'ordre du groupe des c l a s s e s ambiges de K relativement à k . 

Notations complémentaires 3 . 2 . 

En sus des notations précisées au début de ce chapitre, on utilisera 

les suivantes : 

? v groupe des idéaux fractionnaires principaux de K , 

P^ groupe des idéaux fractionnaires principaux de k étendus à K , 

groupe des idéaux fractionnaires de k étendus à K , 

ordre du groupe des c l a s s e s d'idéaux de k , 

0̂  groupe des idéaux fractionnaires ambiges de K , 

%( groupe des c l a s s e s ambiges de K , 

ty* groupe des c l a s s e s des idéaux ambiges de K , 

A le groupe { a € K * |aA K = (a) € ' 

le groupe {a€K* |3a , aA K = a 1 " 0 } . 

Remarques : Il résulte des notations et des définitions qu'on a : 

• p k c a K n P K c a K 

. if = OjrPj /Pjç est isomorphe à O j / ^ ^ K . 

. A = { a € K * l a 1 - a € 1^} . 
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Lemme 3 . 3 . 1 . 

Soient p # . . . # p t l es idéaux premiers de k qui sont ramifiés dans 

K et soient ^ / $ 2 ' # # - ' $ t ' ^ e s idéaux premiers de K respectivement situés  

au-dessus de p^, . . . , p . Soit Q g un idéal ambiqe de K . Il exis te  

une décomposition unique de Q S O U S la forme : 

a = ("M ? i i ) a Q (D) 
i=l 

avec a Q € F k et \ l t . . . t \ e { 0 , 1 , . . . , p - l } . 

Réciproquement, tout idéal de K qui se décompose sous la forme 

(D) est un idéal ambiqe. 

P J ^ ^ ^ l Ë ^ P i 1 • ^ o i t Q u n ^ é a l fractionnaire de K . On peut 

écrire Q de façon unique sous la forme a = a'ct °ù et est dans F 
o o K 

et où û' est un idéal entier de K sans facteur appartenant à F^ . Dans 

ce s conditions, l ' idéal a' n'admet pas de facteur premier inerte. De plus, 

si un facteur premier de o' est l'un des $ , ce lu i - c i intervient dans Q ' 

avec une puissance positive strictement inférieure à p . Enfin, l ' idéal a 

est ambige si et seulement si Q ' l ' e s t . Si a 1 est ambige, aucun idéal 

premier de K qui est décomposé ne divise a' . Cec i montre l ' ex is tence 

et l 'unicité de la décomposition (D) si a G G . La dernière assertion du 
K 

lemme est immédiate. 

Corollaire 3 . 3 . 2 . 

On a [ û

K - F

k J = P l • 

Proposition 3 . 3 . 

Le groupe quotient Û /P est fini. Son ordre est h .p* où t est  

le nombre d'idéaux premiers de k qui sont ramifiés dans K . 

D^m_qn_^ration : La suite exacte canonique 

0 - F - G -> a / F -> 0 
k K V k 

donne lieu par passage au quotient par P^ à la suite exacte 
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0 - W - ( V p k > - < W - ° • 

(Ne pas oublier que P est un sous-groupe de F et que Y /? est 
K. K K K, 

isomorphe au groupe des c l a s s e s d'idéaux de k ) . La proposition est alors 

une conséquence du lemme 3 . 3 . 1 et de son corollaire 3 . 3 . 2 . 

Corollaire 3 . 3 . 3 . 

Le groupe ty* des c l a s s e s d'idéaux ambiqes est fini. Son ordre est : 
h t 

En effet on a U = ^y^y/^K q u i e S t i s o m o r P h e ^ S c ^ V ^ K * Puisque 

P C CL H P c CL , il résulte de la proposition 3 .3 que 
k K. K K -_i +• 1 

[Otc:OtcnPK] = [Q^rPj^JtC^np^Pj^] = Card U . Donc Card K = h^p [ÛKnPK:Pk ] " 

Lemme 3 . 4 . 1. 

[aKnPK:Pk] . [ u < N » < ° ] 

P^l^^I^yj?! 1 : Tout d'abord, il résulte de la définition du groupe A 

qu'on a l'isomorphisme de groupes 

° K n P K - i / U K • 

Considérons alors l es suites exac tes de groupes : 

1 - n - A - à/Hv - 1 

1 - uK - k*uK - k * u

K / u

K - 1 • 

De ces deux suites exac tes et du fait que le groupe k*U / U est isomor-
K K 

phe au groupe P, on déduit le diagramme commutât if : 
je 

i i i 

i - u K - k * u K p k - 1 

1 - u k - à - °K n p

K - 1 

î - A / k * u K - ( 0

K

n p K ) / P k " 1 
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(Forme affaiblie du diagramme du serpent, Bourbaki [ 3 ] , § 1 , n ° 4 ) . En parti

culier , on a l 'égal i té : 

[ < W k ] - [ A : k * V • 

L'utilisation du même procédé avec les suites exactes de groupes : 

1 -» k* -* A ^ G A 1 " 0 1 

i - - k X 1 - : 0 ui~ c - î 
K K 

donne l 'égal i té : 

[ A : k * U K ] = [ A 1 " 0 : ^ " 0 ] . 

Enfin, remarquons que A* ° est un sous-groupe de > ^ résulte du 

théorème 90 de Hilbert (voir §1) que U ^ N ) c U fl ( K * ) 1 - a = A 1 " 0 . Le regrou-

pement de tous c e s résultats partiels donne l 'égal i té : 

Théorème 3 . 4 . 

Le groupe des c l a s s e s ambiges t( est d'ordre 

Card K = — 
[ IL :U, f lNK*] 

k k 

La démonstration de ce théorème repose sur les quelques lemmes qui 

suivent : 

Lemme 3 . 4 . 2 . 

Compte tenu des notations de (3 .2) on a l 'égal i té : 

Dém_c^nstration__ : Tout d'abord il est clair que si : 

®K = ^ ^ exis te a avec aA^ = a } 

on a IL-.OC*)1 ° sous-groupe de ® . Soit Û° le groupe des idéaux frac-
K K K 

tionnaires de K qui appartiennent à des c l a s s e s ambiges. En particulier on a 
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égal au groupe quotient ^ / P j ^ • O n considère l'homomorphisme de ®^ 

dans (Ct°)* Q qui à tout a a s soc ie aA et on examine les deux diagram-
K K 

mes commutât if s suivants : 

î - u K u K . ( K V ~ a - pi" 0 - 1 

(I) id. * j J j l 

1 - U

K - ®K - ( C £ ) 1 - ° - 1  

1 - \ N P K - P K L Z ° P K " ° - 1 

(II) j * j * j * 

„o 1-a . r>>l-a 
1 - 0^ - - «Q - 1 

Le lemme du serpent appliqué à (I) donne immédiatement l'isomorphisme 

_ / T T , , , .« . .1-0 ,_o» l - C J / _ 1 - C J 

© K / U K ( K ^ ) ~ (oK) /p 

Le lemme du serpent appliqué à (II) donne la suite exacte : 

l - H - l( - ((Ç / P K - l . 

En particulier, on obtient : 

[ W f ] = t t ô 1 " 0 ^ " 0 ] = [ ® K : U K ( K * ) 1 _ a ] . 

Lemme 3 . 4 . 3 . 

Avec l es mêmes notations que plus haut on a : 

N© = U, H NK* . 
K k 

Démonstration : Soit a G ® . Il exis te a , idéal fractionnaire de K . ^ K 

qui satisfait à la relation a = aA^ . Par application de la norme on obtient 

N(aA ) = (Nû)1 Q = A . Par conséquent, on a Na € U . 

Réciproquement, soit a G K* tel que N

K / k ( a ) 6 u

k • 1 1 e s t c l a i r ( 3 u e 

N(aA ) = A . On vérifie facilement que les seuls idéaux premiers de K qui 
K k 
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interviennent dans la décomposition de cxA^ sont des idéaux décomposés. 

Soit donc p un idéal premier de k qui intervient dans aA . On peut 
K 

écrire p = ? . , . . et 
1 P 

P a 
aA„ = C T T ? , J ) - o ( p ) ; ( a . € ï , ( a (p ) ,p ) = A j . 

1 
P 

Puisque l ' idéal aA est de norme 1 , on a S a. = 0 . On peut supposer 
1 3 

que a agit sur les T>. de te l le sorte que 35Q = et 23, = !B, si 
j p 1 3 j+1 

1 <> j < p . Dans ce s conditions il exis te des entiers rationnels b,,...,b 
1 P 

te l s que b -b„ = a et b . -b , , „ = a, et on a 
p 1 p j j ' + l j 

p a. p b, l-o 

(i i V ) = ( M ? i J ) 

On en conclut l ' ex is tence d'un idéal fractionnaire Q de K tel que 

aA = a ° , c ' e s t -à -d i re que a f 0 . Le lemme est démontré. 
K K 

Lemme 3 . 4 . 5 . 

Toujours avec les mêmes notations on a l 'égal i té : 

[ t O f ] = [N@ K :NU K ] . 

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme du serpent au diagramme 

commutatif suivant construit à l 'aide du théorème 90 : 

1 - ( K * ) 1 " 0 - U ( K * ) 1 " 0 ~* NU -» 1 

K K 

id. i j i j J 

1 - ( K * ) 1 " 0 ®__ - N© - 1 
K K 

on obtient [N® - N I L J = [© :U (K*)*~ a ] , et on applique le lemme 3 . 4 . 2 . 
K K K K 

Corollaire 3 . 4 . 6 . 

Les deux assert ions suivantes sont équivalentes : 

a) Toute unité de k qui est une norme est une norme d'unité ; 

b) Toute c l a s s e ambiqe est c l a s s e d'un idéal ambiqe. 
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Corollaire 3 . 4 . 7 . 

L'ordre du groupe des c l a s s e s ambiges satisfait à la relation 

h k p
t [ U k : N U K ] 

C a r d u = W î ' ï K p ] * 
K K 

P^iîl9Jl-tIËiii)I1 : T o u t d'abord la formule écrite a un sens car 

U /NU est un groupe fini du fait que U / U ^ est fini -(U est un 

Z-module libre de type f ini)- et du fait que u£ est un sous-groupe de 

NU . Pour le res te , on regroupe les résultats obtenus de ( 3 . 3 . 3 ) à 
K 

( 3 . 4 . 6 ) . 

Lemme 3 . 4 . 8 . (Lemme de Herbrànd). 

Soit G' un sous-groupe d'indice fini d'un groupe G . Soient 

g^ : G -* G et : G -> G deux endomorphismes de noyaux respectifs 
H

1 et H 2 et t e l s gue g ^ g ^ G ) = g ^ g ^ G ) = j l j . On suppose gue G' 

est stable par g et par g^ et gue les indices [G ' f lH^g^G' ] et 

[G'nH2:g2G'] sont f inis . Dans c e s conditions il en est de même des  

indices [H :g G ] et [H :g G ] et on a l 'égal i té : 
JL Ci Là x. 

[ H ^ G ] [ G ' n H ^ G 1 ] 

[ H 2 : g i G ] = [ G , n H 2 : g 1 G
1 ] * 

Pi^^^IËyPI1 : On a l 'égal i té 

[G:G' ] = [ G : H 2 G ' ] . [E^G'.-G'] 

= [ G : H 2 G ' ] . [H 2 :G 'nH 2 ] . 

De plus, on a la suite exacte : 1 H G' G -» g 2 G / g 2 G ' -» 1 gui donne 

lieu à l ' égal i té [G:H G ' ] = [ g 2 G : g 2 G ' ] . Par hypothèse, on a g G' c H ^ G ' 

et on peut écrire : 

[ H 2 : H 2 n G ' ] . [ H 2 n G , : g 1 G ' ] = [ H ^ G ' ] . 

A l o r s : [ G : G ' ] . [GTlH^g^G' ] = [ g 2 G : g 2 G ' ] [ H 2 : g i G ' ] 

= [ H 2 : g 1 G ] [ g 1 G : g 1 G ' ] [ g 2 G : g 2 G ' ] . 
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Puisque g et g^ jouent des rôles analogues on a la formule 

[ G : G ' L [ G ' n H ^ G V ] = [ H ^ G ] [ g ^ r g ^ 1 ] [ g ^ r g ^ ' ] . 

La formule du lemme est alors donnée par division membre à membre de c e s 

éga l i t é s . 

Fm _de la_ dérnqr^^traUon^ du théor_ème_3 .4 : Reprenons les notations 

du §2 concernant le théorème de Herbrand-Artin. Au cours de la démonstration 
(N) 

de ce théorème on a mis en évidence le sous-groupe V' de U , qui est 
K K 

muni d'une structure de %[Ç ]-module libre de rang r, et le groupe 
P k 

V = V' .U . En plus, on considère le groupe W des racines de l'unité 
K K k k 

appartenant à k , P W le sous-groupe des racines p-ièmes de l'unité 
je. 

appartenant à k . Remarquons que P W = P W car on a [K:k] = p . Re-
1 Q 

marquons encore que V' fl U = 1 et par suite que (V') est sans 5?-
K. k K 

torsion. 

Dans c e s conditions, on applique le lemme ( 3 . 4 . 8 ) à la situation 

suivante : 

G est le groupe U , G' est le groupe V ; 
K 1 (j 

g^ est l'endomorphisme x -* x ; 
g 9 est l'endomorphisme norme ; 

(N) 
est alors tandis que est ; 

Puisque [uf.N^:U* °] et [U.:NU ] sont f inis , il en est de même de 
K K k K 

[ U . : U . P ] et [ V ^ N ) : ( V ' ) 1 _ a ] , où on désigne par vf . N ) le groupe V„OU^N ) . 
k k K K K K K 

On obtient la relation : 

[ u k : U k ] [ u k : N U K 3 

[ v K N ) : ( v i ) 1 _ ° ] " [ 4 N ) : 4 " a ] 

D'une part, il est clair qu'on a : U, W x 'E , et par suite que : 
K. K. 

[ U k : u P ] = [W k :wP] x p

 k _ 1 . 

D'autre part, on a l'isomorphisme P W x V' ^ . Dans ce s conditions, 
k K K 
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et puisque V'* Q est sans Z-torsion on peut écrire : 

[ I y V _ t W k : w P ] . p r k 

tuf»:^" 0 ] [ (V ] c:l].tV¿:(V¿) 1- a] 

On sait que W^/WJ^ est cyclique et d'exposant p.... Dans ce s conditions, 

on a [W.fwf ] = [PW, : l ] € [ l , p | . Enfin, puisque V' est un Z[Ç h 
K Je K K p 

module libre de rang r. , on a l'isomorphisme de %[Ç ]-modules 
k p 

r r 

v ' A ' 1 _ a - [ z k ] / ( i - c ) ] k =- (2T/pz) k . 
J\ JS. P P 

Il en résulte : 

On ut i l ise alors le corollaire ( 3 . 4 . 7 ) et on obtient : 

t - i 
h,p 

Card U = 
[U . :U, ONK* ] 

k k 

4 . QUELQUES APPLICATIONS. 

4 . 1 . Le corps de base k est principal et U, = . 

(Par exemple k = Q ou k = QCs/-7) , QC7-11) , Q(s / -19) . . . ) 

Dans ce ca s on a pour tout nombre premier impair p les égal i tés 
# t -1 

= U^n NK et évidemment h = 1 , et par suite Card 1( = p 

De plus, on a : = [N© :NU_J = 1 . Il s 'ensuit que toute c l a s s e 
K K 

ambige est c l a s s e d'un idéal ambige (corollaire 3 . 4 . 6 ) . Or les seuls idéaux 

premiers ambiges qui peuvent ne pas être principaux sont les idéaux premiers 

ramifiés. Soient ^ / . . . / 1 ^ l es idéaux premiers de K qui sont ramifiés et 
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pour tout i € j l , . . . , t j , soit y = ClCP ) . Le groupe engendré par la 

famille ^ . J ^ est d'exposant p ; il est muni canoniquement d'une struc

ture de Fp -espace vectoriel dont la dimension est t -1 puisque 

Card %( = p*"* . On en conclut qu'il exis te t entiers rationnels n n 
t n. 

non tous congrus à 0 modulo p te l s que l ' idéal | | soit principal. 

i=l 1 

En particulier, s i t = 1 , le seul idéal premier de K qui est rami

fié est principal. Dans le cas k = Q , on peut montrer directement que si 

K/Q est non ramifiée en dehors du nombre premier q et cyclique de degré 

p ^ q , alors q est congru à 1 modulo p , K est un sous-corps du 

q-ième corps cyclotomique Q et si qA^ = q on a q = N Q ( q ) / / ^ ^ 1 " ^ q ^ • 

(A ce sujet c f . M . J . FERTON [ 5 ] ) . 

4 . 2 . Cas d'une extension non ramifiée. 

Dans ce cas t = 0 et p divise h, . On trouvera une illustration 
k 

de ce phénomène dans Ushida [ 1 4 ] . 
2 

Il se peut que p divise h sans que p divise h . Dans ces 
K, K. 

conditions il exis te dans k un idéal non principal a dont la puissance 

p-ième est un idéal principal. Si K/k est une extension non ramifiée c y c l i 

que de degré p , alors ctA^ est principal dans K! (On trouvera une i l lus 

tration de ce phénomène dans le Zahlbericht de Hilbert [ lO]ou dans l 'exposé 

de G. GRAS [7 ] ) . 

4 . 3 . Cas où t = 1 et (h ,p) = 1 . 

Dans ce c a s , p ne divise pas Card . On peut montrer alors que 

p ne divise pas le nombre de c l a s s e h de K . (Voir l 'exposé de 
K 

F . BERTRANDIAS [ 2 ] ) . On obtient comme cas particulier une conséquence 

inattendue : -(théorème dû à Iwasawa-1959)- si p est un nombre premier 

régulier, c ' e s t -à -d i re si p ne divise pas le nombre de c l a s s e s du p-ième 

corps cyclotomique Q , alors quel que soit n £ 1 , p ne divise pas le 
(p n ) 

nombre de c l a s s e s de Q ! 
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Remarque : Si a est un idéal non principal de k qui devient 

principal dans l 'extension cyclique de degré p K/k , alors cP est 

principal dans k . Il suffit de considérer ^ K / ] ^ 0 ^ ^ • 
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