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C H A P I T R E I 

SUR LE GROUPE AES CLASSES D'UN CORPS QUADRATIQUE 

D a n s c e c h a p i t r e , on s e propose de donner des méthodes tant t h é o 

r iques qu 'a lgor i thmiques permettant de déterminer l 'ordre et l a s tructure du 

groupe des c l a s s e s d ' i déaux d'un corps quadra t ique . 

1. RAPPELS SUR LES CORPS QUADRATIQUES. 

Soi t k un corps quadra t ique , c ' e s t - à - d i r e une e x t e n s i o n de degré 2 

du co rps Q des nombres r a t i o n n e l s . Soi t O^ l ' anneau des en t i e r s de k 

et so ien t r e spec t i vemen t I et P^ l e groupe des idéaux f rac t ionna i res et 

l e groupe des idéaux f rac t idhna i res pr inc ipaux de k . Le groupe = I ^ / P ^ , 

appe lé groupe des c l a s s e s ^d ' idéaux de k e s t un groupe f i n i . 

Le corps k étant f i x é , on sa i t qu ' i l e x i s t e un ent ier ra t ionnel s a n s 

fac teur ca r ré m t e l que- k = QC/m) . On sa i t a u s s i que O^ e s t un 

module l ib re de rang 2 dont une Z?-base e s t { 1 , 0} a v e c : 

9 = ^"(]+,ym) s i m e s t congru à 1 modulo 4 

0 = s i non : 

2 

On appe l l e polynôme fondamental de k l e polynôme X - SX + P = F(X) 

dont l e s c o e f f i c i e n t s sont déf in i s comme suit : 
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( S , P ) = ( l , ^ - ( l - m ) ) s i m e s t congru à 1 modulo 4 

(S,?) = ( 0 , - m ) s i non . 

Il e s t c l a i r , dans c e s cond i t ions que k e s t l e corps de décompos i t ion de 

X 2 - SX + P ou enco re que X 2 - SX + P = I r r ( 9 , Q , X ) . 

Remarquons enco re avant d 'entrer dans l e v i f du suje t que s i 

et M 2 sont deux s o u s - Z - m o d u l e s de , ' l i b r e s de rang 2 et t e l s que M^CMg , 

l e s d i s c r iminan t s A et A de M et de M sont l i é s par une é g a l i t é 
2 

Aj = A - A 2 a v e c A g A { 0 } . 
2 

De p l u s , on a = s i et seulement s i A = 1 . 

2 . IDEAUX SANS FACTEUR RATIONNEL. 

S i on veut déterminer la s t ructure du groupe des c l a s s e s d ' idéaux de 

k , i l faut pouvoir c a r a c t é r i s e r un s y s t è m e de r ep ré sen t an t s a u s s i m a n i a b l e s 

que p o s s i b l e . Remarquons en premier l i eu que c e s r ep ré sen t an t s peuvent 

ê t re c h o i s i s e n t i e r s . 

Lemme 2 . 1 . 

Soi t Q un idéa l en t i e r de k et soi t J (Q ) l ' e n s e m b l e 

J (« ) = { x € $ ; X Q c O } . 
- 1 

I l e x i s t e q ç T\{0\ t e l faue J ( Q ) = (q ) Z . 

P^I?!0!11 -^I?!* 0! 1 • L ' i d é a l Q e s t un sous Z-module l ibre de rang 2 

de . Soi t { 3 ^ , 3 2 } une 3? -base de Q et so ien t a 1 / a 2 / 3 1 / 3 2 * e s 

en t i e r s r a t i onne l s t e l que a i = a i + 3 ^ 6 , a 2 = o c 2 + ^ 2 ^ ' Puisque a 

e s t un idéa l en t i e r on a Z c J (Q ) . Il suffit donc de déterminer l ' e n s e m b l e 

{ p ç Z \ { 0 { j ~ Q c O ^ } . G " ^ e n s e m b l e e s t l ' e n s e m b l e des d iv i seu r s du 

P . G . C D . de ( a 1 / a 2 / P 1 / s o i t ô . On a donc 

J (6) = J.Z . 

On vér i f i e ra s a n s pe ine que ô ne dépend pas de la Z ' -base c h o i s i e pour a • 
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Nota t ions et déf ini t ion 2 . 2 . 

Soi t a un idéa l en t i e r de k . On pose : 

J (o) = J ( o ) . 0 
et 

ctj = (a) • a • 

I l e s t c l a i r que l ' i d é a l ctj e s t en t i e r et que a = ( q h c t j • L ' i d é a l en t ie r 

a e s t dit s a n s fac teur ra t ionnel s i q £ + . 

Remarque : Toute c l a s s e d ' idéaux de k con t i en t un idéa l en t ie r 

s a n s fac teur r a t i o n n e l . En e f f e t , s i Q = ( q ) û j , o n a C l (a ) = C H c t j ) et 

l ' i d é a l ct„ e s t s a n s fac teur r a t i o n n e l . 
1 

Propos i t ion 2 . 3 . 
g n. 

Soi t Q = | | p. un idéa l en t i e r de k donné par sa décompos i t ion 
1=1 1 

en f ac t eu r s p remie r s . L e s deux propr ié tés su ivan te s sont é q u i v a l e n t e s : 

A - L ' i d é a l Q e s t s a n s fac teur r a t i o n n e l . 

B - Soi t p un idéa l premier de k . 

s i p d i v i s e Q , i l e s t de degré 1 . 
2 

s i p e s t ramifié et d i v i s e a , p ne d i v i s e pas a • 

s i p e s t décomposé et d i v i s e Q son conjugué p ne d i v i 

s e pas Q . 

Démonst ra t ion : A implique B . Soi t p un idéa l premier qui d i v i s e a • 

L ' i d é a l p ne peut ê t re i ne r t e , s inon p = pO e s t pr inc ipal et l e nombre p * 
2 

appar t ient à J(ct) . S i p e s t ramifié on a p = pO s i p |p • Donc l ' e x p o -

sant de p dans Q e s t au plus éga l à 1 . Enfin , s i p e s t décomposé de 

norme p on a p.p = pO^ . Par conséquen t s i p d i v i s e a # p ne d i v i s e 

pa s Q . 

B implique A . Même type de r a i sonnemen t . 
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3 , BASES D'IDEAUX SANS FACTEUR RATIONNEL. 

Propos i t ion 3 . 1 . 

Soi t a un idéa l en t ie r de k . L e s deux a s s e r t i o n s su ivan te s sont  

é q u i v a l e n t e s : 

1) L ' i d é a l Q e s t s a n s fac teur r a t i o n n e l . 

2) L e s anneaux quot ien ts O ^ / a et ^ / N ( Q ) sont i somorphes . 

Démons t ra t ion : L 'homorphisme canonique d ' anneaux Z -> O / Q a ~— ~~ ——— — ——— 

pour noyau <j n 2T • On a donc un homomorphisme i n j e c t i f 

cp : %/af)Z -> O^/ct • Un t e l homomorphisme e s t un isomorphisme s i et s e u l e 

ment s i l e s deux anneaux ont même c a r d i n a l . On e s t donc amené à montrer 

que Q e s t s a n s fac teur ra t ionnel s i et seu lement s i Q H ^ = N ( Q ) Z . On 

peut éc r i r e l a décompos i t ion de Q en f ac teur s premiers sous la forme 

. - ( n P j

j o k ) ( n q ( « o k » n 

où l e s Pj sont des nombres premiers i n e r t e s , l e s q^ des nombres p r e 

miers d é c o m p o s é s , l e s r des nombres premiers r a m i f i é s , l e s Q de s 

m n £ 
idéaux premiers d é c o m p o s é s non con jugués deux à deux , l e s r des 

m 
idéaux ramif iés a v e c e G J 0 , 1 1 . D a n s c e s cond i t ions on a : 

m 1 * 
nj np+mp n m + e m 

û fl Z = (n p, n Z n r m

m m ) Z 
2nî 2 n p + m p

 2 n m + e m 
( N Q ) Z = n P. J n q C C n r ^ . 

On en conc lu t que Q n 2? = N ( Q ) Z s i et seu lement s i l e s e x p o s a n t s des 

i déaux premiers figurant dans la décompos i t ion de a sa t i s fon t aux c o n d i 

t i o n s B de l a proposi t ion 2 . 3 a La proposi t ion e s t donc démont rée . 

Coro l l a i r e 3 . 2 . 

Soi t o un idéa l en t i e r de k . L e s deux a s s e r t i o n s su ivan te s sont  

é q u i v a l e n t e s : 

1) L ' i d é a l a e s t s ans fac teur r a t i o n n e l . 

2) I l e x i s t e c £ 3? t e l que 0 - c ç a • 
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Il e s t évident que 2) implique 1 ) . Réciproquement s i a e s t s a n s 

fac teur r a t i o n n e l , l 'homomorphisme canonique Z -> O / Q e s t su r j ec t i f et 

on conc lu t qu ' i l e x i s t e c £ Z t e l que 9 so i t congru à c modulo o . 

Déf in i t ion 3 . 3 . 

L ' e n s e m b l e { c | 0 - c ç Q | e s t appe lé e n s e m b l e des r a c i n e s de et . 

Remarques 3 . 4 : 1) L ' e n s e m b l e des r a c i n e s de a forme une pro

g r e s s i o n ar i thmét ique de r a i son No . 

2) S i c e s t une r a c i n e de a et s i Cf e s t 

l ' i d é a l con jugué de o , a lo r s S - c e s t une r a c i n e de â . En e f f e t , on 

a 6 - c £ a , donc 0 - c = S - c + 0 ç J et 0 - ( S - c ) ç H . 

S I S I 

3) Dans l ' i n t e r v a l l e [ ~ - ~ N ( Q ) i^+^Na ] , i l e x i s t e 

au moins une et au plus 2 r a c i n e s de Q . S ' i l en e x i s t e une s e u l e , on 

l ' a p p e l l e l a r a c i n e minimum et on la note c^ . S ' i l en e x i s t e deux on 

note C q c e l l e des deux qui e s t p o s i t i v e . 

Théorème 3 . 5 . 

Soi t Q un idéa l en t i e r s a n s fac teur ra t ionne l de k . S i c e s t  

une r a c i n e de Q , l a fami l le { N ( Q ) , 0 - C } e s t une ? - b a s e de Q . 

Démonst ra t ion : D 'une par t , l e d iscr iminant de Q e s t 

A ( Q ) = ( N ( a ) ) 2 A k / g ? ; 

d'autre par t , l e d i sc r iminant du sous Z-module de Q engendré par N(û) 

et 0 - c e s t : 

N ( Q ) 0 - c 2 

A i N ( Q ) , 0 - c j = = ( N ( a ) r | | = A(a) . 

N ( Q ) 0 - c 1 0 

En vertu de s dern iers rappe l s du § 1 , Q e s t engendré par N ( Q ) et 0 - c . 

Propos i t ion 3 . 6 . 

Soi t Q un idéa l en t i e r s a n s fac teur ra t ionne l et so i t F(X) l e 

polynôme fondamental de k . S i c e s t une r a c i n e de a , a lo r s N Q 

d i v i s e F (c ) . 
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Pii^^IËL 1 ?! 1 : ° n a F(°) = (0-c)(e-c) e Q n ^ = ( N Q ) . Z . 

Propos i t ion 3 . 7 . 

Soi t a un en t i e r naturel non nu l . S ' i l e x i s t e c ç % t e l que a 

d i v i s e F(c ) , a lo r s l e sous Z-module de O engendré par a et par 
K. 

0 - c e s t un idéa l en t i e r s a n s fac teur ra t ionnel de k . 

Démons t ra t ion : Il suffit de montrer que a ^ + ( 0 - c ) ^ e s t un idéa l 

de O . Il e s t c l a i r que { 1 , 0 - c j e s t une ^ - b a s e de O . Tout b ç O 

peut donc s ' é c r i r e b = u + v ( 0 - c ) a v e c u , v ç Z et pour tout m ,n £ "S 

on a ( a m + ( 0 - c ) n ) b = aum + vnF(c) + a m v ( S - 2 c ) + ( 0 - c ) ( n u - a m v ) . Il en r é 

su l t e que ( a m + ( 0 - c ) n ) b ç aZf + ( 0 - c ) 3 ? . 

Exemple : Soi t k = Q l / ^ 3 ) et so i t c = + 1 4 . On a F(X) = X 2 - X + l 

et F (c ) = 3 . 6 1 . L e s idéaux su ivan t s de O, sont s a n s fac teur ra t ionne l : 
k 

û j = ( 3 . 6 1 , 0 - 1 4 ) ; Q 2 = ( 3 , 0 - 1 4 ) ; ^ = ( 6 1 , 0 - 1 4 ) ; a 4 = ( 1 , 0 - 1 4 ) = O k . 

4 . NOTIONS SUR LES IDEAUX REDUITS. 

Dans c e paragraphe , on s e propose de c a r a c t é r i s e r une nouve l le 

fami l le d ' i déaux de k qui permettra de déterminer l e s c l a s s e s d ' idéaux 
2 

de k . Pour c e l a on a b e s o i n d 'une norme sur R 

2 
4 . 1 . Déf in i t ion d 'une norme sur R 

Puisque l ' e x t e n s i o n k / Q e s t de degré 2 , on sa i t qu ' i l e x i s t e un 
2 

p longement canon ique de k dans R . S i k e s t un corps r é e l , l e p lon -

gement canon ique e s t a -* (cc/ôc) • Si l e corps k e s t imag ina i r e , l e p l o n g e -

/ x 2 + 
ment canon ique e s t a -* (Re a # Ini a) . L a norme cp : R R que l 'on 

c h o i s i t e s t a lo r s l a norme du maximum s i k e s t r ée l et la norme euc l id i enne 

s i n o n . Ains i on aura çp(a) = M a x { | a | , | c c | | s i k e s t r ée l et cp(a) = ||cc|| 
9 

s i k e s t imag ina i r e . Remarquons au p a s s a g e que k e s t d e n s e dans R 

pour l a métr ique déf in ie par c e t t e norme. 
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2 

Si p e s t un r é s e a u de R , par exemple un idéa l f rac t ionnai re 

de k , so i t r* = r \ { 0 | . Alors çp jr* admet un minimum ca r r e s t un 
2 

sous -g roupe d i s c r e t de R 

Déf in i t ion 4 . 2 . 

Soit a un idéa l en t i e r de k . Ce t idéa l e s t dit réduit s i l e min i  

mum de cp | * e s t a t te in t en un point a € aPlZ . 

5fïPJ?I qH?Ë_i' 5 • 1 ) S i Q e s t un idéa l rédui t , i l en e s t de même 

de son conjugué ô ca r l ' a p p l i c a t i o n cp e s t invar ian te par c o n j u g a i s o n . 

2 ) Soi t r ç et so i t Q un idéa l "de k . S i 

Q et TQ sont e n t i e r s , i l s sont s imultanément r é d u i t s . En pa r t i cu l i e r , un 

idéa l e s t réduit s i et seu lement s i sa par t ie s a n s fac teur ra t ionnel e s t un 

idéa l rédu i t . 

Lemme 4 . 4 . 

Soit a un idéa l en t i e r s a n s fac teur r a t i o n n e l . Ce t idéa l e s t réduit  

s i et seu lement s i cp(a) s> N Q pour tout a € et* • 

Démonst ra t ion : S i a e s t un idéa l s a n s fac teur ra t ionnel on a 

Qfl2? = ( N ( Q ) ) . Dans c e s c o n d i t i o n s , a e s t réduit s i et seu lement s i 

min cp| * = N Q . 

I 

Théorème 4 . 5 . 

Toute c l a s s e d ' i déaux de k con t i en t un idéa l réduit s a n s fac teur  

r a t i o n n e l . 

D ^ ^ o ^ s t r a t i o n : Soi t Q un idéa l en t i e r de k . Soi t a Q 6 o* un 

point r é a l i s a n t l e minimum de cp | Q * . S i l ' i d é a l a O « 0 e s t rédui t , l a par t ie 

s a n s fac teur ra t ionne l de c e t idéa l e s t un idéa l rédui t , s a n s fac teur ra t ionne l 

et équ iva len t à l ' i d é a l Q . On montrera donc que â o e s t rédui t . Pour tout 

1 . 1 ° 
a € a* on a cp(a a — ) ^ cp(a a ~ ) . D i s t inguons a lo r s l e c a s r ée l et l e 

^ o o a o a 
o o 

c a s imaginai re : 
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1) Si k e s t r é e l , la re la t ion c i - d e s s u s s ' é c r i t comme suit : 

M a x { N ( a ) j ^ | , N ( a ) | — | j ^ M a x { | ^ | | a S J , | ~ | | âoc 1} . 
a o o o a o 

Le premier membre de c e t t e i n é g a l i t é e s t éga l à N(a ) M a x j | — I , \ ~ \ \ . 

1 1 o o 
S i on p o s e c = M a x i l — I , hf" I } on obt ien t 

V V 

N ( a o ) * M a x j | r ^ | o â o | . | â a 0 | } * M a x { | a â Q | , « I ! 

c ' e s t - à - d i r e 

N ( a Q ) = c p ( a o â 0 ) ^ cp(aâ Q) • 

Il e s t c l a i r a lo r s que £ Q

 e s t un idéa l réduit c a r a Q â 0 appart ient à 

2) Si_ k e s t imag ina i r e , l ' a p p l i c a t i o n cp : k -* R + e s t mul t ip l i ca t ive ; 

on a donc pour tout a G a* 

cp(â Q a) = cp(a Q ) cp(a) ^ cp(a Q ) cp(a Q ) = cp(a Q â ) = N t a Q ) • 

L ' i d é a l â a e s t donc rédui t , 
o 

5 . GROUPE DES CLASSES D'UN CORPS QUADRATIQUE IMAGINAIRE. 

Lemme 5 . 1 . 

Soi t k un corps quadrat ique imag ina i r e . Soi t F(X) son polynôme fonda

menta l et so i t a un idéa l en t ie r s a n s fac teur ra t ionnel de k . L e s deux  

a s s e r t i o n s su ivan te s sont é g u i v a l e n t e s : 

1) L ' i d é a l a e s t rédui t . 
2 

2) S i c e s t l a r a c ine minimum de Q on a : ( N ( Q ) ) ^ F ( c ) . 
a o 

Démonst ra t ion : 1) impligue 2) : une 2T-base de Q e s t j N c t / 0 - c 1 . 
~ " ' a 

On a donc N Q £ cp(G-c) et par su i te puisque cp e s t mul t ip l i ca t ive et 

invar ian te par con juga i son : 
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( N a ) 2 £ cp(0~c ) c p ( 9 - c ) = cp(F(c )) = F ( c ) . 
a et a û 

2 
2) implique 1) : supposons donc ( N Q ) F ( c ) et so i t 

a 
a = uN Q + v ( e - c ) g Q * (uçZ 7 , vçïï , u et v non tous deux n u l s ) . On a 

2 3 
(cp(<x)) = cp(a).cp(a) = N a = ( U N Q - V C + v e ) ( U N Q - V C + V 0 ) . 

Q Q 
2 2 2 

S i v = 0 on a cp(a) = u ( N Q ) 

Si v ^ 0 on a ( c p ( a ) ) 2 = v 2 F | C Q - ^ N ( Û ) } . 

D ' a p r è s la formule de Taylor on obt ien t 

(cp(oc)) 2 = v 2 F ( c ) + uvNa(2c - S ) + U 2 ( N Û ) 2 . 
et et 

Or J2c - S J ^ Na , d ' après l a remarque 3 . 4 . 3 ) . On a donc 

(cp(ct)) 2 * V 2 F ( C q ) + u 2 ( N a ) 2 - u v ( N a ) 2 ;> ( u 2 + v 2 - u v ) ( N o ) 2 ;> ( N a ) 2 . 

Dans c e s c o n d i t i o n s , on conc lu t que cp(a) ^ Na et que l ' i d é a l a e s t 

rédui t . 

Lemme 5 . 2 . 

Soi t a = ( N o # 0 - c ) un idéa l réduit s a n s fac teur ra t ionnel de k . 

On a l ' i n é g a l i t é 

3 ( N a ) 2 s 4 P ~ S 2 . 

P^I^Jl^IÊ^PI1 : ^ a r déf ini t ion de la r a c i n e minimum de a on a 

12c - S I ^ Na . 
1 a 1 

2 
D ' a p r è s l e lemme 5 . 1 on a F ( c Q ) ^ (Na) . On peut donc éc r i r e 

F ( c Q ) = J [ ( 2 C Q - S ) 2 + 4P - S 2 ] ^ ( N a ) 2 ; 

et subséquemment : 

3 ( N a ) 2 ^ 4P - S 2 . 

Co ro l l a i r e 5 . 3 . 

L ' e n s e m b l e de s idéaux rédui ts s a n s fac teur r a t ionne l s d'un corps  

quadrat ique imaginai re e s t f i n i . 
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Théorème 5 . 4 . 

So ien t a J§1 b deux idéaux en t i e r s r édu i t s , s a n s fac teur ra t ionnel  

et d i s t i n c t s d'un corps quadrat ique imaginai re k . L e s deux a s s e r t i o n s  

su ivan t e s sont é q u i v a l e n t e s : 

1) L e s idéaux Q et b sont é q u i v a l e n t s . 
2 

2) L e s idéaux a et_ b sont con jugués et Û = ( 8 - c Q ) . 

P J i ^ 1 ! ^ r ^ ^ P I 1 : P impligue 2) : s i a et b sont deux idéaux é q u i 

v a l e n t s il e x i s t e t r o i s en t i e r s r a t i onne l s premiers entre eux dans leur e n s e m 

ble u , v , n , t e l s que : 

/ U + v 9 x , i X 

Puisque l ' i d é a l et e s t s a n s fac teur r a t i o n n e l , l e s en t i e r s u et v sont p r e 

miers entre e u x . En par t i cu l i e r v n ' e s t pas nu l . De l ' é g a l i t é (1) on déduit 

naïï = ( (u+v0)Nb) . (2) 

Pour s impl i f ier l ' é c r i t u r e , posons N Û = a et Nb = b . Puisque u+v0 

e s t s a n s fac teur r a t i o n n e l , n d i v i s e b et on a : 

ab = N(u+ve)(£)2 (3) 

ou enco re 

4 a b = (V[(2u+Sv) 2
 + v 2 ( 4 P - S 2 ) ] :> (~) 2 v 2 ( 4 P - S 2 ) . 

n n 
2 2 

Or i l r é s u l t e du lemme 5 . 2 que 3a ^ 4 P - S . Par c o n s é q u e n t , on a 

4 ( 4 P - S 2 ) ;> 12ab ;> 3 ( ^ ) 2 v 2 ( 4 P - S 2 ) . 

2 

On en conc lu t puisque v n ' e s t pas nul que v = 1 et n = b . Qui t te 

à change r l e s igne de u on peut supposer que v e s t éga l à - 1 et on 

déduit de l ' é g a l i t é (2) que Q = (u-0)b . C e dernier r é su l t a t indique que 

l ' i d é a l ab" e s t s a n s fac teur r a t i o n n e l . De plus l e s idéaux Q et b sont 

r édu i t s . On a donc d ' après (2) : 

Min cp |(ûb)* = Na .Nb = Nb .^Tê^) . 
2 

On en conc lu t que ( N Q ) = F ( u ) , c ' e s t - à - d i r e que u e s t une r a c i n e de 
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2 
l ' i d é a l Q . L ' i d é a l engendré par (Net) et par 0-u e s t éga l à l ' i d é a l 

p r inc ipa l ( 0 - u ) , donc à l ' i d é a l ab , c e qui montre que N a = Nb . 

Enf in , pu isque l e s idéaux a / b / ab sont s a n s fac teur ra t ionne l 

l e s s e u l s i déaux qui in terviennent dans la décompos i t ion de ab en f a c 

teurs premiers sont des idéaux premiers d é c o m p o s é s non con jugués deux 

à deux . De p l u s , s i a et b ont même norme, l e s décompos i t i ons de Q 

et de b sont l e s m ê m e s , c ' e s t - à - d i r e que a = b • En pa r t i cu l i e r , on a 
2 

a = (0-u) et l ' é g a l i t é | 0 - u | = N Q montre que u e s t la r a c i n e minimum 

de l ' i d é a l a • 

2) implique 1) : remarquons que Q e s t n é c e s s a i r e m e n t d i s t i nc t 

de son conjugué et c a r l e s idéaux Q et b sont d i f f é ren t s . C e c i p o s é , 
2 

s i a = ( 0 - c ) on a l ' é g a l i t é : 
a 

e t-N a = ( 0 - C Q ) Q . 

Par c o n s é q u e n t , a

 e t a sont équ iva l en t s ; l e s idéaux Û et b sont 

é q u i v a l e n t s . Le théorème e s t démontré . 

Remarque : Il s e peut qu'un idéa l a so i t e n t i e r , rédui t , s a n s 
2 

fac teur r a t i onne l , é g a l à son conjugué et t e l que Q = ( 0 - c Q ) . M a i s dans 
2 

c e c a s , on a (Na) = a = ( 0 - c ) . Pu isque ( 0 - c J e s t s a n s fac teur r a t i on -
et o 

n e l , on a n é c e s s a i r e m e n t No = 1 . Alors l ' i d é a l a e s t tout en t i e r , 

et 0 ~ c Q e s t une uni té de qui n ' e s t pas r a t i o n n e l l e . C e l a implique 

k = dXi) ou k = Q ( j ) ! . 

Exemple : Cons idé rons l e corps k = Q C / - 2 1 ) et l ' i d é a l en t ie r a = ( 5 , 0 - 2 ) ; 
i l e s t c l a i r que a e s t rédui t , s a n s fac teur r a t i o n n e l . On vé r i f i e f ac i l ement 

2 

que a n ' e s t pas pr inc ipa l et que a = ( 0 - 2 ) . On peut conc lu re de c e t t e 

proprié té que l e nombre de c l a s s e s de Q C / - 2 1 ) e s t d i v i s i b l e par 2 . 

Pour terminer c e paragraphe , nous donnerons que lques e x e m p l e s de 

r e c h e r c h e du groupe de s c l a s s e s d'un corps quadrat ique et nous indiquerons 

sommairement l a méthode g é n é r a l e . 
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Propos i t ion 5 . 5 . 

L e s corps quadra t iques QlJ-m) a v e c 

m g { 1 , 2 , 3 , 7 , 1 1 , 1 9 , 4 3 , 6 7 , 1 6 3 } 

sont p r inc ipaux . 

Démons t ra t ion : Pour m ^ 3 , i l suffit d ' u t i l i s e r l ' i n é g a l i t é de 

M i n k o w s k i . 

Pour l e s au t res va l eu r s de m , on u t i l i s e l e théorème 5 . 4 et l e s 

r é s u l t a t s qui l e p r écèden t , à savoi r que s i Q e s t un idéa l réduit s ans 

fac teur ra t ionne l on a 

1) N Q <; , / j ( 4 P - S 2 ) = / ~ f s i m = 3 (mod 4) 

2) | 2 c a - l | <; N Q 

3) F ( c a ) = 0 (mod N ( Q ) ) . 

-m 

C e c i é t a n t , l e t a b l e a u suivant montre que l e s corps c o n s i d é r é s sont pr in

c i p a u x . 

HT / s -n i \ I d . réduit 
m N(o) c F ( c j , ^ u o -m « s s . f a c t . r a t . 

7 1 1 2 O, 
k 

11 1 1 3 O, 
k 

19 1 1 5 O 
2 1 7 ^ 

4 3 1 1 11 O k 

2 1 11 
3 l i 2 1 1 ; 13 .. 

67 1 1 17 ° k 
2 1 17 — 
3 1;2 17; 19 
4 1;2 17; 19 O k 

163 1 1 4 1 O k 

2 1 4 1 — 
3 1;2 4 1 ; 4 3 
4 1;2 4 1 ; 4 3 
5 1;2;3 4 1 ; 4 3 ; 4 7 
6 1;2;3 4 1 ; 4 3 ; 4 7 
7 1;2;3;4 4 1 ; 4 3 ; 4 7 ; 5 3 
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Remarque : Stark a montré en 1966 qu ' i l n 'y a pas d 'autre corps 

imaginai re p r i nc ipa l . 

Exemple 5 . 6 : Groupe des c l a s s e s du corps quadrat ique Q ( y - 1 9 9 ) . 

2 

Le polynôme fondamental de c e corps e s t F(X) = X - X + 5 0 . L e s 

en t i e r s s u s c e p t i b l e s d 'ê t re la norme d'un idéa l réduit s a n s fac teur r a t i on 

nel sont donc : 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 . On cons t ru i t donc l e t ab l eau suivant : 

_ ^ p , > Idéaux rédui ts s a n s M o t i f de l ' e x c l u s i o n 
0 a a f ac teur ra t ionne l de l ' i d é a l ( a , 0 - c Q ) 

1 1 50 O, 

; k 

2 1 50 ( 2 , e - D , ( 2 , 6 - l ) = ( 2 , e - 2 ) 

3 1 50 Néant F ( c ) 4 0 (mod 3) 

2 52 Néant F ( c ) 4 0 (mod 3) 

4 1 50 Néant F ( c ) 4 0 (mod 4) 

2 5 2 ( 4 , e - 2 ) , ( 4 , e - 3 ) = ( 4 , ë - 2 ) 

5 1 50 ( 5 , e = - D , ( 5 , 0 - 2 ) 

2 52 Néant F ( c Q ) f 0 (mod 5) 

3 56 Néant F ( c Q ) 4 0 (mod 5) 

6 1 50 Néant "N 

2 52 Néant \ F ( c ) 4 0 (mod 6) 

3 56 Néant ) 

7 1 50 Néant F ( c ) 4 0 (mod 7) 

2 52 Néant Idem 

3 ' 56 ( 7 , 9 - 3 ) , ( 7 , e-3) 

4 62 Néant Idem 

8 1 50 Néant A 

2 5 2 Néant ( , „ , 2 „ , . 
\ ( N t t ) > F ( c ) 

3 56 Néant 

4 62 Néant ^ 
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Une fo i s c e t a b l e a u d r e s s é , on vé r i f i e qu 'aucun des idéaux rédui ts t rouvés 

n ' e s t équ iva len t à son conjugué (sauf , év idemment) . On en déduit 

que = 9 . Le groupe des c l a s s e s de Q C / - 1 9 9 ) e s t so i t c y c l i q u e 

d'ordre 9 soi t isomorphe à ( 2 / ( 3 ) ) x (Z/ (3) ) . On vér i f i e a lo rs s a n s pe ine 
3 

que ( 2 , 0 - 1 ) = ( 8 , 0 - 3 ) , l eque l e s t équ iva len t à ( 7 , 0 - 3 ) qui n ' e s t pas 

p r i nc ipa l . On en conc lu t que l e groupe des c l a s s e s de Q C / - 1 9 9 ) e s t c y 

c l i q u e d'ordre 9 et engendré par C l ( 2 , 0 - 1 ) . 

5 . 7 . Aperçu sur l a méthode g é n é r a l e . 

1) Etant donné k , on commence par d r e s s e r l e t ab l eau des 

idéaux en t i e r s rédui ts s a n s fac teur ra t ionne l de k . 

2) On r e c h e r c h e parmi c e s idéaux c e u x qui sont équ iva l en t s à 
2 

leur c o n j u g u é , c ' e s t - à - d i r e t e l s que Q = ( 0 ~ c ) . C e c i f a i t , après avoir 

é l iminé l e s con jugués en q u e s t i o n , on obt ien t l e nombre de c l a s s e s par 

app l i ca t ion du théorème 5 . 4 . 

3) On cons t ru i t la t a b l e du groupe . Dans c e but , s i Q et b sont 

deux idéaux rédui ts s a n s fac teur r a t i o n n e l , ou b ien Q . b e s t réduit s a n s 

fac teur r a t i o n n e l , ou b ien il ne l ' e s t p a s . S ' i l l ' e s t , Cl (ab) e s t dé t e rminée . 

Sinon on peut éc r i r e o-b = (q )Q a v e c Q s a n s fac teur r a t i onne l . Soi t 

o o o 

c Q l a r a c i n e minimum de a et a Q l a norme de o . On a a lo r s 

F ( c Q ) = aQa1 . 

Si a i ^ a

Q / l ' i d é a l Q q e s t réduit s ans fac teur ra t ionnel et C l ( û b ) = C l ( û 0 ) . 
S i a- < a , on peut éc r i r e 

1 o 
( 0 - c ) = Q Q 

O O 1 
où ru e s t s a n s fac teur ra t ionnel et de norme a , . L e s idéaux a et Q , 

1 l o i 
sont équ iva l en t s ca r 0 Q I Q . = Q ( a j = ( 0 ~ c ) ô , . S i e s t réduit 

o 1 1 o 1 o 1 1 
cl(ctb) =

 C I ( Q ^ ) . Sinon on r ecommence l ' opéra t ion qu 'on v ien t d ' e f fec tuer 
a v e c Q . On obt ien t une su i t e s t r i c tement d é c r o i s s a n t e de normes d ' idéaux 

o 
s a n s fac teur ra t ionne l : a , . . . , a . A u bout d'un nombre fini d 'opéra t ions on 

o n 

obt ien t un idéa l o n e n t i e r , rédui t , s a n s fac teur ra t ionnel et équiva len t à 

l ' i d é a l o .b . 
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6 . GROUPE DES CLASSES D'UN CORPS QUADRATIQUE REEL. 

L 'é tude du c a s des corps quadra t iques r é e l s e s t plus d é l i c a t e que c e l l e 

du c a s imaginai re . Que lques remarques pré l imina i res permettront de s impl i f ier 

c e t t e étude : 

Remarques 6 . 1 .A. Soi t Q un idéa l en t i e r réduit d'un corps quadrat ique 

r ée l k . Ce t idéa l p o s s è d e une r a c i n e dans l ' i n t e r v a l l e ] 0 , 0 [ . En e f fe t , 

s i c e s t la plus grande r a c i n e de a qui so i t infér ieure à 0 , on a : 

cp(0-c) = m a x { | 0 - c | , | 0 - c | | = 0 - c ^ Na . Dans c e s c o n d i t i o n s , on a 

0 < C + N Û ^ 0 . Puisque 0 n ' e s t pas r a t i o n n e l , on a b ien 0 < c+Na < 0 . 

6 . 1 . B . Soi t a un idéa l en t ie r s a n s fac teur ra t ionnel et soi t c „ u a 
2 

la r a c i n e minimum de a • Si | F ( c ) I ^ (Na) l ' i d é a l a e s t rédui t . En 
1 Q 1 

e f f e t , i l e s t c l a i r d ' après 6 . 1 . A que F ( c Q ) e s t n é g a t i f . De p lu s , on a : 

( N a ) 2 , { ( S 2 - 4 P ) - ( c 0 - f ) 2 < - ( Y ) ' . 

Soit maintenant ce € a t e l que cp( a ) < Na . S i a = ( N Q ) U + V ( 0 - C ) on a : 

a 

Na > m a x { | a | , |â | | et v = ^ a v e c M < s 1 . 

Par s u i t e , v = 0 et u = 0 . Le minimum de cpj * e s t donc a t te in t au 

point Na , c ' e s t - à - d i r e que l ' i d é a l Q

 e s t rédui t . 

La réc iproque de c e t t e propriété e s t f a u s s e , comme l e montre l ' e x e m p l e 

suivant : 

Soi t k = QC /7 ) l e corps dont l e polynôme fondamental e s t X - 7 et 

so i t a l ' i d é a l (3,j7-l). Puisque |F(1) | = 6 l ' i d é a l a e s t s an s fac teur 

ra t ionne l et s a t i s f a i t à F ( l ) < (N Q ) . Soi t a € a t e l que cp( a ) < N a . S i 

a = 3u + v C / 7 - 1 ) , (u ,v ç Z) on a n é c e s s a i r e m e n t v = u = 0 , c ' e s t - à - d i r e 

que l ' i d é a l a e s t rédui t . 

C e t exemple montre qu ' i l faut t rouver une nouve l l e c a r a c t é r i s a t i o n des 

idéaux rédui ts d'un corps quadrat ique r é e l . 
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Propos i t ion 6 . 2 . 

Soi t Q un idéa l en t ie r et s a n s fac teur ra t ionne l d'un corps quadra 

t ique r é e l k . L e s deux a s s e r t i o n s su ivan te s sont équ iva l en t e s : 

1) L ' i d é a l a e s t réduit ; 

2) 'L ' idéa l a p o s s è d e deux r a c i n e s dans l ' i n t e r v a l l e ] 0 , 0 [ ; 

Démonst ra t ion : 1) implique 2) . On sa i t d ' après l a remarque 6 . 1 . A 

que Q p o s s è d e une r a c i n e dans l ' i n t e r v a l l e ] 9 , 6 [ . S i c e s t l a plus 

grande r a c i n e de a infér ieure à 0 , i l r é s u l t e de 6 . 1 . B que C + N Û e t 

C + 2 N Q appar t iennent à ] © , © [ . 

2) implique 1) . Si Q p o s s è d e deux r a c i n e s dans 

l ' i n t e r v a l l e ]© ,©[ , so i t c l a plus grande des r a c i n e s de ci appartenant 

à ]Q,Q[ . On a a lo r s l e s i n é g a l i t é s : 0 < 6 - c < N Q et - N Q > 0 - c . 

Soit a l o r s a = u ^ a + v ( 0 - c ) g Q t e l que cp(a) < N Q . Dans c e s c o n d i t i o n s , 

on a | uN Q + v ( 0 - c ) | < N Û et |uNo + v ( 0 - c ) | < N a . On en déduit 

| v | ( 0 - 0 ) < 2 N a . S i 0 - 0 > 2 N a on a v = u = 0 et l ' i d é a l Q e s t 

rédui t . S i 0 - 0 g ] N 0 , 2 N a [ , on peut supposer en changean t l e s igne de a 

que v ç { 0 / 1 } • L ' hypo thèse v = 1 conduit aux i n é g a l i t é s : 

n - hc 6 - c 1 0 < - 1 - — < u < 1 - ~ — < 1 . 
N a Na 

Par c o n s é q u e n t , v = u = 0 et on conc lu t que l ' i d é a l Q e s t rédui t . 

Déf in i t ion 6 . 3 . 

Soi t Q un idéa l en t ie r réduit et s a n s fac teur ra t ionne l d'un corps 

quadrat ique r ée l k . On appe l l e r a c i n e f ina le de a l a plus grande r a c i n e 
S 

c de a infér ieure à 0 . (On a a lo r s c ç. J-^ # 0 [) . 

Propos i t ion 6 . 4 . 

Soi t c un en t i e r naturel appartenant à ] " 2 ' 6 [ et so i t F (c ) = - a b . 

L e s deux a s s e r t i o n s su ivan te s sont é q u i v a l e n t e s : 

1) L ' i d é a l a = ( a , 0 - c ) e s t réduit s a n s fac teur ra t ionnel et admet 

c comme r a c i n e f ina le ; 

2) On a l ' i n é g a l i t é ( a + b ) 2 < S 2 - 4 P . 
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Démonst ra t ion : Il e s t évident que Q e s t s a n s fac teur r a t i onne l . 

L ' a s s e r t i o n 1) équivaut à la propriété (F (c+a) > 0 et F ( c - a ) < 0) : la formule 

de Tay lo r donne a lo r s 

2 2 
F ( c + a ) = F (c ) + aF*(c) + a = - a b + a + a ( 2 c - S ) 

F ( c - a ) = F (c ) - a F ' ( c ) + a 2 = - a b + a 2 - a ( 2 c - S ) . . 

L ' a s s e r t i o n 1) e s t donc équ iva len te à l a propriété 2 c - S > Ja—b | . Puisque 

2 c - S > 0 par h y p o t h è s e , c e t t e dernière i n é g a l i t é équivaut à 

S 2 - 4P = 4 c 2 - 4 S c + S 2 + 4 a b > ( a + b ) 2 . 

Nota : Dorénavan t , on dira qu'un idéa l en t ie r Q e s t réduit s ' i l e s t réduit 

s a n s f ac teur r a t i o n n e l . 

Déf in i t ion 6 . 5 . 

Soi t Q un idéa l réduit de k . On p o s e a = Ncu • Soit c ( r e sp . 
o ° a Q  

c - ) l a r a c i n e f ina le de Q ( r e s p . Q ) . S i F ( c ) = - a b et 
Q 0 o u o — Û Q — 

F ( c - ) = - a b ' on appe l l e r e spec t i vemen t : 
o 

- s u c c e s s e u r de Q l ' i d é a l = ( b , 0 - ( S - c )) 
o 1 ct 0 

- p r é d é c e s s e u r de a l ' i d é a l Q = ( b ' , 0 - c - ) . 
o - 1 a Q 

E x e r c i c e s : A - Déduire de l a proposi t ion 6 . 4 que l ' e n s e m b l e des idéaux 

rédui ts d'un corps quadrat ique r ée l e s t f i n i . 

B - Montrer que s i o e s t rédui t , a lo r s et a ^ sont 

rédui ts et que l e s u c c e s s e u r du p r é d é c e s s e u r de a e s t a , de même 
o o 

que l e p r é d é c e s s e u r du s u c c e s s e u r de Û Q . 

Lemme 6 . 6 . 

D a n s l ' e n s e m b l e f ini des idéaux rédui ts d'un corps quadrat ique 
r é e l k , la r e l a t ion " i l e x i s t e une c h a î n e de a vers b , Q = c t Q ' e t ] / • • • o n

 = b 
ou une c h a î n e b = b Q / • • • / b R = a de b v e r s Q t e l l e que pour tout 

i ^ n - 1 , Q . „ so i t l e s u c c e s s e u r de Q . ( r e s p . t e l l e que b , . so i t l e 
î + l i î + l 

s u c c e s s e u r de b..) " e s t une re la t ion d ' é q u i v a l e n c e que l 'on note a ~ b • 
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Déf in i t ion 6 . 7 . 

On appe l l e c y c l e d ' idéaux rédui ts de k toute c l a s s e d ' é q u i v a  

l e n c e pour l a r e l a t ion " Q ~ b" • 

Théorème 6 . 8 . 

Soien t Q et b deux idéaux rédui t s d'un corps quadrat ique rée l k . 

L e s deux a s s e r t i o n s su ivan te s sont é q u i v a l e n t e s : 

1 ) L e s idéaux o et b appart iennent à un même c y c l e . 

2 ) L e s idéaux û et b sont é q u i v a l e n t s . 

C e théorème fondamental va permet t re , g r â c e à l a proposi t ion 6 . 4 

de déterminer l ' e n s e m b l e des c l a s s e s d ' idéaux de k . 

Démon^st raUon^du_theorème_6 1 8 : Tout d 'abord , i l e s t c l a i r que 

1 ) implique 2 ) . Démontrons la r é c ip roque . 

Soi t Q un idéa l réduit et soi t JQ } . l a su i te des s u c c e s s e u r s 
o 1 n n^U 

i t é r é s de Q . Pour tout n ^ 1 , on p o s e a = No et on définit 
o n n 

p , - £ k par l a r e l a t ion de r écu r rence [p = 1 , a . p - = - o ' . ( c - 0 ) ] . 
• n + 1 ^ *o n + l H n + l K n Q R 

C e t t e dé f in i t ion , donne l i eu aux formules su ivan te s v a l a b l e s pour tout n ^ 1 ; 

p n = f T <»,>"Vv » (1» 
] = 1 j - 1 

P Q = p Q = Q ( 2 ) 
n n O O O 

La première formule e s t une c o n s é q u e n c e immédiate de la déf ini t ion de p^ . 

Pour démontrer l a s e c o n d e , remarquons que Q . e s t l e s u c c e s s e u r de a 
n + 1 n 

et qu 'on a : Q ..Q „ = (a J . On en déduit l ' é g a l i t é 
n + 1 n + 1 n + 1 

P n ( e " ° a K o n + l = P n a

n + l a n = p n + l V l ° n + l 
n 

c ' e s t - à - d i r e p , -, Û , -i = P Q - p a ~ a K n + l u n + l H n n H o w o w o 

C e c i d i t , puisque l e s Q ^ forment un c y c l e , s i la longueur de c e c y c l e 

e s t £ on a pour tout en t ie r n = qg+r l ' é g a l i t é 

P n = Pg- P r • (3) 
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On peut éga lement é tendre la fami l le des Q et des p aux en t i e r s 
n "n 

r a t i onne l s g r â c e à l a r e l a t ion (3) . On obt ien t a lo r s l e lemme : 

Lemme 6 . 8 . 1 . 
Pour tout n a Z , so i t a = p a ; La famil le j a , a A e s t une c u n H n n / < a n u n + l 5  

ff-base de Q 
o 

Démonst ra t ion : On sa i t que P Û = Q et que ia , 0 - c } e s t K

n n o 1 n o n

l 

une Z - b a s e de Q . Par c o n s é q u e n t , la fami l le {p a = a , p ( 0 - c A ) = n ,} 
n k n n u n K n û R

7 u n + l > 

e s t une Z - b a s e de a Q . 

Remarque 6 . 8 . 2 . 
a n a n 

Pour tout n £ Z on a — — = ; du fait que c e s t l a 
a n + l e " c a 

n 
r a c i n e f ina le de l ' i d é a l réduit a , on a l e s r e l a t i ons a > a et 

n n n + 1 
a n a n 

= € ] - l , 0 [ . En pa r t i cu l i e r , puisque l e rapport — — ne prend qu'un 
a n + 1 a n + 1 
nombre fini de va l eu r s lo rsque n parcourt Z on a : lim a = + œ et 

n-»+oo 
lim a = 0 . 

n 
n - . + œ 

C e t t e remarque nous amène à énonce r l e lemme : 

Lemme 6 . 8 . 2 . 

Soi t {p / y ! u n e Z - b a s e de Q q dont l e s é l é m e n t s sa t i s fon t aux pro 

p r i é t é s su ivan t e s : 

p > Y > 0 " x < < 0 ; 

i l e x i s t e a lo r s n ç Z t e l que 3 = a R et y = c c n + j • 
Démons t ra t ion : La su i te jcc ! ^™ e s t s t r i c tement c r o i s s a n t e de ( n ] n £ Z 

0 à l ' i n f i n i . Il e x i s t e donc n ç Z t e l que a £ B < a . 1 • Ra i sonnons 
n n + 1 

par l ' absu rde et supposons que g ^ a ^ . On peut éc r i r e : 

8 = ua + v a - a v e c u , v c Z c a r {ce /ce .. 1 e s t une b a s e de a 
p n n + 1 c < u n a n + l > o 
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Il r é s u l t e de l ' encadrement de 3 que uv < 0 et par conséquen t que 

| 3 | = K l + | v â n + 1 | > | E n + 1 | ; 

par a i l l e u r s on a c c n + 1

 = P x + Y y ( x ' y € 2) . S i x = 0 on a y = ± 1 

ca r l a t ransformat ion {3 , y | -> i a

n ' a

n + i l e s t un imodula i re . On en déduit 

t a n + l l " 1Y1 e t 13 l 1Y *l > 1 • Con t r ad ic t ion . S i x / 0 , a lo r s xy < 0 

et | â n + 1 j = | p x | + \yy\ > | i | • Con t r ad i c t i on . Dans c e s cond i t ions on a 

n é c e s s a i r e m e n t 6 = a • R e s t e à montrer que Y = a , . S i 

n a n + l 
a , , = a x + Y y = 3 X+YY on a y = ± 1 , x > 0 . S i y = - l on obt ien t 

n + 1 n 1 

^ + 1 = a n X " " Y 6 t ^ n ' ^ n + l = ^ n X " PY > 0 • Con t r ad i c t i on . Si y = + 1 

on a x = 0 . Le lemme e s t démontré . 

Achevons maintenant l a démonstra t ion du t h é o r è m e . Soien t a et b 

deux idéaux rédui ts de k qui sont équ iva l en t s modulo l e s idéaux p r inc ipaux . 

Il e x i s t e p ç k* t e l que Q = p b . La fami l le {pNb/ p ( 0 - c ^ ) { e s t a lo r s une 

y - b a s e de Q . P o s o n s g = p Nb et y = p ( 0 - c b ) . On obt ient p > y > 0 et 

ï T 1 = ( 0 - c ) ( N b f 1 < - 1 . 
b 

On appl ique l e lemme 6 . 8 . 2 et on montre a i n s i que a et b appart iennent 

au même c y c l e . 

Nous pouvons e n c o r e , g r âce à la démonstra t ion du théorème 6 . 8 , 

ob ten i r une uni té fondamentale de k : 

Théorème 6 . 9 . 

On reprend l e s no ta t ions de la démonstra t ion du théorème 6 . 8 . L ' é l émen t 

p e s t une uni té fondamentale de k . 

« : 
Démonst ra t ion : Soi t e > 0 une uni té de k et so i t a un idéa l 

Q 

s e m i - r é d u i t . On sa i t que € Q = et et que { e N a , e ( 0 - c ) l e s t une Z -
O O O ft 

o 
b a s e de Q qui s a t i s f a i t aux h y p o t h è s e s du lemme 6 . 8 . 3 . On en conc lu t 

o 
qu ' i l e x i s t e n = q£ t e l que e = p n = p^ . 

Pour conc lu re c e t t e é tude , nous donnerons deux exemple s de r e c h e r c h e 
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du groupe d e s c l a s s e s d'un c o r p s quadratique r é e l . 

Exemple 1. 

On c o n s i d è r e k = Q)(y i l317) ; le polynôme fondamental de c e corps 

e s t F(X) = X 2 - X - 2 8 2 9 . On a de plus [ 9 ] - 53 et [ ( S 2 - 4 P ) 1 / 2 ] = 1 0 6 . 

Le tab l eau suivant donne la r e c h e r c h e des idéaux réduits dont la méthode 

e s t suggérée par la proposit ion 6 . 4 . On a numérotée l e s idéaux réduits dans 

l 'ordre de leur d é c o u v e r t e , c e qui permet une étude simple des c y c l e s . 

c | - F ( c ) I Id . réduits [ № I c I - F ( c ) I Id . réduits N°~ 

1 3 x 2 3 x 4 1 - 34 3 x 5 6 9 
2 1 1 x 2 5 7 - 35 1 1 x 1 4 9 
3 3 x 9 4 1 - 3 6 3 x 5 2 3 
4 9 x 1 1 x 2 9 - 37 3 x 4 9 9 
5 5 3 x 5 3 ( 5 3 , 9 - 5 ) 1 38 1423 
6 9 x 3 1 1 - 39 3 x 4 4 9 
7 3 x 9 2 9 •* 4 0 3 3 X 4 7 ( 2 7 , 0 - 4 0 ) 8 
8 4 7 x 5 9 ( 4 7 , 0 - 8 ) 2 ( 4 7 , 9 - 4 0 ) 9 

( 5 9 , 9 - 8 ) 3 4 1 2 9 x 4 1 ( 2 9 , 0 - 4 1 ) 10 
9 3 x 9 1 9 - ( 4 1 , 9 - 4 1 ) 11 

10 3 x 1 1 x 8 3 - 4 2 3 x41 ( 2 7 , 0 - 4 2 ) 12 
H 2 7 1 9 - ( 4 1 , 0 - 4 2 ) 13 
12 3 x 2 9 x 3 1 - 43 3 x 1 1 x 3 1 ( 1 1 , 9 - 4 3 ) 14 
13 3 5 x H - ( 9 3 , 9 - 4 3 ) 15 
14 2 6 4 7 - ( 3 1 , 9 - 4 3 ) 16 
15 3 3 x 9 7 - ( 3 3 , 0 - 4 3 ) 17 
16 3 x 8 6 3 - 44 9 3 7 
17 2 5 5 7 - 4 5 3 x 2 8 3 
18 3 x 2 9 2 - 4 6 3 x 1 1 x 2 3 ( 1 1 , 9 - 4 6 ) 18 
19 3 x 8 2 9 - ( 6 9 , 9 - 4 6 ) 19 
20 3 1 x 7 9 - ( 2 3 , 0 - 4 6 ) 20 
21 3 x 1 1 x 7 3 ( 3 3 , 9 - 2 1 ) 4 ( 3 3 , 0 - 4 6 ) 21 

( 7 3 , 0 - 2 1 ) 5 4 7 2 9 x 2 3 ( 2 3 , 9 - 4 7 ) 22 
22 3 X 2 6 9 - ( 2 9 , 0 - 4 7) 23 
23 2 3 x 1 0 1 - 4 8 3 x 1 9 1 
24 9 x 1 1 x 2 3 ( 3 3 , 6 - 2 4 ) 6 49 9 X 5 3 ( 9 , 0 - 4 9 ) 24 

( 6 9 , 9 - 2 4 ) . 7 ( 5 3 , 0 - 4 9 ) 25 
25 3 x 7 4 3 - 50 3 7 9 
26 2 1 7 9 - 51 3 2

X 3 1 ( 3 , 0 - 5 1 ) 26 
27 3 x 7 0 9 - ( 9 3 , 9 - 5 1 ) 27 
28 3 x 6 9 1 - ( 9 , 9 - 5 1 ) 28 
29 2 0 1 7 - ( 3 1 , 9 - 5 1 ) 29 
30 3x653* - 52 3 . 5 9 ( 3 , 0 - 5 2 ) 30 
31 3 2

x 2 1 1 - ( 5 9 , 0 - 5 2 ) 31 
32 1 1 x 1 6 7 - - 5 3 73 ( 1 , 9 - 5 3 ) 32 
33 3 2

X 1 9 7 - ( 7 3 , 9 - 5 3 ) 33 

' ' ' * I 11 I 
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Lorsqu 'on cons t ru i t " l e s " c y c l e s on obt ien t l e r é su l t a t suivant : 

(1) (25) (28) - (16) _ (6) (19) -> (14) _. (27) _ (30) (3) (9) 

(22) - (21) (5) .- (32) _ ( 3 3 ) - (4) (20) (23) (11) _ (12) J 

L (10) (13) (8) _ (2) 31) _ (26) (15) (18) (7) _ (17) 

(1) «_ ( 2 4 ) . - (29) J 

Çfi lPiyËL 0 - 1 ! : * e c o r P s Q ( / 1 1 3 1 7 ) e s t pr incipal ! 

Exemple 2 , 

On c o n s i d è r e k = Q ( / l 3 0 ) ; l e polynôme fondamental de c e corps 
2 

e s t F(X) = X - 1 3 0 et on a [e] = 11. 

L e s c y c l e s d ' i déaux rédui ts sont a lo r s l e s su ivan t s : 

( 1 1 , 9 - 3 ) ( l l , e - 8 ) _ ( 6 , 0 - 1 0 ) _ ( 5 , 0 - 1 0 ) ( 6 , 0 - 8 ) ( 1 1 , 0 - 3 ) 

( 7 , 0 - 5 ) _ ( 1 5 , 0 - 1 0 ) _ ( 2 , 0 - 1 0 ) _. ( 1 5 , 0 - 5 ) _ ( 7 , 0 - 9 ) ( 7 , 0 - 5 ) 

( 9 , 0 - 7 ) ( 9 , 0 - 1 1 ) _ ( 1 , 0 - 1 1 ) -, ( 9 , 0 - 7 ) 

( 3 , 0 - 1 0 ) ( 1 0 , 0 - 1 0 ) _ ( 3 , 0 - 1 1 ) ( 3 , 0 - 1 0 ) . 

Le groupe des c l a s s e s de Q (/Ï3Ô~) e s t d'ordre 4 . Remarquons a lo r s que 

( 2 , 0 ) 2 = (2) , que ( 1 0 , 0 ) 2 = (10) et ( 5 , 0 ) 2 = (5) . Le groupe d e s 

c l a s s e s de QC/130) e s t par conséquen t isomorphe à (Z/2Z) x (Z/2Z) . 

L ' u t i l i s a t i o n du dernier c y c l e permet de c a l c u l e r une uni té fondamentale 

de Q(/Î3u") à s avo i r : 
fl-10 6 - 1 1 0 - 1 0 , 7 A , 

^ = P3 = 3 x 10 X 3 = " 5 7 + 5 9 • 

L 'un i té fondamentale de Q C/Ï3ÏÏ) e s t donc Q ^ = - Q = 57 + 56 . 

Remarque 6 . 1 0 . 

S i | ( a . , 9 - c ) } . _ _ n » - e s t l a su i te des idéaux d'un c y c l e , l ' un i t é 
1 Q 1—U / • • • / c J. 

fondamenta le de k e s t . , A 

8-1 6 - c . , . 
1 0 a i 

g-1 N ( 6 - c Q . ) 
On a donc N K / Q P C = I l 2 • 

0 a. 
î 

Il en r é s u l t e que la norme de l ' un i té fondamentale e s t + 1 ou - 1 se lon 

que l e s t pair ou impair . En pa r t i cu l i e r l a par i té du nombre d ' idéaux d'un 

c y c l e ne dépend pas de c e l u i - c i . 
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APPENDICE 

M a j o r a t i o n du nombre des c l a s s e s d'un corps quadra t ique , solut ion de B . MORFIN  

P ropos i t i on . 

Soien t K = Q(ym) , où m e s t un en t ie r s a n s fac teurs c a r r é s , et 

A l e d i sc r iminan t de K . Le nombre des c l a s s e s h de K vé r i f i e : 

h < m + M 
6 7 12 ' -

PJîïîl^îl^IËyPI1 : P u i s c I u e chaque c l a s s e s con t i en t au moins un idéa l 

réduit s a n s fac teur r a t i onne l , i l suffit de majorer l e nombre de c e s idéaux 

pour majorer h . 

La norme a d'un idéa l réduit s a n s fac teur ra t ionnel vé r i f i e : 
2 ^ •»-r r lA 1 -, 

a <; N a v e c N = L " y ^ . 

L e s r a c i n e s d'un idéa l réduit a = ( a , 0 - i ) sont dé f in ie s modulo a . 

Il y a donc au plus a idéaux rédui ts s a n s fac teurs r a t ionne l s de norme a . 

D ' a p r è s l e s t r o i s remarques p r é c é d e n t e s , on a : 

h , . « f l a n < • 

C o r o l l a i r e . 

Soi t p un nombre premier . Le nombre de c l a s s e s de Q(y±p) e s t  

premier à p . 

Démonst ra t ion : On va montrer en fait que : h < p . E n majorant 

|A I par 4 p , on obt ien t d ' après l a proposi t ion p récéden te : 

S i p ;> 3 , / <; donc h < p 

Si p = 1 ou 2 , on sa i t que h = 1 . 

C a l c u l prat ique du nombre de c l a s s e s des corps quadra t iques r é e l s ( rédact ion  

de B . M O R F I N ) . 

(On trouve dans [ 1 ] , c h a p . 2 , S e c . 7 . 3 un a lgor i thme, fondé sur 

un développement en f ract ion c o n t i n u e , donnant l ' un i t é fondamentale d'un corps 



- 25 -

quadrat ique r é e l . On met , c i - a p r è s , en é v i d e n c e , l e pa ra l l é l i sme de c e 

développement a v e c l a répar t i t ion en c y c l e des idéaux rédui ts en s ' a p 

puyant sur des no t e s m a n u s c r i t e s de G . GRAS). 

N o t a t i o n s . 

On s e p l a c e dans un corps quadrat ique K = QC/m) , où m e s t 

un en t i e r p o s i t i f s a n s f ac teurs c a r r é s . 

Comme d 'hab i tude , on p o s e : 

F(X) = X 2 - m 

_ s i m e 2 , 3 ( 4 ) 
e = Vm 

et 

F(X) = X 2 - X + ^ 

. ^ S + L s i m s 1 ( 4 ) 

9 " 4 

On p o s e a u s s i : 8' = -0" , où 0 e s t l e conjugué de 0 . On a donc : 

6' = 9 - S a v e c S = 9+0 

Q' = s i m = 2 , 3(4) 

0' s i m = 1(4) . 

On rappe l le que l e s u c c e s s e u r d'un idéal réduit a = ( a , 9 - c Q ) , où C q d é 

s igne l a r a c i n e f i n a l e , e s t l ' i d é a l réduit : 

eu = ( a 1 # 6 - ( S - c )) = ( a ^ e ' + c ) 
1 1 a 1 a Q 

a v e c F ( ( c a ) = " a a i • 

On note Q l e s u c c e s s e u r de • s y m b o l e [ a ] dé s igne l a 

par t ie en t i è r e du nombre r é e l a . A tout idéa l réduit a = ( a , 8 - c Q ) , on 

e '+c 

a s s o c i e le nombre ^ . 
a 

Nous a l l o n s montrer que l e c a l c u l du c y c l e engendré par un idéa l 

réduit Q peut s e faire en ef fec tuant l e développement en fract ion cont inue 

9 ' + c 

de S- . 
a 
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e - + c Q 

Remarque : Le développement en fract ion cont inue de e s t pé r iod ique . 
e ' + c a 

En e f f e t , " e s t quadrat ique ; i l suffit d 'appl iquer l e théorème de 
a 

L e g e n d r e . 

P ropos i t ion . 
Soien t a un idéa l réduit et Û , son s u c c e s s e u r . Notons a et 

o 1 o — 
a„ l eurs normes et c , c leurs r a c i n e s f i na l e s r e s p e c t i v e s . Alors 

o 1 

e '+c e '+c 

a n a -, a 
1 = [ ~ ] + - R * — 

a a i e + c a 
1 1 o 

et l e deux ième membre e s t l e développement en fract ion cont inue à l 'ordre 1 
e ' + c 

° 1 
de . 
~ a i 

On en déduit a lo r s g r âce à l ' u n i c i t é du développement en fract ion 

cont inue : 

C o r o l l a i r e . 

Ecr i re l e c y c l e des idéaux semi - r édu i t s équ iva l en t s à a revient 

e ' + C û o 
à éc r i r e l e développement en f ract ion cont inue de ~ . 

a 
o 

Démons t ra t ion de l a proposi t ion : Il faut montrer que : 

e ' + c f t 1 a 
v a 1 o 

1) - — e s t un e n t i e r . 
a-, 6 + c 

1 a o 

On sa i t que c a = S - c Q + na^ , n ç Z . Le c a l c u l devient a lo rs : 

e , + c o i a

0 _ e '+s -c 0 n +n a i a Q (e'+s-cg^te'+c^) - a Q a i 

a l " 9 ' + c o 0

 = a l " 9 ' + c a 0

= n + a l ( e ' + c a 0

) 

( 9 - c r t ) ( - 8 + c n ) - a a t 

^ QQ °o Q 1 
= n + 777- , = n . 

a i ( e ' + c Q 1 a o 
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a 
Mont rons maintenant que : 0 < — < 1 . L ' i d é a l o e s t réduit 

0 + c f l o 
o 

donc : 
0 < c - a 

et û l ° 
0 < a < c r t - 6 = c + 0 ' . 

° °o a o 
Remarque : Dans l e développement en f ract ion con t inue à l 'ordre 1 de 

, c e n ' e s t pas l e s u c c e s s e u r ma i s l e p r é d é c e s s e u r de a qui 

o 

i n t e rv i en t . D a n s l a p ra t ique , on ob t ien t donc l e c y c l e en commençant par 

l e dernier i d é a l , comme l e montrent l e s e x e m p l e s . 

Exemple 1. m = 1 1 5 , h = 2 , 

m s 3 (4) [ 0 ] = 10 Ifl] = 21 

Idéaux rédui ts 

- F ( l ) = 114 = 2 . 3 . 1 9 

- F ( 2 ) = 111 = 3 . 3 7 

- F ( 3 ) = 106 = 2 . 5 3 

- F ( 4 ) = 99 = 3 2 . 11 ( 1 1 , 9 - 4 ) ( 9 , 6 - 4 ) 

- F ( 5 ) = 90 = 2 . 3 2 . 5 ( 1 0 , 6 - 5 ) ( 9 , 6 - 5 ) 

- F ( 6 ) = 79 ( 1 5 , 9 - 5 ) ( 6 , 9 - 5 ) 

- F (7) = 66 = 2 . 3 . 1 1 ( 1 1 , 9 - 7 ) ( 6 , 9 - 7 ) 

- F (8) = 51 = 3 . 1 7 ( 1 7 , 9 - 8 ) ( 3 , 9 - 8 ) 

- F ( 9 ) = 34 = 2 . 1 7 ( 1 7 , 9 - 9 ) ( 2 , 9 - 9 ) 

- F ( 1 0 ) = 15 = 3 . 5 ( 3 , 9 - 1 0 ) ( 5 , 9 - 1 0 ) 

( 1 5 , 6 - 1 0 ) ( 1 , 6 - 1 0 ) 
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C a l c u l des c y c l e s . 

par l a méthode du chap i t re I : par l a méthode des f rac t ions 

con t inues : 

1er j c y c l e : 

a = ( 1 1 , 9 - 4 ) i ± f = 1 6 

0 1 1 0 + 7 

. , - ( 9 . 9 - S ) * Z . 2 + - ^ 
1 6 0+5 

û 9 = ( 1 0 , 0 - 5 ) ^ = 1 + - V n 
2 15 0+10 

a 3 = ( 9 , 9 - 4 ) ^ 6 + 1 0 = 20 + ^ 

- (11 o 71 8+10 , ^ 6 

. s - ( 6 . 6 - 1 0 ) ^ = 2 + ^ 

, 6 - ( 1 5 . 6 - 1 0 ) ^ = 1 + 6 ^ 

. 7 - ( 1 . 6 - 1 0 , 

A 7\ 0+5 , 11 

°9 = ( 6 ' e " 7 ) 9 = 1 + M 

2e_cyc]_e : 

. t - ( 3 . 0 - 1 0 ) + 

. 3 - ( s . e - i o ) * & . 1 + _ 3 _ 

. , - ( 2 . 6 - 9 , 
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Exemple 2 . m = 105 , h = 2 . 

m = 1 (4) [ 6 ] = 5 L/Â] = 10 

Idéaux rédui ts 

-F ( l ) = 26 = 2x13 

- F ( 2 ) = 24 = 2 3 x 3 ( 6 , 0 -2) ( 4 , 6 - 2 ) 

- F ( 3 ) = 20 = 2 2 x 5 ( 4 , 6 - 3 ) ( 5 , 9 -3 ) 

- F ( 4 ) = 14 = 2x7 ( 7 , 6 - 4 ) ( 2 , 6 - 4 ) 

- F ( 5 ) = 6 = 2x3 ( 2 , 9 - 5 ) ( 3 , 6 - 5 ) 

( 1 , 9 - 5 ) ( 6 , 6 - 5 ) 

C a l c u l des c y c l e s . 

par l a méthode du chap i t re I : par l a méthode des f rac t ions con t i nues 

Idéal a s s o c i é à - 7 = — 
, /m+c 

1er _cyc le : 

• 0 - ( 7 . 9 - 4 . ^T-^^tr <2'^» 
. , - ( 2 . 6 - 5 ) ^ = 4 + V ^ F < 3 ' e - 5 ' 

. 2 - ( 3 . e - s ) ^ = 3 + V ^ F < 2 ' ^ ) 

. 3 = ( 2 , 0 - 4 , Vfel . ^ - ¿ 4 . ( 7 , e . 4 ) 

2e_cycl_e : 

. 0 - (6.8-2) - l + ^ & j " ( 1 , 8 - 5 ) 

. , - ( 4 . 9 - 3 ) = 9 + J ^ ( 6 . 0 - 5 ) 

c 2 = ( 5 . 6 - 3 ) '1+^tï (4'6-21 

. 3 = (4 .6 -2 ) « ^ t i = l + * k f ( 5 , 6 - 3 ) 

a 4 = ( 6 . 6 - 5 ) « f i t i = l + - f ^ (4 ,6 -3 ) 

a 5 = 0 , 6 - 5 ) - 1 + ^ 3 - ( 6 , 0 - 2 ) 
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