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8e1

Chapitre 8

Lois de réciprocité

(Attention: exceptionnellement, dans ce chapitre, nous aurons & considérer
des corps finis de caractéristiques p, q ,... distinctes: q ne désirmera
donec plus, comme c'était le cas dans les chapitres 1 & 7, et comme ce sera &

nouveau le cas au chapitre 9, une puissance de p ; ce sera “au contraire",

répétons-le, un nombre premier distinct de p ).

(8.1 ) . Introduction.

Soient p un nombre premier impair et LP 1'unique caractére multipli-

catif d'ordre 2 sur FP , entierement défini, rappelons-le, Iﬁar

kf(X)
L{(X)

0 s8i x = 03

(-1)/2 _ .

*2 .

1 si x ¢ F , donc si x
J%

(-1)/2 _ _ |

* %
({)(x):—1 si xer mais si x¢:Fp2,doncsix

‘ Définition 0. - Soit & un entier relatif. On note (i) (symbole de Legendre)
P

le nombre complexe (égal 3 O , 1 ou =1 ) défini par
(:‘_) = 0@,

. P

loﬁ a € Fp = 72 /pZ désigne la classe de a modulo p .

a a
Dans ces conditions, (_) = O équivaut & " p divise a "; (_..) = 1
)% P
édquivaut & " p ne divise pas a , et a est reste quadratique modulo p ";
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a

enfin, (-) = =1 déquivaut & " p ne divise pas a , et a est non-reste
P

quadratique modulo p ". Far ailleurs, il est clair que le symbole de Legendre

est "multiplicatif”: quels que soient les entiers relatifs a et b, ona
ab ay /b

0 ) - GG
P P/\P

Pour a et p dommés, a ne divisant pas p , la relation (1) montre
que le problime de savoir si a est reste ou non-reste quadratique modulo p

se raméne, apres décomposition de a en facteurs premiers, au calcul explici-

te de (.:i) (si a est négatif), de (3) (si a est pair) et de symboles
P 1Y

q
du type (..) ( q premier impair, distinct de p et diviseur de a ). Les
P

(= 1)(P-1)/2

deux premiers des trols symboles ci-dessus valent respectivement

t (= 1)(P2- 1)/8 (

e "lois complémentaires"); quant au troisidme, il est bien

entendu calculable théoriquement gréce au critére d'Euler, mais sa détermina-
tion effective dans des cas particuliers n'est possible que gréce &4 la loi de
réciprocité de Legendre-Gauss:

(2) (i) - (_1)(p4)(q4)/4 (3)

P Q.

(et au fait que, dans le symbole de Legendre, la dépendance par rapport au
"numérateur” n'a lieu en réalité que modulo le "dénominateur"). (Pour une dé-
monstration absolument élémentaire de la loi de réciprocité et des lois com-

plémentaires, voir [Hw] , chapitre VI, paragraphes 11 & 13).
*

Plus généralement, étant donné un nombre premier p et un exposant d

non divisible par p , on peut se poser le probléme de caractériser les restes
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] ) . itmes
et les non-restes de puissances d modulo p par un procédé analogue

A colui déerit ci-dessus pour d = 2 ; ce problime sec dédouble alors de la

fagon suivante:
(3 a ’ ’
I) Construire un "symbole" <._> généralisant convenablement le sym=
p/d ‘

bole de Legendre, et ayant notamment les propriétés suivantes:
i) &tre nul si et seulement si p divise a ;
ii) valoir 1 si et seulement si p ne divise pas a ef si a est
reste de puissance diéme modulo P ;
iii) dépendre "multiplicativement" de a ;

iv) enfin, coincider avec le symbole de Legendre quand d = 2.

II) Etablir pour ce symbole une "loi de réciprocité" analogue a la loi

de réciprocité quadratique (plus des "lois complémentaires" convenables...).
in fait, si on "reste" dans l'anncau Z des entiers relatifs, le prouli-
ci-dessus n'admet pas de solution (sauf pour d = 2 ...): en effet, il est

& peu prés évident que le symbole évogqué en 1) aura pour valeurs des racines

a*®™®% g 1Tunité dans le corps des nombres complexes; le "bon" cadre pour
. . iemes : )

1'étude des restes de puissances d est donc l'anneau 4 = OL des

entiers du corps cyclotomique L = Q(e2111/d), et c'est dans ce cadre que

nous nous placerons, A titre anecdotique, signalons d'ailleurs que c'est en

cherchant A établir la loi de réciprocité biquadratique ( d = 4 ) que Gauss

I4 ’,

a été amené a étudier systématiquement l'anneau A = 2 [i] des entiers du

corps Qi) = Q(e2T/4y

: et c'est ainsi que Z[i]) est devenu 1'"amneau

des entiers de Gauss".
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Le but de ce chapitre est de résoudre le probléme posé plus haut pour
d =3 et 4, et notamment d'énoncer et de démontrer (& l'aide des propri-
étés des sommes de Causs et de Jacobi vues au chapitre 5) les lois de récipro-
cité cubique et biquadratique (e‘c aussi, ce qui sera instantané, la loi de
réciprocité quadratique). On utilisera au paragraphe 2 quelques résultats élé-

N

mentaires relatifs & la décomposition des nombres premiers dans les corps cy-
clotomiques Q(e2ﬂi/d) : 4 ce sujet, voir par exemple [WSJ , chapitre T;
on se limitera d'ailleurs presque immédiatement & 4 = 2, 3 et 4, et
on aura donc essentiellement beésoin des résultats classiques sur l'arithméti-
que dans 2 , 2 [ezﬂi/BJ et Z[i] : pour ces deux derniers anneaux, voir

[ij , chapitre XV, paragraphe 1 et 2.

(8.2). Symboles de restes de puissances; énoncé des lois de réciprocité qua-

dratique, cubigue et bicuadratigue.

Soient done 4 un entier 2 2, (J une racine primitive " ge
1'unité dans le corps des nombres complexes, L = Q( ()) le corps cycloto-
mique correspondant et A = OL = Z[()] l'anneau des entiers de L .

l])éfin:i.tion 1. =S1i a € A et si u] est un idéal premier de A ne divisant

pas d , nous définirons le symbole de restes de pulssances dlémes modulo 1/7 ,

que nous noterons (3) , comme étant 1l'élément de A
d

T
—égal da O, si a(-U];

1C08  Ge 1'unité (dans A ) congrue &

l— a(NU] - 1)/d (mod Y] ), i au contraire a ¢ v] .

*
Ceci a un sens du fait que le groupe multiplicatif X du corps résiduel

— égal & 1'unique racine d
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-

K = A/v‘l est d'ordre divisible par d : si en effet q désigne la carac—
téristique de X , on a card(X) = qf , ou f est le plus petit entier po-

sitif tel que qf = 1 (mod 4 ). (Rappel: Nu] = card(A/U]) ).

| Proposition 1. - (i) L'application a |- (_a_) est un caractére multipli-
d

U’[

catif modulo vl sur A , et ce caractére est d'ordre 4 ; ainsi, le symbole
de reste de puissances a**™*®  podulo 47 s'identifie a un caractére multipli-
catif d'ordre d sur A/«q = Fs = K.

q

(ii) Pour que a € A mais gé U] soit reste de puissance dleme modulo U] y

‘il fait et il suffit que (.a_) = 1.
v/ a

Beweis. Klar.

Supposons maintenant pour simplifier A principal (c'est le cas notam-
ment pour d = 2, 3 ou 4 ) et soient v = ({) et vl/ = ({/) deux

idéaux premiers de A , distincts et ne divisant pas d ; convenons d'écrire

5, ()= (3, == (),

Problime (recherche de la loi de réciprocité pour les puissances d

iémes )

. ) / ,
Les "nombres premiers" 'Z et Z étant convenablement normelisés, établir

) /
13 ’ 3 1" 4) Z
une relation entre les symboles "réciproques =, et — .
g d Z d
Pourd=2,ona(o=—1,L=QetA=Z;sionnormalise
, , | / /
4 et Z en leur imposant L > 0, "> 0 ( v et £’ sont alors tout
simplement des nombres premiers au sens habituel), les symboles ci-dessus sont
des symboles de Legendre, et le probleme est résolu, comme on l'a déja dit

plus haut, par la loi de réciprocité quadratique de Legendre-Gauss:
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(3) (ﬁ) ‘
gl

2
Pour d = 3 ,ona p = 2T (-1+V=3)/2, 1 = oy=3)

iémes
6

(_1)(2-1)(5’-1)/4(_@/) .
¢/,

et naturellement A = ZLP] . Les unités de A sont les racines de
1'unité, = 1, =+ {) , T P2 ; si on convient de dire qu'un élément x + yf
¢ A (x, y ¢ 2) est primaire lorsque x = 1 et y = 0 (mod 3 ),

on peut montrer que tout élément de A premier avec 3 admet un associé

primaire et un seul. Si alors 1}‘{ = («/Z) est un idéal premier de A ne

divisant pas 3 , on peut normaliser f en lui imposant d'étre primaire; 1l'u-
nique diviseur premier de 3 étant (>\) avec >\ = 1 = P (qu'on considé-
rera comme normalisé), les éléments irréductibles normalisés de A se répar-
tissent ainsi en trois types:
I. Les éléments Z = -q, avec q premier rationnel = -1 (mod 3 ).
II. Les éléments é = X+yp (x, y € 2 ) primaires, tels que WA
= %% - xy + y2 soit un nombre premier (ratiommel) = 1 (mod 3 ).
III. L'élément A = 1 - e -
Avec cette normalisation, le probléme posé plus haut est alors résolu par la

loi de réciprocité cubigue d'Lisenstein:

- ),

Pourd=4,ona(>=i

1l
l‘
|

= Q(i) et A = z[ij.

Les unités de A sont les racines 4 de l'unité, + 1, == 1i; si
on convient de dire qu'un élément x +yi € A (x, y & Z ) est pricaire
lorsque x -1 et y sont simultanément congrus, soita 0 , soita 2,

(mod 4 ), on vérifie sans peine que tout élément de A premier avec 2 ad-

met un associé primaire et un seul. Si alors U] = (Z) est un idéal pre-
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mier de A ne divisant pas 2 , on peut normsliser 44 en lui imposant d'é-
tre primaire; 1'unique diviseur premier de 2 étant (.X) avéc )s = 1 + 1
(qu'on considérera comme normalisé), les éléments irréductibles normalisés de
A se répartissent finalement en trois types:

I. Les éléments 4? = -q , avec q premier rationnel = -1 (mod 4 ).

II. Les éléments. -é = x+yi (x, y€2) primaires, tels que NZ'

= x° 4 y2 soit un nombre premier (rationnel) = 1 (mod 4 ).

III. L'élément A = 1 + i .

Avec cette normalisation, on peut alors énoncer la 1loi de réciprocité biqua-

dratigue de Gauss:

(5) (_,f) ) (_1)(NZ-1)(NZ’-1)/16 (f’) .
L'/4 i/,

Le reste de ce chapitre va &tre essentiellement consacré a la démonstra-

tion des formules de réciprocité (3), (4) et (5); comme on l'a annonce dans
1l'introduction, on se servira des propriétés des sommes de Gauss, et des
sonmes de Jacobi & deux caractiéres: i ce sujet, se reporter au chapitre 5,

paragraphes 3 et 4.

(8.3). Intermdéde: sommes de Gauss et de Jacobi assocides 3 un symbole de

restes de puissances.

Conservons les hypothéses et notations du paragraphe 2 (& 1'exception
de " A principal", provisoirement inutile). Soient t? et 47 deux idéaux
premiers de A = O (L = Q(e2T:l/d) ), distincts et ne divisant pas
Supposons en outre que T? est de degré (absolu) égel 3 1 , autrement dit

que Nz; = p, ou p est un nombre premier rationnel = 1 (mod 4 );
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le corps résiduel A/’kjf s'identifie alors a Fp , le corps premier de carac-
s . iémes
téristique p , et le symbole de restes de puissances d modulo '% ’

\

(-:-) , s'identifie & un caractere multiplicatif d'ordre d sur K = F_ :
¥4 ’
dans la suite, nous désignerons ce caractére par X H ? sera une racine
primitive piéme de 1'unité dans le corps des nombres complexes, et T (X)

désignera bien entendu la somme de Gauss 2 X(x)f’x .
X

l Proposition 2. - En posant comme au paragraphe 2 NU] = qf ( qvpremier) et

comme au chapitre 5 (paragraphe 4, proposition 5 et corollaire)

(6) w(X) = T,

(w(X)> l_ ¢t
v /e Y /a

Démonstration. - (Les congruences sans module explicite seront des congruences

on a la relation

(7)

—

modulo v] ). Le corps résiduel A /41] étant de caractéristique q ( ), on a
f f f f - T f
f
(6) TN = 2 XL WIY* - T (X = T EH=U)
X

(voir chapitre 5, (18)). Comme qf = Ny = (mod d ) (voir paragraphe
: _ el . d—f
2) et que X est d'ordre d , on a Xq = X , q (q_ ) X(

et (8) peut se réécrire

(9) = OO = X H=) .

D'aprés le chapitre 5,. (20), on a T(X)T(X} = p ; dans A[;] , ‘C(X)

est donc inversible modulo UI , ce qui permet de simplifier (9) par -t (X) ;

comme ‘C(X)d = w()() ’ (9) devient alors

(%) ... et Y] ne se ranifiant pas dans A[T] ...
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(10) BTG AN TR

-

ce qui, compte tenu de la définition de X , de celle des symboles de res-
tes de puissances et du fait que dans (10) le module de congruence est v

est précisément le résultat & démontrer.

Proposition 3. - Pour 1 £ j < 4 -2, on a la congruence

(1) (X, X% = 0 (moa (2

Démonstration. Par définition de X ,

12w XD = 2 TR I ey,

X

x décrivant dans A un systime complet de restes modulo ‘% , par exemple

% O, 1 ,0eey P - 1} ; la congruence (11) résuite alors du théoréme 3 du

X(P-1)/d (1 - X)j(P-1)/d

chapitre 2, appliqué & F(X) , polyndme & une

variable X sur le corps fini Fp = A /1},

I Proposition 4. - Si l'exposant d est premier, on a la congruence
(13) w(X) = -1 (md a).

(Noter que 1'idéal (d) de A , module de la congruence (13), n'est pas
2tmi/d
SUELS

'premier, sauf si 4 = 2, puisque d se ramifie dans L = Qf

Démonstration. L'exposant d étant premier, tous les coefficients multinomi-

aux mixtes relatifs a d sont divisibles par d , les autres étant égaux &

1 ; d'ol (1a congruence étant une congruence modulo d )

W = <0 = {2 K@y

1

= . Z Xd(x) ;dx = % g,dx = =1, c.q.f.d.

(on s'est servi du fait que Xd = 1 ; noter que ?d est une racine



primitive pleme de 1'unité).

(8.4). Démonstration de la loi de réciprocité quadratique (3).

Ona d = 2, A = Z, et on peut appliquer la formule (7) avec

é=p,'gl=q’f=1:

o ()6,

mais, X étant le caractére d'ordre 2 sur F; = Fp* , On a
w(X) = T = (DTN = X=1p= Y0Z
de plus (critére d'Euler), X(— 1) = (- 1)(4-_1 )/2 ; la relation (14) de-

vient ainsi

- 4- |
<( 1>(£:)/22)2 ) (:gi/)z |

d'ol immédiatement (3), par multiplicativité du symbole de restes quadratiques

/ - -
modulo 'e , et du fait que <_71) = (- 1)(2 1)/2. (Noter que le symbole
2

de restes quadratiques coincide bien avec le symbole de Legendre...)

(8.5). Démonstration de la loi de réciprocité cubique (4).

Onadonc d = 3, A = Z[P] y avec 0 = (-1 + )/-3)/2 ; il
s'agit de prouver (4), et on est amené & distinguer trois cas, selon les
/
types respectifs de ,Z et '£ .

/
1°7 cas: jgif’sontdetvpel. On a donc /£= -q, £ = -q,

{8 -

]
(E_) (puisque - 1 est un cube:
Qe/3
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-1 = (- 1)3 ); de plus, q et q' sont congrus & -1 (mod 3 ): mais

ceci entraine (q -1, 3)

(@"'-1,3) = 1, de sorte (voir chapitre

1, paragraphe 4) que, dans Z et a fortiori dans A, q est un cube modu-

\ ,

lo q' , et réciproquement: de 1k (9:.,) = (S_) = 1, et finalement
q/3 \a/3

1'égalité (4) se trouve vérifide dans ce premier cas du fait que ses deux

membres sont égaux a 1 .

/ .
2éme cas: Z est de type I et 'Z est de type II. On a maintenant

4= -q(

qQ
/ .
(mod 3 ), N = x° — Xy + y2 = p = 1 (mod 3 )). Posons (»é) =

—

— /
= -1 (mod 3 )) et »2 =x+ye (x=-1 =y =0

/
= AJ] , (/& ) = ’82 , et utilisons les résultats du paragraphe 3; on a d'abord
f = 2 ; la proposition 3 montre ensuite que Tt('Y, X) est un élément ir-

/
réductible associé a /& ; mais (chapitre 5, proposition 5 et corollaire)

w(Y) = ‘V(X)B = X(- 1) th(X,X) = pe(X,X) (X est en effet

un caractére cubique relatif au corps A/‘j)' = Fp ); comme p = 1 (mod 3)
et que 3 est premier, la proposition 4 domne alors (X) = -1 (mod 3),
ce qui prouve que — TC (X,X) , associé a /Z/ , est primaire (comme 2’ ),

et par conséquent lui est égal; d'ou finalement, en revenant a w (X)
/
w (X) = -4’
portons ceci dans la formule (7); il vient

1 - p¢’ - ! Z ;
" =), - F),E),- ),

mais - p est un cube modulo /Z (voir premier cas); le premier facteur

du second membre vaut donc 1 , et la seconde égalité (15) est alors exac-

tement 1'égalité (4) 3 démontrer: ce qui régle le deuxidme cas.
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; ; /
5 cas: 4 et £’ sont de type II. On a alors N& = e 21 (mod 3 ),

/ /
NZ = p = 1 (mod 3 ). Posons (»Z) = U] ’ (Z ) = 1% . Avec les
notations du paragraphe 3, f = 1 ; d'autre part, comme dans le deuxitne

/
cas, W (X) = -pd  ; portons dans la formule (7):

.y 2,
. =), (3,

/
L et 4 jouant dans ce troisieme cas des r8les symétriques, on peut écri-

. re également

. —ql 2
w6,

multiplions le second membre de (16) par le premier membre de (16') et vice

versa:

| Y, 2l
" =), - (),

comme ~q et = p3 sont des cubes, ceci se réduit en fait a

), - ()

ce qui régle le troisiéme cas et achéve de démontrer la loi de réciprocité

cubique (4).

(8.6). Démonstration de la loi de réciprocité biguadratique (5).

On a maintenant d = 4, A = Z[i] , avec 1 = V -1 31l
s'agit de démontrer (5), et on est amené comme au paragraphe 5 i distinguer
/
trois cas, selon les types de Z et *g .

/
1°7 cas: »Z et Z sont de type I. On voit immédiatement (comme au
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7

: /
(en effet, si par exemple ,Z = =-q, q = 4h-1, et Z = -q' y ONn a

paragraphe 5, premier cas) qu'on a séparément (—-——) = 1 ,.( ) = 1
4 4

dans Fq , corps premier & q éléments,
; 2
1\ (NE 1) /4 -1 hyg-1
(¢ )( )/ = (- q')(q ) /4 = ((=¢")Me = 1;
oot A
ainsi, (mod q ) est une puissance quatri®me dans Fq et a fortiori

dans 4/ (Z) & F,, ete...); mais la double égalité ci-dessus implique
q

évidemment 1'égalité (5), ce qui reégle ce premier cas.

)2 /
Zeme cas: /Z est de type I et 'g est de type II. On & maintenant

,£=-q(q'£-1(mod4))et£/=x+yi(x-—‘lEyEO ou
2 (mod 4 ), Ngl = x4 y2 = p = 1 (mod 4 )): Comme au paragraphe
5, deuxidme cas, nous pOSETrons (Z) = 47, (j//) = y , et nous utili-
serons les résultats du paragraphe 3; nous noterons “F le caracteére Xz
(c'est 1'unique caractdre multiplicatif d'ordre 2 sur A/’% o Fp ) et
nous poserons

(18) _‘T(X, ‘-F) = W .

Lemme 1. - On a la congruence

(19) gz T (mod g )

Démonstration. Le nombre premier q = = 2 étant inerte dans L = Q(i) ,

le groupe de Galois G(L/Q) est égal au groupe de décomposition de ¢ dans

L , lui-m@me canoniquement isomorphe par le passage au quotient modulo 4)]

(dans A ) au groupe de Galois de l'extension résiduelle F 5 / F : l'isomor-
q g

phisme en question fait évidemment correspondre & la conjugaison complexe

(unique élément d'ordre 2 dans G(L/Q) ) l'automorphisme "élévation i la
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puissance q " (unique élément d'ordre 2 dans G(F Z/Fq))5 ainsi, on a
q

s = 3 (mod U] ) pour tout a € A ; il suffit de faire a = O3 dans
cette congruence pour obtenir la relation (19).
Lemme 2., - Posons comme précédemment w(X) = T(X)d = ¢ X)4 . Alors
) 2
(20) w(X) - pw?.
S

Démonstration. Appliquons tout d'abord aux trois caracteéres X ’ X et (&J

la formule (32) du chapitre 5: nous obtenons

(21) (XK e) = - 0N = - XEN=(X, ),

soit, comme L((-1) = (_'1)(p—1)/2 = 1,

(2) () = Nenw .

Mais ‘la formule (27) du chapitre 5 donne par ailleurs

(23) w(X) = X=Dpm(Y, (X, X3) ;

comme par définition XZ = ¢, 1'égalité (20) résulte immédiatement des

formules (18), (22) et (23).

Lemme 3, - On a 1'égalité

(24) | z = 2.

Démonstration. La proposition 3 du paragraphe 3 montre que TT (X, Lf?) est
o /
congru & O modulo ’(,S{ ; 11 en résulte déja que W et 2" sont associés,

et le lemme 3 va résulter alors du

Lemme 4., = L'élément - W0 = u + vi est primaire.

L]
-

Démonstration. Considérons a priori la courbe d'équation X4 + Y2
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"tracée dans le plan affine (Fp)2 ", et soit N 1le nombre de ses points.

Comme p = 1 (mod 4 ), Fp contient guatre racines guatridmes de l'uni-~
té (chapitre 1, théortme 4), et les points de la courbe étudiée se répar-
tissent de la fagon suivante:

guatre points sur l'axe des abscisses;

deux points sur 1l'axe des ordonnées;

enfin, les points en dehors des axes, qui se groupent huit par huit de

manidre naturelle (une énumération analogue sera faite en détail au chapitre
9, dans la démonstration du lemme 1: s'y reporter, et regarder notamment la

figure jointe & la démonstration). Il résulte de ce décompte que

{f

(25) N 6 (mod 8 ).

Par ailleurs, le théoreme 3 du chapitre 6 permet d'écrire
(26) No=p + w(X,9) +rmle,q) + =(X,9).

Comme T (¢,§) = -¢@(-1) = -1, les formules (25) et (26), jointes

4 la double définition Tt(X,(F) = W = =(u+vi), donnent
(27) p -1 -~ 2u = 6 = -2 (md 8),

d'olu immédiatement

it

(28) u (p + 1)/2 (mod 4 ) .

Par ailleurs, on a évidemment
(29) | =} = u + V = p

(module d'une somme de Jacobi relative a Fp cee)e
Cela étant, distinguons deux cas:

1) p = 1 (mod 8 ) : (28) donne alors w = 1 (mod 4 ) et par conséquent
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u® = 1 (mod 8 ) ; portant ceci dans (29), on trouve v = 0 (mod 8)

O (mod 4 ) ; fiaalement, u=-1 = v = 0

il

et par conséquent v
(mod 4 ) , ¢ u + vi est primaire, ce qui rigle ce premier cas,

\

2) p = 5 (mod 8 ) : un calcul analogue méne & la double congruence

u=1 = v = 2 (mod 4 ),

u + vi est encore primaire, et ce sccond cas est également réeglé.

Ainsi, dans les deux cas, - W = u + vi est primaire, ce qui démontre
le lemme 4 et par conséquent lg lemne 3.

Ces divers lemmes étant établis, venons-—en & la démonstration de 1'dga-
1ité (5). Un raisonnement analogue au début de la démonstration de la Ppropo-
sition 2 donne —c(X)q = Xq(q)‘t( Xq) (mod 4)] ), soit, puisque X

est d'ordre 4 etque q = -1 (mod 4 ),

(30) () = X@s(X) (moa g .
Par ailleurs (chapitre.5, formule (19)),

(1) =(N)e( = K=1p ;
enfin (lemmes 2 et 3):

(2) () = pw? = p&72.

Par des calculs analogues & ceux des paragraphes 3 et 5, on déduit successi-

vement de lia
' abord X = Adp = X()p (wa ),
puis w() @/ L (e e/ 2 = X(£)p (mod vy),
puis m @@ =y d)y @ )
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(on a utilisé le fait que p = WEO , et le lemme 1), enfin (en simplifi-

. +1 .
antpir p = Ww® = w? (mod 41‘] ) , facteur évidemment inversi-

ble modulo 4/1 ),
2
(53) w2 XL e )

/
Mais W = = 4€ , et 1l'exposant (q2- 1)/4 est pair; (33) devient ainsi

2
(54) A AN B

c'est la formule (5) & démontrer, compte tenu de la définition de ?( , de

2
celle des symboles de restes biquadratiques, et du fait que, (q - 1)/4

(W EEDME -0/ -0

étant pair,

Le deuxiéme cas est ainsi réglé.

Pour 1'étude du troisiéme et dernier cas, nous aurons besoin du symbole

(viquadratique) de Jacobi; introduisons-le des maintenant:

'Définition 2. - Soient & et m deux éléments de A = Z [iJ , m détant
supposé premier avec 2 et avec a , et de décomposition en facteurs irré-

ductibles normalisés

(35) n = 1% T‘TW

£
On pose alors ("symbole de Jacobi)

. ay 8
69 5. - L),

Noter que pour m irréductible de type I ou II, on retombe (heureusement)

sur le symbole biquadratique précédemment défini.

Les propriétés suivantes du symbole de Jacobi sont évidentes:



—si a = b (mod m), ona (?_) = (E) ;
m4 m 4

— le symbole de Jacobi dépend multiplicativement de son "numérateur” et
de son"dénominateur" (& condition bien entendu que les "numérateurs" soient

premiers avec les"dénominateurs"...);

— par conjugaison complexe, le symbole de Jacobi se transforme selon la

regle ci-dessous:

Y
(37) _) = (i)
mn/ 4 /g
(les deux membres de (37) sont complexes conjugués, puisque les valeurs du
symbole de Jacobi sont des racines quatridmes de 1'unité).

On a également les deux lemmes suivants:

lLemme 5. =31 m et n sont deux entiers rationnels premiers entre eux

(m impair), on a

- g,

Démonstration. I1 suffit évidemment de vérifier (38) pour m premier dans

Z.5 m=qg=3 (mod 4 ), on raisonne comme au début de ce paragraphe

(premier cas). Si m = A4 = 1 (mod 4 ), ona

B, 6.6, 6 -

en utilisant (%7) et le fait que n = n . Le lemme est prouvé.

I

Lemme 6, — 31 m est un entier rationnel impair, on a

(39) (i) - (-1)(“‘2"’)/8-
4

m

..



Bémorsirtion. Comme au lemme 5, on peut sc limiter au cas o m  est pre-

mier dans 2 . Si (mod 4 ), on a par définition

(20) (_1_) - (i\ _ i(<12--1)/4 _ (_1)(m2-1}/a.
4 q/4

1 (mod 4 ), avec par conséquent p

)
0
L
i
W

—

i

LL

Si au contraire m = p

dans & , on a

(41) (_1_) /) /i) _ i(Nf—1)/4i(NZ-1)/4
n/g k 4

se=n/z o pye-n/s

puisgue N'Z = N2 = p ; mais on voit facilement que pour p = 1
(mod 4 ), les entiers (p - 1)/4 et (p2 -1)/8 = (m2 - 1)/8 ont néme
parité, et donc "se valent" en tant qu'exposants de - 1 ; 1'égalité (41)
donne donc en définitive

: N
(42) (_l_\ - (b -nE

Rj4

ce qui, compte tenu- également de (40), prouve le lemme 6.

Venons—en &4 la démonstration de la loi de réciprocité biquadratique

dans le
SmE / s {
3" cas: aZ et é sont de tvve IT. On a donc maintenant 4 = u+ Vi
4 —— L3 2 2 —_ 3 # -
(u-=1 = v =0 ou 2(zod 4), X2 = v ++v° = a = 1 {(mog 4 )}

/ /
etdemémeé:x-&-yi (x=-1 =y =0 ou 2 (mod 4 ), I:Z =

p/
= x"+y = p = 1 (mod 4 )); on posera () =1, (£) = 1
g
! ' A v 3 - . 0
les lettires k , t{f et W garderont la méme signification qu'au paragrarhe

me

¢ es e . . .
précécent (2 cas): en paerticulier, on aura tougou:s
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e Y .2 Z/
(20) w{X) = »w< , (a4) w o= - .
On aura encore besoin de deux lemmes,

Lemme 7. - On a, entre symboles biquadratiques de Jacobi, l'égaliié

(43) <_"_f_/) = (i) .
— q /4 L' /4

Démonstration. Par un calcul d'un type déja fait, on obtient la congruence

(44) (0% = X)) (ao "R

Mais T (X) est inversible modulo 1! , et par ailleurs ‘C(X)zf = W (A)
— 27 NE
= pw2 = e - /ﬁ//ﬁjj . (44) donne donc successivement
G AN (PSR D
712

et enfin  (45) (_"_7_/) /_22)3 = (_q__ .
£ 4\£ 4 '4'.’)4

le premier membre de (45) devient ainsi

FEL )G

et 1'égalité (45) devient elle-méme

—_
Q ‘t\,
S~
.

I
TS
& ! Q
~_
N

1
>
>
&

I Lemme 8, — Solent m ¢ 2 et n & A = ZLi] , premiers entre eux et tels

que m = 1 (mod 4 ) et n 1 (mod 2 ). On a alors 1'égalité

(il
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[0 = G

Démonstration. Il suffit de décomposer m et n en facteurs irréductibles

(dans A ), d'utiliser la nultiplicativité du symbole de Jacobi par rapport
4 son "numérateur" et & son "dénominateur", et d'appliquer les formules (27,
(38) et (43): c'est 1h un calcul facile mais fastidieux, donc laissé au

lecteur.

Ces deux lemmes étant établis, notons que

u(x-i-yi) = ux+vy+yi(u+vi) = W+ vy (mod (f) = (u+vi)) ,
d'oh évidemment
2/
(47) (_“_) (.‘_Z_)
5 f
L 4\t /4

<ux + vy
L /4
On a de méme

(49) (__) /_2_) _mrwy
Z’4(Z’4 Q'{' 4

Compte-tenu de (3'7) et du fait que les valeurs du symbole de Jacobi sont des

racines quatridmes de l'unité, on obtient, par élévation de (48) au cuve, puis

multiplication membre & membre avec (47) et enfin rejet dans le second mexbre
d'un certain nombre de choses

g w\° /x ux + vy _
W () (5] - (5., (5,

Reste & calculer P : introduisons e = X 1 et f = £ 1 4fels que

ex T fu = 1 (mod 4 ); comne y et v sont pairs, on a aussi

(50) ef(ux +vy) = 1 (med 4 ).



8.22

Dtautre part, on utilisant les diverses propriétés du symbole de Jacobi étfa-

~

tlies précédemment, on voit facilement que
Gy v - ("‘)H M) (2) ()

2 )4\ 4 227 /a4 \ee N2/
vzis le lemme 8, la définjtion de e et £ et la congruence"(SO) nous per-
mettent d'"inverser" les trois premiers symboles du membre de droite, qui

alent donc respectivement

le premier,

@ F Vi Vo iy i @ - 1)
(52, - GG, ), s e

(on a utilisé les lemmes 5 et 6);

le second, de la méme maniére
b b

-e

2
et le troisidtme, (- 1>((ux +vy)® - 1)/8 .

Le produit des trois premiers termes du membre de droite de (51) est donc

(- 1)(u2 + x2 + u2x2 + v2y2 + 2uvxy - 3)/8

égal & , ce qui, compte tenu

des parités respectives de w, v, x et y (voir la définition de ces

_ 1)"3’/4

quatre nombres), vaut ( . Par ailleurs, les deux derniers termes du

(=14 o Jla-1/4

membre de droite de (51) valent respectivement f

* =X 1), le

et on voit sans peine que dans tous les cas (e = X

H

b

produit de ces deux quantités est égal & 1 . Au total, (51) donne donc
(52) Po= (=)W,

Yais on vérifie immédiatement que l'exposant de - 1 a méme parité que

(p - 1) - /16 = @l - 10w = 1)/6 , aron
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(- L - D@L - 1)/16 .

(53) P =
I1 suffit alors de porter ceci dans (49) et de muliiplier les deux wmemires

’ \ , , . \ .
par | __./ pour obtenir 1'égalité (5). Ce qui régle le troisitme cas et
< 4
4

\

achéve la démonstration de lz loi de réciprocité biquadratique.

o

(8.7). Compldments et Temargucs.

1) Les "lois complémentaires" pour 4 = 3 et 4 sont les suivantes:
pour 4 = 3, P = e2rr1/3 ’ A= 1= f ’ .Ag = x+yp (pri-
maire),

(_()_) - f(NZ.1)/3 , (_{\_) ] ?2(1-}{)/3;
7/ 3.

i, N = 1+1, .{e = x+yi (primaire),

pour 4 = 4, P

7). k:

Les "premiéres lois complémentaires" résultent de la définition du symbole de

-0 (A)4 R

restes de puissances; les "secondes lois" sont plus délicates & démontrer:

ce sujet, voir par exemple [ZBa] , P» 224 sqq. et p. 181 sqq.

2) Les démonstrations des lois de réciprocité quadratique, cubique et biqua-
dratique proposdes ci-dessus sont, i peu de chose prés, certaines des démons-
trations primitives de Gauss, Jacobi et Lisenstein, ﬁionniers de la "Cycloto-
nmie". Pour plus de détails & ce sujet, on pourra se reporter aux Ceuvres Com-
pletes des Grands Ancétres précités, ainsi qu'au livre de Bachmann }:Ba] .
Waturellement, le bon cadre pour la démonstration (et méme simplement 1'énon-~

cé) des lois de réciprocité générales est la théorie du corps de classes: & ce
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sujet, voir notamment {:Hb] ou [AT] . Signalons également qu'on peud

admontrer trés élégamment les lois de réciprocité cubique et biquadratique &

1l'aide des propriétés des fonctions elliptiques: voir [25] y [26} , [27] .

%) La démonstration de la loi de réciprocité biquadratique est nettement
plus compliquée que celle des lois de réciprocité quadratiqﬁe et cubique:
cela tient 4 ce que d = 4 n'est pas un nombre premier, contrairement i
d = 2 ou 3 ; la proposition 4 n'est donc plus valable, et par ailleurs

la formule (7) perd pratiquement tout intérét.

4) Les lois de réciprocité cubique et biquadratique nous ont fait sortir de
notre annecau initial Z : pour l'application de ces lois & la "résiduacité"
(comme ils disent) cubique ou biquadratique modulo p dans 2 , Voir par

exemple [I-:o:) , chapitre 15, pp. 124-126, et surtout [28] .



