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Chapitre 7

Le _théortme d'Ax

(7.1). Irtroduction.
Le but de ce crhapitre est de démontirer le théoreme suivant:

Théordme 1 (4x).

- Soit P, F,, ..., [ une famille de polyndmes
appartenant & K [X] = K[X , ... , X_] , X étant un corps fini b
g = pf é¢léments. Soit di le degré de Fi , et posons
d = d1 + d2 + eee + dr ;

b = le plus grand strictement inférieur & n /4 ;
N = 1le nombre de solutions dans K* du systeme d'équations
F1(K1 y eee xn) = 0
(Z) ¢ o s v e

Fr(x1 y eee xn)

1
(@]

on a alors la congruence

[_(_1) N = 0 (mod qb).

Naturellement, la congruence (1) ne nous apprend quelque chose que si
b > 0 , donc si n > d ; elle implique alors en particulier, sans autre

hypothese, que N est divisible par ¢ , ce qui précise le théoréme de Che-

valley-Warning. A ce propos, notons deux choses:

Rerarque 1. - Une assertion du type N est divisible par q & un caractire

plus naturel qu'une assertion du type N est divisible par p : car K et




T2
q ont des significations géométiriques analogues: respectivement, nombre
de points dans K" de la variété algébrique affine définie par () , et
nonibre de points de la droite affine sur K ; mais p n'admet pas d'inter-

prétation de ce genre.

Remarque 2. - La combinaison du théordme de Warning (tout seul: théoréme 2

du chapitre 3) et du théortme d'Ax donne le résultat suivant:

l Corollaire. - Si le systéme (IZ) admet au'moins une solution (par exen-

ple, si tous les Fi sont sans terme constant), alors on peut écrire

N = ¥,
avec
I n-d->b
N2 q .

A titre d'exercice, le lecteur pourra essayer de "dire le meximum de choses"

sur le nombre de solutions d'une équation telle que

a X 5 + a.X 3

3 _
1™ o R & Al

en utilisant le corollaire ci-dessus, ainsi que le théoréme 1 du chapitre 6.

*

Le théoréme 1 est démontré au paragraphe 2; la démonstration propcsée
est esseﬁtiellement celle d'Ax, & deux détails preés:

on évite 1l'introduction de corps p-adiques;

on utilise les relations de Stickelberger "ord(T(3)) = o (j)" telles
gu'elles ont été démontrées directement (et assez élémentairement) au chapi-
tre 5, paragraphe 6, et sans les déduire des congruences (67) de ce méme cha-
pitre 5, cbngruences dont la démonstration est nettement barbante!
4 part cela, les calculs sont exactement les mémes, c'est-a-dire astucieux

pais rébarbatifs. Le parsgrapne 3 montre coument le cas général ( r quel-
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conque) peut se ddéduire par un argument combinatoire du cas particulier

(7.2). Démonstration du théordme 1 pour r = 1 .

On s'intéresse donc & une seuwle équation

(2) F(x1 ) eee s xn) = 0,

& n variables, de degré d , et N désigne le nombre de solutions de (2)
dans X" , b le plus grand entier strictement inférieur & =n/d . On uti-

lisera svstématiquenent les notations et résultats du charnitre 5, paresraphe

4

G6: on conseille donc au lecteur de s'y revorter pour se rafrafcnir la mémoire!

Rappelons quand méme que F est le corps cyclotomique des racines p(q - 1)1emes

éme

de 1'unité sur Q , que ¢ € F est une racine primitive p1e de l'unité,

que ’I‘* C F est le groupe des racines (q - 1)iémes de 1'unité, Que ¥ est
un diviseur premier quelcongue de (p) dans O , qu'on identifie X &

OF /j@ , et que X : K*___> T* est le caractére multiplicatif "canonique"
de K correspondant & cette identification. On posera d'autre part T =
=T U $03} , et on prolongera X 3 X tout entier en décrétant comme
d'habitude que X (0) = 0 : X devient ainsi une bijection de XK sur 7T ,
et si, pour tout t € T, t désigne la classe de t modulo qZ , alors
X : K —> T est la bijection inverse de t > t ( T —> K ). Enfin, on

notera O 1le caractire additif de XK & valeurs dans F défini comme précé-

demment par 0O (x) = ;Tr(x) (x eXx, Tr = TrK/F ).
' D

Pour simplifier la démonstration, qui est du type calculatoire, nous la

découperons en plusieurs étapes.
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1 °TC étrpe. - Introduction du polyndme C(Y) .
Soit Y une indéterminée; comme card(l) = q , il existe évidemment

un_ (et un seul) polvnBme C(Y) , de degré q -1 et & coefficients dans F ,

et tel que c(t) = (%) pour tout t ¢ T . Posons
| | -1
(3) c(y) = ;ZE::: .19 .
j=0 -

Lemme 1., — Les notations o (3) , ©(3j) et ord ayant la méme signification

qu'au chapitre 5, paragraphe 6, on a

Py

= 1, Cq_1 =“Q/(Q"'1)"

(4) g %0
et o, = T(3)/ (@-1) pur 1 £ j < q=-1.

~

En particulier, pour tout j telque 0 £ j £ ¢~-1,o0na

B) oxtle) = o (3) .

Démonstration. (5) résulte immédiatement de (4), de la définition de o (3) ,

du théoréme 5 du chapitre 5, pour 1 € j < q -1 et

~

pour j = O, du fait que ord(1) = O ;
pour j = q -1 , du fait que ord(-gq/(q -1)) = ord(q) =
£
= ord(p) = ford(p) = f(p-1) = o(qg-1).

' *
Prouvons donc (4). Remarquons d'abord que puisque T est le groupe des

racines (q = 1)1émes de 1'unité, on a
' § Qg , s8i u = 0;
(6) Z = 0, sl g=1 nedivise pas u ;
teT* 1
qg~1 , dans les autres cas,

Si alors on suppose 1 < j < q -1, et si on développe <(3) = <A™

= Z X.‘J'(x)e(x) = Z__ +796(%) = Z £ c(t) eree & (3),

xe K t e T ter*
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on trouve, compte tenu de (6),

(7) (q - 1)cj = () ;
de méme, si on développe z c(t) = e(.‘t;) = 0 grice & (3) et &
t¢T teT

(6), on trouve

(& aey + (g@=1t)e ., = 0;

enfin, il est évident que

(9) ¢y = 0(0) = 13

les égalités (7), (8) et (9) donnent immédiatement les relations (4).

s,
ene |,

2 é¢tape. - Lvaluation de N & l'aide du caractére O .

r— s 4
Lemme 2, = On a 1l'égalite

(10) N = ZZZ G(xOF(x1 y eee s xn)) .
% X1 *n

]

Démonstration., Déja faite, puisque ce lemme coincide avec le lemme 1 du
chapitre 6, paragraphe 2. (Dans la somme de droite , chaque xi' parcourt

K iout entier).

Nous allons transformer cette formule (10); introduisons pour cela quel-

ques notations:
‘s . s 2+
x = (xo » Xy g eee xn) désignera le "point générique" de X ;

U désignera l'ensemble des suites u = (u1 s see un) ayant les
deux propriétés suivantes: chaque wu, est un entier > O ; pour tout
. i z

u € U, la hauteur de u (égale par définition & U, + ... + L et

1

notée ||ul] ) est inférieure ou égale & d = deg(F) ;
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si uw e U, u' désignera la suite (1 , Uy oeen un) i X0 signi-

u ]
fiera X, '... xnun , X% signifiera xox1u1... xn"n ; significations ana-

u u'o . +
logues pour x et x si xeKn1 et uw e U,

Cela étant, on peut écrire successivenment
?

(1) ) = 2 ax

uel

1
(12) xOF(x1 y eee s xn) = E 8 x"

(13) G(xﬂF(x1 ) eee 5 X)) = T—r e(a xu') .
v n ueU -

Dans le passage de (12) a (13), on utilise évidemment le fait que 6 est un

caractére additif. D'autre part, si bu = X(au) s 81 ‘bi = X(xi) et
1
si on pose t = (to , t1 y ese tn) , butu est évidemment un élément
t
de T , d'image canonique dans XK = OF/:}Q égale a auxu ; d'ou, var dé-
finition de C(Y) et en utilisant (3),
g-1
ul _ ul _ j jul
(14) G(aux ) = C(but ) = E - cjbu %
J =
Les égalités (13) et (14) ménent ainsi &
q-1
’ , ' t
(15) e(xOF(x y ees g X Z c .b. Jt‘]u

Désignons alors par J 1l'ensemble de toutes les applications de U
‘dans io P e 1} , c'est~i-dire en somme l'ensemble de toutes
les "fagons d'associer un j & chague u "; la distributivité de 1l'addition

—_

par rapport & la multiplication (dans ¥

(16)  B(xFlx , e s %)) = D T_T o J'(u)ta'(u)u'

jed ue’y

) permet de rééerire (15):



17

(10) et (16) donnent ainci

(17) oN = L.>__ l ‘cj(u)bu'j(“)tj(u)“' .

JEJ teqlH ueU

four chaque J € J , désignons meintenant pour simplifier ] , ) 3(w)

uel "u
par ‘o(‘]> (c'est un élément de T ) et posons
o R . . . '
[16) Z sww = (2 3w ,Za(u)u1 y see ,Za(u)un) = e, .
uey u u u J

'égalité (17) se simplifie alors en

(19) QN = Z b(j)m c, 5

JEJ wey S t ¢+

,éeme étape., - Réduction du problime.

Comme tous les termes du membre de droite, dans (19), sont dans 1l'anneau

0., des entiers de F , il suffit pour prouver le ’chéoréme de montrer ceci:

>

uéU J U) tcT*}+1

hrul

T
(Div1) Quel que soit j ¢ J , 1'entier algébrique
est divisible (dans O ) par qb+1.,

Convenons d'éerire q - 1 ‘ e.; si q =1 divise chacune des n + 1
composantes de e; , et q-1 ,{’ eé dans le cas contraire; alors, d'aprés

les relations (6), on a

, |
(20) Z £%3 = qm‘l si e. = (0,0, «o. ,0) ;
n
1
eo
200 > 9 - o si g1 fe.
n
1
. (=33
(21) 2 ¢
n

q -1 I e"j et si ej (= es privé de sa premidre composante) possdde
exactement g composantes non nulles (noter que la premiére composante de

+ n- . ,
(q_1)s1qns si e;#(0,0,...,O),s:\.
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e.'j est alors automatiquement différente de 0 ).
Pour prouver (Divi), donc le théortme, il suffit ainsi en fait, puisque

évidemment b < n , de démontirer ceci:

(Div2) Si j € J est tel que e;. soit différent de (0, O, ... , 0) ,

s0it divisible par q - 1 , et que e‘_j posséde exactement s com-

posantes non nulles, alors l'entier algébrique qn—s ul eUl c:’j (u)

est (dans 1'anneau Op ) divisible par qb‘H .

4°"° ¢tave. Démonstration.de (Dive).

Pour tout u ¢ U et tout j € J , écrivons l'entier j(u) en base p

(22) 3@ o= 5+ LW+ g WL

(avee 0 < ji(u) < p -1 pour chaque i ). Ceci définit ji(u) pour
0 £ i « f ; étendons cette définition en convenant que, quel que soit
z € Z, jz(u) = ji(z)(u) , o i(z) est le reste de division de z par

f . BEnfin, pour h = 0, 1, ... , f -1, posons

(25) W - > g

Og¢igf—-1
(1es j(h)(u) sont les f entiers déduits de j(u) en permutant circulai-
rement les chiffres de ,j(u) en base p ). Il est clair qu'on ne change rien
aux égalités (20), (20') et surtout (21) en y remplagant j par j(h) , car

ceci dcuivaut formellement & effectuer sur T la permutation t > P ;

en particulier, cette substitution ne modifie pas la valeur de s : donc
: A\h Ah
() sa-1 < lel = |22 ®en] € 020 P .
J u u

liais Z j(h) (u) est la premidre composante de e;.(h) , ctest donc un
2
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. *
entier positif divisible par q = 1 (cf. hypothises de (Div2)); si (s/a)

désigne le plus petit entier suplrieur ou égal & s /a , (24) implique donc

(25) (@-106/" 2 2 5B,

u
Dans cette égalité, faisons h = O 1, eee y £ =1 et additionnons;
(26) £(q = 1)(s/4) ZZZ )

i
Une interversion de 1l'ordre des sommations, et 1l'utilisation de la notation
o (j) , transforment ceci en

(27) fq =1/ € (1 4 p 4eees T Do (Gl) .

u

HMais d'une part q = pf, ce qui permet de simplifier par le coefficient de
la somme E du second membre; et d'autre part o‘(j(u)) = ord(c.( )) ’

u
d'apres le lemme 1, (5), de ce paragraphe (1 etape) (27) devient donc

(28) £p - 1)(s /)" < ord( I cj(u))

uel
Ainsi

(29) ord (qn—s ]——[ cj(u)) > fp - 1) [n -s+ (s/ d)*J

uel

Or, le symbole ord désigne la valuation p -adique normalisée associée &

n'importe quel idéal premier ;p de O, divisant p (voir chapitre 5, para-

F

graphe 6, propriété (iii) et la suite) et on a

]—Tpﬁ

(50) 2,

. f
donc, puisque ¢ = 7P,

1 £(p-1)
(31) qOF Ej{l—) p .

Ainsi, la propriété (Div2) (et par suite le théoréme) sera prouvée si nous

H

démontrons le lemme ci-dessous:
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Lemme 3. - Four tout entier s tel que O £ s £ n, on a 1'inégalité

(32) n-s+(s/d)*;b+1.

s

Démonstration. Il est clair que pour tout entier positif k , on a

k> ((s+x)/d)" - (s/Q)°;

car, pour k = 0 , les deux membres sont égaux, et d'autre part le membre
de gauche croit (en fonction de k ) au moins aussi vite que le membre de
droite. Faisons en particulier ¥ = n - s : il vient, aprés transfert de

*
(s /d) dans le membre de gauche,

* *
n - s + (s/a) > (n/d) = b + 1, ce.q.fed.
Le théoréme 4'Ax est ainsi démontré dans le cas ou r = le nombre d'équa-
tions = 1 .

(7.3). Démonstration du théortme 1 dans le cas général ( r quelcongue).

Les hypothéses et notations sont celles du paragraphe 1; on se raméne

en fait au cas d'une seule équation (cas réglé au paragraphe précédent) grice

a

4 un lemme combinatoire bien connu:

—

lLemme . - L'entier r étant supposé > 2 , posons R = %1 g aee g r}.

Soient V1 y oee Vr des ensembles finis, et soit
r

V=mV

=13
1'intersection de tous les Vj . Soit d'autre part '6" lt'ensemble de toutes

les parties finies non vides de R , et pour tout élément S de 03 , posofxs

U-—UV

S = jes j

On a .alors
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| 9 cart(v) = 2> (=) =1 g

Sed”

Démonstration. Par récurrence sur r . Pour r = 2, il s'agit de prouver

une formule du type
(34) card(V'n V") = card(V') + cara(V') = card(v'u V") ,

ce qui est immédiat, Pour r = 3 , on pose

] 1
Vo=V, o, Vo= Vn..nv,
et on utilise successivement la formule (34), l'hypothtse de récurrence et

la distributivité de la réunion par rapport & 1l'intersection.

Prouvons alors le théoréme 1 dans le cas général, disoms, pour r > 2.

Appliquons le lemme 4 en prenant pour Vj 1'ensemble des solutions dans z°

de 1'équation (unique) Fj(X) = 0; V est alors 1l'ensemble des solutions
dans Kn du systéme (EE),'et on a donc card(V) = N . Par ailleurs, US
(s e D) est égal & 1'ensemble des solutions dans K- de 1'équation (uni-
que) F.(X) = 0, avec par définition F, = ] ] F. . 3i on pose
S S jes

Ny = card(Us) , le lemme 4 donne
(35) N - Z (_ 1)0&1‘0.(3) -1 NS .

Se "

D'autre part, le théoréme 1 pour une équation montre que chagus entier NS
est divisible par qb , puisque chaque polynOme FS est un polyndme & n
variables, mais de degré évidemment < 4 = deg(FR) = deg(F1F2...Fr) .

Dans (35), chagque terme de la somme de droite est divisible par qb , N est

donc lui-méme divisible par qb , et c'est fini...

Signalons pour terminer ce chapitre que, du point de vue de la divisibi-

1ité de N par p , le théoréme d'Ax est "le meilleur possible": voir [1J y She



