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5.1

Chapitre 5

Caractéres des corps finis

Sommes de Gauss et de Jacobi

(5.1). Caractires des groupes abéliens finis.

La dualité des groupes abéliens finis est exposée simplement et rapi-
dement dans [Se:] y Pp. 103-106; nous nous bornerons donc ici & exposer
ce qui nous sera utile par la suite (cette limitation n'apportera d'ail-
leurs aucune simplification notable!).

Soit G un groupe abélien fini d'ordre n-, noté multiplicativement.
On appelle caractére de G tout homomorphisme de G dans le groupe multi-

*
plicatif C du corps des nombres complexes; les caractires de G for—

ment de maniére naturelle un groupe multiplicatif: ce groupe des caracté-

res est dit groupe dual de G , on le note a.Si‘x €G et si Xe 8,

ona x* = 1, et X(x)n = X(xn) = X(1) = 1 : le caractére
’ *

)( prend donc en fait ses valeurs dans le sous—groupe wn de C formé

des n racines niémes de 1'unité. Conséquences:

| g——

Proposition 1. -~ Si X € & , 1'inverse de X dans le groupe G d'est

autre que le caractére conjugud X de X (défini par X(x) = X(x)

pour tout x ¢ G , la barre notant la conjugaison complexe).

At

Beweis. Klar.

l Proposition 2. -~ Supposons G cyclique (toujours d'ordre n ) et soit s
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un générateur de G ; alors 1l'application X l-—?X(s) est un isomorphi-
Lffe de G sur le groupe Wn des racines ‘n;émes de 1'unité,.

Beweis, Klar.

' Proposition 5. = Soit p un nombre premier, et supposons que le groupe

fini G est d'exposant p , c'est-b-dire qu'il possdéde la propriété

suivante;
(1) pour tout x €G, xX = 1.
Alors, si on identifie wp a Fp = Z/pZ , et si on consid®re G comme

espace vectoriel sur Fp (1'"addition" G xG —» G étant 1a loi multi-
plicative (x , y) |—=» xy de G , et la "multiplication scalaire"
Fp.x G —> G étant l'exponentiation (a , x) {—3» X~ , ce qui & un sens

grice & (1)), le dual G du groupe G est identique au dual de 1'espace

l vectoriel G .

Beveis., Nochmals klar,

l Proposition 4. - Soit G wun groupe abélien fini, ‘et supposons-le soit
cycligue, soit d'exposant premier. Alors G est isomorphe (non canonique-

ment) 4 G, et en particulier, G et G ont le médme ordre:

(2) card(6) = card(G) .

Démonstration. Dans le premier cas ( G cyclique), on a, avec les notati-

ons de la proposition 2, G 2 W o, et W estcyclique d'ordre n,
comme G . Dans le second cas ( G d'exposant premier), il suffit d'utili=
ser la proposition 3, et le fait qu'en dimension finie, le dual d'un espace

vectoriel E est isomorphe & E .
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Remarque. = kn fait, la proposition 4 est vraie pour n'importe quel grou-

pe abélien fini G (décomposer G en produit direct de groupes cycligues).

Corollaire. - M&mes hypothdses que dans la proposition 4. Alors, quel que

soit «x :f 1 dans G , il existe Xéa tel que 'X(x) 94: 1.

Démonstration. Soit H :’é {1} le sous-groupe de G engendré par x : on

a évidemment card(G/H) < card(G) . Supposons alors que pour tout ca-
ractdre 7( de G, on ait X(x) = 1 , donc aussi X(H) = 1 ;uw

argunent classique de passage au quotient donnerait alors un isomorphisme
¢ oY, (G//\H) ; mais G/H est de méme nature (i.e. cyclique, ou d'expo-

sant premier) que G ; on aurait donc (pmposition 4)
PN
card(¢/H) = card(c¢/H) ,
et par conséquent
. S
card(G) = card(d) = card(¢/H) = card(c/H) < card(c) :
absurde! Le corollaire est ainsi démontré.

Remargue. - Compte tenu de la précédente remarque, ce corollaire est en
fait valable pour n'importe quel groupe abélien fini (et m&me d'ailleurs
pour n'importe quel groupe abélien): voir [Sej y P 104, pour une autre

*
démonstration (utilisant le fait que C est un groupe "divisible").

Enongons enfin les relations d'orthogonalité:

l Proposition 5. - Soit G wun groupe abélien fini, d'ordre n , et suppo-

sons-le soit cyclique, soit d'exposant premier.( * ).

(i) Soit x wun élément fixé de G ; alors

( * ) Ici encore, bien entendu, ces hypothdses sont en fait inutiles...
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(5) > A -
XeG 0, 81 x 5= 1.

(i1) Soit X un caractére fixé de G ; alors

(4) > ) - oA
¢

xeG o, st X#1.

Démonstration. (1) Si x = 1, ona X(x) = 1 pour tout ')(e&,

et 1'égalité (3) tient alors & ce que card(§) = n . Supposons mainte-

nant x ?é 1 ; d'aprds le corollaire ci-dessus, il existe XO é G tel que

(5) Xolx) # 13
l'application X —> XXO étant une bijection de ¢ sur lui-méme, on

peut écrire ; X(x) = % 'Xxo(x) = Xo(x)z X(x) , d'od
X
No® =1 2_ Xx) = o

Xea
il suffit alors de simplifier par le facteur Xo("x) -1 (ce que (5)
nous autorise & faire) pour obtenir 1'égalité cherchée. (Comparer ce raj-
sonnement & celui du chapitre 2, théortme 3, lemme).
(ii) Méthode analogue: si X = 1, 1'égalité (4) esf évidente. Sinon,
i1 existe, par définition méme de 1'écriture X #F1,un X, € G tel

que ’X(xo) # 1: on conclut alors comme en (i).

(5.2). Caractéres additifs et multiplicatifs d'un corps fini.

*
Soit K un corps fini & q = pf éléments; K désignera comme



5.5
d'habitude le groupe multiplicatif de K ; nous noterons d'autre part x*
le groupe additif de K : ce sont respectivement un groupe cyclique d'or-
dre q -1 , et un groupe d'exposant premier p (noté additivement!!!):
voir chapitre 1, théordme 3; les résultats du paragraphe précédent s'ap-

A ~
pliquent donc & ces deux groupes; en particulier, k' o K+ K* o) K*

[} E—g

et les relations d'orthogonalité (3) et (4) sont valables tant pour les

caractéres additifs de K (i.e. les caractdres de K+) que pour les carac-
téres multiplicatifs de X (i.e. les caractéres de ,K*). Le but de ce para=-
graphe est d'écrire un peu plus explicitement ces isomorphismes et ces re-
lations d'orthogonalité. Nous noterons généralement 0 ’ A yees les carac-

tdres additifs, et X, Y ,++. les caractires multiplicatifs.
Caractéres additifs.

‘ Théordme 1. - Soit Tr 1l'application trace relative & l'extension galoi=

idme

siemne X / Fp , et soit € une racine primitive P de l'unité dans

C + Quels que soient x, y € K , posons

(6) 6 = g (=)
(ce qui a un sens, puisque Tr(xy) € Fp = Z/pZ s'identifie & une
classe d'entiers modulo p , et que par ailleurs gp‘ = 1). Alors

(1) Quel que soit ye€ XK, x (> ey(X) est un caractire additif de X .
(ii) L'application y {—> Gy est un isomorphisme du groupe additif

Pay
l XK' sur le groupe (multiplicatif) K' des caractdres additifs de X .

Démonstration. (i) La trace étant un homomorphisme de k¥ dans Fp+ , on

a, quels que soilent y , X x, ¢ K,



ey(x1 N xz) ?Tr((x1 + x2)y) _ ?Tr(x1y) + Tr(xay)

g'J.‘r(x1y) . ?'l‘r(xzy) - ey(x1) ey'(x2> ’

c.qlf.d.
(ii) En inversant les rdles de x et ¥y , le calcul ci-dessus montre que,

quels que soient x , Yy r Yo ¢ K, ona

ey1 3@ 6y1(x) ey?_(x) , .

et ¥y > Qy est bien un homomorphisme de K' dans X' . Reste 4 prou-
ver que cet homomorphisme est bijectif, ou simplement ( K+ et I? ayant
le mdme ordre: proposition 4) qu'il est injectif, c'est-i-dire de noyau
nul., Soit donc y € K tel que ey(x) = 1 pour tout x ¢ K : ona
alors Tr(xy) = 0 pour tout x ¢ K; mais l'extension K/Fp est ga—-

loisienne (chapitre 1, théoréme 5), et la forme Fp—bilinéaire sur K dé-

finie par (x, y) t—» Tr(xy) est donc rézuliére (ou non-dégénérée; voir

par exemple [LaJ , Do 211, th. 9); d'ou finalement y = O , c.qof.d.
l Théoréme 2. —. (i) Soit x un élément de K ; alors

qQ , si x = 0,

(7) > 6 -

0 ext 0 , si x 7—£ 0.
(ii) Soit © wun caractire additif de X ; alors

gq,s19=1,

(8) > 0w =
l_ x€X zo,s16#1.

Démonstration. Appliquer les relations (3) et (4) de la proposition 5 au

groupe (additif!) K’ , qui est d'ordre gq .
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Caractires multiplicatifs.

l Convention fondamentale. Soit )( un caractére multiplicatif de X ; c¢'est

* *
un homomorphisme de X dans C , et par conséquent 7( n'est pas défini

en O ; une telle situation serait genante dans la pratique (voir par exém—
ple au paragraphe suivant la définition des sommes de Gauss ét de Jacobi).
C'est pourquoi on convient généralement (et nous adopterons toujours cette
convention dans ce qui suit) de prolonger X en une application de K

dans € en posant

(9) X ©) = zg

I_ o, si X# 1.

Avec cette convéntion, on conserve la propriété de multiplicativité de ;< :

quels que soient x, y € X, 7<(xy) = ;((x)'7((y) .

1, st X=1,

Cela étant:

| . *
Théoréme 3. - Soient g un générateur du groupe cyclique K et w une

itme

4 *
racine primitive (q = 1) de 1'unité dans C ; tout x &€ K s'derit

gj , J € Z: notons ind(x) 1la classe de j modulo q - 1 ; enfin, pour

*
tout x € K et tout h € Z , posons
ind
(10) )Ch(x) - aJh in (x)
(ce qui a un sens, puisque h ind(x) ¢ Z//(q - 1)Z est une classe d'en-
52 ). Al
tiers modulo q -1 , et que w = 1 ). Alors

(i) Quel que soit h € Z, x |—> 7<h(x) est un caractére multiplicatif
de X .

(ii) L'application h |=> 7(h(x) est un homomorphisme de 2 sur le
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P

¥*
groupe K des caractéres multiplicatifs de K ; le noyau est égal

(q = 1)2 , et cet isomorphisme établit un isomorphisme du groupe additif

l z/(q - 1)2 sur le dual miltiplicatif de X .

Démonstration. Analogue & celle du théoréme 1 (plus facile, méme), et

laissée au lecteur.

l Théoreme 4. - (i) Soit x un élément de X ; alors

1, 8 x = 0,

(11) ZX(x) = q=-1 , s x =1,

%
Xex c , dans les autres cas.

(i1i) soit )( un caractére multiplicatif de K ; alors

e , s =1,
L(_12) > Aw -

x€K o, si Y#E1.

Démonstration. Appliquer les relations (3) et (4) de la proposition 5 au

*
groupe K , qui est d'ordre q = 1 , et tenir compte de la convention (9).

(5.3). Sommes de Gauss attachées 3 un corps fini.

Soient, comme précédemment, X un corps fini & q = pf éléments,
Tr 1'application trace relative b 1'extension X /Fp et 3 une racine
tme

primitive ple de l'unité dans le corps C des nombres complexes; si

a et x sont des éléments de K , posons ici encore
_ >Tr(ax) |
ea(x) = § ’

lorsque a parcourt X , ea parcourt le groupe des caractéres additifs
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de X (théordme 1).
l Définition 1. - Soient X un caractire multiplicatif de K , & un élé-
ment de K et Qa le caractere additif correspondant. On appelle somme
de Gauss (ou parfois somme trigonométrique, ou résolvante de Lagrange, ou

résolvante d'Eisenstein, ou encore résolvante de Kummer) ‘associée i X et

a (ou mieux & X et O = ea ) 1a quantité
() T - 2 XWEw - 2 K@ (%)
XE b 43

(Ta(X) dépend donc dé X , de a et aussi de ? : mais cette dernidtre

dépendance n'apparait pas dans la pratique; on peut d'ailleurs choisir une

l fois pour toutes ¢ = 2T/ Py,

Les valeurs prises respectivement par Qa et X étant des racines

piémes (q _ 1)ié§1es

de 1'unité, et O ou des racines de 1'unité, il est

clair que Ta(X) est un entier du corps cyclotomique des racines

q - 1) de 1runité.

p(

Pour X = 1 ou a = 0 (c'est-a~dire ea = 1 ), on a des sommes
de Gauss triviales, dont la valeur se calcule facilement (grﬁce notamment

aux relations d'orthogonalité (8) et (12)):

o, Ta(‘X) = q

(14) si X=1 et a

(15) si X: 1 et a # 0, ra(X) = 0;
(16) si X #1 et a = 0, Ta(X) = 0.

Passons donc au cas non trivial: dans toute la suite de ce paragraphe,

nous supposerons en principe X F 1 et a # 0 (c'est-a~dire Ga # 1).

l Proposition 1. - Posons pour simplifier

(* ) Autre notation: T(Xl@ ).



(17) T(X) = 11(7() = Z X(x) ;Tr(X) ,
x €K

alors

]ﬁe) T, (0 = J@eX) .

Démonstration. Puisque =a # 0, l'application x |—» y = ax est

une bijection de XK sur K ; on a donc
Tr(aw)

W) = ZA@E T s Z W K

Tafax)

T (ax) Ta(y)

= —)Z(a) % ‘X((M") g' = -X—(a) ‘;‘;’ X(‘a) 3. ’

c.q.f.d. (Ici et dans la suite, un symbole de sommation tel que z Si-

gnifie Z_ ). *

xe X

La proposition 1 permet de se limiter & 1'étude des sommes de Gauss

du type ‘C(X).

Proposition 2. - On a 1'égalité

(19) 0w = X(=14q .
—];a-e’-monstration. Par définition (et en posant naturellement e(x) = 6 1(x)
;.Tr(x) ), on a
X)) = TOOTXTY) = = YB)IK(4T) ex) 6(y)
x, T
= Z X(""a-1) O(x+y)-

Uy Y
Mais X 76 1 , donec X(O) = 0 et on peut se borner & étendre les somma-

* *
tions ci~dessus & XK x K , ce qui permet de faire un changement de varia-

bles X, ¥ }> ¥, 2 avex z = Xy ; des lors,

wX)<(X) = = K@) 0(q@+))-
4,2 #0
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Le second membre se fractiomne en deux "paquets" correspondant respective-

ment & z = ~1 eth z#-‘l:

TN)<(X) = XC1)Z 60) + Z K@) Z 8 ()

Y#o z#0,-1 370
= X)G-0 + T X@ Z 8 (y)-
z#O,—\ 3¢°

or, pour z # -1, ZK 6,,,(y) = 0 (tnéorme 2, (8)), done
Ye

%O- ez.,.-l ) = 'ez+1(°) = =1 ; on vérifie de la méme maniére que

Z. X(Z) = -X(—1) s finalement,
z2#0,-1

XX) = NE)@G-1) = (X)) = K(-1)q

c.q.f.de

I Proposition 3. - On a 1l'égalité

(20) <(X)| % = a,
I_(j' ol notamment T(’X) -Tﬁ 0 ) .
Démonstration. En effet (toujours avec O (x) = ;Tr(x) ), ona
' . — -
[=(X)] = =X =) = Z X X(s) 6Cx) 8(y)

X%
= Z X('x?"") e(ﬁc-na,) -
'X,‘a,

La démonstration se termine alors comme pour la proposition 2.

(5.4). Sommes de Jacobi & deux caractdres.

M@mes notations qu'au paragraphe précédent.
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—
Définition 2, - Soient X et + deux caractéres multiplicatifs de X .

On appelle somme de Jacobi associde a X et \l) la quantité

(21) ) = 2 Xy -w .

x €K

Notons qu'on peut écrire plus symétriquement

(211) (L) = 2 X&),

x+y=1
et que T (7(, ‘}') est un entier du corps cyclotomique des racines

(q - 1)lémes de 1l'unité: méme argument que pour les sommes de Causs.

Pour X ou \}/ =1, on a des sommes de Jacobi triviales, dont la

valeur se calcule immédiatement (ne pas oublier la convention (9)):

(22) si ')(: \}/= 1, 'rt(XnD = q;
(23) si X= 1 et \}' 751 (ou l'inverse), Tc(X,\{/) = 0,

Passons donc au cas non trivial: dans ce qui suit, nous supposons en

principe X et \f/ tous deux différents du caractére unité 1 .

F;oposition 4. - Soient X # 1 et 4: # 1 . Alors

(i) si 'X\}z =1 ,o0na

(24) n (X, ¥) = =N (=1);

(i1) si au contraire X¢ # 1, la somme de Jacobi v (X,{) se calcule

4 1'aide des sommes de Gauss (non triviales) '!:(X) , -c(\l») et T(X+)

par la formule

| RO = <0 W)/~ -

Démonstration. (i) Si 'X\}' = 1, c'est que v.}» = X-1 ; on a donc

nKy) = 2 X)X (%) = X X(E

x£0,1 ‘17&0 1
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llais le quotient y = x est une fonction homographique régulidre
1 =-x

de x , et quand x prend toute valeur dans X , sauf O et 1, ¥y
prend également toute valeur dens X , sauf O et =1 ; ainsi
(X, ¥) = 2 X4) = Z Xg) - Xe) - XE1) -
\3#0,-1 ‘36“
Dtapres (12), (9) et l'hypothdse X # 1, les deux premiers termes du

membre de droite sont nuls, et on obtient bien finalement 1'égalité (24).

(ii) Par définition des sommes de Gauss, et toujours avec O (x)
T(X)e(y) = | Z X&) ()] Z ¥(y) &(y)

= 22 X&x)v¥y) B(x+4).
* %

Faisons le changement de variables x, y fb—>» 2z, t défini par

Z Tr(x) ’

* * * *
xX+y = 2z et x = 2zt (c'est une bijectionde K x K sur K xX

et c'est ce qui compte, puisque K(0) = 4/(0) = 0 ) ; onarrive &

W) = 2 Z K@XE(2) $(1-¢) 0G)
= [ Z (Xy)e) G(z)][ z X Yo-e)] = T(xg) (%X, §)-
come T (Xy) # 0 (proposition 3), 1'égalité (25) se trouve démontrée.
—.G__C&OA;L!&IE.—Si X, ¢ et Xy#0, alors

(26) [m(X. 9% = a.

Démonstration. Utiliser les relations (20) et (25)

l Proposition 5. = Soit toujours X un caractére multiplicatif différent du
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caractire unité 1 , et soit r 1'ordre de )( (en tant qu'élément du

*
groupe multiplicatif K : noter que r est un diviseur de q = 1 ); alors

(@ =0T = X0 q =N =K ) X

Démonstration, Pour 1 £ j £ r =2, la proposition 4, (25) permet

d'écrire

(X, Y3 - THT(XD
ko X T (Y3*)

en multipliant membre & membre ces r - 2 égalités, on obtient
LY / 2 -2 ,T(X)Q-1
n(X,X) w (X, X)X, XYY = A
r-1
<(Xx*')
il suffit alors de remarquer que Xr-1 = X gL X et de multiplier
les deux membres par T (X)'c (‘7-(-) = X(-1) q (proposition 2) pour ar-

river & 1'égalité (27).

I1 est d'usage de poser w()) = T(X)r : la formule (27) donne
donc une expression de w (X) 34 1l'aide de sommes de Jacobi assocides a
X et & ses puissances; comme les valeurs prises par X sont évidemment
des racines ri‘emes de 1'unité, la proposition 5 admet la conséquence
suivante:

— .
Corollaire. - Le nombre complexe (X) est un entier du corps cycloto-

. . iemes cz
mique des racines r de 1l'unité.

(5.5). Sommes de Jacobi & n caractdres.

Mémes notations qu'au paragraphe précédent.

'Définition 3, - Soient n un entier positif et X1 ) eee 'Xn n carac-

téres multiplicatifs de K . On appelle somme de Jacobi associée & ces
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caractéres la quantité

(28) T (Xayoe, Xn> = %:1 'X1(:r‘) Xz("l) e Xu(xn)
la notation 21 signifiant que le point x = (:ic1 y eee g xn) par-
x

court l'ensemble H des solutions (dans K" ) de l'équation

(29) x1+x2+...+xn=1.

Pour n = 1 , on a évidemment n(%) = {;pour n = 2, on
retombe sur la définition 2 du paragraphe précédent. Dans ce qui suit, on
pourra supposer constamment que n > 3 .

Si 1'un au moins des caractéres X i est égal au caractére unité 1 ,

on a des sommes de Jacobi triviales; de fagon précise
si X, = X2 = «o = X_ =1, onal'égalité

(30) | Xy X ) =

n~14

(observer que H est un hyperplan affine de dimension n -1 sur K et

qu'il contient donc q° points);

si un Xi au moins est égal & 1 , et si wn Xj au moins est diffé-

rent de 1, on a 1'égalité

(31) w(Xe, s Xu) = O .

Démontrons 1'égalité (31), qui n'est pas tout & fait évidente. Quitte
éventuellement & renuméroter les caracteres, on peut supposer X1 7é 1,
XE‘ F 1 4ees, Xs :’é 1 , mais XS+1 = .. = Xn = 1, avec
1 £ s £n-1. Come alors Xs+1 (y) = .oo = Xn(y) = 1 pour tout
élément y de K , et que le systime de s + 1 équations (évidemment

indépendantes)
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i
-—

s +00.
X1 + ‘(2 + Xn
X1 = x1
X = %
Xs = xs
Se=1

admet exactement qn- solutions x ¢ - y quels que soient x

X

1 "2

cee y X dans X , on voit que

Tt(X,,...,X“) = vq“’s” ( Z: X1Cu1))-.. (% 'Xs(’tcs)) .

Mais, dans le membre de droite, chacune des sommes entre parenthéses est
nulle (théordme 4, (12)): d'oh effectivement 1'égalité (31).
Passons maintenant au cas non trivial ol tous les caractires X {

sont différents de 1 :

l—};oposition 6. = Supposons X1 -T/- 1, eeey Xn # 1 . Alors
(1) si ')(1)(2 )(n = 1,o0na

(32) T(Xayoey Xu) = _‘)(-n(u)n(x,,...,)(nd).

(ii) Si au contraire X1X2 "'Xn ;é 1,o0na

<(X1) ©(X2) - T(Xw)
(33) Tr(X‘\/ ey .\) =
I_ A T(XeXe- Xu)

Démonstration. (i) Ecrivons pour abréger T = fc( X1 Joee, X”) , et po-

sons par définition

(34) Tro F Z X( (11) X;(xl) .- Xv\v-t (‘xn-i) )

Uyt x, 50

(35) ¢ = 2 K. X)) e X (xn) -

A+ ruy =4

X, #£19
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I1 est clair que T¢v = Ty + T , et i1 suffit donc, pour prouver

(32), de démontrer les deux égalités suivantes:

(35) Tto = 0 ;

(37) T = = X )Xy Konq) *
Démontrons (36). Puisque Xn—1 4 1,ona Xn—1 (0) = 0, donc

™, = Z X_ﬂdcl'—“_,) Z(_.‘“_i) X»\("i)--- X,,-z (%n-2) )
X, FO

n-1

la somme notée Z(-x ) étant étendue & l'ensemble des familles

n-1

(x1 ) eee xn—2) telles que X, + ... + x _, = =x . Faisons le

changement de variables défini par les équations

34 = = xi/"‘-nq /77 QP =0 mmi/‘x"" 4

t:—-%

n-1 °

On vérifie alors sans peine que 1l'expression donnée ci-dessus de Tx o Se

transforme en

Ty = X ()T (X Xy ) Z (X, Xa o Xus )CE) -

Or, par hypothése, X1X2 Xn—1 = Xn-1 f 1 : le théorime 4, (12)

donne alors

% (X, X, X, )(&) = O,

ce qui démontre (36). Prouvons maintenant (37): faisons cette fois-ci le

changement de variables défini par les équations
4y, = %4 ("-'xn)z"-: Yn-1t < 'xn-1/(1f°‘n)/



On obtient pour ¢ 1'expression

oo (Z ww) X Xl Yo (0

E#o,-1 Yoot Yoy = 1
Or le premier facteur vaut —X“(-1) (comparer avec la démonstration de la
relation (24)); quant au second facteur, il est égal par définition &
(X4, X, ) s de sorte que la relation (37) se trouve elle aussi dé-

montrée. Ceci achéve la démonstration de (i).

(ii) Calcul analogue & celui fait pour prouver 1'égalité (25) (qui corres-
pond au cas particulier n = 2 ): le lecteur bovin et incrédule le fera

& titre d'exercice.

Corollaire, — M&mes données que dans la proposition 6.
(1) s X, X, = 1,oma

(58) | =y X | = 9"

(ii) Si au contraire X1 X2 ceo Xn # 1,ona

n-1

(39) IW(XU"'/X\A)]Z = q .

(iii) Dans les deux cas, on a pour la somme de Jacobi TT( X4, .-, X»)

la majoration (en module)

L‘_“O) | (X, xa) | £ g7V

Démonstration. L'égalité (39) (la seconde dans le corollaire) résulte des

formules (33) et (20); 1'égalité (38) résulte alors des égalités (39) et

(32); enfin, (40) est une conséquence triviale de (38) et (39).

(5.6). Relations de Stickelberger.

D'aprés la preposition 3 du paragraphe 3, la valeur absolue archimédi-
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enne d'une somme de Gauss non triviale est égale (avec les notations habi-
tuelles) & q1/2 ; le but du présent paragraphe est d'obtenir une évalua-
tion correspondante pour les valeurs absolues non-archimédiennes prolonge-

ant la valeur absolue p-adique de Q .

Soient donc toujours K wun corps fini & q = pf éléments, notons
w et ¢ une racine primitive (q - 1)iéme et une racine primitive piéme
de 1'unité dans le corps C des nombres complexes, et posons E = Q(w) ,
Op = 1l'anneau des entiers de E, F = E(Y) = Qw,7), Op = 1l'an-

neau des entiers de F . Les résultats généraux relatifs & la décomposition
des idéaux premiers dans les corps cyclotomiques (voir par exemple [WSJ ’
chapitre 7, ou [CF) , chapitre III) permettent d'énoncer les propriétés

suivantes:

(i) Posons g

¢ (q = 1)/f ; alors p est non ramifié dans E , et se

décompose dans E en g facteurs premiers de degré f :
(41) POE = 3172 L4 yg H
en particulier, chaque corps résiduel 0E / y N est isomorphe & X .

(i1) Chaque \j 5 est totalement ramifié dans F , l'indice de ramification

étant égal a [F : E] = p=-1; ona donc une décomposition du type

= 2l B
(42) Y% = 47
le degré résiduel en .'? il \& i est égal & 1 , et le corps résiduel

OF /¥1 est encore isomorphe &4 K .

(iii) En conséquence, p se décompose dans F de la manidre suivante:

(43) POF = %2113.1 ¥2P"1 v ¥g?1 .
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Remarquons que "tous les y ; se valent" et que '"tous les ¥ ; Se valent" ,
du fait qu'ils sont pormutés transitivement par le groupe de Galois de 1l'ex~

tension abélienne F/Q : dans ce qui suit, nous choisirons une fois pour

toutes un \} 5 et le _'? i correspondant, ‘et nous les noterons simplement

y et ¥ ; en outre, nous identifierons O /\5, et OF /:‘z a4 K.

* +*
Notons maintenons T 1le sous-groupe de F  engendré par w : ’I‘* est
cyclique, d'ordre q - 1, c'est le groupe des racines (q - 1)iémes de 1'uni-

té dans F ; de plus

*
(iv) La restrictiona T de 1'homomorphisme canonique Op —> OF / :p = X

* *
est un isomcrphisme du groupe T sur le groupe K .

Si alors on compose l'isomorphisme inverse K*-—> 'l‘* avec l'injec~

tion canoniqué T*-——> C* , on obtient un caractére multiplicatif de K ,
A~

d'ordre q -1, avalgurs k.ic'lans vF , et qui engendre le dual K* de K* :
ce caractére sera noté X . |

Encore une notation: pour tout élément « non nul de F , nous noterons
ord(o( ) 1'exposant de :P dans la décomposition en facteurs premiers de
1'jidéal fractionnaire principal otOF ( ord est donc tout simplement la

valuation p -adique normalisée de F ); les propriétés suivantes sont

immédiates:
(v) ord(t) = © pour tout o € O -
(vi) ord(p) = p -1 (conséquence de la formule (43))-

(vii) ord(«t ) = ord(x) + ord((i) pour tout o¢ et tout p non nuls

dans F .

(viii) ord( o + (5) > inf(ord(et) , ord({s))- pour tout o et tout (5 non

nuls dans F .
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Considérons maintenant pour tout entier relatif j 1'élément

. -J T
(44) @ - 2yt g
*
xeK
qui est évidemment un entier de ¥ ( Tr désigne comme toujours la trace

relative a 1l'extension K/Fp ). Comme X est un caractere d'ordre q -1 ,

nous pourrons en fait nous limiter esux valeurs de J telles que

0 £ J < a=-1.

Il est clair en outre que
(45) T() = -1;

si au contraire j # 0,ona( X étant étendu en une application de X
tout entier dans C avec la convention habituelle X (0) = 0) X _j(O) =
= 0, ce qui permet, dans le membre de droite de (44), d'étendre la somma-
tion & K tout entier; on voit alo;'s que T(j). est une somme de Gauss

(nous y voila!); plus précisément, le caractére additif choisi étant évidem~

ment X |3 gTr(x) , on peut écrire

(46) P = T\

cela étant, la valuation ¥ —adique normalisée ord(x(j)) des sommes de

Gauss T ( jv) est donnée par le théordme suivant:

l Théortme 5 (Stickelberger). — Soit j un entier telque 0 £ j L q -1 ,
et soit

. f-1
(4’7) j = jo + j1p t oeee + Jf_1p

1'"écriture de j en base p ", avec 0 £ ;)i Lp pour i=0,1, ...
eee , £ =13 posons o (3) = Jo * §5 * e+ Jpy = la “somme des

chiffres de j en base p "; on a alors 1'égalité
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'ﬁa) ord(<(J) = o(J) .
Dcﬁrn;wnntr:l'ti.011. osons a priori ord(‘r(,j)) = s(j) s 11 s'ogit donc de

prouver que pour tout J telque 0 £ j < q=-1, ona
(49) s(3) = o (J) .
Mais s(j) possdde la série de propriétés suivantes:

(1) s(0) = 0.

car T (0) -1 est une unité du corps F .

(11) s(j) =2 O pour tout j .
Car T(3j) est un entier du corps F .
(111) s(3 + k) < s(3) + s(x) .

Pour jJj ou k = 0, il n'y a rien & prouver; pour j+k = q=-1, on
a s(3+k) = s(0) = 0 < 8(3j) +s(k) (a'aprds (I) et (II)). Supwosons
donc j #£ 0, k # 0 et J+k ?é q - 1 ; la proposition 4, (ii) nous

donne alors

(50) () - (XY,
-j " —k . ’ . 2 N

avec 1T = T (X ,X ) e OE C OF ; 1'inégalité & prouver résulte alors
de la propriété (vii) et de la propriété (v) ci-dessus.
(1v) s(3 + k) = s(j)» + 8(k) (mod p-1).
Pour j ou k = 0, rien & prouver; pour j+k = q-1,0na
T(3) = ‘C(X-j) , Tk) = =( XJ) , donc, d'aprés la proposition 2,

- . 0 2 f .
(DTl = T (XN = YU=1)q = XU=1) 9, a0y, par
1a propriété (vi), s(j) +s(k) = ord(p’) = fora(p) = £(p-1),
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donc s(3) +s(k) = 0 = s(0) = 8(j+k) (mod p=-1), ce qui régle

’

ce cas p'zrticulier.ASupposons maintenant j :;é 0, k 96 0 et j+k #Fa=-1;

la relation (50) (voir (III) ci-dessus) donne alors
s(j +k) = 8(3) + s(k) + ora() ,

avec ord(ww) = 0 (mod p-1) puisque T € Op (utiliser (vi)), ce

qui régle le cas général.
(V) s(jpi) = s(j) pour tout exposant i .

On peut supposer j:}éO et 1> 1 ; ona alors ;jpi¢ 0 . (mod Qa~-1),

et par conséquent

(51) (@) = 2 X 7T

.
.t ' -

(52) - T(p) = Z X 9% (x) §Tr(x) ;

. sl . i o
mais il est clair que pour tout x € K, on a X P (x) = 7( I(xP )

i i

d'une part, et Tr(x) = ’J'.‘r(xp ) d'autre part (puisque x et x¥ sont
conjugués sur Fp); en faisant le changement de variable y = x* dans
le membre de droite de (52), on voit ainsi que T(jpi) = <T(j) et a for-

tiori que s(j) = s(;jpi) s Coq.f.d.
(vi) s(1) = 1.

Posons A\ = $ -1 ; le polyndme minimal de T sur E (ou sur Q ) étant
e @ ex+1 = (P —1)/(X=1), le polynbme minimal de
\ est évidemment ((X + 1)P =1)/X = ¥ + p®2 4 ... + p , donc un
polyndme d'Eisenstein: il en résulte immédiatement que

(53) ord(\) = 1

( N est donc une "uniformisante locale" en ¥ ). Ecrivons alors la défini-



5.24
tion de T (1) eny remplagant ¥ par 1 + A:

COREEETONNIE 10 SRR SIS RS P LS

xeX
d'ol, en utilisant la formule du bindme, et compte tenu de (53),
= -1 By 2
(55) T(1) = z X (x)(1 + X Tr(x)) (mod 112 ),
x€ekK

'_I‘_I;(X) désignant par exemple, dans cette derniére formule, l'unique entier
compris entre 0 et p -~ 1 et dont 1'image canonique dans Fp soit égale
4 Tr(x); faisons le changement de variable défini par 1 = X(x) ; comme

fa1 :
évidemment _T_z;(x) = ¢t o+ 2 4+ 4P (mod I}Z ) , la congruence

f-1
z t o+ )\E t"1(t+1;p+...+tp )
teT” teT* 5
(mod }2 ) s
idmes

mais T* est le groupe des racines _(q -1) - de-1'unité dans € ; d'ol,

(56) devient

(57) (1)

W

pour tout entier rationnel u ,

Ztu §q—1 si q -1 divise u,

t e 0 sinon ;

moyennant quoi la congruence (57) se réduit &

(59) T() = Aa-1= =N (@a ¥ ?),
d'o évidemment s(1) = ord(T(1)) = ord(A) = 1 , C.q.f.d.

(1) > a3 = fp-1ia-2)/2.
0¢J<q~1
En effet, on a déja remarqué (voir la démonstration de (IV)) que

(60) | s(j) + sla-1-3) = flp-1);

comme s{0) = s(q-1) = 0, la formule (60) donne, en faisant varier
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J de 1t & q -2 et en additionnant:

(61) ;:E::; (s(j) +8(qg=-1=3) = 2 ;:E::; s(3) = f(p=1)(g=-2),

0<£ j<q-1 0<3<q-
CoQofodo
Ces diverses propriétés de s(j) étant établies, prouvons maintenant
que s(j) = o (j) . Les relations (I), (II), (III) et (IV) montrent immé-

diatement que pour 0 £ jJ £ p~-1, 0ona
(62) 8(3) = 3 = 3y = (I ;
les relations (II) et (VI) domnent d'autre part

(63) s(3) £ 8(3p) + 8(3) + oo+ 8(35)

comme 0 £ 3; < p-1 pour i = 0, 1, ..., £~1, les relations

(62) et (63) impliquent, pour 0 £ j < q =1, 1'inégalité
(64) o(3) & do * 3y teeet 3oy o= ()

1'égalité s(j) = o (3) résulte alors de (64), de la propriété (VII)
et de 1'égalité
(65) 2 o(3) = £(p=-1)q=-2)/2,
0 £ j<qg=1
qui se vérifie immédiatement par récurrence sur f . Le théordme 5 se

trouve ainsi démontré.

Remargue. - On peut en fait démontrer le résultat suivant, plus précis que

la simple dgalité (48):

si, comme précédemment, j = 30 + j1p + eee + Jf_1pf.1 y 81

o (3) = Jo * 31 + eee + jf_1 , et si de plus on pose

(66) () = 3ot dytees dpgt
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alors on a la congruence ("congruence de Stickelberger"):

3o ()

(67) T(j) = - (mod p"“) 1y,

o(J)
Pour une démonstration de cette congruence, voir [15 ] ou [4 ] (méthode
élémentaire) ou encore [ 6 ] (méthode d'analyse p-adique). La démonstra-

tion du théoréme 5 donnée ci-dessus est tirée de [4— ] ,» Anhang, II. On no-

tera que la propriété (VI) est un cas particulier de la congruence (67).

Le théordme 5 sera utilisé uniquement au chapitre 7, pour la démons-

tration du théortme d'Ax.



