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2.1

Chapitre 2

Polyndmes et fonctions polynomiales

A4 plusieurs variables

sur un corps fini

Dans tout ce chapitre (et dans le suivant), K désignera un corps
fini 38 q = pf éléments, n un entier strictement positif, X =
(X1 y eee s Xn) un systéme de n indétermindes sur K , et K [X] =
K [X1 y cee 4 Xn] l'anneau des polyndmes en X, s eee » X & coefficients
dans K ; 1les éléments x = (x1 y coe xn) de XK* seront qualifiés
éventuellement de points (ou de vecteurs ...); si Fe¢ K [X] » On appellera

fonction polynomiale associée & F 1'application x (> F(x) (ou, plus

explicitement, (x1 ) eee s xn) — F(x1 ) eee s xn) ) de XK® dams K .

(2.1). Polyndomes réduits et polyndmes identiguement nuls.

Définition 1. - On notera ¥t 1'idéal de l'anneau K [XJ engendré par les

n polyndmes Xiq— X, (i = 1,2, «.,n).

Définition 2. - Etant domné F € K[X] , on dira que F est

réduit si son degré par rapport & chacune des n variables Xi est
inférieur ou égal & q -1 ;

jdentiquement nul si sa fonction polynomiale associée est nulle (autre-
ment dit si F(x) = O pour tout x ¢ K*);

on notera respectivement R et I 1les sous-ensembles de K [X] formés
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- o~ I'd . - -~ = .
des polynomes riéduiils et des polynoues identiquement nuls.

Il est clair que R est un gous—espace vectoriel de KI[XJ y et que

I estun iddel de KX LX] ; en outre, chaque polyndme X.% - X, étant
— i i
identiguement nul, on a l'inclusion A1 C I : nous verrons plus loin

cu'il y a en fait égalité.

Lenme 1. - Pour tout F ¢ K[X], il existe un polynbme réduit G ¢ K[X]

tel gue 1'on ait r

G (mod wt ).

i

Démonstration. Par linéarité, on peut se ramener au cas oi F est un

d1 d2 dn
nondme X1 X2 .o Xr ; pour tout i , posons
r. = le reste de division par q de di , Ou di est défini
mar la double condition d = qh.d; , (a, di) = 1.

Il est clair alors que

d d d T by r. o
Llx 2...x % = X 'x2...x% (md av),
n i 2 n

et que le mondme de droite est réduit: le lemme est donc démontré.

Lerme 2, = Siwun polyndme rdéduit F est en méme temps identiguement nul,

alors il est nul (c'est-a-dire "formellement nul": tous ses coefficients

sont nuls).

I) La oropridétd est vraie pour n = 1 . Soit en effet F(X1) un polyndme

réduit et identiguement nul par rapport & l'unique variable X1 : d'une

part il est de degré <L q -1 , et d'autre part il admet pour racines

les q ¢éléments de X : le nombre de racines de F(X ) est donc strice

1

tement supérieur & son degré, d'ol F(X1) = 0, c.q.f.d.
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II) $i la prepriété est yrnie pour n = 1 variables ( n 7 2), elle

est emcore vraie pour n yariasbles. Soit en effet F un polyndme réduit

& n wvariables; on peut derire

gecey xn) + F1(x2 geeey Xn) X1 + cos

0

I"(X1 0 Xy peney xn) = F (x2

-1
cee + Fq_1(X2 yeees xn) )(1q ,

les Fj étant q polyndmes réduits & n -1 variables Xy ey X o

Dire que F est identiguement nul équivaut alors & dire que, quel que

goit (x2 goeny xn) € Kn-'1 , le polynOme réduit et & une seule variable X1 H
q-1
Fo(x2 yeses xn) + F"(x2 gevey xn) X+ et Fq__‘l(x2 yosey xn) X, '

est identiquement nul; d'aprés la premiére partie de la démonmstration, il

est donc nul; autrement dit, on a (quel que soit (x2 ooy xn) € ! ,

rappelons-le)
Fo(x2 gocey Xn) = F1(12 goeey xn) = sece = Fq-1(x2 goeey xn) = o ;

ceci signifie que les polynames F (réduits) sont eux-mémes identiquement

J

nuls: comme ils ne contiennont que n - 1 variables, l'hypothise de récur-

rence donne alors FO = F1 = e = Fq-1 = 0 ,donc F = 0, c.q.f.d.

l Lemme 3. - En tant qu'espace vectoriel, K[X] est somme directe de ses

sous-ggpaces R et 4 , soit

U) K[x] = R @.

Démonstration. Le lemme 1 peut s'écrire

(2) K[(X] = R+wu;

d'autre part, le lemme 2 peut s'écrire R N I = §0} , ce qui implique,
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puisque ¢ ¢ I, que
(3) RNt = {0}
(1) résulte alors immédiatement de (2) et de (3).

l—;‘;:éoréme 1. - Soit F e K[X] un polyndme.
(1) I1 existe un polyndme réduit F et un seul tel que F = F* (mod 4z ).
(Ceci servira de définition de la notation F ).
(ii) Les trois assertions suivantes sont équivalentes:
(a) F est identiquement nul (c'est-a~dire Fe I );
(v) F o= 0 ;

l_(c) F € vL.

(1ii) En particulier, 4t = I .

Démonstration., (i) C'est une simple reformulation du lemme 3.

(ii) Ecrivons F = F + H, P € R, He vv; conne 4CI, F est
identiquement nul si et seulement si F* est lui-méme identiquement nul;
1'implication de (a) vers (b) résulte alors du lemme 2; celle de (b) vers
(¢) résulte de 1a définition de H (donc en fait du lemme 3); enfin, celle
de (c) vers (a) résulte de l'inclusion axc I ..

(1ii) D'aprds (ii), 1'assertion (a): FPe I , équivaut & l'assertion (c):

Fewt; dtoh 1 = I,

(2.3). Fonctions polynomiales sur K .

Soient A 1'ensemble (en fait, la K-algtbre) de toutes les appli-~
cations de K* dans K , et LP t X [XJ —> A 1'homomorphisme de

K-algtbres qui, & tout polynome F € K[X], fait correspondre la fonction



2.5

polynomiale associée & F .

Lemme 4, - Le noyau de { est 1'idéal vz de K [X].

Démonstration. Par définition meme, ce noyau est I , et nous venons de

voir (théortme 1, (iii)) que I = wtr.

Lemme 5. - L'homomorphisme Lf est surjectif.,

Démonstration., Les lemmes 3 et 4 montrent que & = (P (x [XJ) est un

espace vectoriel isomorphe & R ; comme R admet pour base sur K 1l'en-
semble des mondmes réduits, et qu'il y a exactement qn tels mondmes, on

a dim (@) = dim, (R) = q", et par conséquent
card($) = qqn-

D'autre part, il est clair que

card(d) = cara(r)®E) _ a" .

® = @(x[X]) et A ont donc le méme nombre d'éléments, d'ou 1'éga-

1ité de ces deux ensembles et le fait que LF est surjectif.

Remargue, = On peut donner du lemme 5 une autre démonstration, indépen—
dante des résultats du §(2.1), et qui montre mieux ce qui se passe. Pour

tout a = (a1 y ses an) e K> , notons fa la fonction caractéristigue

e & A valeurs dans K , définie par fa(x) = 1t si x = a, et

fa(x) = 0 si x # a; la famille (fa)aeKn est visiblement une base

de A sur K ; il suffit donc, pour prouver le lemme 5, de montrer que

chaque fa est une fonction polynomiale: or, si on pose
n ;

() R0 = Lo - ey,
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on vérifie sans peine que ¢ (Fa) = fn (utiliser le théortme 2 du
§(1.2), et plus précinément le fait que si x € K , alors -t _ o ou
1 selonque x = O ouque x 790).

I_T;léoréme 2. = Soit f une application (quelconque) de K" dans K il

existe un polyndme réduit F et un seul tel que f soit la fonction

LfflynOmiale associée &4 F ,

Démonstration. Il suffit d'utiliser les lemmes 4 et 5, qui montrent que

L? donne lieu & un isomorphisme K [XJ/UL 5 A, et le lemme 3,

selon lequel K [X] = R @ L.

Remarque. - Ce polyndme réduit F est donné explicitement par la formule

(5) MW o= 2 e 5@

aegkn

(F, étant défini en (4)): en effet, il est clair que la fonction polyno-
miale associée 4 ce polyndme est précisément f , et par ailleurs ce poly-

nome est réduit, puisque chaque Fa est visiblement réduit,

(2.3). Somme de toutes les valeurs prises par un polynome.

I Théoreme 3. - Soit F ¢ K[X] = K[X1 s see Xn] un polyndme de
degré total 4 ; alors, si d £ n(g=-1), ona

(6) Z FMx) = 0 .
L_ xeKn

. Démonstration. Par linéarité, on peut se ramener au cas ou F est un mond-

me, disons

= dy o d2 dn
MX) = X0 e X ,

avec d, + dy + eee +d <L n(q=1); ona alors
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(7) > v - L2 X,

x € KP i=1 x; € K
et 1'inégalité relative au degré total de F montre que pour un 1 au
moins, ona d, < q =1 ; il suffit évidenment de montrer que, dans (7),
le facteur correspondant du produit, & droite, est nul, et on est ainsi.

ramené & prouver simplement le lemme suivant:

Lemme 6, = Soit d un entier tel que 0 £ d < q =1 ; alors

(8) Z_ L = 0.

‘ xek
Démonstration. 31 d = O , on a affaire & une somme de q +termes tous
égaux & 1 , dans le corps K dont la caractéristique p divise q = pf :

cette somme est donc bien nulle. Considérons maintenant le cas général ol
*
0 L d ¢ ¢g=1; comme K contient q = 1 éléments, mais au plus d

\ idmes , . *
racines d de 1'unité, il existe au moins un y ¢ K tel que

d
(9) y o# 1
3 *
comme l'application x » yx de K dans K est une bijection de ce

groupe sur lui-méme, on peut écrire

Zxd= Z_(yx)d=ydzxd,

xek xek xe¢kK
et par conséquent
d d
(F-1)2_ & =0,
x¢XK

il suffit alors de simplifier par le facteur ( yd - 1), comme 1'iné-

galité (9) nous le permet, pour obtenir 1'égalité (8) cherchée.



