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APPHNDICE

Sur le théortme de Cartan-Kihler

1. Introduction.

Le vut de cet appendice est de dommer une démonstration rapide du théoréme
dlexistence des solutions dlunc équation différentielle dans le cas amalytique,
unc fois obtems les résultats formels nécessaires, que nous ne reprendrons pas
ici, Nous nous appuierons pour cela sur une majoration de Grauert [1], plutdt que
sur les majorations pour la "s-cohomologie", & la Spencer (Sweeney [ 1], Bhren-
preis-Guillemin~dternberg [1]) 3 d'ailleurs ces dernidres avec un choix convena-

ble de normes, sont cssentiellement un cas particulier du théoréme de Grauert.

2. Polydisgues distingués.

Soit o = (pl,...,pn) un systéme de n nombres > 0, et soit P le poly-

disque de €° défini par les dcuations ;ziz < 5. « Soit H‘(Pp) ltespace des
Lo
Ef o pour lesquelles on a

fonctions nolomorvhes sur ¥ , T

Y

o

[

ggF]'ip L " <+

o
8i i est un espace vectoricl sur € de dimension finie, on le punira d'une nor-

1
L. 4

me |- etwour T = fz2fe¢B® HL(P)) , On posera encore
.v./ l

Bl R 54
S =z lIG’E P

oy
o

Soient E et E, deux espaces vectoricls sur € , de dimension finie, et
soit U =73 uaza, uaeL(E,El) une fonction holomorphe au voisinage de O dans
c®, 3 valeurs dans L(E,5 ) 3 pour o suffisarment petit l'application
U : Fr UF envoie continuement E & LP(PJ) dans I ® H?(Pp). Nous dirons par

définition que " o est U-privilégié " si 1'image de cette application est fer-

mée, et formée de tous les G ¢ B @ B (P ) qui, au voisinage de llorigine sont
de la forme U¥, , I  holomorphe a l'origine (comme il est bien connu, il revient
au méme de dire qu'il existe une série formelle en 0, soit. F, , telle qu'on

ait 1'6galité entre séries formelles G = UE, ).

THEOREIE 1,1 (Grauert). Les P tels que p soit U-priviléegié forment un sys-

i

téme fondamental de voisinagzes de O,

~ » . - ~ 1 .
Pour la démonstration, nous renvoyons a Grauert (1] ( ). Notons aussi qutun

résultat analogue a été ddémontré par Douady [ 1] pour l'espace B(PD) des fonctions

- - X R »
Gravert travaille avec la nome L et non I, meis la démonstra-

Uy
st identiaque,



continues sur ¢ et holomorphe sur P muni de la norme

p s
sup |F(z)| ,
zaPp

et que la démongtration de Dovady pourrait aussi bien &tre adaptée & l'espace

B((>) .

0 T

i o ecst U privilégié, il existe C > 0 +tel que, pour tout GeIm(U ) ,
on puisse trouver F ¢ EQ HL(Pp) vérifiant UF = G , “FHP = CHGHp ; cela ré-
sulte du théordme "des homomorphismes" de Banach (et en fait, peut se démontrer

directement en méme temps que le théoréme précédent).

Nous n'aurons besoin de ce résultat que dans le cas o U est un polynome ho-
nogene de degré k, auquel cas il est clair que, si G est homogéne de degré

I+f, et si U =G, HFHP = CiGll, , on a encore UF, =G, Han = Cligll , en

P

ddsignant par T, 1la composanie homozene de degré ; de F (pour un degré

Z
fixé, une telle majoration est évidente ; l'essentiel est qutici, C est indépen-

dant de 7).

Nous allons transposer ces résultats , soit %, 1ll'espace des polynomes homo-
genes de degré 2 a n variavles sur € ; son dual peut &tre identifié & %,
AL
au moyen du produit scalaire
<®F>= ¥ £ f';
|ol=2 P

si 1ton munit ¥, de la norme “’“p , la norme duale est alors :

st = B
it ”r Sup !fB‘r
5
1 .. s 1 PP .
avec 1. =5 (ce que nous écrirons bridvement : T = E). On définit de méme la
. - .
S| . )
norme ' é sur B¥2 %, (B¥, dval de E, muni de 1a norme duale). la transpo-

. P4
séo de U(:), wrestrictionde F+ UF a E DL, est l'application

2

U(a)* ¢ Br O T, ~ BFTE

ainsi définie :

si F = X fvza , V()= £ g2z, avec g = £ u*f .
ol =ler;, fgl=t ¥ Ptk @9

(uf , le transposé de uy).

194

En transposant les résultats précédents,; on obtient donc le

COROLIAIRE 1,2, Etant domé U ¢ L(E,E ) o L, » il existe r = (n ,...,rn) ,

r, >0 ¢t C>0 possédant la propriété suivante :




et tout G ¢ Im U(2)¥, on peut trouver Fe Bf® 1L, fel
e

dans cc cas, pour A > 0O ,

Pour tout il
s 2 )50 = HPLY = ¢l
b U()R = G, FL = CliGyt
U-distingué ;

qulon oi
Nous dirons alors que r est
s _— p p 'k
est évidemment encore U-distingué, avec C remplacé par CA .

3. La norme "de laplace" formelle,
des raisons de commodité, nous permuterons dans la suite les rdles de E

f2'e B35, ,

Pour
et ¥ 3 pour
F= Zz
.y
l&l—h
nous poserons
t
2P = 'ai‘ Flal (; est plus ou moins une transformation de laplace-Borel),
o o
et
7 = jEy
il i iy
12 T 1 ] Pny - PR N . . A
Si F est une série formelle & n variables sur € (& coefficients dans Ej,
nous noterons F, sa composante homogéne de degré £ , et nous poserons
X
F'=F +eeet F,
el O R b .
i 1 p 1@30 | zlr
Jour X = (Xl,...,Xn), on a
4 2! i,
(K teeetd )" = % ;E-xp ,
|| =2
X, =1 ¢
+ ,‘f,? i 3
——==n" "
[o'R)
¥ est convergent au voisinage de l'ori-~
on déduit que, si F est

dtou en faisant
s lalt,

e
e
xr

on en déduit que, si 1lton a !Fir <4y
inversement, de 1'inégnlité évidente «!
s, ona 3F|r <4+ @,

gine
convergente au voisinage de
on a immédiatement

si F_ =0,
1 Pl =2 2,
1) ! Ir iloz

T

Si I est homogéne de degré . , ona
Y .

_E:;i = L lEi ,

oz, lr r, i
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d'ol par récurxrence

A

A

i} , _ (1
(5.2) lDaFlr:m;a 'Flr .

PROPOSITION 3,3, Si F et G sont & valeurs scalaires, on a |FG[, = |F|LIGH, .

Pour X = (Xi,...,Xn), Y = (Yi,...,Yn), on a la formule du bindme

(Y)Y = 5 =L xoyf
atp=y O°F

. ol
Prenons les X; égaux & x, etles Y. a1 ; onaalors (+Y)Y= (1) Yig
en calculant de deux manidres le coefficient de x° (2 = |y!) dans cette derniére

expregsion, il vient

Vi [y!¢
aipt — 2i(fy[=2)t °

(3.4) 5
TR

Démontrons maintenant (3.3) 5 il suffit de traiter le cas oi F et G sont

homogenes, disons de degrés . et mn .

On a alors

Dton, dtapres (3.4) :

!
T?%r} by f&gB]rY

| c(-:—B

HA
]
@

ce qui démontre la proposition.

la norme introduite ici étant "homogéne", les inégalités précédentes peuvent

~ . £, » v . . (04
&tre interprotées en termes de séries majorantes : si l'ona F =% faz ’ ﬁaeE ,

g=2x gaza, g, =z 0, nous écrirons F << G ; si l'on a, pour tout o :
lf&]m = g 3 nous dirons alors que G est une majorante de F .
o3 o

, ! 3
Soit alors X une indéterminée ; posons [Fl, = Z:F7[rx“ ; les inégalités

X
(3.1), (3.2) et (3.3) seront encore vraies avec r remplacé par X, , et le si-

gne = par <<, Soient dtautre part
1 a 4
@ < C[[YJ. ,.."YP}] s et F( )a--vyh(p) € C[[Zl 9"°7ZnJ} ’

les F(l) étant sans terme constant , il résulte de (3.3), interprété en termes

do séries majorantes que, si ¢ est une majorante de &, on a
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(3.5) 5@V, g < aEM) L m @)

si

F(1),...,F(13)

sont 4 valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie,

disons E(l) a valeurs dans E(i), et si & est une série formelle sur
E(1) 0o E(P),

ne change essentiellement rien), on voit qu'on pourra encore trouver une série

s i .
Xe en choisissant convenablement les normes dans les E( ) (ce qui

3 e C[[Y;,...,YP}]; 4 coefficients = 0, qui vérifie (3.5) quels que soient les
i .- - - Qs
r s si & est convergente, on pourra supposer & convergente (nous laissons

les détails au lecteur).

4. Bgquations différentieclles.

Soient E et E  deux espaces vectoriels de dimension finie sur € ; consi-

dérons une fonction & holomorphe au voisinage de
o n
(Z N ) € €7 x I ' E
ou Pl
lo{lﬂ(

4 valeurs dans B , avec @(zo,yg) = 0 et considérons 1'équation différentielle :

(®B) 8(z,0%F(z)) =0 .
Soit
F= % £ (z=2 )
lalsker ¥ °

un polynome de degré = k+{ , & valeurs dans E , avec (a!f& =)DQF(ZO) = yz .
pour !a! = k 5 nous dirons que F est un jet d'ordre k+i de solution de E ,

prolongeant le jet
o
= 3 ﬁy(z-zo)
lalék
si le développement de &(z,0PF(z)) en z, mne contient pas de termes de degré
= 2, ce que nous écrirons &(z,0°F(z)) = 0 mod (z-zo)a. Pour 4'> 4 , et F?
jet de solution d'ordre k+i', nous dirons de méme que F! prolonge F si les

coefficients dlordre = k+{ de F! sont ceux de F.

DEFINITION (441). Nous dirons que F’k est fortement prolongeable gi, Yi>0,
tout jet de solution d'ordre k+f qui prolonge Fk est lui-méme prolongeable a

llordre k+i+1,

la partic analytique .du théoréme de Cartan-Kihler (compte non tenu des questions

de donndes de Cauchy) est contenue dans le théoréme suivant :
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THEORME (4.2). 3i r&) gt fortement prolongeable, il existe une série

gy(z—zo)a, convergente au voisinage de O , avec H“F(zo) = yg » || =k,

qui soit solution de l'éguation (E).

On peut toujours se ramener au cags ou z2_=0 , ¥y =0 , ce que nous suppose-

rons, Posons, pour o =k 3

9%
g;(O):UaiL(E,El) , et v¥(z,y )= & uy -2%.
o

Supposons trouvé un jet Fk+?-1 d'ordre k+i-1 de solution do B, et cherchons
a le nrolonger a l'ordre k+i ;3 dans l'équation que nous devons résoudre les ter-

nes D“Fk+£ ntinterviennent que linéairement, et, en posant

= z £ & ’

P
I
k4 ' } X+4 o

notre équation s'écrit :

f @ip)l B Y(Z,DaFk+£_1)

Z u .
In af
la]=k o a+p b. f:
8] =t
Par hypotiiese, un tel F existe, Posons U =% u , et choisissons une

kt+g
fois pour toutes un r = (Iﬁ,.-.,rn) gui soit U-dlstlngue. Il résulte alors de

(1.2) que, si 1'on pose

Y(andFk+z-1) z grzp ’

jsl=¢ P

L

on pourra trouver Fk+z vérifiant

A

sup all|f X =C sup B! [g P
|or| =le+s a' |8)=¢ |

ce qui s'écrit encore

43 , +4=1
I e A A
dtou, dtaprés (3.2)

C
sup -—

‘DQF 1 =0 ¥z, DBP“T£-1) | avec Jol =k, G
Ial“k :ra

kiglz

Soit ¥ une fonction holomorphe au voisinage de O dans

e? x ! E c,
EIES

3 coefficicnts positifs, telle que (3. )) 301t satisfaite avec & remplacée par ¥

on peut supposer quton a ¥(0) =0 et (O) 0 pour |o| =k on aura donc,

avec les notations du § 3, pour Ia! = k
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o
|77,

+£lxr « ¢ x=lol ?(Xr,lnaFk+z'1g )

Xr £
Ecrivons ces inégalités en y remplacant successivement £ par 1,2,...,4, et
remarquons qu'on a évidemment, si 2' < :
A Yedg Ve i -
leFkﬁﬁ 1IX <« IDﬁFk+£ 1l ,
X
r T
dloh

= B lcin T - 3okg=1
¥ (x_,|DPF X)), << ¥(x,, |D°FS 'Xr)z’

en ajoutant, il vient, pour lo! =k

R telo| = Bokc+g~1
|0 = |Xr << €, X || \y(xr,p) e IXr) .

Posons

Ak‘h@ (X) - 5 lDdFk'h@
a]x

de (3.1) on déduit quton a, pour ¥ > O convenable, indépendant de F :

Iy 3
X

et IS S i Tl o3I lg| = k
x

dtou finalement, avec C, =C ¥ 1
lo{l=k

A0 << o, For 00y |

Il existe m> 0 et C3 > 0 tels qu'on ait, pour |z] = sup!zi| =m,

vl =n (v,¢C)

A

c[lz] + = v | +
el + 2Tl

[¥(z,7 )| =y, 7,

|or] =t
Par suite, il existe m' et C, , indépendants de 4 +tels qu'on ait, pour
O<A=n', et Ak+£-1(k) = nt

A0 = 00+ TG+ A0

Soit .i(A) 1la solution de 1'équation A(A) = C,[A + Aa(A) + A(A)®] qui tend
vers O avec A ;3 on vérifie immédiatement qu'il existe n" > 0 tel que pour
A =u", la relation O =a = A(A) entraine 0= C.[A + Aa + 223 = A(A) (cf. mé-
thode des approximations successives). Choisissons )\ = inf(m',m") ; par récur-

k+ﬁ,(>\)

rence, on voit que l'ona A = A(\) pour tout £, ce qui montre que les sé-

ries = IPF_ . ,
4 k+4 P)

tre le théoréme.

|} = k, et donc la série I F est convergente ; ceci démon-

k+d



