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CHAPITRE III

PROBLEMES D'EQUIVALENCE

8. GENERAIITES.

Soit Y une variété de classe ¢ sur R , avec
dim Y = dim X = n ; soit Q'k = Q];{ v l'ensemble des jets d'ordre k
inversibles d'applications X - Y ; n/]ous utiliserons dans cette nouvelle situa-
tion les mémes notions que dans le cas X =Y , sans expliciter les défini-
tions. Soient Rk une équation de Lie formellement intégrable sur X ,
avec k =1 , Pk c Qk sa forme finie, et soit E_‘k une sous-variété de
Q'k . Posons Pk(.,a) = {FEPklbut F=a}l ,aé€& X et définissons de méme
X(.,b)

p' , b e Y . La définition suivante est classique.

Définition (8.1).

o

, k k
Nous dirons gue P! est une P -structure (ou une R -structure)

si les conditions suivantes sont vérifiées

k
i) Sur P'" , les projections "source" et "but" sont des submersions.

k k k
ii) P opére principalement sur P' , au sens suivant : soit F € P' ,

. k ,
de source a , et de but b ; alors un voisinage de F dans P'"(.,b) est formé

par l'ensemble des FG , G ¢ Pk(.,a)i G voisin de Ik(a)

La premiére condition équivaut & ceci : par tout F € P passe un

germe de section étale de P'k ; en fait, parmi les 1-"1 € Il (P'k) , de projec-

tion F , l'ensemble de ceux qui sont inversibles forme un ouvert dense.

Cette condition étant supposée vérifiée, la seconde équivaut & ceci :
k k -1 k k
soit P" = §F € QY XlF € p! § ; alors, pour tout F ¢ P" de source b

! ~k

et de but a , on a V(P"k)(F) = R (a)F

. k , = s
En considérant Q' comme un ensemble de jets de sections du fibré

k . ) ez ,
trivial XxY - X , on interpréte P' comme une équation différentielle d'ordre
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k dans ce fibré qui est l'analogue d'une équation linéaire avec second mem-
k . . N
bre, P étant l'analogue d'une équation homogéne. Donnons guelques mots

d'explication, sans entrer dans des définitions "en forme" ; une telle équation

a

intervient lorsqu'on cherche & comparer deux "structures infinitésimales" o

sur X et o' sur Y (par exemple deux tenseurs, deux opérateurs différen-
tiels, etc... ; cf l'exemple (4.2)) : Rk (resp Pk) est alors 1'équation des

automorphismes infinitésimaux (resp des automorphismes) de o , et P'k
1'équation des difféomorphismes X - Y qui transforment o en g' ; trouver

A

, k , .
des germes de solutions de P! revient & montrer 1'équivalence locale o
] a

, . , . k .
et o' ;: si X =Y , trouver une solution inversible de P’ revient a montrer

1'équivalence globale de o et o' (mais nous n'aborderons pas ce probléme ici).

Soit F € P'k , de source a , et soit G € E': ; avec Gfa) = F ;
l'application & + Gg €& ¢ Rk(a) , € = v_li) permet, en raisonnant comme
en (6.14) et (6.15) , de définir un isomorphisme du complexe (6'12)k+e
(¢ = 0) sur le complexe de &-cohomologie de P'k en F . D'autre part, on

a le résultat suivant

Proposition (8.2).

k ez : Lo
Soit F ¢ P'" : les propriétés suivantes sont équivalentes.

k, (1)

i) Il existe Fl € (P') , avec ﬂkFl =F :
ii) Pour un (ou, pour tout) Fz € fl (P'k) , avec rrle =T , on a
~ k,1
p, BF, € C |
. . <1, .k e e .
Supposons qu'il existe un F2 € T (P'7) , qui vérifie ii) ; on a en fait
pl(:é)Fz € E:k’l ; d'aprés (7.10) , il existe G ¢ Ti(Pk)(a) , avec
p1 (,B)F2 = pl(®G : on a alors G—le € Tl(P'k) et pl(f})(G_le) = 0 , donc
_ . 14 1
par (7.5) , G 1F2 € >\1Q'k+1 N Il (P‘k) et par conséquent ()\1) 1G F2 € (P'k)( )

L'implication 1i) = ii) se démontre en renversant le calcul.
De 1a, en raisonnant comme en (6.16), on déduit le théoréme suivant :

Théoréme (8.3) ("2e théoréme fondamental").

, k
Supposons que Rk soit 2-acyclique et que, en tout point F € P ,

k
la condition d'intégrabilité (8.2.ii) soit satisfaite. Alors P' est formellement

intégrable.
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, , , k k )
Dans le cas analytique (i.e. si X , Y , P et P sont analytiques),
on en déduit, par le théoréme de Cartan-Kdhler-Kuranishi l'existence, pour tout
k k
F e P , d'une solution f de P' au voisinage de a = source F vérifiant

-k
j f(@) = F (voir, par exemple Kuranishi [1] ou l'appendice du présent article).

Définition (8.4).

. k s , .
Nous dirons gque P' est intégrable s'il est formellement intégrable

et si, pour tout F € P'k , il existe f ¢ Diff(X,Y) (= le faisceau des germes

de difféomorphismes de X dans Y) vérifiant J?kf € E'k et J?kf(a) =F (a =

source F).

~

Ftudier 1l'intégrabilité de P'k revient 34 étudier la 1-cohomologie du
complexe (7.9) ; pour le voir, il est commode de travailler dans les germes
en un point fixé (ce qui revient & étudier les problémes d'équivalence locaux
"avec points marqués"). Le germe de variété (P'k,F) , avec a = source F
sera appelé un "germe de Pk—structure en a ; deux tels germes (P'k,F)
et (P"k,G) , avec P"’]< o Q]; 7 (Z wune variété de dimension n) sont dits
"équivalents" si la condition sluivante est satisfaite : notons b (resp c)
le but de F (resp G) ; alors il existe un germe de difféomorphisme
v : (Y,b) » (Z,c) vérifiant ikcp(P'k,F) = (P"k,G) . Soit Hl(E];) l'ensemble
des classes d'équivalences de germes en a de Pk—structures formellement

intégrables ; pour qu'un germe (P'k,F) soit équivalent & (Pk,I (a)) il faut

k
et il suffit que P'k soit "intégrable en F" , i.e. qu'il existe f € Diff(X,Y)a ,
avec fkf(a) =F , j\kf € E‘k
. ~k . ~k ‘
Soit P l'ensemble des F € P, avec Ff(a) =1, (a) ; c'est un
a,o —a x sk, 1
groupe qui, d'aprés (7.14) et (7.15) opére & droite dans l'ensemble _Z=8”
1, k '

N . . Ak, ek
des u € C. vérifiant Bu = 0 ; posons H (Pa) ‘Z“a /E'a,o .

k k k
Supposons R 2-acyclique, et soit (P'" ,F) un germe de P -
structure formellement intégrable (ou, ce qui revient au méme, vérifiant (8.2.ii)

~ k J
en tout point G voisin de TF). Soit H € g('_j , avec H(@) =F , et soit u

la classe de _BH dans Hl(B];) ; cette classe ne dépend pas de H choisi ;

en effet, si l'on en prend un autre, soit H' , on aura H' = HG , avec
G ¢ E]; o d'ou, par (7.13) B5H' = @H)G ; si l'on prend o € Diff(Y,Z)b

4
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5 N )
b=but F , de 5( o.H) = pH , on déduit que l'image du germe j?kcp(P'k,F)

- k
dans Hl(ga) est la méme que celle de (P'k,F) . On obtient ainsi une
, , k ~1, .k . L
application Hl(_lia) - H (Ba) , dont on voit qu'elle est injective en renver-
sant les calculs précédents ; la proposition (7.6) montre qu'elle est surjecti-

ve, En résumé, on a le théoréme suivant :

Théoréme (8.5).

k Gl
Si Rk est 2-acyclique, l'application précédente Hl(ga) - Hl(E];)

est un isomorphisme.

Si 1'on seplace dans la catégorie des variétés et morphismes analyti-
ques, ou formels, ce résultat, joint au théoréme (8.3) montre qu'on a
I‘—Il(ga) = 0 . Ce résultat aurait d'ailleurs pu &tre obtenu directement, par une
étude de l'équation I}P = u analogue & celle faite par Goldschmidt [1] dans

le cas linéaire.

9. GENERALISATION DU THEQREME DE NEWIANDER-NIRENBERG.

. , © . . k
Nous nous plagons ici dans la "catégorie ¢ " ; 1'équation R sera
dite analytique si elle provient d'une équation analytique sur X (supposé

analytique-réel) par "oubli de la structure analytique".

Théoréme (9.1).

Soit R une équation de lie 2-acyclique, analytigque, et elliptique.

En tout point a € X , on a Hl(E_];) =0 .

. k k
Autrement dit : dans les hypothé&ses précédentes, soit P' < Q X,Y)

une P -structure de classe COO , vérifiant la condition d'intégrabilité (8.2.ii) ;

k P Pl ] 2 pd ] P
alors P! est intégrable. Ce résultat avait été conjecturé par Spencer [1]

En vertu du théoréme (8.5) , il suffit pour cela de démontrer le résul-

s Akl]- 2 1L -~ . . "'k
tat suivant : soit u € (_J_a , Vvérifiant _Blu = 0 ; il existe T € ga °
vérifiant HF = u . Nous allons démontrer ce résultat par une généralisation

de la méthode employée dans Malgrange [ 2] pbur démontrer le théoréme de

2n n
Newlander-Nirenberg [1] (qui en est le cas particulier suivant : X =R = C



k=1, P1 est 1'équation des germes d'automorphismes holomorphes de (Dn ,
considérés comme germes de difféomorphismes de ]R2n , et R1 est donc
1'équation des automorphismes infinitésimaux de (En , en tant que variété
analytique-complexe. Alors, P'1 est une structure presque-complexe et

(8.2.ii) sa condition d‘intégrabilité).

Le théoréme étant local, on peut supposer que X est un ouvert de

]Rn , et qu'on a a = 0 ; on peut aussi, en restreignant au besoin X , choi-
sir une trivialisation analytique XxL == ﬁk (resp XxM = Ck’1 , resp XxN == Ck'z)
du fibré vectoriel Rk (resp Ck’1 , resp Ck'2 , voir remarque (7.11)) sur X ,
ot L , M et N sont des IR-espaces vectoriels de dimension finie ; dans la
suite, nous identifierons lik etc... 3 leurs trivialisations, on peut alors

choisir des adjoints & coefficients analytiques des opérateurs différentiels

D : _E_k - gk'l et _(j(’l - _C}’z , adjoints qui sont respectivement un (M,L)

et un (N,M) opérateur différentiel linéaire sur X d'ordre 1 , et seront tous

deux notés D¥

Soit z = (zl,.. . ,ze) un systéme linéaire de coordonnées dans L ;
, k
soit d'autre part o la projection "source" : P - X ; comme ¢g est une
~k k
submersion, et compte-tenu des isomorphismes XxL = R = V(P )(Lk) , on

peut, pour tout ouvert U cc X , avec 0 € U , trouver un ouvert Wc L ,
avec 0 € W et un isomorphisme analytique de fibrés sur U ,

¢ : UXW - (un voisinage de Ik dans) a_l(U) possédant les propriétés

suivantes

D exfo) =1 ;

2) pour tout x € U , l'isomorphisme Z;ig‘(x,O) : L - V(P )(I]<

coincide avec l'isomorphisme ci-dessus.

Les sections de Pk au-dessus de U (et assez voisines de 1 )
s'identifient donc aux applications x » Z(x) de U dans W , ceci dans le
cas analytique comme dans le cas ¢ ; en restreignant au besoin W , on

peut supposer que les sections qui vérifient, pour tout x € U et pour

1
i=1,...,n: %{Z (x) ¢ W sont étales (puisque toute section de Pk , C -

1
voisine de Ik est étale).
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A

Cela posé, revenons & notre probléme ; comme l'équation ,BF =u ,
F(0) = Ik(O) admet une solution formelle en 0 , on peut par une transforma-
. st s . .1 . a
tion préliminaire se ramener au cas od j u(0) = 0 (on pourrait méme supposer

que u s'annule en 0 & un ordre arbitrairement grand, voire infini, en 0 ,

mais peu importe). En restreignant au besoin X , U , etc..., on peut supposer
que u est défini sur X entier et y vérifie _Blu = 0 ; enfin, en remplagant
F par F , on remplace l'équation B/F =u par u = 0 . Nous allons

démontrer d'abord le résultat suivant, en apparence plus faible :

Proposition (9.2).

Si U est assez petit, il existe F € I‘(U,Ek) , avec j F(0) =31 (0)

tel gu'on ait D*(uF) =0

\ 2 . . , F Vxos
Dans notre systéme de coordonnées, l'application F ~ u s'écrit

z - {XHux,z(x),ffi(x))} ,

N . 0 n+1 .
ol & est une fonction de classe ¢C sur UxW , & valeurs dans M ,

la condition le(O) = jllk(O) s'écrit Z(0) = bb?z(O) = 0 . Posons
i

| Z DZ 2Z dZ

(9.3) D*@(x,Z,‘Q;) = 2 Ai.(x,Z,&-)&og + B(X'Z’b )

0% igj k °%1%% %

Lemme (9.4).
L'opérateur différentiel (linéaire, de 1L dans L)
2’z
Z - iz_s;j Aij(0,0,0) OX DX,

est elliptique.

F
Considérons l'opérateur linéarisé de F e~ D¥(u ) le long de Ik ,

i.e. prenons une famille & un paramétre F, avec FO = Ik ,

t
Q—F | =€ ¢ T(U f{k) et considérons l'application & o —d-D* (u t)[
dt t t=0 ! dt t=0

trouve immédiatement que cette application vaut & ~ D¥DE + D¥B(E)u ; comme

F
; on

jlu(O) = 0 , son symbole en x = 0 coincide avec celui de D*D , qui est

elliptique puisque D est elliptique (cf Quillen [1] ou Goldschmidt [1]).
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~

D'autre part, en calculant cet opérateur linéarisé en coordonnées, & partir
de (9.3) , on trouve que son symbole en x = 0 coincide avec celui de (9.4).

D'od le lemme.

La démonstration de la proposition (9.2) est alors une application
usuelle de la théorie des équations elliptiques ; il suffit méme de recopier,
avec des modifications mineures, un raisonnement de Agmon-Douglis-Nirenberg

([1], Théoréme 12.6). Pour la commodité du lecteur, nous allons détailler un

peu.
Soit s € ]0,1[ , fixé une fois pour toutes. Soit B une boule fermée
n
de R (pour la norme euclidienne, notée |.|) ; pour k € IN , désignons par
s+k . . C
C (B) l'ensemble des fonctions sur B , & valeurs réelles, continues ainsi

que leurs dérivées d'ordre < k , les dérivées d'ordre %k vérifiant une condi-

tion de H8lder d'ordre s ; muni de la norme

| D% (x)-Df () |

el .. = = sup |DYM&|+ T  sup ,
. lafsk xeB la|=k x,v€B |x-y]|°
XEY

s+k
cet espace est complet. On trouve de mé&me l'espace C (B)®L , qu'on notera
s+k ) L
C (B,L) ; dans la suite, nous supposerons B centrée en 0 , et nous dési-

+k Pl P ’ > ” ] ]
gnerons par C(S) (B,L) le sous-espace du précédent formé des Z vérifiant

2(0) = 22(0) = 0

= in
Lemme (9.5).
L'o.pérateur différentiel (9.4) est surjectif direct (i.e. admet un
s+2 S(B,L)

inverse & droite linéaire continu) de C, (B,L) dans C

(o]
Soit ¢ wune fonction € Coo(]Rn) , & support compact dans 2B , avec

v = au voisinage de B . Etant donné f ¢ CS(B,L) , soit T le prolongement

1
- 2
de f défini, pour x € B , par f(x) =cp(x)f(xL—
x|

2) , r =rayon de B ; il
est facile de vérifier que l'application f = f est continue de CS(B,L) dans
S ©
( ~

¢~ (2B,L) ; de plus, f est évidemment & support compact dans 2B

Soit alors E wune solution élémentaire & droite de (9.4), i.e. une
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. . n s
distribution sur IR d valeurs dans Hom(L,L) , vérifiant

OZE

¥X, DX,
17 ]

ZAij(o,o,o) = §.id ,

& la masse +1 en 0 , et soit Z la restriction de E#f & B . Si l'on
choisit convenablement E , il est connu qu'on a, avec K > 0 convenable :
Z € CZ+S(B,L) et |2z 2is S KHf_HS (voir Douglis-Nirenberg [1] , démonstra-
tion du théoréme 2 ; en fait, posteriori, le choix de E est inutile, puis-
que deux telles solutions élémentaires différent par une fonction (5oo , et

méme analytique, mais peu importe ici) ; comme on a

2
ZAij(0,0,0) O_X?b—x— Exf) = ,
7Z est un relévement linéaire continu de (91.4) de CS+2(B,L) dans CS(B,L) ; pbour
ramener Z dans CZ+2(B,L) , 1l suffit alors de le remplacer par Z_Z(O)—Z%i_.(o)xi‘
puisque les polyndmes de degré 1 sont annulés par (7.4); d'ol le lemme. :
Fixons B une fois pour toutes, ave¢ B c U , et soit ® une boule de
CS+2(B,L) , centrée en 0 , et telle qu'on ait, pour Z € ® , x € B : Z(x) ¢ W1 ,

7 " g . .
02 € W, , avec W, cc W . Considérons l'application

DX, 1 1 5
vy : [0,1] x ® - ¢ (B,L)

X

définie par

2 Lrd
v(e,2)6) = DA (x,172,:8% ) Bl v Bk Pzl
bxk bxibxj bxk

Cette application posséde les propriétés suivantes :

1) Elle est de classe C'i1 (et méme ¢ ) : ceci est un exercice de

calcul différentiel banachique qui peut 8&tre laissé au lecteur.

2) On a ¥(0,0) = 0 . En effet, on a par définition de
3 : $(x,0,0) = ulx) , donc, puisque jlu(O) =0 , (0,0,0) —Q—(O 0, 0)

D'autre part, si l'on pose D¥ =73, ai 5‘3" + ao (les ai étant des fonctions
i

-

analytiques & valeurs dans Hom(M,L)) , on a :

B(xzﬁ) =7, a —Q'(XZD—)+Z)a Qé‘(x,Z Z:ZL)-E>2+«3§(X ZDA)

ka i bx DX K dz bxk bxi o) bxk

B(0,0,0) =3 a, f;f—(o 0,0) + 2_3(0,0,0) = 0 .



3) La dérivée partielle g—;(o,o) est surjective directe, d'aprés (9.5).

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe, pour t

voisin de 0 , un Zt € ® vérifiant \f(t,Zt) = 0 . Alors la fonction Z définie
au voisinage de 0 par Zx) = tZZt(ii) satisfait (7.3), de plus, elle vérifie
bien 2(0) = 22-(0) = 0

in

[ee]
Reste a voir que Z est de classe C au voisinage de 0 ; cela se

voit par un raisonnement classique sur les équations quasi-linéaires que nous
. 2 DZ DZ,
allons répéter ; . = A, x,2,7) , = .2, ; alors Z
o péte posons a1J (%) Al] (x bx) b(x) B(x,Z OX) alo
vérifie 1'équation linéaire
2’z
+ =
2 aij(X) o b(x) = 0
1]
s+2 -
comme Z est de classe C dans un voisinage U1 de a , les aij et b
S+ . . . .
y sont de classe C L ; en particulier notre équation, étant elliptique en 0 ,

est elliptique dans un voisinage U de 0 ; on peut supposer U, = U, ;

2 1 2
appliquant Douglis-Nirenberg [1] , théoréme 4, on trouve que Z est de classe
+ +
CS 1 dans U1 , donc 3, et b de classe Cs 3 , et ainsi de suite. Ceci

achéve la démonstration de la proposition (9.2).

) L s . F
Pour démontrer le théoréme (9.1) , posons maintenant v = u ; on a

1

v(0) = 0 puisque u(0) = 0 , le(O) = j°I (0) ; d'autre part, on a D*v = 0

k
d'aprés (9.2) et f}lv = pv - -12-[v,v] = 0 d'aprés (6.16) ; par suite, on a
(9.6) DD*v + D¥Dv - %D*[v,v] = 0

Cette derniére éqguation est visiblement & coefficients analytiques en

X 4 Vo, v vi'J [elle est m&me polynomiale du second degré par rapport &
(v,vi,vi'j)] . Montrons que, au voisinage de 0 , v est une solution elliptique
de cette équation, i.e. que l'opérateur linéarisé de (9.6) le long de v est

elliptique : ce dernier s'écrit en effet :

w - DD¥w + D¥Dw - D¥*[w,v]

Il suffit de vérifier 1'ellipticité en 0 ; or, du fait qu'on a v(0) = 0 , on

voit facilement que cet opérateur a méme symbole en 0 que w - DD*w+D*Dw ;



on sait par ailleurs (Quillen [1] ou Goldschmidt [1]) que ce dernier est ellip-
tique ; d'ol le résultat. Il est alors connu que Vv est analytigue au voisi-
nage de 0 (voir par exemple Friedman [1]) ; d'aprés (6.19) et (6.21), il
existe G , germe de section analvtique _E]; 5 vérifiant VG = uFG

A - 1 ’
d'ou B(G !

=0'

F ) =u, ce qui démontre le théoréme.

Remarque (9.,7).

Si 1'on cherche & démontrer le méme résultat avec un minimum d'hypo-
thése de régularité sur u , la démonstration précédente doit &tre un peu
modifiée, du fait que l'application F - F_l(u) ne possédera pas de bonnes
propriétés de différentiabilité dans les espaces Cs+k ; on obtiendra une meil-

leure équation en travaillant avec H = F au lieu de T et en étudiant

. , -1 s - o A , .
1'équation H (D’“(uF)) =H 1(D'“)(u—DH) = 0 au lieu de D*(uF) = 0 ; nous
n'entrerons pas dans les détails (voir Malgrange [2], pour le cas des struc-

tures presque complexes).

Signalons pour terminer deux conséquences du théoréme (9.1) que nous

ne développerons pas

1) La théorie des déformations des Pk—structures intégrables, lorsque
Rk est une équation de Lie 2-acyclique, analytique et elliptique sur une va-
riété compacte, notamment la construction de '"'espace de Kuranishi" des Pk—
structures intégrables voisines d'une Pk—structure donnée. Nous renvoyons
pour cela & Qué [1], ol la question est traitée dans le cas transitif (le

cas général est analogue).

2) L'existence de coordonnées analytiques pour une équation de Lie
de classe C‘lOo elliptique et formellement transitive, i.e. Rk - T surjectif
(d'ou résulte que, dans le cas formellement transitif, le théoréme (9.1) est
vrai sans faire a priori d'hypoth&se d'analyticité). Ce résultat s'obtient en
combinant (9.1) et le "“troisiéme théoréme fondamental" de E. Cartan; voir

Goldschmidt [ 3]



