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Chapitre III

PSEUDO-GROUPES DE LIE TRANSITIFS ET G-STRUCTURES D'ORDRE s.

1.

REPERES D'ORDRE s.

Soit M une variété différentiable de dimension n
(nous rappelons que tous les objets dont il est question ici
sont différentiables et de classe Cm). Soit s un entier 2 0O
et soit x € M . Un repére dlordre s au point x est un jet
inversible d'ordre s dont la source est 1l'origine de BY et
dont le but est x ; c'est donc le jet d'une application diffé-
rentiable f définie au voisinage de l'origine de En, de rang
égal & n, et prenant ses valeurs dans M, de telle sorte que
f(0) = x

Si s =1, le jet j;f est déterminé par 1l'application
différentielle (df)o : or (df)o est déterminée par les trans-
formés des n vecteurs de la base naturelle de R" : ce sont n
vecteurs linéairement indépendants de T M, espace tangent a M
au point x ; un repeére d'ordre 1 au point x peut donc &tre iden
tifié avec une base de 1l'espace btangent TXM, et nous retrouvons
dans cecas la notion habituelle de repére.,

Soit RS(M) , ou tout simplement R®, 1'ensemble des
reperes d'ordre s de M, et soit n° 1a projection canonigue de
R® sur M, qui & un repére d'ordre s au point x associe x € M.
I1 y a sur R® une structure naturelle de variété différentiable
car l'ensemble des jets d'ordre s de source O ¢ Bn et de but
appartenant & M est une sous-variété fermée de JS(En,M) sy et
R® ¢st un ouvert de cette sous-variété.



- 39 -

A chaque carte locale (U, m) de M correspond une
section o0 : U = R® de la projection m° ; si x €U , ofx) est
défini de la fagon suivante : soit Ty 1la translation sur R*
qui amdne O au point o(x) € BR® , o(x) est tout simplement
ji(@—1 o Ty) -

A cette carte locale de M, nous associerons une carte
locale de R® ; suivant ce qui a été exposé au Chapitre II ;
si x1, cooy x%  sont les coordomnées sur U, et t1 se ey 2
les coordonnées naturelles de R, les coordonnées sur (n°)~ 1(U)

seront les fonctions xT et pJ i ces dernieres étant
1’..0,

définies par :

i
Pieeeidy (%) =

j +eaet] .
1 n fl

(at1) 1..-(atn)

oh f = (f1, veey ) est une fonction telle que jgf =X,

et 1 <€ j1+...+jn £ s .

La section o(x) définie ci-dessus est telle que :
j J = 0 pour k # i,

1331,.”’J (o(x)) si 13, )

1l
-

= 0 dans les autres cas.

Soit en outre, lorsque s 2 1 , GL°(n,R) 1le groupe des
jets inversibles d'ordre s ayant source et but & 1'origine de
R* 3 GLS(n,R) est un groupe de Lie, car c'dst un ouvert de la
variété différentiable des jets d'ordre s ayant source et but
& l'origine de mn, et si on considére sur cette variété le
systeéme de coordonnées naturelles p;1""’jn
tion dans GL°(n,R) s'exprime au moyen de polyndmes, et
-1 s'exprime au moyen de fractions ration-

y la multiplica~

l'application g = g
nelles.
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Le groupe GL%(n,R) opére & droite dans R® ; cette
opération n'est autre que la composition deg jets définie au
Chepitre II : si X € R® et g € GL°(n,R) , le jet composé
Xg est par définition de produit de X par g : Rg(X) = Xg .

Si 1'on utilise sur R® et GL®(n,R) les coordonnées signalées
plus haut, les formules qui expriment cette opération, ne font
intervenir que des polyndmes. Enfin quel que soit x €M ,
GLS(n,B) opere de fagon simplement bransitive dans la fibre
(ns)~1(x) . Nous avons donc défini sur R®(M) une structure

de fibré principal de base M et de groupe structural GLS(n,B).

Nous désignerons par n:, l'application canonique de

'
R%(1) sur R° (M) lorsque s = s' ; ﬂg, est un morphisme de
fibrés principaux par rapport & 1'homomorphisme canonique de
'
6L%(n,R) sur GL° (n,R). Notons que RO(M) s'identifie & M

et ﬂs 5 e,

DIFFEOMORPHISMES LOCAUX DE M.

Un difféomorphisme local de M est un difféomorphisme f
d'un ouvert de M, qui sera noté U(f) , sur un second ouvert
de M, qui sera noté V(f) . Si f ¢t g sont deux difféomorphis-
mes locaux, leur produit fg est défini si et seulement gi
V(g) NU(f) #6 ;3 s'il en est ainsi, le domaine de définition
de fg est U(fg) = U(g) N g  W(U(E)) , et 1'ensemble des valeurs
de fg est V(fg) = V(£) n £(V(g)) .

Il

i

Une famille différentiable & un parametre de difféomor-
phismes locaux de M est une application t - ft qui & tout
nombre t d'un intervalle cuvert I de R conknant O associe
un difféomorphisme local fJG de U de telle sorte que :

1) 1'ensemble Q des couples (t,x) tels que t € I et
X € U(ft) est un ouvert de R x M , et 1l'application

«x
(t,x) €2 - £, (x) €M est différentiable (de classe C ).
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2) f, est 1'application identique de U(f).
Nous supposerons en outre gue :

3) tous les domaines de définitions U(ft) contiennent
un ouvert W donné ; ou au moins, pour tout x € W , (0,x) € Q.

Dans ces conditions, par tout point x € W , il passe
un arc de courbe t = ft(x) ; 51 nous appelons 6(x) le vec-
teur tangent en x lorsque t = 0 , nous définissons un champ
de vecteurs (différentiable) 6 sur W ; il sera appelé le champ
de vecteurs déduit de la famille & un paramétre ft y ¢t sera

, g . 4
noté 8 = 1T ft .

Il est clair que tout champ de vecteurs € défini sur
un ouvert W peut étre déduit d'une famille & un parameétre
de difféomorphismes locaux.

Un groupe local & un paramétre de transformations d'un
ouvert - W €M est une famille & un paramétre f vérifiant
les conditions 1-2-3 précédentes ainsi que la suivante :

4) Sit,, t, et t,+t, eI, alors fy f, est défini

Ty T,

et est égal a ft1+t2 .
Le champ de vecteurs déduit 8 s'appelle alors la transforma-
tion infinitésimale de ce groupe local & un paramétre.

On peut démontrer gqu'un champ de vecteur 6 sur un ouvert W
est la transformation infinitésimale d'un groupe local Ty 4
un parametre ; ce groupe local ft engendré par € est unigue,
dans ce sens que si le groupe local g admet aussi 6 comme
transformation infinitésimale, alors ﬁ#@ et g#x) sont

égaux chaque fois qu'ils sont simultanément définis.
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3. PROLONGEMENTS.

Soit £ un difféomorphisme local de M :
U(f) - v(f) .

Te prolongement p°f de £ & R%(M) est le difféomorphisme
de (mS)"Nu(£)) sur (v°)"N(V(f£)) défini par

psf(z) = Jg(z)f 0 2

S
Ig(z)t |

i

S¢a
el z € R7(11)

5 U(f) V(£)

p°f(z)
Ces prolongements psf ont les propriétés immédiates suivantes
1) Quels que soient z € (79)”N(U(£)) et g € GL3(n,R) ,
m°(p°f(z)) = £(1°(2)) ,

p°f(z.g) = (p°f(2)) .g .

il

2) Si le composé f, o f, des deux difféomorphismes
locaux f1 et f2 egt défini, alors psf1 o psf2 est aussi
défini et
S
1Y (f1 0 fz) = Psf-] 0 Psfg .

. -1 .
3) Quel que soit z € w (U(f)) et si s = o' ,

2 (p%8(2)) = p° £(n3,(2)) .

Soit maintenant ft une famille différentiable & un
paramétre de difféomorphismes locaux de M, définie pour t € I
(ot I est un intervalle ovuvert de R, contenant 0), telle que
f, est 1'application identique de M et que U(ft) conticnt
toujours un ouvert W C M ; ¢t soit 8 = -% ft le champ de

vecteurs sur W déduit de cette famille ft'
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Soit psft le prolongement de cette famille de difféo-
morphismes locaux & RS(M) ; nous noterons pse le champ de
vecteurs sur RS(M) déduit de cette famille pSfJG , €t nous
allons montrer que, quel que soit z € (ns)'1(W) , (pse)z ne

S 8 (en particulier (p®6) ne dépend
TTS( Z) Z

pas du choix de la famille ft)'

dépend que de

En effet, vu les propriétés de psf,G s nous pouvons
affirmer que pour tout g ¢ GLS(n,R) y Si Rg représente la
multiplication & droite par g dans R°, on a :

(1II,1) (p%6), , = dR.(p%8,) .

Supposons gque sur W nous pouvons disposer de coordonnées
n

x1, ceey X, et s0it o la section de R° au-decssus de W
associé & ces coordonnées. Nous pouvons nous contenter de
montrer que, quel que soit x € W , (pse)o(x) ne dépend que
de jie , & causc de la formule (III,1). Or le calcul de

(pse) donne comme résultat :

o x)
j1+...+j

n .
(T11,2)  (2%0) 5y = _Z pl(x)2s + ) 2 ~ 0 2

=1 T ) e
ge0edp

Soit maintenant 6 un champ de vecteurs défini sur un ouvert
VM ., Pour tout x € V , il existe un voiginage W de x tel
que la restriction de 8 & W puisse &tre déduite d'une famille
différentiable ft‘ On peut alors définir un champ de vecteurs
sur (ns)"1(W) par la condition qu'il se¢ déduit de la famille
différentiable psft . D'ou finalement un champ de vecteurs
p®6 aéfini sur tout (%)~ (V) , et qu'on appelle le prolonge-
ment de 6 aux reperes d'ordre s.

Les propriétés suivantes se déduisent sans difficulté
des définitions et des propriétés précédentes :
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Propogition IIIl.1.-

1) Quel que soit g € GL°(n,R) ,
ng(pSe) = p°8 .
ar°(p°8) = 6 .
2) Si s' €£s, p°8 est projetable sur (ns')—1(W) et
1
dﬂ:,(pse) = p° 8.
3) L'application 6 - p°8 ecst un homomorphisme injectif

de 1l'algebre de L des champs de vecteurs définis sur W dans
1l'algebre de Liec des champs de vecteurs définis sur (ns)_1(w).

4) Enfin si 6, ¢t 8, sont deux champs de vecteurs définis
au voiginage de x €1M , et sl j§81 = jiez y 2lors quel que
soit =z € (ﬂs)—1(x) ,

(pse1)z = (pse2)z *

De ces 4 assertions, scule la troisiéme nécessite vrai-
ment une démonstration ; que 1l'application 6 - pse soit
linéaire et injective, cela résulte de la formule (IIT,2) ;

il nous reste donc seulement & démontrer que
s _I.s s
b [61’92] = P 61, b 62]
quels gque soient 61 et 82 .

Or soient ¢, et wt des familles & un paramétre de diffé-
omorphismes locaux tels gque 61 = E% o, et 62 = a% wt .
On sait que [61,92] est le champ de vecteurs déduit de 1la
famille & un paramdtre X¢

Xg = @/1%] wm-! CP:/;—{,' \l!:/h .

De méme, [p91, p82] est le champ de vecteur déduit de la

famille pg/ﬁﬂ pWJFﬁ'pmyﬁﬂ pwyhﬂ = PXy -
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Puisque, par définition, p[e1,62] est le champ de vecteurs
déduit de la famille PXy » nous concluons qu'il est égal a

[Pe1’ Pez] .

4. LE FIBRE VECTORIEL JST.

Soit TM ou tout simplement T le fibré vectoriel tangent
4 M et soit J°T 1le fibré vectoriel des jets d'ordre s des
sections de T ; la fibre de J°7 au-dessus d'un point x €M
sera notée JiT . Le fibré tangent & R° sera noté TR® ,
et 1l'espace tangent & R® en un point z sera noté TZRS .

Soient X un élément de JiT y €t B un champ de vecteurs
sur M (ou section de T) défini au voisinage de x, tel que
jiﬁ = X ; soit en outre z € (75)”"N(x) . Puisque le vecteur

(pSB)Z dépend uniquement de jie, il existe unc application
linéaire kz :

s ., Sm s

KZ : JXT TZR
définie par X:(X) = (pse)Z .

De la formule (III,2) il résulte que cette application

est injective ; puisque JET et TZRS ont méme dimension,
x; cst un isomorphisme d'espace vectoriel. De la formule (III,1)
il résulte que :

S _ S
(III,3) Aog = ARy o A7

quel que soit g € GL%(n,R) .

Si s 2 s8' , soit p:, la projection canonique de JoT
sur JS'T, qui & un jet d'ordre s associe le jet induit d'ordre
s' ¢« pour s' =0 , on identifiera J°T avec T et on notera
98 simplement par p°. De la deuxidme propriété des prolongec-—
ments dechamps de vecteurs, résulte la commutativité du
diagramme :
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35
S Z R S
(111,4) JXT S TZR
s | S
|5 |
S'
A
g8'n Z s 1 RS
X Z
o z' = ﬂ:,(z) .
Soit ¢ : W = J°T une section de J°T au-dessus d'un
ouvert W ©M . A o on peut associer un champ de vecteurs e

sur (%)~ Nw) défini par
g _ 2SS
(x%), = AX(1%(a)) .
Ce champ de vecteurs 2%c cst invariant & droite lorsque
6L%(n,R) op2re dans R°. En outre l'application ¢ = A°c
est une bijection de 1l'ensemble des sections de J°T gu-dessus
de W sur 1'enscemble des champs de vecteurs sur (ns)_1(W)
invariants & droite.
Pour s = ' on a la relation :
s'7.s _ S S
)\ (ps|(0')>"‘ dﬂ's,(l O') ?
et en particulier, pour g' =0 , on a :
am®(1°0) = p% ,
En outrzs si 8 est un champ dc vecteurs sur W et si on note
par j°6 la scction de J°T définic par x - je8 4 alors

2°i%8 = p®8 .

11 résulte de la formule (III,3), et du fait que xi est
un isomorphisme d'espaces vectoriels pour tout z € R® y que
I°T est canoniquement isomorphe au fibré vectoriel déduit du
fibré principal R® suivant la définition du §II.13.

C'est pourquoi nous identifierons désormais le fibré vectoriel
déduit de R® avec J°T,
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Conformément & ce gqui a été exposé au Chapitre II
on peut mettre sur 1l'ensemble des sections de J°T au—-dessus
de W, une structure d'algebre de Lie, isomorphe & 1'algdbre
de Lie des champs de vecteurs invariants & droite sur
(ns)"1(W) ; s1 0, ¢t o, sont deux sections de IJ°7 au-dessus
de W, on pose [01,02] = (x?)'1[lsc1, kscej . Cette opération
de crochet vérifie les trois propriétés suivantes, faciles 2
démontrer (dans la premiére formule, f représente une fonction
différentiable réelle définic sur W) :

(111,5) [01, f02] = f[c1,02] + ((psc1)f>cz .
(111,6) [3%6,, 3%, ] = 396,851 .
G stleey = ey s8]

On peut démontrer qu'il existe un seul crochet sur l'espace
vecbriel des sections de J°T qui en fait une algeébre de Lie
sur R et qui vérifie les conditions (III,5, 6 et 7) (ef. Bi-
bliographie [57]).

Soit (J°T)° 1le noyau de p° : JST =T 3 (T°D)0  est
un sous-fibré vectoriel de J°T ; chaque Tibre (JST)§ est
l'ensemble des jets d'ordre s au point x des champs de vecteurs
gui s'annulent en x. En outre chaque fibre (JST)% peut &tre
munic d'une structure d'algebrec de Lie isomorphe & 1'algébre
de Lie des champs de vecteurs invariants & droite définis
‘sur Ri et tangents 2 Ri ; en effet si X € (JST)§ y
A°X cst un champ de vecteurs tangent a Ri . Signalons encore
que si o, et o, sont deux sections de J5T au-dessus d'un

1 2
voisinage de x, et si 01(x) ot cg(x) € (JST)§ , alors :

(I11,8) (Loyy0,TXx) = [o4(x), ox(x)] 3
dans cette formule, le seccond membre représente le crochet
de 2 éléments de (JST)§ .
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Enfin, étant donnés deux champs de vecteurs 61 et 62
définis dans un voigsinage de x et nuls au point x,
.S » - — .S — .S
JX[91,92] ne dépend que de X, = JX91 et X, = j 6,
(ce #sultat peut aussi s'obtenir par un calcul direct),
et 1l'on g j§[61,82] = [X1,X2] . Cela résulte des formules

(III,6 et 8) :

15080,8,1 = [3%0,, 378, )00 = [X,%,0

5. LES G-STRUCTURES D'ORDRE g.

Soit G un sous-groupe de Lie de GL®(n,R). Une G-structur
d'ordre s sur M est un sous-fibré principal de R° de groupe
gtructural G.

Soit H une G-structure d'ordre s sur M ; on notera cncor
par T° 1la restriction de w° & H. Pour tout s' € s ,
posons G' = pz,(G) ; G' est un sous-groupe de Lie de GLS'(n,B
la G-structure H d'ordre s induit une G'-structure d'ordre g',
car sur H' = pg,(H) on peut mettre une structure de fibré
principal ayant G' pour groupe structural. En cffet soient
Oys Ogs +oo des sections différentiables de H sur des ouverts
Ua’ UB’ +o» quil forment un recouvrement de M ; alors

'
o' =92, , 0 , etc ... sont des sections de R® & valeurs

a s a
dans H' ; puisqgue 9, et Og sont liées par unc fonction de
transition 8.8 qui prend ses valeurs dans G (c'est-a-dire

= 2y en tout peint de U U ' et of ont
98 T %SaB P ¢ Uy NUg ), o'y 9'g S
liécs par la fonction de transition g'aB = ps'gaB y qui
prend ses valeurs dans G' ;3 ceg sections o'm, U'B, co

déterminent donc une G'-structure, & savoir H',

Soit H unc G-structure d'ordrec s sur M, ¢t soit E le
fibré vectoriel déduit du fibré principal H selon les concep-
tions du Chapitre II ;s E sera identifié avec un sous-fibré
vectoriel de J°T, qui est le fibré vectoriel déduit de R® ;
si x €M ct si z est un point de la fibre Ri y alors
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E, = (XZ)'1(TZH) . Une section o(U = J5T7) est une section
de E s8i et seulement si A°c cst tangent & T en tout point
de (M)~ Yu) nm.

Rappelons ks deux propriétés suivantes de E
d'abord la restriction de p° & B (que 1'on notera cncore p°),
est surjcctive :

ps s E -7 .,

En effet si x €M et 3z € Ri , alors p°|E_ = (an®) , A
et on remarque que Aam- (TZH - TX) et xi (EX - TZH)

sont surjectives. Ensuite, si o, et 05 sont deux sections de E
au-dessus de U, alors [01,02] est aussi une section de E.

Le théoréme II.1 nous donne dans le contexte présent la

réciprogue suivante :

Théoréme III.q].-

Soit E un sous-fibré vectoriel différentiable de J°T.
Pour qu'il soit le sous-fibré vectoriel déduit d'une G-struc—
ture H d'ordre s, il faut et il suffit qu'il vérifie les
deux conditions suivantes :

1) Te morphisme p° : E = T est surjectif.

2) Si o, et g, sont deux sections de”E'Sur un ouvert quelcon-

que U €M , alors [01,02] est aussi unc section de E.

Si ces deux conditions sont vérifiéeg, il existe tou-
jours des G-structures connecxes (connexes en tant que sous-
variété de RS) dont E est le fibré vectoriel déduit, et elles
sont toutcs équivalentes entre elles, pourvu que M soit
connexe .

Plus précisément, une G-structure H et unc G'-structurc
H' ont méme fibré vectoriel déduit E, si et seulement si
il existe g € GL®(n,R) tel que H' =Hg , G = g(}'g"1 .
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6, AUTOMORPHISMES INFIJITESIMAUX D'UNE G-STRUCTURE.

Soit toujours H uame G-structure d'ordre s, et E le
sous-fibré vectoriel de J°T déduit de H.

Définition III.1.-

Un difféomorphisme local f de M est appelée un automor-
phisme local de H si pSf laisse H invariant, c'est-a-dire
si p°f(z) € H quel que soit =z € H N (7))~ Nu(e)) .
Un champ de vecteurs 8, défini sur un ouvert W CM est
appelé automorphisme infinitésimal de H si pour tout x € W
il existe un voisinage cuvert V de x et une famille diffé-
rentiable fJG dtavtomorphismes locaux de H, définig sur V,
tels quc e[v est le champ de vecteurs déduit de ft‘

Par ailleurs, tout sous-fibré vectoriel F de JoT peut
Ctre considéré comme un systeme d'égquations lindéaires homo-
génes aux dérivées partielles d'ordre s ¢t de rang constant
sur M ; nous dirons qu'un champ de vecteurs 6, défini sur
W <M , est une solution du systéme d'éguations aux dérivées

perticlles P, si j58 € P pour tout x €W .

Propogition IIT.,2.-

Soit 6 un champ de¢ vecteurs sur un ouvert W <M ;
les quatre assertions suivantes sont équivalmntes

a) B est un automorphisme infinitésimal de H.

b) 1p°8 est tangent & H en tout point de (ns)—1(W) ne.

c) B est une solution du systéme d'équations linéaires homo-
génes aux dérivées particlles E.

d) 1les transformations du groupe local & un paramdtre engen-—
dré par 8 sont des automorphismes locaux de H.
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Démonstration :

Montrons que a) = b). Soit f, une famille différentiable
d'automorphismes infinitésimaux de H telle que 8 est le champ
de vecteurs déduit de f,. Pour tout =z € Hn (n°)7(W) , 1la
courbe t - psft(z) est contenue dans H, donc p°8, qui est le
champ de vecteurs déduit de psft , est tangent en z & H.

Montrons que b) = 4). Soit f, le groupe local & un
paramétre engendré par 8 ; psft est donc le groupe local
3 un paramdtre engendré par p°6. Comme par hypothéses p°8 est
tangent & H, nécessairement la trajectoire de tout point de
HnN (ﬂs)"1(W) est contenue dans H ; cela impligue que f, est
un automorphisme local de H quel que soit t.

I1 est trivial que d4) = a). Pour finir nous démontrerons
que b) e c). Ceci résulte de la formule

s _ 4S8 .8
(v 6)z = Ay Jx 8,

dans laquelle z est un point de la fibre H . En effet un

8lément X € JET appartient & E, si et seulement si x:(X)

est tangent a HX ; en faisant X = jie on obtient le résultat
désiré.

7. PSEUDO~-GROUPES ET GROUPOIDES : DEFINITIONS.

Définition d'un groupoide, III.2.-

Un groupoide est un ensemble K muni d'une loi de compo-
sition, qui en général n'est pas partout définie, mais qui
vérifie les propriétés suivantes :

1) Si les produits XY et YZ sont définis, alors les produits
(XY)2 et X(YZ) sont aussi définis et sont égaux. Réciproque-
ment si (XY)Z ou X(YZ) est défini, alors XY et YZ sont
définis.
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2) Un élément e de K est appelé une identité si Xe = X
pour tout X tel que Xe est défini, et e¥Y = Y pour tout Y
tel que eY est défini. La deuxiéme condition imposée a K est
gque pour tout X € K 11 existe une identité e € K telle
que Xe est défini, et une identité e' € K telle que e'K est

défini,

3) Quel que soit X € K , il existe un élément Y € K
tel que XY et YX sont définis et sont des identités.

Propriétés immédiates :

Pour tout X € KX 1'identité e telle que Xe est définie
est unique et scra notée a(X). En effet supposons que e, et
e, soient des identités telles que Xe1 et Xe2 soient définis ;
puisque (Xe1)e2 est défini (et égal a X), e,e, est aussi
défini et e,8, = e1"= €5 - De méme 1'identité e' telle que
e'X est défini, est unique et sera notée B(X). L'ensemble
des identités sera noté I. Les applications a et B sont des
applications surjectives de K sur I, car si e € I , alors

ale) = Ble) = e

En outre on montre sans difficulté que 1'élément Y
tel que XY et YX soient des identités, est unique. I1 sera
appelé ltinverse de X et sera noté x~1 . Woter que
XX = a(X) et XX = B(X) .

Remarquons anfin que le produit XY est défini si et
seulement si a(X) = B(Y) . En e¢ffet posons e = a(X) .
Si XY est défini, (Xe)Y est aussi défini, donc eY aussi,
ce qui implique e = B(Y) . Réciprogquement si
e = a(X) = 8(Y) , alors Xe ¢t ¢Y sont définis, donc (Xe)Y
est défini, or (Xe)Y = XY .
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La notion de sous-groupoide va de soi ; nous nous borne-
rons & préciser la définition suivante :

Définition III.3.-

Un graupoide K est dit transitif si, quels que soient

e et e' €I, il existe X €K tel que a(X) = e et B(X) = e'.

Un sous-groupoide K' de K est appelé un scus-groupoide transi-
tif s'il a les mémes identités que K et si c'est un groupoide
transitif.

Définition d'un groupoide différentiable, IIIl.4.-

Un groupoilde différentiable est un groupoide X gqui
vérifie les trois conditions suivantes ([3]1, [4]) :

1) K est une variété différentiable et 1l'ensemble I des
identités est une sous-variété régulidre de K. En outre les
applications a et B sont différentiables et de rang maximum
(égal & la dimension de I).

2) Appelons A 1l'ensemble decs couples (X,Y) € KxK tels
que a(X) = B(Y) ; c'est une sous~variété régulidtre fermée
de XK X K, car c'est 1'image réciproque de la diagonale de
I x I par l'application

(X,Y) € KxKk -~ (a(X), B(Y)) € IxI .
La condition imposée est la différentiabilité de 1'application

(X,Y) e A - XY €K .

3) On exige enfin la différentiabilité de 1'application

X €K = X1 ¢K.
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Définition III.5.-

Un sous-ensemble K' de K est appelé un sous-groupoide
différentiable si :

1) K' est un groupoide différentiable.
©2) XK' est un sous-groupoide de K.

3) KXK' est une sous-variédté de K.

Scit M une varidété différentiable et J°(M) 1'ensemble
des jets inversibles d'ordre s dont la source et le but sont
dens M 3 c'est un ouvert de JK(M,M) , donc une sous-variété.
I1 résulte du Chapitre II  que Jk(M) est un groupoide diffé-
rentiable ;3 ses identités sont les Jjets d'ordre s de 1'appli-
caticn identique de M § en tant que variété, 1'ensemble de ses
identités est canoniquement difféomorphe a M.

Définition d'un pseudo-groupe, III.6.-

Soit M une variété différentiable. Un pseudo-groupe sur M

est un enscmble I' de difféomorphismes locaux de M tel que

1) Si fetgel etsi £, g est défini, alors f,g € T.
2) Si fel, alors £ ! €T .

3) L'application identique de M appartient & T,

4) Si £ &Il et siWest un ouvert de M tel que W < U(L),
alors la restriction de f & W appartient & T.

5) Etant donné un difféomorphisme local £ défini sur un
ouvert U €M , si quel que scit x € U 1l existe un voisina-
ge ouvert W de x contenu dans U et tel que fIW € I', alors
fel.
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Ce pseudo-groupe I est dit trangitif si, quels que soient
xety €M, i1 existe £ €T +tel que f(x) =1y .

On remarque que si I' est un pseudo-groupe sur M, 1'ensem-
ble J°T' des jets d'ordre s des éléments de I' est un sous—
groupoide de J°(M) . Le.pscudo-groupe [ est transitif si et
seulement si le sous-groupoide J°T' est transitif.

Définition d'un pseudo-groupe de Lie transitif, III.7.-

Soit T’ un pseudo-groupe transitif de transformations
locales de M. C'est un pscudo-groupe de Lie (transitif)
d'ordre s si les deux conditions suivantcs sont réaliséss :

1) 1'ensemble J°I' a une structure de groupoide différen—~
tiable qui en fait un sous-groupoide différentiable de JS(M).

2) un difféomorphisme local f de W appartient & I si et
seulement si jif e J°T gquel que soit x € U(f) .

Exemples_de pseudo-groupes de Liec

——— — W i e s e P s e Wy e S A e T A St s S e Wi i e e Sy e S B e

L'ensemble de tous les difféomorphismes locaux de M
est un pseudo-groupe de Lie ; le groupoide différentiable
associd est JS(M) . Voici maintenant des exemples non triviaux:

1) Soit G un sous~-groupe de Lie de GL(n,R) , ¢t soit T
l'ensemble des difféomorphismes locaux f de R™ tels qu'en tout
point de U(f) la matrice de l'application différentielle 4af
appartienne & G, Il est immédiat que T est un pseudo-groupe

sur M ; nous allons montrer que c'est un pseudo-groupe de Lie
d'ordre 1. En effet on peut construire un difféomcrphisme &

de TR sur B x B x GL(n,R) de la fagon suivante :

& X € J1(Bn) on fait correspondre le triplet

8(X) = (a(X), B(X), M) e¢R®R* x R" x ¢L(n,R™) , ol M est 1a
matrice de 1'application linéaire Taﬁn - Tbﬁn définie par X.
L'image de J(T) par 6 est B® x B! x G . En cffet par aéfi-
nition de Ty, #(J (D)) <& x B* x G . D'autre part, un triplet
(a,b,M) e R™ x RY x ¢ est 1'image par & du jet d'une transfor-



mation affine de R qui appartient & I'. On peut donc transpor-
ter sur J T la structure de variédté différentiable de

n
R

est un sous-groupoide différentiable de J1(Bﬁ) et par suite

x BT x G . On vérifie aisément qu'avec cette structure Jgir

T' cst un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre 1.

Voici deux cas particuliers. Si G = SO0(n,R) , alors T
est 1'ensemble des restrictions & des ouverts de R™ des dépla-

I n
cements cu mouvements rigides de R,

S1 n =2m et si G ¢st 1l'ensemble des matrices de la
forme ( % f\ , alors I' est 1le pseu&o—groupe des transforma-
tions analytiques complexes locales de B" identifid & &

2) Soit maintenant M un espace homogéne d'un groupe de Lie G,
et soit I’ 1'ensemble des restrictions & des ouverts de M des
transformations de G. On peut vérifier que T est un pseudo-
groupe de Lie ; en général l'ordre de I’ sera plus grand que 1.

. SOUS-GROUPOTDES TRANSITIFS DE J (1) ET G-STRUCTURES D'ORDRE s.

Scit H une G-structure d'ordre s sur une variété diffé-
rentiable M, et soit X(H) 1'ensemble des X € J°(M) tels
gue

Lo fy(x) = (x) o
',) -\— . - . N
c'est-a~dire Xy,z € H pour tout =z € Hd(X) .

D'ailleurs il suffit que X,z € H pour un seul z € Hd(X)

pour que 1l'on puisse affirmer que X € K(H) .

Propogition III.3.-

IL'ensemble K(H) est un sous-groupoide différentiable
transitif de JS(M). o1 H' est une autre G'-structure d'ordre s,
K(H) = K(H') si et seulement si H et H' sont équivalentes.



- 57 -

Démonstration :

s ey St S e i . s W o S

On vérifie facilement que K(H) est un sous-groupoide de
JS(M) ; ses identités sont celles de J5(M). I1 est transitif ;
en effet, s1 z et z' € H, alors z' , 21 est un élément
de K(H) ; sa source et son but sont B(z) et B(z'), c'est-a-
dire deux points quélconques de M.

Soit maintenant U et V deux ouverts de M ; nous suppose-
rons qu'il existe au~dessus de U une section ¢ de H, et que sur
U et V i1 existe des coordonnées locales. L'application

(%, 2) = 2z, (o(x))”"

détermine une bijection de U x (7))~ (v) (qui est un ouvert

de M x R° ) sur 1l'ensemble des X € J%(M) tels que a(X) €U
et B(X) ¢V . Sa restriction & U x (ﬂS[H)-1(V) (qui est un

ouvert de M x H ) est une bijection sur 1l'ensemble des

X € K(H) tels que a(X) €U et B(X) €V . Cela nous permet

de mettre sur K(H) une structure de variété différentiable

qui en fait une sous-variété dec J°(1).

De méme, on montre que K(H) est un groupoide différentia-
ble, donc un sous-groupoide différentiable de JS(M).

Passons & la deuxiéme partie de la proposition IITI.3.
Si H et H' sont équivalentes, c'est-a-dire s'il existe
g € 6L°(n,R) tel que H' = Hg , alors on s'apergoit tout de
suite que K(H) = K(H') . Réciproquement supposons que
K(H) = K(H') . Soit =z, € H ; on peut trouver g € GL®(n,R)
tel que 1z, g € H' ; s0it z un élément quelconque de H ;5 on
peut trouver X € K(H) tel que z = Xz, ; on a alors
zg = X(zog) , et c'est un élément de H', car z,8 € H' et
X € K(H') ; donc Hg € H' . On démontrerait de la méme fagon

-l ey ; d'ot finalement H' = Hg .

que H'g
Nous rappelons gque 1'égalité H' = Hg implique que

G' = g*1Gg .
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Réciproquement, soit K un sous-groupoide différentiable
transitif de J°(M). Soit x un point de M, soit G°(M,x) 1le
groupe des jets inversibles d'ordre s ayant pour source et
pour but x, et scit G(X,x) 1le groupe des éléments de X qui
ont pour source et pour but x. I1 est clair que GS(M,X) est
un groupe de Lie isomorphe & GL°(n,R) . Quant & G(X,x) ,
c'est aussi un groupe de Lic ; en effet 11 s'agit de¢ démontrer
gue l'applicaticn

(X,Y) € 6(K,x) x G(K,x) - X, ¥ ! € &(K,x) €K

est différentiable, et cela résulte du fait que G(XK,x) est
une sous-variété régulidre de ¥ ;3 G(K,x) est donc un sous-
groupe de Lie de G°(il,x) .

Soit en outre AS(M,X) 1'ensemble des jets inversibles
de source x, et A(K,x) 1l'ensemble des éléments de K de
source x. Muni de la projection B, AS(M,X) est un fibré
principal de base M ayant pour groupe structural GS(M,X) .
Quant & A(X,x) , c'est un sous-fibré principal de AS(M,x) ,
et son groupe structural cst G(K,x) .

Si on remplace le point X par un autre point x' €M ,
on obtient un fibré principal A(K,x') qui est isomorphe &
A(K,x) ;3 cela résulte du fait que K est un sous-groupoide
transitif, donc il existe un élément Y € K +tel que a(Y) = x
et B(Y) = x' 3 l'application X - XY est un isomorphisme
du fibré principal A(K,x') sur le fibré principal A(K,x).

Soit maintenant z un repérec d'ordre s au point x,
clest-a~-dire un jet inversible dc source O € R" et de but x.

ona z ', ¢%M,x) , z = %n,R) ,

et AS(,x) , z = RS(M) .

Quant & G = gz~ | o G(¥K,x) 5 z 4 c'est un sous-groupc de Lie
de GL.%(n,R) , et H= A(K,x) , z est un fibré principal
de groupe structural G, c'est-a-dire une G-structure.
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I1 est facile de se rendre compte que K est 1'ensemble
des X € JS(M) tels que XoHd(X) = Hg(x) autrement dit,
K = K(H) . En outre, si l'on remplace X et z par x' et z',
(vérifiant x' = m°(z') ), on obtient une G'-structure
A(K,x') o, z' qui est équivalente & H = A(K,x) o, z .

Définition III.8.-

Un sous-groupoide transitif (différentiable) K de JM
sera appelé un groupoide de Lie d'ordre s.

Nous signalons que si K est groupoide de Lie, tous les
fibrés principaux A(K,x) , lorsque x varie dans M, sont isomor-
phes entre eux ; cela a déja été remarqué ci-dessus. I1 en
résulte que, si 1'un des fibrés principaux A(K,x) est connexe,
tous les autres le sont aussi.

Du théoréme III.1 et des constructions précédentes on
déduit :

Théoréme III,.2.-

I1 y a une correspondance biunivoque entre les groupoides
de Lie X d'ordrc s, tels que les fibrés principaux A(K,x)
sont connexes, et les sous-fibrés vectoriels E de J°T qui
vérifient les conditions 1) et 2) du théordme III.1. Cette
correspondance biunivoque est définie ainsi : a K on fait
correspondre le fibré vectoriel E déduit des G-structures
H= A(K,x) , 2 associédes & K.
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9. TRANSFORMATIONS INFINITESIMATLES D'UN PSEUDO-GROUPE DE LIE.

Définition 11T.9.-

Soit T un pseudo-groupe de Lie d'ordre s sur M. On dit
qu'un champ de vecteurs 6 défini sur un ouvert U <M est une
transformation infinitésimale de I' (ou un I'-champ de vecteurs)
si pour tout x € U il existe un voisinage W de x (W < U)
et une famille différentiable Ty d'éléments de I’ définiec sur ¥,
tels que AW est le champ de vecteurs déduit de ft'

Soit IS 1e groupoide asscvcié & T'y, et scit E(T) (ou
tout simplement E, s'il n'y a pas danger de confusion) le
sous-fibré vectoriel de J°T associé & J°T cuivant la construc-
tion du paragraphe précédent. Cette construction a fait inter-
venir une G-structure H associde au groupoide J°T,

Proposition IIl.4.-

goit 8 un champ de vecteurs défini sur un ouvert U €M ;
les trois assertions suivantes sont équivalentes

a) B c¢st une transformation infinitésimale de T.

b) 1le groupe local & un paramétrec engendré par 0 est consti-

tué de transformations locales appartenant a T.

c) B8 cst une solution du systéme d'équations aux dérivées
partielles E(I') (c'est-a-dire j;@ € E(T) pour tout x €U ).

Démonstration :

Tl est clair que les éléments de T’ sont des automorphis~
mes locaux de la G-structurc H ; la réciproque est aussi vraie,
& cause de la définition III.7 (condition 2)). Puisque les
éléments de I sont les automorphismes locaux de H, les trans-—
formations infinitésimales de T sont les automorphismes infi-
nitésimaux de H, Il ne reste plus qu'a appliquer la preposi-
tion III.2.
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Soit ©(T) 1'ensemble des I'-champs de vecteurs, et
J%(T) 1'ensemble de leurs jets d'ordre s. I1 résulte de la
proposition III.4 que J%(T) < E(I) ; ma® en général

JSe(I) # E(T) .

Définition III.10.-

S'il se trouve que J%(T) = E(T) , on dit que le pseudo-
grocupe I' est régulier.

Les exemples de pseudo-groupes de Lie donnés & la fin
du §7., sont tous réguliers.

10. NOTIONS SUR LES FAISCEAUX.

Définitiong IIT.11.-

Soit M un espace topologique. Un faisceau F sur M est la
donnée d'un ensemble F(U) associé & chaque ouvert U c M , ainsi
que la donnée d'une application R% de P(U) dans F(V) chague
fois que V €U ; ces applications Rg doivent vérifier les
propriétés suivantes :

1) Ry = I , quel que svit 1'ouvert U.
2) si WeVvcU , alors R% = % o Rg .
3) si (Va)a ¢ A ©st un recouvrement ouvert de 1'ouvert U
(v, €U our tout o € A ), si & chaque V, on associc un
a » P a
élément o, € F(Va) de telle sorte que

B (o) = RyP o (o)

R c =R o ’

VanVB o VanVB <

quels que soient o et B € A, alors il existe un élément

unique o ¢ F(U) tel que Rg (o) = g, » pour tout a €A .
a

Les éléments de F(U) s'appellent sections du falsccau
au—~dessus de U ; 1l'application R% s'appelle restriction & V ;
v

trés souvent on écrit Rg(c) =0
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Exemples :

Les exemples que nous allons rencontrer seront des fais-
ceaux de¢ champs de vecteurs sur une variété différentiable M ;
si a tout ouvert U €M , on associe 1l'ensemble de tous les
champs de vecteurs (différentiables) sur U , il est clair
qu'on obtient un faisccau. - Plus sinplenent encore, les
fonctions (différentiables) définies sur des ouverts de M
forment un faiscecau, ¢t ce faisceau détermine la structure de
variété différentiable de M.

Germegs d'un faisceau.

Soit F un faisceau sur M. Soit x € M et soient o et o!
deux sections de F définies sur des ouverts de M contenant x ;
on dit que o et o' ont méme germe au point x g'il existe un
voisinage cuvert V de x tcl que les restrictions de o et o
& V goient égales. Nous avens ainsi défini une relation d'égqui-
valence sur l'ensemble des sections de F définies au voisinage
de x 3 les classes d'équivalence s'appellent les germes au
point x.

T'ensemble des germes du faisceau F sera encore noté F ;
ltapplication canonigue de F sur M sera notée P ; clest 1tap-
plication qui & un germe au point x associe le point x.
L'ensemble P~ (x) des germes au point x scra appelé fibre
du faisceau au-dessus de X et sera noté Fx' Si o est une sec-

tion du faisceau définie au voisginage de X, son germe au point x
sera noté o ; si O € P(U) , on peut associcr & o une section

de l'ensemble des germes du faisccau au-dessus de U, & savoir :

x el - UX

~e

cette gecticon sera encore notée o.
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I1 est pogsible de mettre sur l'ensemble des germes du
faisceau une topologie telle que F(U) puisse &tre identifié
avec 1l'ensemble des sections continues de cet ensemble de
germes au~dessus de U, quel que soit 1'ouvert U €M . Nous
nous contentons de signaler ce fait car notre but est simplce-
ment de justifier 1'habitude d'identifier un faisceau avec
1'ensemble de ses germes, muni de la topologie & lagquelle nous
venonsg de faire allusion.

Revenons maintenant au faisceau des champs de vecteurs
sur une variété différentiable M. Supposons que les champs de
vecteurs 6., et 6‘1 ont méme germe au point x, ainsi que

y
8, et 6'2 ; on remargue alors que 3

2
1) ;1:1;91 = j58', , pour tout entier k Tini ou infini.
2) xe1 et k8'1 ont méme germe en x, quel que soit le nombre
réel \.
3) 61 + 62 et 6'1 + 9'2 cnt méme germe en x.

4) [61,62] et [6‘1,9'2] ont méme germe en X.

La premiére propriété implique qu'il existe une applica-
tion qui & tout germe y de champs de vecteurs asscocie son jet
d'ordre k (quelconque) au méme point ; ce dernier sera encore
noté jgy . Les trois derniéres montrent que 1'ensemble des
germes de champs de vecteurs au point x est nuni d'une structure
d'algébre de Lie.

En nous plagant & un point de vue plus abstrait, nous

donnong la définition suivante :

Soit F un faisceau sur M. Si P(U) est muni d'une
structure de groupe (resp. d'espace vectoriel, resp. d'algeébre
de Lie), quel que soit l'ouvert U €M , et si toutes les
applications de restriction Rg sont deg homomorphismes de
groupes (resp. des applications linéaires, resp. des homomor-
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phismes d'algdbres de Lie), alors on dit que F est un faisceau
de groupes (resp. d'espaces vectoriels, resp. d'algdbres de
Lie). On montre alors sans difficulté gque chaque fibre du
faisceau peut &tre munie d'unc structure de groupe (resp.
d'espace vectoriel, resp. d'algdbre de Lie, etec ...).

Scit maintenant I un pseudo-groupe de Liec d'ordre s
sur une variété différentiable M, et soit ©(I) 1'ensemble
de ses transformations infinitésimales ; i1l est clair que
6(T) est un faisceau de champs de vecteurs sur M. Identifiant
ce faisccau avec 1l'ensemble de ses germes, on dira que 6(T)
est le faisccau des germes des transformations infinitésimales
de I's Comme il a été indiqué dans la démonstration de la
proposition ITI.4, les sections du faisceau ©(I') sont les
automorphismes infinitésimaux d'une certaine G-structure H,
ce sont dunc les chanmps de vecteurs € tels que pse scit
tangent & H, et on reconnalt ainsi que ©(T) cst un faisceau
d'algebres de Lie.

11. PSEUDO-GROUPES DE IL.TE INFINITESIMAUX.

Définition III.12.~

Un pseudo-groupe de Lie infinitésimal, d'ordre s,
(transitif), sur unc variété différentiable M, est un faisccau
8 de germes de champs de vecteurs sur M vérifiant les proprié-

tés suivantes :
1) 9 est un faisceau d'algebres de Lie.

2) un champ de vecteurs B défini sur un cuvert U C M est
une section de © si et seulement si jie € J5% s pour tout

x €U , ou J%0 est 1l'ensemble des jets d'ordre s des germes
du faisceau 9.

3) J%6 cst un sous-fibré vectoriel de J°T.

4) TL'application p° 3 3% = T est surjective.
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Soit Ji@ la fibre de J°6 au-dessus du point x €M .
La condition 3) est équivalente & la suivante

3 bis) TLa dimension de 1l'espace vectoriel J;@ ne dépand pas
de x.

En effet, & cause de la condition 1), pour tout x, €1,

Ji O est un espace vectoriel ; soient 61, cooy Gq des sec-
o)
tions de © telles que js By couy js 8 forment une base de
X 1 X, d
Ji O ; si x est dans un voisinage suffisamment petit de X,
0
. 8

dants de Ji@ . 51 donc on suppose que la dimension de JEQ

ooy jieq sont encore des vecteurs linéairement indépen-

. s ) . S . S s
est toujours celle de JXO@ , 2lors 3X61, ceey gxeq forment
une base de Ji@ s et on en déduit que J°6 est un sous-Tibré

vectoricl de J°T.

La condition'2) signifie que 6 est une section du fais-
ceau © si et seulement si jse est une section du fibré vec-
toriel J°0 . Quant & la condition 4), on dit qu'un faisceau ©
d'algébres de Lie de champs de vecteurs est transitif si elle
est vérifiée.

Si I' est un pseudo-groupe de Lie d'ordre s sur M, le
faisceau O(I) des germes des I'-champs de vecteurs n'est en
général pas un pseudo-groupe de Lie infinitésimal, car si les
conditions 1) et 2) sont alors vérifiées, il n'en est pas de
méme des conditions 3) et 4).

Cependant si I est un pseudo-groupe de Lie régulier
(ctest-a-dire si J°(T) = E(T) ), on voit tout de suite que
o(T) est un pseudo-groupe de Lie infinitésimal.
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Nous allons montrer gue tout pseudo-groupe dec Lie infi-
nitésimal peut &tre assccié & un pscudo-groupe de Lie régulier

[e1.

Théoreme III.3.-

Soit 6 un pseudo-groupe de Lie infinitésimal d'ordre s
sur la variété différentiable connexe M. Il existe un pscudce-
groupe de Lie TI', transitif et régulier, tel que ©o(T) =06 .,

Nous décompuserons la démonstration en trois parties @

1ére _partie : Construction de T.

Posons E = J°%9 , Nous allons montrer gue E vérifie les
condifions 1) et 2) du Théuréme III.1. La condition 1) est
la condition 4) de la définition III.12 ; passons & la condi-
tion 2). Souit o une sectiun de E au-dessus d'un cuvert U c UM ;
pour tout X, €U , i1 existe un voisinage ouvert V de X,

(V € U) ¢t des champs de vecteurs 8 .oey eq , sections de ©

1’
sur V, tels que j§81, oy jieq forment unc base de EX pour

q
tout x € V ; on peut donc écrire o = Z:fi(x) jiei y OU les

1i=1
fi sont des fonetions différentiables définies sur V. En uti-

lisant la formule III.5 et la condition 1) de la définition
I1I.12, cn démontre que E vérifie la condition 2) du théoréme
IIT.1. Comme il a été vu au §8., nous pouvons associer & B

un groupoide K, tel quc les fibrés principaux A(K,x) sont
connexes. Soit I 1'cnsemble des difféomorphismes locaux de M
dont tous les jets d'ordre s sont dans X ; manifestement T est
un pseudo-groupe sur M, Nous allons montrer que J°r =X ,

car si nous avons démontré cela, le théoréme IIT,3 est démontré.
En cffet, si J°r = K , [ est un pseudo-groupe de Lie d'ordre s
sur M, K est son groupoide K(I') et E = E(I) . Les transforma-
tions infinitésimales de I sont les champs de vecteurs 8

tels que j°8 soit une section de E = J°9 (proposition III.4)
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ce sont donc les éléments de O (condition 2) de 1la définition
I11.12), autrement dit © = ©(I') . Puisque E = J°% ,
' est un pseudo-groupe de Lie régulier.

I1 s'agit donc de démontrer que, quel que soit X € K ,
X : _ 28
il existe f € I' tel que X = JG(X)f .

2éme partie :

ey gy by By e, st i i S

En fait nous allons démontrer ceci : quel que soit
X, € M , il existe dans K un voisinage WX de Ii tel que
0 0
o T 1 1 2 2 . P : 8
tout X €W, est le jet d'un élément £ € I :+ X Ja(X)f .

-

V)
Car cela impligue que J°T' contient un voisinage ¥ de

1l'ensemble des identités de X, & savoir W= U WX ;s et puis-
x&al '
que J°T est un sous-groupoide de K, nous en déduisons que

J°I' = K , & cause du lemme suivant.

Lenme ,~

Soit K un groupocide différentiable transitif tel que,
pour tout x € I (ensemble des identités de K), le fibré
principal A(K,x) (ensemble des X € X tels que a(X) = x )
est connexe. Soit W un voisinage de I dans K ; X est engendré
par W.

Démonstration ¢

Scit K' le sous-groupoide de K engendré par W, et scit
x € I une identité gquelconque. Dans A(K,xX) nous pouvons
définir une relation d'équivalence, en disant que X et Y
€ A(X,x) sont équivalents si Y , "1 €X' . Ta classe d'é-
guivalence d'un élément X ¢ A(K,x) est A(K',B(X)) , X .
Or A(K',B(X)) contient un voisinage de B(X) dans A(K,B(X)),
& savoir W n A(K,B(X)) ; on en déduit que la classe d'équi-
valence de X contiént un voisinage de X dans A(X,x) ; par
congéquent les classes d'équivalences sont des ouverts de
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A(K,x) . Puisque A(K,x) est connexe, il ne peut y avoir
qu'une seule classe d'équivalence ; par conséquent
A(K',x) = A(K,x) ; d'vb K =K' .

3eéme partie

Nous allons construire une sorte d'application exponen-
tielle de E dans K.

Soit x €M , et soient 8 ceey B des champs de
0 q

1
vecteurs de 6 tels que j§61, ceny jie forment une base
de Ex pour teut point x d'un voisinage U de X Soit x €U

et soit T € E, ; on peut derire T = Z}aivjiei , o0 les

a; € R ; posuns GT = z as ei .

I1 existe dans E un voisinage VX de l'origine de EX ’
0 o
tel que si T €V, , le groupe local & un parametre T
) 3
engendré par 6 est défini pour t] < e, ull ¢ est un cer-

tain nombre réel strictement positif; en choisissant Vx
0
assez petit, on peut faire en sorte que € > 1 .,

Nous voulons démontrer gue tous les éléments f,r +
?
sunt dans I'. Svit H = A(K,x) , z une G-structure associée
& X (voir §8.) ; puisque jSGT est une section de E, GT est
un automorphisme infinitdésimal de H (pruposition III.2),
donc tous les éléments fT + gont des auvtomorphismes locaux
?
de H, c'est-a-dire
. =] ._']
Py £, 400 e®,y 81 Ce(m) (UL, () nE,
autrement dit :
JE(X)f 0o X o 2z € AK,x) o 2 ,

pour tout X € A(K,x) tel que B(X) € U(f,r t) .
’
Cela implique que jg(x)f € X , et 1'on en déduit que
fT,t el .
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1 si T € VXO s ¥ est une appli-

cation différentiable définie sur VX CE et prenant ses

I
O

valeurs dans K. Un calcul, gque nous ne reproduircns pas ici,

Posons (1) = ji f

nontre que le rang de ¢ est égal & la dimmnsion de K.

0] Xf)

dans K. Cela veut dire que tout élément de Wx est le jet

Donc 1l'image de ¢ est un voisinage ouvert WX de 1I°
d'ordre s d'un élément fT ’ el .
?

Au cours de la démonstration noug avons obtenu le
résultat suivant

Corollaire .~

Soit ' un pseudo-groupe de Lie d'ordre s, réguler,
défini sur la variété M. Pour chaque point x de M i1 existe
un voisinage W dans J°T de I°(x) tel que but élément
X €W est le jet d'ordre s d'une transformation qui appar-
tient & un groupe local & un paramétre d'éléments de T,

JETS D'ORDRE INFINI DES CHAMPS DE VECTEURS DE ©.

Soit x un point fixé de la variété M. Nous allons noter
par E& l'ensemble des jets d'ordre infini de source x des
champs de vecteurs définis dans un voisinage de x. QX a une
structure naturelle d'algdbre de Lie, définie par lec crochet

des chanps de vecteurs.

Soit alurs ® un pseudo-groupe de Lie infinitésimal
défini sur la variété M, Pour tout x € M nous noterons par
LX(®) le sous—ensemble de E& des jets d'ordre infini de
chanps de vecteurs de © défiris dans un voisinage de x ;

LX(®) est une sous-algdbre de Lie de 9 . La variété M
étant supposée connexe, si x, x' sont deux points de M

alors LX(®) et Lx'(®) sont isomcrphes cumme algdbres de
Lie. En effet, soit 8 une scction de @ définiec dans un voisi-
nage de x et supposons que 6 est le champ de vecteurs déduit
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d'une famille ¢, d'éléments de I' (oh T est le pseudo-groupe

de Lie engendré par © d'aprés le théoréme III.3). Soit £ €T
tel que f(x) = x' . Alors le champ de vecteurs déduit de la
famille différentiable f o ¢, o £ | colncide avec af(s)
dans un vcisinage de x'. Donc 4df(8) est un champ de vecteurs
de ® et 1l'application 8 = df(8) induit un isomorphisme
d'algébres de Lie de LX(@J) sur LX,(®) .



