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Chapitre I I I 

PSEUDO-GROUPES DE LIE TRANSITIFS ET G-STRUCTURES D'ORDRE s. 

1. REPERES D'ORDRE s. 

Soit M une variété différentiable de dimension n 
(nous rappelons que tous les otgets dont i l est question ic i 

CD 
sont différentiables et de classe C ) . Soit s un entier ^ 0 
et soit x ç M • Un repère d'ordre s au point x est un jet 
inversible d!ordre s dont la source est l 'origine de R n et 
dont le but est x ; c'est donc le jet d'une application diffé-

n 
rentiable f définie au voisinage de l 'origine de (R , de rang 
égal à n, et prenant ses valeurs dans M, de telle sorte que 
f(0) = x . Si s = 1 , le jet j ^ f est déterminé par l'application 
différentielle (df) ; or (df) est déterminée par les trans­
formés des n vecteurs de la base naturelle de iRn : ce sont n 
vecteurs linéairement indépendants de T M, espace tangent à M 
au point x ; un repère d'ordre 1 au point x peut donc être iden 
t i f i é avec une base de l'espace tangent I I , et nous retrouvons 
dans ce cas la notion habituelle de repère. 

Soit RS(M) , ou tout simplement R s , l'ensemble des 
repères d'ordre s de M, et soit ÎT s la projection canonique de 
R s sur M, qui à un repère d'ordre s au point x associe x 6 M. 
H y a sur R s une structure naturelle de variété différentiable 
car l'ensemble des jets d'ordre s de source 0 ç jRn et de but 
appartenant à M est une sous-variété fermée de Js(jRn,M) , et 
R est un ouvert de cette sous-variété. 
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A chaque carte locale (U, cp) de M correspond une 
section a : U R s de la projection n s ; si x € U , cr(x) est 
défini de la façon suivante : soit T la translation sur {Rn 

qui amène 0 au point cp(x) 6 (R , a(x) est tout simplement 
Jo(cp~1 o T

x ) • 

À cette carte locale de M, nous associerons une carte 
locale de RB, suivant ce qui a été exposé au Chapitre I I ; 
si x% • • . , x n sont les coordonnées sur U , et t 1 , t n 

les coordonnées naturelles de R n , les coordonnées sur ( T T S ) ~ " 1 ( U ) 

seront les fonctions x 1 et p 1 . , ces dernières étant 

définies par : . . 

pî 1 (X) = , Í — p ) 

où f = ( f 1 , f n ) est une fonction telle que j®f = X , 
et 1 < j 1 + . . . + j n ¿ s . 

La section cr(x) définie ci-dessus est tel le que : 
( Dk = 0 pour k ^ i , 

PÎ -¡ ( C J ( X ) ) = 1 si J 

= 0 dans les autres cas. 

Soit en outre, lorsque s ^ 1 , GLB(n,iR) le groupe des 
jets inversibles d'ordre s ayant source et "but à l 1 origine de 
tRn ; GLs(n,R) est un groupe de Lie, car c'est un ouvert de la 
variété différentiable des jets d!ordre s ayant source et but 
à l 'origine de |Rn, et si on considère sur cette variété le 
système de coordonnées naturelles pîj" . , la multiplica-

^ 1 ' * * * * n̂ 
tion dans GLs(n,(R) s'exprime au moyen de polynômes, et 

-1 
l'application g -» g s'exprime au moyen de fractions ration­
nelles . 
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Le groupe GL8(n,iR) opère à droite dans R s ; cette 
opération n'est autre que la composition des jets définie au 
Chapitre I I : si X € R s et g € GLs(n,R) , le jet composé 
Xg est par définition de produit de X par g : = Xg . 

S S / \ 

Si l f on utilise sur R et GL (n.,'R) les coordonnées signalées 
plus haut, les formules qui expriment cette opération, ne font 
intervenir que des polynômes. Enfin quel que soit x 6 M , 
GLs(n,iR) opère de façon simplement transitive dans la fibre 
(Tr s)""^(x) . Nous avons donc défini sur RS(M) une structure 
de fibre principal de base M et de groupe structural GLs(n,R) • 

Nous désignerons par TT8 , l'application canonique de 
RS(M) sur R s (M) lorsque s ^ s' ; ïïs, est un morphisme de 

s 
fibres principaux par rapport à l'homomorphisme canonique de 
GLs(n,R) sur GL s ?(n,(R). Notons que R°(M) s'identifie à M 
et ïïs à ïïs . 

2. DIEEEOMORPHISMBS LOCAUX DE M. 

Un difféomorphisme local de M est un difféomorphisme f 
d'un ouvert de M, qui sera noté U(f) , sur un second ouvert 
de M, qui sera noté V(f) • Si f et g sont deux difféomorphis­
me s locaux, leur produit fg est défini si et seulement si 
V(g) D U(f) 5 s ' i l en est ainsi, le domaine de définition 
de fg est U(fg) = U(g) fi g (U(f)) , et l'ensemble des valeurE 
de fg est V(fg) = V(f) fl f (V(g)) . 

Une famille différentiable à un paramètre de difféomor­
phisme s locaux de M est une application t -> f̂  qui à tout 
nombre t d'un intervalle ouvert I de R contenant 0 associe 
un difféomorphisme local f̂  de M de telle sorte que : 

1) l'ensemble Q des couples ( t , x ) tels que t 6 I et 
x 6 U(f^) est un ouvert de fi x M , et l'application 
( t ,x ) € 0 -> €M est différent iable (de classe 0°°) . 
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2) f est l'application identique de U(f ) . 

Nous supposerons en outre que : 

3) tous les domaines de définitions U(f̂ _) contiennent 
un ouvert W donné ; ou au moins, pour tout x € W , (0,x) € fl, 

Dans ces conditions, par tout point x ç W , il passe 
un arc de courbe t ~> f^.(x) ; si nous appelons 8(x) le vec­
teur tangent en x lorsque t = 0 , nous définissons un champ 
de vecteurs (différentiable) 8 sur W ; il sera appelé le cham] 
de vecteurs déduit de la famille à un paramètre f̂  , et sera 
noté e = 3 ! f t . 

H est clair que tout champ de vecteurs 0 défini sur 
un ouvert W peut être déduit d'une famille à un paramètre 
de difféomorphismes locaux. 

Un groupe local à un paramètre de transformations d'un 
ouvert • W C M est une famille à un paramètre f̂  vérifiant 
les conditions 1-2-3 précédentes ainsi que la suivante : 

4) Si t 1 ? t 2 et t 1 + € 1 y alors f̂  f̂  est défini 

et est égal à f. 
t 1+t 2 

Le champ de vecteurs déduit 9 s'appelle alors la transforma­
tion infinitésimale de ce groupe local à un paramètre. 
On peut démontrer qu'un champ de vecteur 0 sur un ouvert W 
est la transformation infinitésimale d'un groupe local f̂  à 
un paramètre ; ce groupe local f̂  engendré par 0 est unique, 
dans ce sens que si le groupe local ĝ  admet aussi 0 comme 
transformation infinitésimale, alors f ^ ( x ) e~k sont 
égaux chaque fois qu'ils sont simultanément définis. 
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3. PROLONGEMENTS. 

Soit f un difféomorphisme local de M : 

U(f) - V(f) . 

Le prolongement p s f de f à RS(M) est le difféomorphisme 
de ( i T s ) ~ 1 ( U ( f ) ) sur ( T T s ) ~ 1 ( V ( f ) ) défini par 

p s f ( z ) = d | ( z ) f 0 z . 

En z 6 RS(M) > u ( f ) ^ ^ J , V(f) 

p S f ( z ) 

Ces prolongements p s f ont les propriétés immédiates suivantes 

1) Quels que soient z 6 (rr s )~ 1 (U( f ) ) et g € GLs(n,iR) , 

T T S ( p s f ( z ) ) = f ( T T s ( z ) ) , 

p s f ( z . g ) = ( p s f ( z ) ) . g . 

2) Si le composé f̂  0 fg des deux difféomorphismes 
locaux f̂  et est défini, alors pSf^ 0 VS^2 es^ a u s s i 

défini et 
p s ( f 1 0 f 2 ) = p s f 1 o p s f 2 . 

3) Quel que soit z € TT" (U(f)) et si s ^ s ! , 

T T ^ ( p s f ( z ) ) = P

s * f ( ^ , ( z ) ) . 

Soit maintenant f̂  une famille diffèrentiable à un 
paramètre de difféomorphismes locaux de M, définie pour t € I 
(où I est un intervalle ouvert de (R, contenant 0 ) , tel le que 
f est l'application identique de M et que U( f . ) contient 
toujours un ouvert W c M ; et soit 0 = ^ f̂  le champ de 
vecteurs sur W déduit de cette famille f̂  • 
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Soit PSf^ le prolongement de cette famille de difféo­
morphisme s locaux à RS(M) ; nous noterons ps9 le champ de 
vecteurs sur RS(M) déduit de cette famille psf+ , et nous 
allons montrer que, quel que soit z 6 (TT ) (W) , (p 8) ne 

Q C! Z 

dépend que de j 0 (en particulier (p 0) ne dépend 
TTs( z) z 

pas du choix de la famille f^) . 
En effet, vu les propriétés de pSf̂ . • nous pouvons 

affirmer que pour tout g a GLs(n,\R) , si R représente la 
o ë 

multiplication a droite par g dans R , on a : 

7 z.g gKr z' 
Supposons que sur W nous pouvons disposer de coordonnées 
x 1, x n , et soit a la section de Rs au-dessus de W 
associé à ces coordonnées. Nous pouvons nous contenter de 
montrer que, quel que soit x €W , (p S ®) a ( x )

 n e dépend que 
de j^0 , à cause de la formule (111,1). Or le calcul de x 
(p S 9) a ( x ) donne comme résultat : 

i=1 Ô X (Bx1) 1 . . . ( ôx n ) n pj . 

Soit maintenant 8 un champ de vecteurs défini sur un ouvert 
V c M . Pour tout x € V , i r existe un voisinage W de x tel 
que la restriction de 8 à W puisse être déduite d'une famille 
dif f ère nt iable f ̂ . On peut alors définir un champ de vecteurs 
sur ( TT^^OV) par la condition qu'il se déduit de la famille 
différent iable pSf.L. . D!où finalement un champ de vecteurs 
p 8 défini sur tout (TT ) (V) , et qu'on appelle le prolonge­
ment de 8 aux repères d'ordre s. 

Les propriétés suivantes se déduisent sans difficulté 
des définitions et des propriétés précédentes t 
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Proposition I I I .1 , -

1) Quel que soit g 6 GLs(n,tR) , 

d R g ( P

s e ) = P

s e . 

dTT s ( P

s e ) = e . 

2) Si s' < s , ps9 est projetable sur (TT S ' )~ 1 (W ) et 
^ , ( p s e ) = p s '6. 

3) L'application 8 -• ps6 est un homomorphisme injectif 
de l'algèbre de LÈ des champs de vecteurs définis sur Y/ dans 
l'algèbre de Lie des champs de vecteurs définis sur (TT S )~^(W). 

4) Enfin si 6̂  et 62 sont deux champs de vecteurs définis 
au voisinage de x € M , et si D^8-] = Jx®2 1 a l o r s Q.u e l Q.ue 

soit z 6 (TT S )~ 1 (X) , 

( P ' V Z = ( P ^ z ' 

De ces 4 assertions, seule la troisième nécessite vrai­
ment une démonstration ; que l'application 0 -> ps0 soit 
linéaire et invective, cela résulte de la formule (111,2) ; 
il nous reste donc seulement à démontrer que : 

P S [ e i > 6 2 ] = bSQ1> p S 9 2 ] 
quels que soient 6̂  et 6g • 

Or soient cp, et f, des familles à un paramètre de diffé-
d d omorpîiismes locaux tels que 0̂  = ̂  cp̂_ et 9g = ̂  ^ • 

On sait que [ Q ^ ^ ^ Q3^ -*-e c^ a mP ê vecteurs déduit de la 
famille à un paramètre x^ : 

x t = «vfti M * I "jki • 

De même, [p®-|* est le champ de vecteur déduit de la 

famille pcpypq ptypq P<vjt] P ^ f = P*t • 
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Puisque, par définition, pCQ-jjSg] e s" f c l e c h a ï ] 1P d e vecteurs 
déduit de la famille px^ * nous concluons qu'il est égal à 
[pB 1 f p e 2 ] . 

[. LE FIBRE VECTORIEL JST. 

Soit TM ou tout simplement T le fibre vectoriel tangent 
à M et soit JST le fibre vectoriel des jets d'ordre s des 
sections de T ; la fibre de JST au-dessus d'un point x 6 M 
sera notée JST • Le fibre tangent à Rs sera noté TRS , x 
et l'espace tangent à R en un point z sera noté T̂ R 

Soient X un élément de Ĵ T , et 8 un champ de vecteurs 
x 

sur M (ou section de T) défini au voisinage de x, tel que j^8 = X ; soit en outre z € (TT 8)~ 1(X) • Puisque le vecteur x 
(ps8) dépend uniquement de j^8, il existe une application 

Z X 

linéaire : 
X S : JST - T Rs 

Z X z 
définie par X (̂X) = (p S9) z • 

Le la formule (111,2) il résulte que cette application 
est injective ; puisque Ĵ T et TZR

S ont même dimension, 
\® est un isomorphisme d'espace vectoriel. De la formule (III,1) 
il résulte que : 

(IH,3) \S

zg = dRg 0 X* , 
quel que soit g € GLs(n,\R) . 

Si s à s' , soit p s

t la projection canonique de JST 
sur J s T, qui à un jet d'ordre s associe le jet induit d'ordre 
s' ; pour s' = 0 , on identifiera J°T avec T et on notera 
PQ simplement par p s. De la deuxième propriété des prolonge­
ments de champs de vecteurs, résulte la commutâtivité du 
diagramme : 
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(111,4) jjT - ) T_RS 

p3, dTTs, s 1 s1 

* .s» * 
Js T - i > T .Rs 

où z ' = TTs , ( z) • 
s 

Soit a : W -• JST une section de JST au-dessus d'un 
ouvert ?/ c M . A a on peut associer un champ de vecteurs Xsc 
sur (rr s) - 1(W) défini par 

U s a ) z = X^(TTs(a)) . 

Ce champ de vecteurs \3a est invariant à droite lorsque 
GLs(n,R) opère dans R s. En outre l'application a -> \Ba 
est une bijection de l'ensemble des sections de JST au-dessus 
de W sur l'ensemble des champs de vecteurs sur (TTS)~^(W) 
invariants à droite. 

Pour s ^ s' on a la relation t 

* S , 0 s ' ( ( J 0 = d^,(X s a) , 
et en particulier, pour s ' = 0 , on a : 

dTTS(Xscx) = p s

Œ . 

En outre si 0 est un champ de vecteurs sur W et si on note 
par j s 0 la section de JST définie par x -> j s0 , alors 

x 

X sj s9 - ps0 . 
Il résulte de la formule ( I I I ,3) , et du fait que Xs est 

o z 

un isomorphisme d'espaces vectoriels pour tout z 6 R° , que 
JST est canoniquement isomorphe au fibre vectoriel déduit du 
fibre principal Rs suivant la définition du §11.13. 
C'est pourquoi nous identifierons désormais le fibre vectoriel 
déduit de Rs avec JST. 
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Conformément à ce qui a été exposé au Chapitre II 
on peut mettre sur l'ensemble des sections de JST au-dessus 
de V/, une structure d'algèbre de Lie, isomorphe à l'algèbre 
de Lie des champs de vecteurs invariants à droite sur 

s "1 
(TT ) ~ (W) ; si et ov, sont deux sections de JST au-dessus 
de W, on pose [cr^o^] = ( XS)~1[xScr.,, • Cette opération 
de crochet vérifie les trois propriétés suivantes, faciles à 
démontrer (dans la première formule, f représente une fonction 
différentiable réelle définie sur W) : 

(111,5) Ca1f fff23 = ±lo1tcr2l + ((P S<VOff 2 • 

( i n , 6 ) [ j B e 1 f j s e 2 ] = j s [ s 1 , 9 2 ] . 

(111.7) P s ' K ' ^ l = [ p s ' a 1 ' p s ' a

2 ] • 

On peut démontrer qu'il existe un seul crochet sur l'espace 
vecrbriel des sections de JST qui en fait une algèbre de Lie 
sur iR et qui vérifie les conditions (III ,5, 6 et 7) (cf. Bi­
bliographie [5]) . 

Soit (JST)° le noyau de ps : JBI ^ T • ; (<TBT)° est 
un sous-fibré vectoriel de JST ; chaque fibre (JST)° est 

x 
l'ensemble des jets d'ordre s au point x des champs de vecteurs 
qui s'annulent en x. En outre chaque fibre (JST)£ peut être 
munie d'une structure d'algèbre de Lie isomorphe à l'algèbre 
de Lie des champs de vecteurs invariants à droite définis 
sur RB et tangents à RB ; en effet si X € (JST)° , s s • XX est un champ de vecteurs tangent a R . Signalons encore 
que si <J,J et ov, sont deux sections de J T au-dessus d'un 
voisinage de x, et si â (x) et cigCx) € (JST)° , alors : 

(111.8) Qava22)(x) - [cr^x), cr2(x)] ; 

dans cette formule, le second membre représente le crochet 
de 2 éléments de (JST)<> . 

x 
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Enfin, étant donnés deux champs de vecteurs 0̂  et 62 

définis dans un voisinage de x et nuls au point x, 

(ce résultat peut aussi s'obtenir par un calcul direct), 
et l'on a ^x^® 1*®2^ = ^î'^~2^ * C e l a résulte des formules 
(111,6 et 8) : 

^x [ e i> e 2 3 - [ d s e 1 f j s e 2 ] ( x ) = C i 1 f i 2 ] • 

>• I/ES G-STRUCTURES D'ORDRE s, 

Soit G un sous-groupe de Lie de GLs(n,(R) . Une G~structur 
d'ordre s sur M est un sous-fibré principal de Rs de groupe 
structural G. 

Soit H une G-structure d'ordre s sur M ; on notera encor 
par rrs la restriction de rrs à H. Pour tout s' ^ s , 
posons G' = p s

f(G) ; G' est un sous-groupe de Lie de GLS (n,(R 
s 

la G-structure H d'ordre s induit une G'-structure d'ordre s', 
car sur H' = P s

f(H) on peut mettre une structure de fibre 
s 

principal ayant G1 pour groupe structural. En effet soient 
o~f QQI ••• d e s sections différentiables de H sur des ouverts 
U a, Ug, . . . qui forment un recouvrement de M ; alors cr' = p s, « a , etc . . . sont des sections de Rs à valeurs a s1 ° a 
dans H' ; puisque et a g sont liées par une fonction de 
transition ĝ g qui prend ses valeurs dans G (c'est-à-dire 
tfg = a

a ê a g e*1 tout point de Ua n Ug ) , a'a et a1 p sont 
liées par la fonction de transition g !

a g
 == Pgigag > qui 

prend ses valeurs dans G' ; ces sections ( J ,

a > °x $t ••• 
déterminent dnnc une G'-structure, à savoir H'. 

Soit H une G-structure d'ordre s sur M, et soit E le 
fibre vectoriel déduit du fibre principal H selon les concep­
tions du Chapitre II ; E sera identifié avec un sous-fibré 
vectoriel de JST, qui est le fibre vectoriel déduit de Rs ; 
si x € M et si z est un point de la fibre Rs , alors 

x 
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E = (xD" 1 (T H) . Une section cr(U - JST) est une section 
de E si et seulement si XS Q est tangent à H en tout point 
de ( T T S ) " 1 ( U ) n H . 

Rappelons l2s deux propriétés suivantes de E : 
d'abord la restriction de ps à E (que l'on notera encore ps) , 
est surjective : 

p s : E - T . 
En effet si x € M et z 6 , alors PS|EX = (dTTs) 0 X3 , 
et on remarque que dtrs (T H - T ) et XS (E - T H) 

Z X Z X Z 
sont surjectives. Ensuite, si et sont deux sections de E 
au-dessus de U, alors [cr^cr^] est aussi une section de E. 
Le théorème II.1 nous donne dans le contexte présent la 
réciproque suivante : 
Théorème 111.1,-

Soit E un sous-fibré vectoriel différentiable de JST. 
Pour qu'il soit le sous-fibré vectoriel déduit d'une G—struc­
ture H d'ordre s, il faut et il suffit qu'il vérifie les 
deux conditions suivantes : 

1) Le morphisme pB : E T est surjectif. 
2) Si cr.j et a2 sont deux sections de E sur un ouvert quelcon­
que U c M , alors Ccr^oV)] est aussi une section de E. 

Si ces deux conditions sont vérifiées, il existe tou­
jours des G—structures connexes (connexes en tant que soue-
variété de Rs) dont E est le fibre vectoriel déduit, et elles 
sont toutes équivalentes entre elles, pourvu que M soit 
connexe. 

Plus précisément, une G-structure H et une G'-structure 
H' ont même fibre vectoriel déduit E, si et seulement si 
il existe g ç GLs(n,e) tel que H' = Hg , G = gG'g~1 . 



- 50 -

6. AUT0M0RPHISMES INEINITESIMAUX D'UNE STRUCTURE . 

Soit toujours H une G—structure d'ordre s, et E le 
sous-fibré vectoriel de JST déduit de H. 

Définition III.1 

Un difféomorphisme local f de M est appelé un automor-
phisme local de H si p sf laisse H invariant, c'est-à-dire 
si p Sf(z) g H quel que soit z € H D (îTS)~1(U(f ) ) • 
Un champ de vecteurs 8, défini sur un ouvert W CM est 
appelé automorphisme infinitésimal de H si pour tout x € W 
il existe un voisinage ouvert Y de x et une famille diffé­
rent iable f_£ d'automorphisme s locaux de H, définis sur V, 
tels que 9JV est le champ de vecteurs déduit de f̂  • 

Par ailleurs, tout sous-fibré vectoriel E de J T peut 
être considéré comme un système d'équations linéaires homo­
gènes aux dérivées partielles d'ordre s et de rang constant 
sur M ; nous dirons qu'un champ de vecteurs 8, défini sur 
W CM , est une solution du système d'équations aux dérivées 
partielles E, si 6E pour tout x ç W . 

x 
Proposition III.2.-

Soit 8 un champ de vecteurs sur un ouvert W c M ; 
les quatre assertions suivantes sont équivalantes : 

a) 0 est un automorphisme infinitésimal de H. 

b ) ps8 est tangent à H en tout point de (TT S)~ 1(W) n H • 

c) 0 est une solution du système d'équations linéaires homo­
gènes aux dérivées partielles E. 

d) les transformations du groupe local à un paramètre engen­
dré par 9 sont des automorphisme s locaux de H. 
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Démonstration : 

Montrons que a) => b) . Soit f̂  une famille différent iable 
df automorphisme s infinitésimaux de H telle que 9 est le champ 
de vecteurs déduit de f̂ . Pour tout z € H D (TT S)~ 1(W) f la 
courbe t -> p sf^(z) est contenue dans H, donc ps9, qui est le 
champ de vecteurs déduit de pSf^ • est tangent en z à H. 

Montrons que b) d) • Soit f^ le groupe local à un 
paramètre engendré par 9 ; pSf-(- est donc le groupe local 
à un paramètre engendré par ps0. Comme par hypothèses pB0 est 
tangent à H, nécessairement la trajectoire de tout point de 

Q — "1 
H n (TT ) (W) est contenue dans H ; cela implique que f^ est 
un automorphisme local de H quel que soit t. 

Il est trivial que d) => a) • Pour finir nous démontrerons 
que b) c) • Ceci résulte de la formule 

( P s e ) z = \14 e , 
dans laquelle z est un point de la fibre H • En effet un 

x 
élément X € J T appartient à E si et seulement si X (̂X) 

X X z 
est tangent à H ; en faisant ï = i 8 on obtient le résultat 

X X 
désiré• 

7. PSEUDO-GROUPES ET GROUPOXDES : DEFINITIONS. 
Définition d'un groupoïde. 111,2• -

Un groupoïde est un ensemble K muni d'une loi de compo­
sition, qui en général n'est pas partout définie, mais qui 
vérifie les propriétés suivantes : 

1) Si les produits XY et YZ sont définis, alors les produits 
(XY)Z et X(YZ) sont aussi définis et sont égaux. Réciproque­
ment si (XY)Z ou X(YZ) est défini, alors XY et YZ sont 
déf inis • 
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2) Un élément e de K est appelé une identité si Xe = X 
pour tout X tel que Xe est défini, et eY = Y pour tout Y 
tel que eY est défini. La deuxième condition imposée à K est 
que pour tout X € K il existe une identité e € K telle 
que Xe est défini, et une identité e' € K telle que e'K est 
défini. 

3) Quel que soit X € K , il existe un élément Y € K 
tel que XY et YX sont définis et sont des identités. 

Propriétés immédiates : 

Pour tout X € K l fidentité e telle que Xe est définie 
est unique et sera notée a(X). En effet supposons que ê  et 

soient des identités telles que Xe et Xeg soient définis ; 
puisque (Xe^)e2 est défini (et égal à X) , e-] e2 es^ a u s s i 
défini et e 2̂ = e ^ = 62 . De même l'identité e1 telle que 
e'Z est défini, est unique et sera notée 3(X) . L'ensemble 
des identités sera noté I . Les applications a et p sont des 
applications surjectives de K sur I, car si e Ç I , alors 
cc(e) = p(e) = e . 

En outre on montre sans difficulté que l'élément Y 
tel que XY et YX soient des identités, est unique. Il sera 
appelé l'inverse de X et sera noté X . Noter que 
X~1X = a(X) et XX""1 = p(X) . 

Remarquons nnfin que le produit XY est défini si et 
seulement si a(X) = p(Y) . En effet posons e = a(X) . 
Si XY est défini, (Xe)Y est aussi défini, donc eY aussi, 
ce qui implique e = P( Y) . Réciproquement si 
e = a(X) = p(Y) , alors Xe et eY sont définis, donc (Xe)Y 
est défini, or (Xe)Y = XY . 



- 53 -

La notion de s ou s-group oïde va de soi ; nous nous borne­

rons à préciser l a dé f in i t ion suivante : 

Défini t ion 1 1 1 , 3 » -

Un groupoïde K est d i t t r a n s i t i f s i , quels que soient 

e et e 1 € I , i l exis te X € K t e l que oc(X) = e et g(X) = e 1 . 

Un sous-group oïde K 1 de K est appelé un souz-groupoïde t ransi ­

t i f s ' i l a l e s mêmes ident i tés que K et s i c ' es t un groupoïde 

t r a n s i t i f . 

Déf in i t ion d'un groupoïde d i f férent iable , 111,4• -

Un groupoïde d i f fé ren t iab le est un groupoïde K qui 

v é r i f i e l e s t r o i s conditions suivantes ( [ 3 3; [ 4 ] ) : 

1) K est une va r i é t é d i f férent iable et l 'ensemble I des 

ident i tés est une sous-variété régul ière de K. En outre l e s 

applications a e t g sont d i f fé ren t i ab les et de rang maximum 

(éga l à l a dimension de I ) • 

2) Appelons A l'ensemble des couples ( X , Y ) € KxK t e l s 

que o (X) = P (Y) ; c ' e s t une sous-variété régul ière fermée 

de K x K , car c ' e s t l ' image réciproque de l a diagonale de 

I X I par l ' a p p l i c a t i o n 

( X , Y ) € KxK — ( a ( X ) , 3 (Y) ) € I x l . 

La condition imposée est l a d i f f é r e n t i a b i l i t é de l ' a p p l i c a t i o n 

( X , Y ) Ç A - XY € K • 

3) On exige enfin l a d i f f é r e n t i a b i l i t é de l ' a p p l i c a t i o n 

X 6 K - f 1

 f E , 
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Définition III.5 

Un sous-ensemble K! de K est appelé un sous-groupoïde 
différentiable si î 

1) K1 est un groupoïde différentiable . 

2) E1 est un sous-groupoïde de K. 

3) K' est une sous-variété de K. 

Soit M une variété différentiable et JS(M) l'ensemble 
des jets inversibles d'ordre s dont la source et le but sont 
dans M ; c'est un ouvert de J (M,M) , donc une sous-variété. 
Il résulte du Chapitre II que Ĵ "(M) est un groupoïde diffé­
rent iable ; ses identités sont les jets d'ordre s de l'appli­
cation identique de M ; en tant que variété, l'ensemble de ses 
identités est canoniquement difféomorphe à M. 

Définition d'un pseudo-groupe. III.6.-

Soit M une variété différentiable. Un pseudo-groupe sur M 
est un ensemble P de difféomorphismes locaux de M tel que : 

1) Si f et g ç T et si f 0 g est défini, alors f 0g € r. 
2) Si f € T , alors f"1 Ç T . 
3) D'application identique de M appartient à T. 

4) Si f c T et si W est un ouvert de M tel que W c U(f), 
alors la restriction de f à W appartient à I \ 

5) Etant donné un difféomorphisme local f défini sur un 
ouvert U c M , si quel que soit x € U il existe un voisina­
ge ouvert W de x contenu dans U et tel que f|W Ç T , alors 
f € T . 
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Ce pseudo-groupe T est dit transit if si, quels que soient 
x et y Ç M , il existe f € T tel que f(x) = y . 

On remarque que si V est un pseudo-groupe sur M, l'ensem­
ble J sr des jets d'ordre s des éléments de F est un sous-
groupoïde de JS(M) • Le. pseudo-groupe T est transitif si et 
seulement si le sous-groupoïde JSF est transitif. 

Définition d'un pseudo-groupe de Lie transitif. III.7 • -

Soit F un pseudo-groupe transitif de transformations 
locales de M. C'est un pseudo-groupe de Lie (transitif) 
d'ordre s si les deux conditions suivantes sont réalisées : 

1) l'ensemble J sr a une structure de groupoïde différen-
tiable qui en fait un sous-groupoïde différentiable de JS(M). 

2) un difféomorphisme local f de M appartient à T si et 
seulement si j^f ç J3T quel que soit x 6 U(f) . 

Exemple s_de_22èliâ2zê£2HEâ2«ââ-.ï;i2. : 

L'ensemble de tous les difféomorphismes locaux de M 
est un pseudo-groupe de Lie ; le groupoïde différentiable 
associé est JS(M) • Voici maintenant des exemples non tfiviaux: 

1) Soit G un sous-groupe de Lie de GL(n,\R) , et soit T 
n 

l'ensemble des dif f éomorphisme s locaux f de R tels qu'en tout 
point de U(f) la matrice de l'application différentielle df 
appartienne à G. H est immédiat que T est un pseudo-groupe 
sur M ; nous allons montrer que c'est un pseudo-groupe de Lie 
d'ordre 1. En effet on peut construire un difféomorphisme $ 
de J1(îRn) sur !Rn x lRn X GL(n,R) de la façon suivante s 
à X € J (iR ) on fait correspondre le triplet 
$(X) = (a(X), g(X), M) € lRn X En x GL(n,Rn) , où M est la 
matrice de l'application linéaire T Rn T.(Rn définie par X. 
L'image de J1(T) par 5 est IR x (Rn X G • En effet par défi­
nition de T, $(J1(r)) c (Rn x lRn x G • D'autre part, un triplet 
(a,b,M) ç jRn x Rn X G est l'image par 2 du jet d'une transfor-
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mat ion affine de LRn qui appartient à T, On peut donc transpor-
i ter sur J T la structure de variété différentiable de 

Rn X Kn X G . On vérifie aisément qufavec cette structure J1T 
1 n 

est un sous-groupoïde différentiable de J (R ) et par suite 
T est un pseudo-groupe de lie transitif d!ordre 1. 

Voici deux cas particuliers. Si G = SO(n,R) , alors T \ n est l'ensemble des restrictions à des ouverts de E des dépla-
n 

cements ou mouvements rigides de (R . 
Si n = 2m et si G est l'ensemble des matrices de la 

forme (\J^ ^ ) , alors T est le pseudo-groupe des transforma­
tions analytiques complexes locales de Rn identifié à 0m. 
2) Soit maintenant M un espace homogène d'un groupe de Lie G, 
et soit T l'ensemble des restrictions à des ouverts de M des 
transformations de G. On peut vérifier que T est un pseudo­
groupe de Lie ; en général l'ordre de T sera plus grand que 1. 

8. SOUS-GROUPOTDES TRANSITIFS LE JS(M) ET G-STRUCTURES L'ORDRE s. 

Seit H une G-structure d'ordre s sur une variété diffé­
rent iable M, et soit K(H) l'ensemble des X € JS(M) tels 
que 

X ° H

a ( X ) = H3(X) > 
c'est-à-dire X0z Ç E pour tout z ç ĉt(X) * 

D'ailleurs il suffit que X0z 6 H pour un seul z € ôt(X) 
pour que l'on puisse affirmer que X Ç K(H) . 

Proposition III.3 *-

L'ensemble K(H) est un sous-groupoïde différentiable 
transitif de JS(M) . Si H! est une autre G'-structure d'ordre s, 
K(ll) = K(H') si et seulement si H et H' sont équivalentes. 
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Démonstration : 

On vérifie facilement que K(H) est un sous-groupoïde de 
JS(M) ; ses identités sont celles de JS(M) • Il est transitif ; 
en effet, si z et z1 € H , alors z1

 0 z est un élément 
de Z(H) ; sa source et son but sont 0(z) et g(z ' ) , c'est-à-
dire doux points quelconques de M. 

Soit maintenant U et V deux ouverts de M ; nous suppose­
rons qu'il existe au-dessus de U une section cr de H, et que sur 
U et V il existe des coordonnées locales. L'application 

(x, z) -» z o (a(x))~ 
es "1 

détermine une bijection de U x (TT ) (V) (qui est un ouvert 
de M x Rs ) sur l'ensemble des X € JB(M) tels que cc(X) £ U 
et 0(X) ç Y . Sa restriction à U x (TTS|H)~ 1(V) (qui est un 
ouvert de M x H ) est une bijection sur l'ensemble des 
X € K(H) tels que ct(X) 6 U et p(X) € V . Cela nous permet 
de mettre sur K(H) une structure de variété différentiable 
qui en fait une sous-variété de JS(M). 

De même, on montre que K(H) est un groupoïde différentia­
ble , donc un sous-groupoïde différentiable de JS(M) • 

Passons à la deuxième partie de la proposition III.3« 
Si H et H' sont équivalentes, c'est-à-dire s'il existe 
g € GLs(n,R) tel que H' = Hg , alors on s'aperçoit tout de 
suite que K(H) = K(H') • Réciproquement supposons que 
K(H) = K(H') • Soit zQ 6 H ; on peut trouver g € GLs(n,(R) 
tel que zQg Ç H' ; soit z un élément quelconque de H ; on 
peut trouver X 6 K(H) tel que z = XzQ ; on a alors 
zg = X(zQg) , et c'est un élément de H', car z0g € H' et 
X € K(H') ; donc Hg c H' . On démontrerait de la même façon 
que H'g~1 c H ; d'où finalement H' = Hg . 

Nous rappelons que l'égalité H' = Hg Implique que 
Gt - g~1Gg . 
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Réciproquement, soit K un sous-groupoïde dif férent iable 
. transitif de JS(M) . Soit x un point de M, soit Gs(M,x) le 

groupe des jets inversibles d'ordre s ayant pour source et 
pour but x, et soit G(K,x) le groupe des éléments de K qui 
ont puur source et pour but x. I l est clair que G8(M,x) est 
un groupe de Lie isomorphe à GLs(n,iR) , Quant à G(K,x) , 
c fest aussi un groupe de Lie ; en effet i l s'agit de démontrer 
que 1 ! appl ic at ion 

(X,Y) € G(K,x) x G(K,x) - X 0Y~ 1 6 G(K,x) c K 

est dif férent iable , et cela résulte du fait que G(K,x) est 
une sous-variété régulière de K ; G(K,x) est donc un sous-
groupe de Lie de Gs(M,x) • 

Soit en outre A s(M,x) l'ensemble des jets inversibles 
de source x, et A(K,x) l'ensemble des éléments de K de 
source x. Muni de la projection 0, A s(M,x) est un fibre 
principal de base M ayant pour groupe structural Gs(M,x) . 
Quant à A(K,x) , c'est un sous-fibré principal de A s(M,x) , 
et son groupe structural est G(K,x) • 

Si on remplace le point x par un autre point x f € M , 
on obtient un fibre principal A(K,x') qui est isomorphe à 
A(E,x) ; cela résulte du fait que K est un sous-groupoïde 
transitif, donc i l existe un élément Y € K tel que a(Y) = x 
et 0(Y) = x' ; l'application X -* XY est un isomorphisms 
du fibre principal A(K,x') sur le fibre principal A(K,x) . 

Soit maintenant z un repère d'ordre s au point x, 
n 

c'est-à-dire un jet inversible de source 0 ç (R et de but x. 
On a z~1

 0 GS(M,x) o z = GLs(n,!R) , 
et A s(M,x) 0 z = RS(M) . 

Quant à G = z 0 G(K,x) 0 z , c'est un sous-groupe de Lie 
de GLs(n,(R) , et H = A(K,x) 0 Z est un fibre principal 
de groupe structural G, c'est-à-dire une G-structure. 
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H est facile de se rendre compte que K est l'ensemble 
des X € JQ(M) tels que x

0

H

a ( x ) ~ H0(X) ' autrement dit. 
K = E(H) .En outre, si l'on remplace x et z par x' et z f , 
(vérifiant x' = TT S (Z ' ) ) , on obtient une G'-structure 
A(K,x') 0 z' qui est équivalente à H = A(K,x) 0 z . 

Définition III.8.-

Un sous-groupoïde transitif (différentiable) K de jHl 
sera appelé un groupoïde de Lie d'ordre s. 

Nous signalons que si K est groupoïde de Lie, tous les 
fibres principaux A(K,x) , lorsque x varie dans M, sont isomor­
phes entre eux ; cela a déjà été remarqué ci-dessus. H en 
résulte que, si l'un des fibres principaux A(K,x) est connexe, 
tous les autres le sont aussi. 

Lu théorème III.1 et des constructions précédentes on 
déduit : 

Théorème 111.2.-

Il y a mie correspondance biunivoque entre les groupoïdes 
de Lie K d'ordre s, tels que les fibres principaux A(K,x) 
sont connexes, et les sous-fibrés vectoriels E de JST qui 
vérifient les conditions 1) et 2) du théorème III .1. Cette 
correspondance biunivoque est définie ainsi : à K on fait 
correspondre le fibre vectoriel E déduit des G-structures 
H = A(K,x) Q z associées à K. 
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9. TRANSFORMATIONS INFINITES MALES D!UN P SEIJDO - GROUPE DE LIE . 

Définition 111,9.-

Soit F un pseudo-groupe de Lie d'ordre s sur M. On dit 
qu'un champ de vecteurs 8 défini sur un ouvert U c M est une 
transformation infinitésimale de T (ou un T-champ de vecteurs) 
si pour tout x 6 U il existe un voisinage W de x (W c u) 
et une famille différentiable f̂  d'éléments de T définie sur W, 
tels que 9 |w est le champ de vecteurs déduit de f̂ , 

Soit J sr le groupoïde associé à r, et soit E(T) (ou 
tout simplement E, s'il n'y a pas danger de confusion) le 
sous-fibré vectoriel de JST associé à J sr suivant la construc­
tion du paragraphe précédent. Cette construction a fait inter­
venir une G-structure H associée au groupoïde JSI\ 

Proposition III.4.-

Soit 8 un champ de vecteurs défini sur un ouvert U C M ; 
les trois assertions suivantes sont équivalentes : 

a) 8 est une transformation infinitésimale de T. 

b) le groupe local à un paramètre engendré par 8 est consti­
tué de transformations locales appartenant à T. 

c) 6 est une solution du système d'équations aux dérivées 
partielles E(F) (c'est-à-dire j^8 £ E(T) pour tout x 6 U ) . 

x 
Démonstration : 

H est clair que les éléments de T sont des automorphis­
me s locaux de la G-structure H ; la réciproque est aussi vraie, 
à cause de la définition III.7 (condition 2)) . Puisque les 
éléments de T sont les automorphismes locaux de H, les trans­
formations infinitésimales de F sont les automorphismes infi­
nitésimaux de H. Il ne reste plus qu'à appliquer la proposi­
tion III.2. 
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Soit ©(T) 11 en semble des T-champs de vecteurs, et 
JS©(T) l'ensemble de leurs jets d'ordre s. H résulte de la 
proposition III.4 que Js©(r) C E ( T ) ; mai en général 

JS©(T) j E(T) . 

Définition I I I . 10.-

S'il se trouve que Js©(r) = E(T) , on dit que le pseudo-
groupe T est régulier, 

les exemples de pseudo-groupes de lie donnés à la fin 
du §7., sont tous réguliers. 

10. NOTIONS SUR LES FAISCEAUX. 

Définitions III.11.-

Soit M un espace topologique. Un faisceau E sur M est la 
donnée d'un ensemble E(U) associé à chaque ouvert U c M , ainsi 
que la donnée d'une application RĤ  de E(U) dans E(V) chaque 

U 
fois que V eu ; ces applications Ry doivent vérifier les 
propriétés suivantes : 
1) R̂  = I , quel que soit l'ouvert U. 

2) si W c V c U , alors RJJ = 0 Ry . 
3) si (V ) c » est un recouvrement ouvert de l'ouvert U 
(V c: U , pour tout a Ç A ) , si à chaque V on associe un 
élément € d e " t e l l e s o r " t e ÇLue 

quels que soient a et p 6 A , alors il existe un élément 
unique a ç E(U) tel que Ry ( a) = , pour tout a 6 A . 

a 
Les éléments de E(U) s'appellent sections du faisceau 

au-dessus de U ; l'application Ry s'appelle restriction à V ; 
très souvent on écrit Ry( cr) = ajv . 
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Exemples : 

Les exemples que nous allons rencontrer seront des fais­
ceaux de champs de vecteurs sur une variété différentiable M ; 
si à tout ouvert U CM 1 on associe l'ensemble de tous les 
champs de vecteurs ( dif férent iable s) sur U , il est clair 
qu'on obtient un faisceau. - Plus simplement encore, les 
fonctions ( différent iable s) définies sur des ouverts de M 
forment un faisceau, et ce faisceau détermine la structure de 
variété différentiable de M. 

Germes d'un faisceau. 

Soit F un faisceau sur M. Soit x € M et soient cr et g1 

deux sections de E définies sur des ouverts de M contenant x ; 
on dit que a et cr' ont même germe au point x s'il existe un 
voisinage ouvert V de x tel que les restrictions de a et cr' 
à Y soient égales. îlous avons ainsi défini une relation d'équi­
valence sur l'ensemble des sections de E définies au voisinage 
de x ; les classes d'équivalence s'appellent les germes au 
point x. 

L'ensemble des germes du faisceau E sera encore noté P ; 
l'application canonique de P sur1 M sera notée P ; c'est l'ap­
plication qui à un germe au point x associe le point x. 
L'ensemble P (x) des germes au point x sera appelé fibre 
du faisceau au-dessus de x et sera noté E . Si a est une sec-

.A. 
tion du faisceau définie au voisinage de x, son germe au point x 
sera noté a ; si a 6 E(U) , on peut associer à a une section 

-A. 
de l'ensemble des germes du faisceau au-dessus de U, à savoir : 

x G U -» cr ; 
x 

cette section sera encore notée cr. 
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H est possible de mettre sur l'ensemble des germes du 
faisceau une topologie telle que E(U) puisse être identifié 
avec l'ensemble des sections continues de cet ensemble de 
germes au-dessus de U, quel que soit l'ouvert U CM . Nous 
nous contentons de signaler ce fait car notre but est simple­
ment de justifier l'habitude d'identifier un faisceau avec 
l'ensemble de ses germes, muni de la topologie à laquelle nous 
venons de faire allusion, 

Revenons maintenant au faisceau des champs de vecteurs 
sur une variété différentiable M, Supposons que les champs de 
vecteurs 8̂  et 01 ont même germe au point x, ainsi que 
82 et 8?2 ; on remarque alors que : 

k k 
1) 3Y8, = J pour tout entier k fini ou infini. 

X | X | 

2) X8^ et X8'^ ont même germe en x, quel que soit le nombre 
réel X. 
3) 8̂  + 8 2 et 9'^ + 8'g ont même germe en x. 
4) E _ T £8 ! . j ,8 '2] ont même germe en x. 

la première propriété implique qu'il existe une applica­
tion qui à tout germe y de champs de vecteurs associe son jet 
d'ordre k (quelconque) au même point ; ce dernier sera encore 
noté j"̂ Y • Les trois dernières montrent que l'ensemble des 
germes de champs de vecteurs au point x est muni d'une structure 
d'algèbre de lie . 

En nous plaçant à un point de vue plus abstrait, nous 
donnons la définition suivante : 

Soit E un faisceau sur M. Si E(U) est muni d'une 
structure de groupe (resp. d'espace vectoriel, resp. d'algèbre 
de Lie), quel que soit l'ouvert U c M , et si toutes les 
applications de restriction Ry sont des homomorphismes de 
groupes (resp. des applications linéaires, resp. des homomor-
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phismes d'algèbres de Lie), alors on dit que F est un faisceau 
de groupes (resp. d'espaces vectoriels, resp. d'algèbre s de 
Lie) . On montre alors sans difficulté que chaque fibre du 
faisceau peut être munie d'une structure de groupe (resp. 
d'espace vectoriel, resp. d'algèbre de Lie, etc . . . ) . 

Soit maintenant T un pseudo-groupe de Lie d'ordre s 
sur une variété différent iable M, et soit ©(T) l'ensemble 
de ses transformations infinitésiraales ; il est clair que 
©(T) est un faisceau de champs de vecteurs sur M. Identifiant 
ce faisceau avec l'ensemble de ses germes, on dira que ©(T) 
est le faisceau des germes des transformations infinitésimales 
de P. Comme il a été indiqué dans la démonstration de la 
proposition III.4, les sections du faisceau ©(T) sont les 
automorphismes infinitésimaux d'une certaine G-structure H, 
ce sont donc les champs de vecteurs 9 tels que ps8 soit 
tangent à H, et on reconnaît ainsi que ©(T) est un faisceau 
d'algèbre s de Lie. 

11. PSEUDO-GROUPES LE LIE INF IN ZOE SIM AUX. 

Définition I I I . 12.-

Un pseudo-groupe de Lie infinitésimal, d'ordre s, 
(transitif), sur une variété dif férent iable M, est un faisceau 
© de germes de champs de vecteurs sur ¥l vérifiant les proprié­
tés suivantes : 

1) Ô est un faisceau d'algèbre s de Lie. 

2) un champ de vecteurs 8 défini sur un ouvert U c M est 
une section de © si et seulement si j j € J ô , pour tout 

x 
x € U , où Js© est l'ensemble des jets d'ordre s des germes 
du faisceau ©. 
3) J°9 est un sous-fibré vectoriel de JST. 
4) L'application p s ; Js9 -» I est surj e clive . 
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Soit J^Q la fibre de Js© au-dessus du point x € M . 
La condition 3) est équivalente à la suivante : 

3 bis) La dimension de l'espace vectoriel Ĵ Q ne dépend pas 
x 

de x. En effet, à cause de la condition 1) , pour tout x ÇM , 
© est un espace vectoriel ; soient 9̂ , 8̂  des sec­

tions de © telles que j ^ 9., 9 forment une base de 
s 0 0 

Jx © ; si x est dans un voisinage suffisamment petit de xQ , 
o 

3̂ 6 sont encore des vecteurs linéairement indépen-x i x q 
dants de Ĵ Ô • Si donc on suppose que la dimension de Ĵ © 
est toujours celle de © , alors d^81f j^9 forment 

x

0

 x 1 x Q. une base de Ĵ © ; et on en déduit que Js© est un sous-fibré x 
vectoriel de JST. 

La condition 2) signifie que 8 est une section du fais­
ceau © si et seulement si j s8 est une section du fibre vec­
toriel Js© . Quant à la condition 4), on dit qufun faisceau © 
d'algèbres de Lie de champs de vecteurs est transitif si elle 
est vérifiée • 

Si T est un pseudo-groupe de Lie d'ordre s sur M, le 
faisceau ©(T) des germes des T-champs de vecteurs n'est en 
général pas un pseudo-groupe de Lie infinitésimal, car si les 
conditions 1) et .2) sont alors vérifiées, il n'en est pas de 
même des conditions 3) et 4) . 

Cependant si T est un pseudo-groupe de Lie régulier 
(c'est-à-dire si JS©(T) = E(T) ) , on voit tout de suite que 
©(T) est un pseudo-groupe de Lie infinitésimal. 
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Nous allons montrer que tout pseudo-groupe de Lie infi­
nitésimal peut être associé à un pseudo-groupe de Lie régulier 
[6]. 

Théorème III.3»-

Soit 0 un pseudo-groupe de Lie infinitésimal dfordre s 
sur la variété différentiable connexe M. H existe un pseudo­
groupe de Lie T, transitif et régulier, tel que 0(T) =0 . 

Nous décomposerons la démonstration en trois parties : 

1ère partie : Construction de T. 

Posons E = Js0 . Nous allons montrer que E vérifie les 
conditions 1) et 2) du Théorème II I .1 . La condition 1) est 
la condition 4) de la définition I I I . 12 ; passons à la condi­
tion 2). Soit cr une section de E au-dessus d'un ouvert U CM ; 
pour tout x̂  6 U , il existe un voisinage ouvert V de x 
(V eu) et des champs de vecteurs 0^, 9̂  , sections de 0 
sur V, tels que 3^9., forment une hase de E pour 

x j x q x 
tout x € V ; on peut donc écrire a = ) f^(x) j S 9. , où les 

Lu 1 XX 
i=1 

f̂  sont des fonctions dif férent iable s définies sur V. En uti­
lisant la formule III.5 et la condition 1) de la définition 
I I I . 12, on démontre que E vérifie la condition 2) du théorème 
III .1 . Comme il a été vu au §8., nous pouvons associer à E 
un groupoïde K, tel que les fibres principaux A(K,x) sont 
connexes. Soit P l'ensemble des difféomorphismes locaux de M 
dont tous les jets d'ordre s sont dans K ; manifestement T est 
un pseudo-groupe sur M. Nous allons montrer que J sr = K , 
car si nous avons démontré cela, le théorème III.3 est démontré. 
En effet, si J sr = K , T est un pseudo-groupe de Lie d'ordre s 
sur M, K est son groupoïde K(T) et E = E(T) .Les transforma­
tions infinitésimales de T sont les champs de vecteurs 9 
tels que j s0 soit une section de E = JSQ (proposition III.4) 
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ce sont donc les éléments de Q (condition 2) de la définition 
I I I .12) , autrement dit 0 = Q(T) . Puisque E = Js9 , 
T est un pseudo-groupe de lie régulier. 

Il s'agit donc de démontrer que, quel que soit X 6 K , 
il existe f Ç T tel que X = D^^f • 

En fait nous allons démontrer ceci : quel que soit 
x c M , il existe dans K un voisinage W de I® tel que 

0 xo xo 
tout X € Wx est le jet d'un élément î ç T : X = 3^(x) f • 

o 
Car cela implique que JSP contient un voisinage ¥ de 

l'ensemble des identités de K, à savoir W = U W ; et puis-
xQÏ x 

que J T est un sous-groupoïde de K, nous en déduisons que 
J sr = K , à cause du lemme suivant. 
Lemme .-

Soit K un groupoïde différentiable transitif tel que, 
pour tout x 6 I (ensemble des identités de K), le fibre 
principal A(K,x) (ensemble des X ç K tels que a(X) = x ) 
est connexe. Soit W un voisinage de I dans K ; K est engendré 
par W. 

Démonstration : 

Soit K' le sous-groupoïde de K engendré par W, et soit 
x € I une identité quelconque. Dans A(K,x) nous pouvons 
ééfinir une relation d'équivalence, en disant que X et Y 
€ A(K,x) sont équivalents si Y 0 X Ç K' . La classe d'é­
quivalence d'un élément X ç A(K,x) est A(K',3(X)) 0 X . 
Or A(K',p(X)) contient un voisinage de g(X) dans A(K,g(X)), 
à savoir W n A(K,g(X)) ; on en déduit que la classe d'équi­
valence de X contient un voisinage de X dans A(K,x) ; par 
conséquent les classes d'équivalences sont des ouverts de 
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A(K,x) • Puisque A(K,x) est connexe, il ne peut y avoir 
qu'une seule classe d'équivalence ; par conséquent 
A(K',x) = A(K,x) ; d'où K = K' • 

Nous allons construire une sorte d'application exponen­
tielle de E dans K. 

Soit x 6 M , et soient Q,9 0 des champs de o ' 1 ' QL 
vecteurs de Q tels que 3̂ 0̂ . • D" 0 forment une hase 

x i x q 
de E pour tout point x d'un voisinage U de x • Soit x £ U 
et soit T 6 E ; on peut écrire T = ) a. .;j'9- • où les 

X Lmmi ! X JL 
a. fîî ; posons ^T

 = E a i ®i * 
Il existe dans E un voisinage V de l'origine de E , 

X X 
o o 

tel que si r Ç V , le groupe local à un paramètre f r 
o 9 

engendré par 0 est défini pour |tf < € , où e est un cer­
tain nombre réel strictement positif; en choisissant V 

xo 
assez petit, on po.ut faire en sorte que e > -j . 

Nous voulons démontrer que tous les éléments f ^ 
sont dans T. Soit H = A(K,x) 0 z une G-structure associée 
à K (voir §8.) ; puisque 3*S$T

 e s ^ 1 1 1 1 6 section de E, 0 est 
un automorphisme infinitésimal de H (proposition III.2) , 
donc tous les éléments f . sont des automorphisme s locaux 
de H, c'est-à-dire % 

P s f T > t ( C ) € H , si C € ( T T S r 1 ( U ( f T > t ) ) n H , 
autrement dit : 

3'j3(X)f o x o z 6 A(E,x) o z , 
pour tout X 6 A(K,x) tel que p(X) € U(f m . ) • 

T,T> 
Cela implique que 3g(x) f e ^ 9 e _ b 1 * 0 1 1 e n déduit que 
f

T , t « r • 
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Posons t( T) = f <. si T 6 V ; t est une appli-
x T , I xQ 

cation différentiable définie sur V c E et prenant ses 
xo 

valeurs dans K. Un calcul, que nous ne reproduirons pas ici, 
montre que le rang de ^ est égal à la dimension de K. 

Donc 11 image de <r est un voisinage ouvert W de 1̂  
xo xo 

dans K. Cela veut dire que tout élément de W est le jet 
xo 

d'ordre s d'un élément fT ^ € T . 
Au cours de la démonstration nous avons obtenu le 

résultat suivant 

Corollaire.-

Soit T un p se udo-groupe de Lie d'ordre s, réguler, 
défini sur la variété M. Pour chaque point x de M il existe 
un voisinage W dans Jsr de I s (z ) tel que "but élément 
X € W est le jet d'ordre s d'une transformation qui appar­
tient à un groupe local à un paramètre d'éléments de I\ 

12. JETS D'ORDRE INFINI DES CHAMPS DE VECTEURS DE Q. 

Soit x un point fixé de la variété M. Nous allons noter 
par 5) l'ensemble des jets d'ordre infini de source x des x 
champs de vecteurs définis dans un voisinage de x. 3D a une 

x 
structure naturelle d'algèbre de Lie, définie par le crochet 
des champs de vecteurs. 

Soit alors © un pseudo-groupe de Lie infinitésimal 
défini sur la variété M. Pour tout x £ M nous noterons par 
L ( ©) le sous-ensemble de S des jets d'ordre infini de 

X X 

champs de vecteurs de © définis dans un voisinage de x ; L (©) est une sous-algèbre de Lie de S . La variété M x x 
étant supposée connexe, si x, x' sont deux points de M 
alors L__( ©) et L . (©) sont isomorphes comme algèbres de 

X X 

Lie. En effet, soit 9 une section de © définie dans un voisi­
nage de x et supposons que 9 est le champ de vecteurs déduit 
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d'une famille cp̂  d'éléments de T (où T est le pseudo-groupe 
de Lie engendré par © d'après le théorème III.3) • Soit f € T 
tel que f(x) = x' • Alors le champ de vecteurs déduit de la 
famille différentiable f 0 cp̂  0 f coïncide avec df ( 9) 
dans un voisinage de x'• Lonc df ( 9) est un champ de vecteurs 
de © et l'application 9 df( 9) induit un isomorphisme 
d'algèbre s de Lie de L ( ©) sur L .(©) • 

x x 


