A. MARTINS RODRIGUES
Chapitre I G-structures d’ordre 1

Cours de Uinstitut Fourier, tome 2 (1969), p. 1-18
<http://www.numdam.org/item?id=CIF_1969 2 1_0>

© Institut Fourier — Université de Grenoble, 1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Cours de I’institut Fourier » implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CIF_1969__2__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Chapitre I

G-STRUCTURES D'ORDRE 1.

1. NOTATIONS.

Toutes les variétés différentiables et toutes les applica-
tions différentiables que nous considererons seront supposés de
classe C®. Les variétés seront aussi supposées paracompactes.
Soit U un ouvert de M et o ¢ U = R" une carte locale définie
sur U, Soit ﬂi : R* =R 1a projection

i 1

TT H (a, LU ] an)h—)al

On notera la fonction coordonnde m* o ® par xT et souvent la

carte locale (U, @) par (U, x1, cer, )

*

Soit M une variété, x ¢ M . On notera par T M, ou M_,
1'espace tangent en M en x, et TM le fibré tangent a M ; par

® s
TXM‘ l'espace cotangent en x, et T*M  le fibré cotangent.

Soient M et N deux variétés, et & : M = N une application

différentiable. On notera déX : TXM - T@(X)I la différentielle
de &, et

* 4
6§X : TQ(X)N - TXM sa transposeée.

Si X est un champ de veckurs sur ML et p ¢ M un point
quelconque, XP désignera la valeur de X en p ; de méme si w est
une forme différentielle sur I, on notera wp la valeur de w au

point p.



2. FIBRES PRINCIPAUX.

Définition 1.1.-

Soit G un groupe de Lie, E une variété, On dit que G opére
& droite sur E si on se donne une application différentiable
EXG = B
(x, &) F—%8
telle que :
1) x.(g.8,) = (xg,) .6,

2) x.e = X

quels que soilent x dans E, gy €% 85 dans G ; e désigne 1 ¥ ément
neutre. Cn dit que G opeére transitivement sur E si pour tous x, ¥y
dans E, 11 existe g dans G tels que y = xXg 3 si cet élément

egt unique, on dit que le groupe opeére simplement transitivement.

Définition 1.2.-

Un espace fibré principal différentiable (e.fip.) est un
quatuor (P, ¥, m, G) ol
10) P et M sont des variétés différentiables
2°) m : P - M une surjection différentiable
3°) G un groupe de Lie opérant & droite sur P
en sorte que tout x ¢ M admet un voisinage ouvert U tel qu'il
existe un difféomorphisme

5 : m(0) - Uxe

pr~ (m(p), ¥(p))
satisfaisant la condition &(pg) = (m(p), ¥(p).g) .



I1 s'ensuit que G opére simplement transitivement sur les fibres ;
on appelle M 1l'espace de base, P 1l'espace fibré, G le groupe struc-

tural, ™ la projection.

Une application différentiable o : U = P g'appelle une
section au-dessus de U si 7, o = Id; . La définition 1.2 entraine
que tout point de M admet un voisinage U tel qu'il existe une
section o au-dessus de U. Soient 0, et 05 deux sections sur U et
A:U=~G définie par 01(x) = oz(x) A(x) . L'application A est
différentiable, car si U est un ouvert qui satisfait la condition
de la définition 1.2, avec les notations de la définition,

-1
A= (Yoap)” (Yo0,)

Soit (Ua)a c I un recouvrement ouvert de M et Ua une
section sur chaque Ua‘ Si Ua n UB n'est pas vide, on définit
8aB ° Ua n UB - G par la condition

0, (%) = 0g(x) g,g(x) .
Les applications 8B ? dites fonctions de transition, du recou-

o = : s .
vrement ¢ <Ua)a c 1 satisfont les conditions :

1) 8aq est constante et égale & e, 1'élément neutre de G.

2) &up = &gy
3) si Uy NUg N UY £ 3 , €up'8py-Eyq = € Sur Uy N Ug N UY .

~1
Si x €M, m(x) est une sous-variété fermée régulidre de P,

difféomorphe & G, appelée fibre en x de P. Soit ¥ un ouvert de M :
-1 -1
( mw), ¥, 7 wW), G) est un espace fibré principal de fagon

évidente, appelé restriction de (P, M, m, G) & W.



Exemple : FPibré des reperes.

Soit M une variété différentiable de dimension n. Un repére
d'origine x ¢ M est une base (e1, ceey en) de T M. Soit B(11)
1'dénsemble de tous les replires et m : B(M) - M 1la surjection

qui fait correspondre a un repére son origine.

Tout d'abord B(M) se munit d'une structure de varidté diffé-

rentiable de la fagon suivante ¢ soit Vi un recouvrement de M par
-1

des ouverts de coordonnées, et U, = n(Vi) .81 x €V, , et
-1
b € ﬂ(Vi) , b est une base (e1, ceny en) de DM, et chague e
s'éerit
—. \

2. = a . -—§-—-

J % Jk 5K
gy eeey X désignant les coordonnées sur la carte Vi’ et les
&5y des fonctions C® de x. Soit

n+n?

o, 3 Ui - R

.

ceey )

b (x1, ceey X an

n? 21

1’
Il est clair que les oy forment un atlas différentiable de B(W),
et clest la structure de variété ainsi définie que 1l'on congide-

rera toujours sur B(M).

On va mantenant faire opérer sur la variété B(M), le groupe

de matrices carrées d'ordre n inversibles & coefficients réels,

3

GL{n,R). Si g € GL(n,R) , g = (gij) , on posera, avec les

notations précédentes,

b.g = (e'1, ceey €1 )

n



t —
ej'zgi;j ®i
i

L'action ainsi définie de GL(n,R) sur B(M) est clairement diffé-
rentiable, et en considérant les applications
@; 2 Uy =V, x GL(n,R)

b = (1), (aj,))

on vérifie aisément que le quatuor (B(M), M, w, GL(n,R)) est un

e.f.p., appelé fibré des repéres sur la variété .

Définition 1.3.~

Soit (P, M, G, ™ et (P', M', G', ') deux e.f.p. et
p ¢ G = G!
un homomorphisme de groupes de Lie. Une application h : P = P!
différentiable est appelée homomorphisme d'e.f.p. associé & p si
h(pg) = a(p) r(g) P €EP, g €G .
Un homomorphisme conserve donc les fibres, et induit h : M - M!

faisant commuter le diagramme

P —2 P
g !
v - v
M —2—

S'ils existent deux homomorphismes h ¢ P - P' et h' : P' =P
agsociés aux homomorphismes P ¢ G = G' et p' ¢ G' = G tels
que h'gh = Idp sy hoh' = Idp, , alors P et P' sont dits isomor-

phes.
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Soit G un groupe de Lie, M une variété difféentiable et
P=MxG , m: P =3 la projection naturelle. G opere a droite
sur P par la condition

(x,n) .g = (x, hg) x €M, h,g €G .
(p, M, ™, G) est appeléd alors l'e.f.p. trivial de base M et de

groupe structural G.

Définition 1.4.-

Un e.f.p (P', M', G', M) est un sous-e.f.p (s.e.f.p.) de
(P, M, G, ™ si:
1) P! est une sous-variété de P
20) G' un sous-groupe de Lie de G
3°0) mw o= n|p!
4°9) 1l'inclusion i : P' = P est un homomorphisme d'e.f.p par

rapport & l'inclusion de G' dans G.

On utilisera le théoréme suivant (S. Sternberg, Lectures

on Differential Geometry, Ch. II, th. 2.1.).

Théoréme 1.7.-

Soit M un ensemble, (Ui)iel un recouvrement dénombrable
de M et (mi)iel une famille de bijections des U, sur des varid-
tés différentiables M, telles que :
1°) si 7p,qg €M ils sont soit dans le méme U, soit dans deux
Ui disjoints.
20) mi(UiﬂUj) est un ouvert de M, quels que soient 1 et j dans I

39) ©. 0 @1—1

3 est un difféomorphisme de mi(Uint) sur mj(UiﬂUj).

Alors il existe sur M une unique structure de variété diffé-
rentiable telles que les Ui solent des ouverts de la topologie de

M et les @i des difféomorphismes de Ui sur Mi‘



On peut maintenant énoncer le théoreéme suivant :

Théoréme 1.2.-

Soit (P, M, G, ) un e.f.p et (Ua)QEI un recouvrement
ouvert de M, tels que deux points de M soient ou dans un méme Ua’
ou dans deux Ua disjoints. Soit en outre Oa une section de
Ua -+ P pour chaque a, et G' un sous~groupe de Lie. Supposons

que les fonctions de transition

: Ua NU, = G

Sap B
soient & valeurs dans G', Il existe alors un et un seul sous-e.f.p

(p*, M', G', ) de (P, M, G, M tel gque chaque g, Soit une sec-

fion de P'.
DEmonstration :
On doit nécessairement poser P' = U P'a , avec P'a
Pr, = {oa(X).gla €I, x €U,, g € G'}
et
m o= n|p

On a alors ﬂ'°1(Ua) =P', « On sait que les applications diffé-
rentiables 8o8 * étant a valeurs dans G', et différentiables comme
applications de Ua n UB dans G, sont différentiables comme appli-
cations de Uq N Uﬁ dans G!'.

Soit ma : UaxG' - P'a

(x,8) = o (x) .8 .

Le recouvrement {P'a} de P', les bijections m;1 de P'a sur les

variétés Ua X G' satisfont les conditions du Théoréme 1.7.



Ceci munit P! d'une structure de variété différentiable. Les

diagramme s

U_xG' T, o5
o] ’ a
o
U xG -——————— P
[/ a
-1
(ou éa est 1'isomorphisme de U XG et Pa = ﬂ(Ua) donné par la

structure d'e.f.p de P) montrent que P' est une sous-variété de P.
Il est clair alors que le guatuor (P', M, w', G') est un sous-efp

de (P, M, m, G).

G~STRUCTURES »

Définition 1.5.-

Soit G un sous-groupe de Lie de GL(n,R), et M une variété
différentiable de dimension n. Une G-gtructure sur M est un

s-e.f.p de B(1), de groupe structural G.

Soit ¥ 1l'espace fibré de la G-structure : wliX sera notée

simplement T ; et on notera souvent par ¥ la G-structure elle-méne.

Exemple 1 :

G = {e} , € élément neutre de GL(n,R).

La fib%e est ici réduite & un point, et la donnée de la
G-gtructure équivaut & la donnéde d'une section globale o : M ~B(M)
si une telle scction existe, la variété M est dite parallélisable.

C'est le cas en particulier des groupes de Lie.



Exemgle 2

G = GL(n,R)+, sous-groupe de GL(n,R) de matrices & détermi-
nant positif. Une variété munie d'une telle G—Structure est dite
orientée.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension n, soit B
1l'ensemble des bases de V, on congidere comme équivalentes deux
bases entre lesquelles lé passage se fasse par une matrice de
G-L(n,[R)+ ¢ i1l n'y a gque deux classes B1 et B2 s chacune étant
appelée une orientation de V. L'ensemble d'un espace vectoriel V
et d'une orientation s'appelle un espace vectoriel orienté ; si
V est orienté, les bases appartenant & 1'orientation choisie seront

appelées bases orientBes positivement, les autres bases orientées

négativement .

Propogition 1.1.-

La donnée d'une GL(n,R)+—structure est équi%alente a4 la
donnée d'une application qui a ohéque point x de M associe une
orientation de TXM, de telle fagon que tout point de M admette
un voisinage U et n champé X1‘.;. Xh sur U, tels que
(X1)p, cees (Xn)p soit une base orientée positivement de TPM
Yp €U .

En effet soit X et une ¢L(n,R) T-structure, U, un reoouvrement
ouvert de M et Oy Ua - X une section au-dessus de U, Il suffit
de prendre comme orimntation sur DM la classe commune de cd(x).g,
g € GL(n,B)+ . Inversement, l'dxistence locale des champs (Xi)

permet de construire une unigue GL(n,B)+—structure sur M d'apres

le théoréme 1.2.
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Exemgle 3

i s e Wi iy s o Sy

¢ = SL(n,R) = {g € GL(n,n) |det g = 1} .

Proposition 1.2.-

La donnée d'une SL(n,R)-structure équivaut & la donnde d'une

forme différentielle de degré n, non nulle en tout point.

Soit en effet X une SL(n,R)-structure, Ua un recouvrement
ouvert, et Oy des sections au~dessus des Ua' Falsons
e
= ceey € : on définit r U n~-for ar
Ty, iea1, , ban} é sur U, la me W, par la

¢ - 7 1 Y = S =
condition ua(e veey €. ) 1 .8ur U, NTUg, o wg car

a1? an o
les fonctions de transition sont & vaeurs dans SL(n,R). On obtient

ainsi une forme volume w sur I définie par w!Ua = Wy .

Inversement, soit donnée une n-~forme w sur I, non nulle en
tout point. Sur chaque ouvert de coordonnées Ua 11 existe des
champs de vecteurs X

at?
en chaque point et tels que

y linéairement indépendants

L ]

X
on

W(Xﬁ1’ ceey an) = 1

en tout point de Ua' Soit Oy Ua - B(1M) 1la section

0g(¥) = {(Zy)pr woer (Bg)y} -
Alors les fonctions de transition gaB sont & valeurs dans
SL(n,R) . Par le théoréme 1.2 il existe une SL(n,R)-structure X
tel que chaque Oy s0it une scction de XC. Il est clair que X esgt

l'ensemble des repéres {81, ooy en} tels que w(e1, cesy en) = 1,
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Exemple 4 :

¢ = o(n,®) = {g € cL(n,R)|’se = I}
Une variété munie d'une O(n,R)-structure s'appelle une variété

riemannienne.

Définition 1.6.-

Une métrique riemannienne sur une variété est une forme
différentiable, bilinéaire symétrique, qui induit sur chaque espa-

ce tangent TiM une forme quadratique définie positive.

Proposition 1.3.~

La donnée d'une 0(n,R)-structure équivaut & la donnéde d'une

métrique riemannienne.

Ta démonstration est analogue & la démonstration de la

proposition 1.2.

Exemple 5 :

G = 80(n,R) = 0(n,R) N SL(n,R)
La donnéde d'une telle G-structure équivaut & la donnée d'une

métrigque riemannienne et d'unc orientation.

Exemple 6 ¢

B :
¢ ={g= @ C) A € CL(p,R), C e GL(n—p,R),
B € M(px(n-p) ,|R)}
(G s'identifie au sous-groupe des opérateurs lindaires dans R*
gul conservent le sous-cspace engendré par les p premicrs vecteurs

de base).
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A 1'aide du théoréme 1.2 on démontre qu'une telle G-structure
dgquivaut & la donnée d'une distribution différentielle de dimen~

sion p sur M,

A -B
¢ = {g ecn(en,R) | g-= QB A) 8,8 € H(n,R) )

G est isomorphe au groupe lindaire complexe GL(n,C).

Une telle G-structure s'appelle une structurc presque complexe.

Proposition 1.4.-

TLia donnde d'une structure presquc complexe équivaut a la
donnée d'une structure d'espace vectoriel complexe sur chague
cspace tangent TXM, compatible avec sa structure d'espace vecto-
riel réel, et telle que, si JX : TXM - TkM désigne la multipli-

] .
cation par le nombre complexe 1 = ,/~1 le champ de tenseurs L d

goit différentiable.

Démonstration

Supposons d'abord M munie d'une G-gtructure : M est alors
de dimengion 2n. Soit {Ua} un recouvrement ouvert de M tel qu'il

existe sur chaque Ua une section Ty de la G-structure : soit

Oa(X) = <Ga1, s ey ean, fa1, e 0y fan>

Posonse

9 I 0 _ .
legs = fy5 lfaj = €43 (1 £33 <n)

on définit ainsi une structure d'espace vectoriel complexe sur

T M. Quand X ¢ UanUB y les fonctions de transition étant dans &,
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les deux structures complexes définies sur TiM par o, et Og
s'averent compatibles, ce qui munit M d'une structure presque

complexe .

Inversement, soit M une variété presque complexe, et Ua un
recouvrement par des ouverts de coordonnées. Il existe sur chaque

Ua 2n champs

Xa1’ l.., Xan’ Ya1, Q.., Yan
vérifiant
X .=x v .= X ( '
25 = Yo Laj-—aj 1€3 sn) .

Soit o, : U, = B(M) 1la section définie par

Gd(x) = C(Xa1)x’ ce (Xﬁn)x’ (Yd1)x’ see (Yan)x>
Si x € UanUB 1'unique matrice g € GL(2n,R) amenant oa(x) sur
od(B) est dans G, et le théoréme 1.2 fournit la G-structure

désgirée,

ISOMORPHISME DE G-STRUCTURES. G~STRUCTURES TRANSITIVES ET INTE-
GRABLES.

Soient M1 et M2 deux variétéds différentiables et ® M14M2
un difféomorphisme. On peut prolonger @ en un isomorphisme d'es—
paces fibrés principaux

® : B(M,) = B(iL,)
de la fagon suivante : si (e1...en) est un repére en x €M

alors 5((61,...,en)) est le repére (dmx(e1),...,dmx(en)) dans
Tm(x)MZ . @ est un difféomorphisme de B(M1) et B(M2).
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Définition 1.7.-

Soient K1 et KZ deux G=structures sur la variété M. Un

isomorphisme de ¥., wur KZ est un difféomorphisme o de M, sur M2

1 1
tel que $(K1) = Kg . 51 un tel isomorphisme ¢® cxiste, K1 et KZ
sont dik isomorphes ; alors m_1 c¢st un isomorphisme de Kg sur X

1

si %1 = KQ , On dira que o est un automorphisme de K1 .

Soit U1 un ouvert de M1 ; on notera K1}U1 la restriction

de K1 a U1 : c'est une G-structure sur U1. Soit U2 un ouvert de

sur KZ de U1 et de tout

et 3C2|U2. On définit de méme les

M2 ¢ un isomorphisme local de K1

U2 est un isomorphisme de K1!U1

automorphismes locaux d'une G-structure X,

Une G-structure ¥ est localement homogéne si quels que
soient x et y dans M, il cxiste un automorphisme local ®, défini

au voilsinage de x, tel que o(x) = A

Une G-structire X est transitive sl quels que soient p et g
dang X il existe un auvtomorphisme ¢ local, défini au voisinage

de m(p), tel que o(p) =q .

Exemples :

— e ey s e e e, e

10) Soit G = 0(n,R) , I, et M, deux variétés riemanniennes.

Un difféomorphisme o de M1 sur M2 est un isomorphisme de struc-

ture riemannienne si et seulement si 5@(g2) = 8, olt g et g,

sont les métriques riemanniennes de M, et M c'est-a-dire si

1 2’



et seulement si o est une isométrie.

n-1

En particulier, soit S la sphere

{x e B* | x% + ae. + xﬁ = 1}

munie de la métrique riemannienne induite par R" : on démontre
que ses automorphismes sont les restrictions & Sl des déplace-

ments de R" qui conservent l'origine fixe ; cette structure

riemannienne est transitive.

209) Soit G = GL(n,C) considéré, (cf. 3., exemple 7),

comme plongé dans GL(2n,R). Un isomorphisme o : M, =M, est

un difféomorphisme dont la différentielle dmx en tout point

est un isomorphisme des espaces vectoriels complexes de TX'M1

sur TXMZ'

1

Soient X', ..y x* les coordonnées canoniques sur R®

alors xX = —é—, cees —§¥>X fournit une section de B(R%), ce
ax1 xn

qui permet d'identifier B(R™) & ®® x GL(n,R) . Soit G un sous-
groupe de Lie de GL(n,R). Alors R'xG S R"xGL(n,R) = B(R")

n
est une G-gstructure sur R .

Définition 1.10.~

La G-structure )RnxG sur R" s'appelle la G-structure

plate canonique de R™.

. . n .
Les transformations affines de R dont leg transformatbtions
lindéaires assocides appartiennent & G sont des automorphismes

de cette G-~structure ; donc elle est transitive.



Une G-structure sur une variété différentiable est dite
intégrable (ou plate) si elle est localement isomorphe & la

G-structure plate canonique de R,

Toute G-structure intégrable est localement transitive

car la G-structure plate canonique de R” cst transitive.

Proposition 1.5.-

Une G-structure ¥ sur M est intégrable si et seulement si

pour tout x_ €M , il existe une carte locale (U, x1, )

de M telle gue pour X, €U , 1'application

ik

X E.[]- ‘-—5 <—§?-, '..,
X X

est une section de X,

Démonstration

— s e e T o St e v Vo e S

Soit ¥ une G-gstructure sur M, et supposons 1'existence de

cartes localcs ayant les propriétés énoncées ci-dessus. Soit

1

(U, X'y, v, X') l'une d'elles. Soit 9 : U - X 1la section

x €U = <}§T, ""'—éﬁj& € 3 , L'application
X ;X
n
v s U—-R

X - <X1, )

egt un difféomorphisme de U sur un ouvert U' C B . Flle induit
un difféomorphisme de B(U) et B(U!') par la formule
o e (X,e1,...,en) - <§(X), dmx(e1), ceoy dwx(en)>

o X el , = € TXM ’ d@X désignant la différentielle dec o en x.
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L'application y

o! = gc—m : U' - B(UY)
est une section de B(U'), et o'(x) = < Ty eeey n)
(51, eeey EY) Stant le systdme de coordgénees canoglques sur R™
Par ailleurs, la fibre H& de ¥ au-dessus de x est 1l'ensemble
o(x).G ; et comme tel, elle est envoyée par ® sur o'(x).C.
Soit alors ¢ 1'isomorphisme de B(U') sur U' x GL(n,R) défini
par

¥(u, Ciy waey @ ) = (u, (a..))

1]
o u €7U', ¢y G»TXU' et Z aj; BEJ . I est clair que

¥, m induit un isomorphisme des G-structures X et U' x G ,

Réciproguement, supposons ¥ intégrable. Quel que soit

X, €M , on dispose d'un voisinage ouvert U de X, et d'un difféo-

morphisme ¢ de U sur un ouvert U! c g* qui, prolongé en un
isomorphisme de B(U) et B(U') comme précédemment, induit un
isomorphisme de la G-structure ¥ restreinte & U et de la G-struc-
ture plate canonique sur U' € RS . Soient (51, ceey BN les
coordonnées canoniques de R'. I'application

g! ¢« Ut - B(Ul)
Vo (o 9
x <X (-2 ST aﬁn)x')'

est une section de la G-structure plate sur U'. I1 s'ensuit que

=09 lo'g 'o : U -~ B(U)

egt une section de ¥. Or 1l'image de x € U par o est le repére

BX
de T M, o xT = ©C o ' sont les coordonnédes locales définies

sur U par le difféomorphisme o.



Exemples :

st it Wl e e

10) Toute GL(n,B)+—structure est intégrable.
2°) On démontre que toute SL(n,R)-structure cst infgrable.

30) Une O(n,B)—struxmure est intégrable si et seulement si
pour tout X, €M , i1 existe une carte locale (U, x1, sooy =)
au voisinage de X, sur laguelle la métrigue riemannienne est

-~

égale a

(dx1)2 + ae. + (dxn)2

4°) La G-structure de l'exemple 6 du §3 est ingrable si et

seulement i la distribution associée est intégrable.

50)  Une GL(n,@)-structure intégrable s'appelle une structure
complexe sur M. On nmontre gque la donnée d'une structure complexe
sur M équivaut & la donnée d'un atlas sur M dont les changements
de coordonnées sont des applications holomorphes entre ouverts

de ¢, identifié & RD.



