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Chapitre II

FIBRES VECTORIELS. JETS.

1. DEFINITIONS.

Soit N une variété différentiable, M un enscmble gquelconque
et T une application de M dans N. S1 b € N , 1l'ensemble
My = ™ (v) s'appelle la fibre sur b.

Une carte vectorielle de dimension m sur M est un couple
(U, ) ol U est un ouvert de N et ¢ une bijection de n_1(U) sur

U x B® telle que ﬂ(m—1(b,h)) = b , quels que soient b €N

et h €RT .
ml(U) —2—3y U x g®

m
Vv

U __li__ﬁ U

Soit %, la bijection de B® sur M, définie par
tb(h) = m—1(b,h) . Deux cartes vectorielles (U, m) et (U', o')
sont compatibles s'il existe une application différentiable A
de U NU' dans GL(m,R) telle que pour tout b € UMY’
ty =ty o A(D) . | ,
Cette condition implique en particulier que les structures
d'espace vectoriel transportées par tb et t'b sur la fibre Mb

sont les ménes.

Un atlas vectoriel sur M est un recouvrement de M par des
cartes vectorielles deux & deux compatibles. Deux atlas vectoriels
sont dits équivalents si leurs cartes sont deux & deux compati-
bles, ce gui revient & dire qu'en réunissant leurs cartes on
obtient encore un atlas vectoriel. Une structure de fibré vecto-
riel sur M est la donnée d'une classe d'équivalence d'atlas

vectoriels.
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La variété N s'appelle la base, M s'appelle 1l'espace fibré,
T s'appelle la projection. Soit U un ouvert de N ; une applica-
tion ¢ de U dans M teclle que T 4 0 = idU s'appelle une section

du f£fibré au-dcssus de U.

Soit b €N ; on peut donner & la fibre Mb une structure
unique d'espace vectoriel telle que toutes les applications tb y
correspondant & toutes les cartes vectorielles définies au voisi~
nage de b, solent des isomorphismes de R" sur Mb ; en effet nous
avons déja remarqué gque deux applications tb et t'b transportent

sur M, la méme structure d'espace vectoriel.

b

En outre, on peut faire de M une variété différentiable.
En effet soit (U, ¢) une cartc sur la varidté N (¢ est une
bijection de U sur un ouvert de R') ct soit (U, ®©) une carte
vectorielle de M définie sur le méme ouvert U ; soient x € n_q(U)
et b =mx) €U ; posons :

alx) = (¥(0), t51(x)) ¢ B 5

& est une bijection de ﬂ-1(U) sur un ouvert de ®TT

, donce
(n—1(U), &) est une carte sur M. Deux cartes sur M obtenues de
cette fagon sont compatibles, car au début de ce paragraphe nous
avons e¢xigé que les applications A & valeur dans GL(m,R) soient
différentiables. I1 en résulte que M muni de ces cartes est une
variété différentiable, et 1'on voit tout de suite que la projec-
tion T ¢st différentiable et partout de rang maximum (égal & la
dimension de N), que chaque fibre M, est donc une sous-variété
régulidre de M (c'est-d-dire qu'elle porte la topologie induite
par M) et que toutes les applications tb sont des difféomorphis~

mese.
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2. MORPHISMES DE FIBRES VECTORIELS.

Soient N et N' deux variétés différentiables et g une
application différentiable de N dans N' ; soient M et M' deux
fibrés vectoriels sur N et N' respectivement. Une application
différentiable f de M dans M' est appelée un g-morphisme de
fibrés vectoriels (ou tout simplement morphisme) si
g o =1 o, f , et si pour tout b € N 1la restriction de f aux
fibres My et M'f(b) est une application linéaire.

M —I

N __.g__ﬁ N!
Soient maintenant M et M' deux fibrés vectoriels sur la méme
base N ; une application différentiable f de M dans M' est

appelée un N-morphisme (ou morphisme) si elle est un idN—morphis—
me .

FIBRES VECTORIELS TRIVIAUX.

Soit ‘N une variété et V un espace vectoriel de dimension m
sur R ; on peut donc définir un isomorphisme & de V sur R,
Posong M =N XV et soit ¢ l'application de M sur N x R
définie par :
(b, v) = (b, 8(v)) 3
le couple (M, ®) est une carte vectorielle sur M, et elle
définit une structure d'espace fibré vectoriel qui ne dépend

pas du choix de 8. Celui-ci est appelé le fibré vectoriel trivial

de base N et de fibre V. La structure de variété de M est la
structure de variété-produit.
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Soit (e1, €1 weey em) une base de V j les m sections o
b = (b, ei)

sont différentiables et en tout point b € N , 01(b), cz(b), cee
cm(b) forment une base de la fibre Mb. Réciproquenent, soit M
un fibré veectoriel de base N ; s'il existe m sections différen~
tiables 03 définies sur tout N telles que pour tout b € N leurs
valeurs oi(b) forment une base de la fibre M , alors ce fibré
M est isomorphe au fibré trivial M x R,

Dtapres 1la définition méme de la structure d'espace fibré
vectoriel, tout fibré vectoriel est localement isomorphe & un
fibré trivial, car toute carte vectorielle (U, @) détermine
un isomorphisme du fibré vectoriel ﬂ’1(U) de base U sur le
fibré trivial U x R'.

OPERATIONS SUR LES FIBRES VECTORIELS.

On peut construire divers fibrés vectoriels & partir d'un
ou plusieurs fibrés vectoriels ; par exemple si E et E' sont des
fibrés vectoriels de méme base N, on peut construire un fibré
veetoriecl E @ E' de base N, appelé leur produit tensoriel.

En tant qu'ensemble, E @ E' est la réunion u Eb ® E'b H
belN

la projection de E @ E' sur N ge définit de facgon évidente.
Scient (U, ®) et (U, ') des cartcs vectorielles de E et E' sur
le méme ouvert U € N ; pour tout b € U 1'application

"'1 |_'1
tb 2 1t b
Si a est un élément d¢ E g E' situé dans la fibre E, @ B'y

1
est un isomorphisme de Eb ® E'b sur R™ ® B .

posons
W) = (o, (577 0 t'3)(2)) eV x (B o B™) .

Le couple (U, ¥) est une carte vectorielle de E @ E! ; et
toutes les cartes vectorielles obtenues de cette fagon sont

compatibles entre elles ; elles déterminent donc sur E @ E'
une structure d'espace fibreé vectoriel.
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Par des procédés analcgues, on peut construire le fibré
*
dual B de E, la puissance extérieure AP(E) , la somme directe
E®E', etc...

SOUS-FIBRES VECTORIELS.

Soit (F, N, m,) , ou tout simplement F, un fibré vectoriel
de base N ; un fibré vectoriel (E, N, UE) est appelé un sous-—
fibré vectoriel de F si :

a) E est une sous-varidté régulidre de F et M, = nFlE .

b) chaque fibre Eb est un sousg-esgpace vectoriel de Fb‘

Scit maintenant E un sous-ensemble du fibré vectoriel F

on pose Ty = ‘E ; on suppose que chaque fibre E, = 51(b)

T
est un sous—espgce vectoriel de Fb et que pour tout point b €N
il existe des sections différentiables Ois Opy esey Oy de P
définies dans un voisinage V de b, dont les valcurs en tout
point x € V forment une base de E, j alors E est un sous-fibré

vectoriel de F.

En effet dans un voisinage suffisamment petit U de b on
peut encore trouver des sections différentiables 01+1,...,qn
de F telles que mn tout point x de ce voilsinage, les valeurs
01(x), ceny cl(x), ol+1(x), coes cm(x) forment une base de F_.

Les sectiong différentiables Oyy eovy Op définies sur
un voisinage U de b € N déterminent une carte vectorielle
(U, ¥) de P, car si y € F, (ol x €U ), on peut écrire

v = Z yj Uj(x) , et 1'on posera ¥(y) = (X;...yj...) €U x B: .

Si 1'on appelle © la restriction de ¢ & n£1(U) , (U, o)
est une carte vectorielle de E ¢ toutes lcs cartes vectorielles
de E obtenues ainsi sont compatibles entre ellesg, car elles sont
des restrictions de cartes locales de F et ces dernieres sont

compatibles entre elles.



- 24 -

Enfin on remarque que m(n£1(U)) est une sous-variété
régulidre de W(ﬂ§1(U)) , et on en déduit que E sst une sous-
variété réguliere de ¥F. Donc E est un sous-fibré vectoriel de P.

NOYAU D'UN MORPHISME DE FIBRES VECTORIELS.

Soient E et E' deux fibrés vectoriels f

et £ un morphismnc du premier vers le second.

La restriction de f aux fibres Eb et E'f(b) v \Ln'
est une application linéaire dont le noyau

sera noté Kb ; le noyau de f est 1la réunion

X des noyaux Kb.

Pour que K soit un sous-fibré vectoriel de E, i1 faut
et 11 suffit que la dimension des noyaux Kb soit localement
constante. In effet cette condition est manifestement nécessaire.
Pour mentrer gqu'elle est suffisante, 11 suffit de montrer que
sl elle est remplie, au voisinage de tout point b e N , il
existe des secticns différentiables Oyr eeey O de B telles
que pour tout x asscz voisin de b, 01(X), ceey Ul(X) est une
base de K- Or cela résulte de la propriété suivante que nous

admettrons @

Scit @ une application différentiable d'un ouvert O de iTe
dans 1'espace &(RE, Bm') decs applications linédaires de R™
dans Bm', telle que pour tout x € Q , le noyau KX de 6(x) est
de dimension 1 constante ; quel que soit b € Q , 11 existe
1 applications différentiables Oyr seey Og de Q dans R™ telles
gue pour tout x asscz voisin de b, les valecurs 01(x),...,01(x)
forment une base de KX.
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7. QUOTIENTS DE FIBRES VECTORIELS.

Soit F un fibré vectoriel de base N, et E un sous-fibré
vectoriel de F ; on se propose de définir le fibré-quotient E/F.

En tant qu'ensemble, E/F est la réunion U Eb/ﬁ ; la projection
beN
™ de E/F sur N et 1l'application canonique p de E sur E/F se

définissent de facgon évidente.

D'aprés ce qui a été signalé au §5, quel que soit b €N ,

il existe des sections différentiables veey O de F,

o
1? m

définies sur un voisinage ouvert U de b, telles que pour tout

x €U , les valeurs 01(X), ceey cl(x) forment une base de E_

et les valeurs 01(X), ceoy om(x) une base de F_. Les sections

Oy s +eey O permettent donc de congtruire une carte vectorielle

(U, ¥) demF ; quant aux secticns D o Oy, 4y +eey P o Oy de
E/F elles permettent de construire une carte vectorielle (U, x)
de E/F. Toutes les cartes vectoriclles de E/F que l'on obtient
de cette fagon sont compatibles entre elles, car toutes les
cartes vectorielles de E sont compatibles entre elles ; nous
avons donc donné & E/F une structure de fibré vectoriel de

base N. I1 est clair que 1l'application p est différentiable

et de rang maximum partcut ; son noyau est E.

I1 n'est maintenant plus difficile de montrer que si f
est un morphisme du fibré vectoriel E vers le fibré vectoriel E',
et si son noyau K est un sous-fibré vectoriel de E, alors
1'image de f est un sous-fibré vectoriel de E' isomorphe & E/K.

8. DEFINITION D'UN JET D'ORDRE k.

Soient M et N deux variétés différentiables, x, € M et
Yo €N, f et g deux applications différentiables définies au
voisinage de X, a4 valeurs dang N, et telles que
f(x ) = g(x ) = ¥, » Soit k un entier positif ou nul. Nous nous
donnons des cartes au v01sxnage de X, et Vo s C 'est-a-dire des
coordonnées locales (x7) et (yJ) deflnlos sur deg ouverts U et V

contenant X, et Y respectiivement. Les applications f et g sont
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alors représentées par des systemes de fonctions numériques
fJ(X * sy Xm) et bJ(X_], LI ] Xm) (OU. J = 1, 2, LI N ] I'l).

On dit que les fenetions f et g sont equlvalentes a
l'ordre k au point X, si les foncticons fJ et gJ ont mémes
dérivées partielles au point X, jusqu'a 1l'ordre k inclus,
pour tout J = 1, «..y 1 o

Si 1'on effectue un changement de coordonnées au voisinage
de X, et de To 9 les applications f et g sont représentées
par de nouvelles fonctions de m variables :

CPJ(E.], LIS ] gm) et ¢3(51, LR ] gm) .

Les dérivées partielles d'ordre < k de ces fonctions ma et ¢J
s'expriment en fonetion des dérivées partiellecs d'ordre s k
des fonctions fJ et gJ au noycn de polyndmes.

Ceci montre que la propriété de f et g d'8tre équivalcntes
& 1l'ordre k au voisinage de x_, ne dépend pas des cartes choisies
au voisinage de X et Ve

11 esgt clair que nous venons de définir une relation
d'équivalence sur l'ensemble des applications différentiables £
définies au voisinage de X, s a valeurs dans N ¢t telles que
f(Xo) =T ¢ Une classe d'équivalence sg'appelle un jet d'ordre k
de I dans I 3 le point X s'appelle sa source, et lc point Io
son but. L'ensemble des Jjets d'ordre k de M dans N sera noté
T, W) . Si f est une application différentiable définie au
voisinage de x, son jet d'ordre k au point x sera noté jif .
Les applications qui & un jet X € Jk(M, N) associent sa source
et son but seront nctées o et B 3 ces applications sont définies
sur Jk(M, ) et prennent leurs valeurs dans M et N respecti-
vement. On notera par a X B (JK(M,N) - M X N) 1'application
gui & X fait correspondre le point (a(X), B(X)).
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Soit f une application différentiable définie sur un

k

ouvert U €M et & valeurs dans N. Le symbole j’f représente

Y

l'application qui a tout x € U associe le jet jif . On peut

done éerire : @ o §°f = id; , B o §°f = £ .

Nous allons encore introduire la notaticn suivante.
Soit X un jet d'ordre k de source X, et de but Yy 5 nous nous
sommes donné des coordonnées locales au voisinage de ces points.
Soit I une suite d'indices entiers, positifs ou nuls,
(11, Iny eeey im) y telle que 1 € i +i+...+1_ s k . Pour tout

1 72 m
.j=1’ 2, ...,l’l, on pose 4
i, +i.+...1+1 .
: 2 m oj
pHX) = ( A T - —)f .
Ty 1 2y 2 my m-
(ax’) (3x%) = ... (3x) =
0

Dans cette formule, f représente n'impcrte quelle fonction telle
.k

Ix
0 .
source X, , son but Vor et tous les nombres p%X . Ces derniers

que f =X . On remarque que le jet X est déterminé par sa

peuvent prendre des valeurs arbitraires, c'est-a-dire que si

r est le nombre des applications p% (lorsque j et I varient),
alors tout point de RY détermine un jet et un secul de source X,
et de but Voo

STRUCTURE DE VARIETE DIFFERENTIABLE SUR JkXM,N).

Soient U et V deux ocuverts de M et N respectivement, et
(U - RY) et s(V -8B deux cartes locales définies sur U ot V.
Posons

W%,V = (a x 8)" N U xV) ,

c'est l'ensemble des jets dont la source est dans U et le but
dans V. D'aprés ce qui précede, il existe une bijection de
k

Wy .y sur r(U) x s(V) x BRY 3 cette bijection associc au jet
?
k

X € WU,V 1'élément
(r(a(D), s(BX) 5 ...h DU, .)€ x(U) x (V) x B,

et elle définit donc une carte locale de Jk(M,N).
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1 est manifeste que tuutes les cartes locales de Jk(M,N) que
1'on obticnt de cette fagon sont compatibles deux & deux ;

1

JE(M,N) est dunc une variété différentiable.

I1 e¢st clair que les applications a et B sont différentia-
bles. En cutre si f est une application différentiable de M
dans N, il est clair que jkf (qui & x €M associe jgf )
cst aussi une application différentiable.

Si h =2 k s 11 existe une surjecticn canonique pk de
Jh(“ ,N) sur J (M ,N), car si deux applications sont équivalcntes
& 1'ordre h au voisinage de X, s & fortiori elles sont équiva-
lentes & 1'ordre k. On remarque que
k .h .
Pl Pk Pl 81 h=zk =21 .

Toutes ces applications pﬁ sont différentiables.

COMPOSITION DES JETS.

Soient M, N et P trob variétés différentiables, soient
X € X, N EN et Z, €P ; solent f1 et f2 deux applications
différentiables de M dans N telles que f1(XO> = fg(xo) = ¥, »
et goient enfin 84 et 85 deux applications différentiables de I
dans P telles que g1(yo) = gz(yo) =z, . Si f1 ¢t f, sont équi-
valentes & 1'ordre k au point X ct sl g4 et 8o sont équivalen-
tes & 1l'ordre k au point y,» alors g1 o f1 et g5 o £, sont
aussi égquivalentes & 1'ordre k au point X e Ceci nous permet
de définir une loui de composition qui & tout X € Jk(M,N) et
4 tout Y € Jk(N,P) tels que B(X) = a(Y) , associe un élément
de JK(M,P) que 1'on notera YX ; cet élément YX cst défini
de la fagon suivante ¢

. .k . ! .k
51 X = j,f ot si Y= Jég , alors YX = Jx(gf) .
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Cette loi de composition vérifie les propriétés suivantes

1) Si les produits YX et ZY sont définis, c'est-a-dire si
B(X) = a(Y) et B(Y) =a(2) , alors les produits (ZY)X et
7z(YX) sont définis et sont égaux.

2) Si nous notons Iﬁ le jet & 1ltordre k et au point x

de l'lapplication identique de la variété différentiable dont
x est un point, nous avons les identités suivantes :

k =
XIa(X) =X ,

k =
IB(X)X =X

3) Si k21 et gi X et Y sont des jets d'ordre k tels que
le produit YX est défini, alors

Pr(YX) = p3(Y) Pr(X) .

Un jet X € J¥(M,N) sera dit inversible s'il existe un
jet Y € JE(M,N) tel que
- TK - 1K
Bty P T ()
TLe jet Y s'appelle l'inverse de X, et 1l'on voit tuut de suite
gue gi X est inversible, le jet inverse est unique.

Suppcsons k 2 1 , et soit f une application différentiable
définie sur un cuvert de M, & valeur dans N, telle que
X = jgf ; si X est inversible, & fortiori pf(X) est inversible,
et ceci implique que la matrice jacoblenne de f au point x est
inversible ; donc f définit un difféomorphisme d'un voisinage
de x sur un voisinage de y = f(x) .

Réciproquement, si f est un difféomorphisme d'un voisinage
— . .k .
de x sur un voisinage dc y, ¢t si X = fo , alors X est inver-

sible ; car f admet une application réciproque g, et si on puse
K

Y = Jyg , O a ¢ ) .

< ’ XY= I .

YX = 1
y
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Nous pouvons donc énoncer que pour k 2 1 les 4 assertions

suivantes sont équivalentes

1) X est un jet inversible.

2) le jet p%(X) egt inversible.

3) X est le jet d'un difféomorphisme local.

4) toute application différentiable f telle que X = jif
est un difféomorphisme local au voiginage de x.

JETS D!'ORDRE INFINI.

Pour définir les jets d'ordre infini, nous reprecnons les
notations du paragraphe 8, et nous disons que les fonctions f
et g sont équivalentes & 1l'ordre infini au voisinage de x, si
les fonctions f9 et g? ont mémes dérivées partielles de tout

ordre au point Xy

Les classes d'éguivalence pour cette relation d'équiva-
lence geront appelées des jets d'ordre infini,

=}

=}
Les notations 32f , J (M,7) , a(X) , B(X) , p_ , I, ,

se définissent de fagon analcgue.

JETS DES SECTIONS D'UN FIBRE VECTORIEL.

Soit E un fibré vectoriel sur une variété U et soit JkE
l'ensemble des jets d'cordre k des sections locales de N dans E

(butecs les sections considérées sont supposées différentiables).

Nous nous proposons de donner & JkE une structure de fibré
vectoriel sur E. La projection de JkE sur N ecst évidemment
1l'application qui & un jet X € J B associe sa source

x = a(X) = m(B(X)) .
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Chaque fibre de J B est munie d'une structure d'espace
vectoriel. En effet soient o et T deux sections définies au
voisinage de x € N , et soit X un nombre réel ; supposons gue
o et T soient respectivement équivalentes & o' et Tt' & l'ordre k
au voisinage de x 3 alors o+ T et Ao sont respectivement
édquivalentes & o' + 7' et iAo' . Par consédquent si
X = jgc et Y = jiT sy On posera :

X+Y = j§(0+'r) et X = ji‘{(m) .

Soit (U, ¥) wune carte locale de N sur laquelle on
dispose d'une carte vectericlle (U, ¢) . Un élément x €U
est déterminé par ses coordonnées xt : (xi) = ¢(x) €R": .
Un élément y € n*1(U) cst déterminé par sa projection x = m(y)
et par ses composantes y? ¢ (yJ) = o(y) €R® . Soit X un jet
€ Jy B de source x et de but y, et so0ilt o une section définie
au voisinage de x telle que X = jgc « Cette section est déter-

minée par m fonctions fY de n variables :
yJ = fJ(X1, R
Soit I une suite d'indices entiers, positifs ou nuls,
(11, iy eees in) » telle que 1 € i +ij+...+i <k . Pour tout
J = 1, 2y ¢ssy m , ONn pose 3
i+i+.“+i g
. 2 yal
pl(x) = (—2— I O
1 1y, 2yt ny &
(3x') '(3x%) “...(3x")

X
0

On remarque que p%(X) ne dépend pas du choix de la section o
telle que X = jxc . Manifestement on a :

p(E+Y)

il

pHX) + pI(V)

p3(AX) = Ap$(X) si A ¢R .
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Soit r lec nombre des applications p% ; 1'application gqui &
un jet X appartenant & la fibre (JKE)X associe la suite de
nombres  (veey T95 eeef eony p%(X), ... €R™MY oot un isomor-
phisme d'espaces vectoriels. En cutre 1'application @ gui & un

n+ +r rd > Id
R détecrminé par

jet X € a"1(U) associe le point de :
les n coordonndes x(a(X)) , les m coordonndes yo(B(X)) et
les r nombres p%(X) » €5t une arte vectorielle sur JkE' On
montre sans difficulté que butes les cartes vectorielles

obtenucs de cette facon sont compatibles deux & deux.

Nous avons donc mis sur JkE une structure de fibré vec-
toriel qui induit sur les fibres les structures d'espace vec-
toriel définies plus haut. Cummc au §9, on peut affirmer que
les applications a, B, jkc (ol 0 est une scction différentiable
et Pi sent différentiables.

FIBRE VECTORIEL DEDUIT D'UN FIBRE PRINVCIPAL.

Soit (P, M, M, G) un fibré principal différentiable
de base M et de groupe structural G. Soient ™M et TP les fibrés
vectoriels tangents & M et & P. L'application canonique de TP
sur TM scra notée dm . Soit Rg la translation & droite dans P
définie par 1'élément g € G et soit d4dRg son extension au
fibré tangent TP. Un champ de vecteurs sur P sera dit invariant
& droite si toutes les applications dRg (¢ g € G ) le laissent
invariant. Soit z € P un point quelconque, scuvent on notera
Rg(z) par zg.

Soit E la variété quotient de TP par la rclatiocn d'équi-
valcnce suivante : deux éléments v, et v, de TP sont équivalents
s'il existe g € G tel que ng(v1) = v, . Cette variété E
peut recevoir une structure d'espace fibré vectoriel sur M
de facgon évidente j; la projection de B sur M sera notée .

La fibre E, au-dessus d'un point x ¢ M est canoniquement
igomorphe & l'espace vectoriel des champs de vecteurs invariants
a droite définis sur la fibre P.. C'lest E que 1'on appellera

le f£ibré vectoriel ddéduit de P.
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Si v €TP et si g € G, on a la relation :
am , dRg(v) = am(v) ;

cette relation montre qu'il existe un morphisme surjectif p de
fibrés vectoriels de E sur TM.

La projection & n'est autre que le produit de p et de
la projection de TM sur If.

E P

N
¥ \\ /

Soit x €M et 2z € PX ; 11 existe un isomorphisme cano-
nique d'espaces vectoriels de EX sur TZP, espacce tangent & P
au point z 3 il sera noté A, - I1 vérifie la relation
am , A, =P ct s1i g €G, on a :

(II,1) Apg = 4B o0 2, -

Soit U un ouvert de M et E(U) le module des sections (différen—
tiables) de E définies sur U (il s'agit d'un module sur 1'anneau
des fonctions différentiables réelles). On peut définir un
isomorphisme A de ce module E(U) sur le module des champs de
vecteurs invariants & drcite définis sur ﬂ—1(U) . Pour toute
gsection o € E(U) , A(c) est un champ de vecteurs projetable

par M, et dm(A(o)) =p 5 O .

Le crochet de deux champs de vecteurs invariants a droite
et définis sur ﬂ—1(U) est encore invariant & droite, et cels
nous permet de munir E(U) d'une structure d'algebre de Lie
(de dimension infinie) sur 1é corps des réels : si o, et g5
¢ E(U) , on pose [01, 02] = X—1<[Xo1, k02]> . On vérifie
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aussitdt les deux formules suivantcs, ou T représente une
fonction (différentiable) réellc définie dans U et (po1)f 1la

dérivée de f par rapport au champ de vecteurs P o, ¢

(IIQZ) 9([0‘1, 02]) = [901, pU2J

(11,3) [61, f02] = f[c1, 02] + (po)f.02

Dégignons par E° le noyau du morphisme p ¢ E = TV ;
E° est un sous~fibré vectoriel (différentiable) de E et chague
fibre on est canoniquement ilsomorphe & l'espace vectoriel des
champs de vecteurs tangents & P, ot invariants & droite ;
ceux-ci forment une algdbre de Lie (de dimension finie),
done EOX a de facon naturellce unc structure d'algebre de Lie.

Soient o, et o, deux éléments de E°(U), c'est-a-dire

deux sectiocns de E définies sur U et & valeurs dans EC j
si x €U , on peut écrire :

(1II,4) [os 0,X(x) = Lo (%), o,(x)] ;

14,

dans le premier membre figure le crochet de deux éléments de E(U
dont on prend la valeur en X, et dans le second figure le
crochet de deux éléments de O .

SOUS~FIBRE VECTORIEL DEDUIT D'UN SOUS~FIBRE PRINCIPAL.

Seit (P', M, m, G') un sous-fibré principal de
(P, M, m, G). On voit tout de suite qu'il cxiste un morphisme
injectif n du fibré vectoriel E' déduit de P' dans lc fibré
vectoriel E déduit de P ; ce morphismc N est tel que p' = pon .
Nous identifierons E' avec son image par M ; apres cette iden-
tification, B' est un sous-fibré vectoriel (différentiable)
de E, et pour tout x €U , E'; est une sous-algebre de Lie
de on ; en outre p' est la restriction de p & E'., Nous appel-
lerons E' le sous-fibré vectoriel déduit du sous-fibré princi-
pal P'.
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Le morphisme p' (E' = TM) est surjectif, tout comme
1 et g, € E'(U) , clest-a~dire
et 9, sont des secticns de E définies sur U et & valeurs

f lui-méme., Par ailleurs si o
si o,
dons E', alors [01, 9,] est encore un élément de E'(U).
Nous verrons bientlt que ccs deux propriétés caractérisent
les sous-fibrés vectoriels de E qui peuvent &tre déduits d'un
sous-fibré principal de P ; mais nous devons d'abord donner
la définition suivante :

Déux sous~fibrés principaux P' et P" de P sont dits
équivalents s'il existe un élément g € G tel que P" = P'g
(ctest-a-dire P" = Rg(P') ). On voit tout de suite que si
P' et P" gont équivalents, les sous-fibrés vectoriels qui en
sont déduits sont identiques.

En outre, soient G' et G" les groupes structuraux de
P' et P" ; si P" =P'g , alors G" = g'1G'g . Pour s'en rendre
compte, il suffit de se rappeler que G' (resp. G") est 1l'ensem-
ble des g ¢ G tels que P'g =P' (resp. P"'g =2P" ), car
les groupes structuraux opérent de facon simplement transitive
dans chaque fibre de leur egpace fibré principal.

Théoréme II,1.-

Soit M une variété différentiable connexe, (P, M, m, G)
un fibré principal de base M, et E le fibré vectoriel associé
& P, Soit E' un sous-fibré vectoriel différentiable de E
vérifiant les deux conditions suivantes :

1) Le morphisme p' : E' = TM (restriction de p & E') est
gsurjectif.
2) Si o,
deux sections de E & valeurs dans E', alors [01, 02] est
encore un élément de E'(U), et cela quel que soit 1'ouvert
ucKMm .

et o, € E'(U) , clest-a-dire si o, et o, sont

I1 existe alors un sous-fibré principal connexe P!
(connexe en tant que sous-variété de P), dont le sous-fibré
vectoriel déduit est E'.
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En outre, deux sous-fibrés principaux connexes de P
gui ont E' pour fibré vectoriel déduit, sont équivalents.

Démonstration :

Soit ® la distribution différentiable sur P qui & chaque
z € P associec le sous-e space vectoriel A (E'n(z)’ de T P.
La condition 2) implique que D est complétement lntegrable H
soit P' une variété intégrale maximale de 9. La conditicn 1)
entraine que, pour tout =z € P' , l'application dm :
TP = Tn(z)M , cst surjective 3 donec mM(P') est un ouvert de M.

Si P" est une autre variété intégrale maximalce dec D,
m(P') et mM(P") sont cu bien identigques ou bien disjoints ;
en effct suit x € m(P') n m(P") ; on peut trouver z!' € P'y
z" € P"X et g € G tels que z" = z'g ; comme la distribution
D est invariante & droite par l'action de G dans P, P'g cst
aussl une variété intégralc maximale de D ; puisque P" et P'g
contiennent z", nécessaircment P" = P'g ; donc mP') = m(P").

L'ensemble des cuverts mP'), ou P' parcourt 1l'ensemble
des variétés intégrales maximales de ®, cst une partitiocn de M;

puisque M est connexe, mWP') =W .

La variété intégrale maximale P' étant choisie, scit &'
1'ensemble des éléments ¢ € G tels que P'g=P' 3 G' est
un sous-groupe de CG. Etant donné z, €P' , 81 g €G est
tel que z.8 € P' , alors g € G' . Nous allons montrer que G'
e¢st un sous-groupe de Lie de G,

Soit E'% le noyau du morphisme p' : E' - TM ., La condi-
tion 2) et la formule (II,4) impliguent gue si o, et o, sont
deux sectiong de E & valeurs dans E'9, alors [01, 02] est
aussi & valeurs dans E'°, En particulier E'% est une sous-

algebre de Lie de EOX .
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I1 en résulte que la distribution ' sur P qui & chaque
z € P associe le gous-egpace vectoriel Kz(Elon(z)) de TZP,
est completement intégrable, et chaque variété intégrale maxi-
male de D' est contenue dans unc variété intégrale maximale
de ®. Plus précisément, chaque fibre P', de P' est une réunicn
de variétés intégrales maximales de ®'. Choisissons z, € P'y
et scit € ¢ G - PX l'application définie par :
8g) = z,& ; 1l est clair que 8(Gr) = P', . Soit D" la
distribution sur G, image réciproque par & de ¥' restreinte
a Py 3 D" egt invariante & droite et G' est une réunicn de
variétés intégrales maximales de " ; donc G' est un sous-
groupe de Lie de G.

Nous pouvons donc affirmer que P' est un sous-fibré
principal connexe de P, de groupc structural G' ; son fibré
vectoriel déduit est E'.

T1 ne nous reste plus qu'a montrer que si P"™ est un
gous-fibré principal de P dont le fibré vectoriel associé
est E, et sl P" est connexe, alors il cxiste g € G tel que
Pr = P'g , En effet puisque P™ est une variété intégrale de 9,
c'est un cuvert d'une variété intégrale maximale P". D'aprés
ce qui précede, P" est un sous-fibré principal de P ; soit
G" son groupe structural . L'cnsemble des ouverts P'"g, ol
g parcourt G", est une partition de P", et puisque P" cst
cennexe, nécessairement P™ = P" . Or nous avons démontré
plus haut qu'il existe g € G tel que P" =P'g .



