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Iv.1

Chapitre IV

GROUPES DE LIE COMPACTS ET GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

§1. VARIETES ORIENTABLES

Soit M une variété différentiable de dimension n.

Une p-forme différentielle sur Il est une application w qui

& tout point x d= M Ffait correspondre w_ p-forme différentielle

2 . 1 n § .
sur T?(M) e S X, eee, X sont des coordonnées locales dans

un ouvert U de I, on considére les applications fi 5
1...

P
définies pour 1 < 1y < eee < ip < n par
_ ;8 3 v Y
ii...i <QL) - wq (\ 11.)(-1? ceey (*—_“i‘“!q/ pour g €U .
P oX ax P

La p-forme différentielle w est dite continue (resp. différen-
tiable) sur U si ces fonctions sont continues (resp. différen-
tiables) .



Iv.2

Définition

La variété différentiable M, de dimension n, est dite

orientable si il existe une n-forme différentielle w différen-
tigble sur I telle gque
w_ # 0

pour tout x € I .

Propogition :

On suppose que la variété M est un espace homogéne d'un
(o]

groupe de Lie G. Si en un point Xq s le groupe d'isotropie
linéaire de G est unimodulaire, alors Il est orientable.

Soit H = {s,; SXy = XO} et soit S {(TS)* s 8 € H}
le groupe d'isotropie linézire de G en x5 ;3 1l est unimodulaire
si chaque (TS)* a pour déterminant 1. Soit w5 wune n-forme
différentielle noh nulle sur TXO(M) . Soit x un point de Ii,
puisque G opére transitivement sur M, il existe s € G tel que
X = 8X| .

Soit w_ la n-forme sur I .(i) aéfinie par

<

):(.U {/T

e o \AT_glw s eees (T_g)s un>
P e -AO ) )

n

Si s' est un autre €lément de G tel que

X = S'XO 5

w ((T 1)-;(-1119 veey (T -1).;',11 >= w. ((Tt)*(m '1)* 111, "‘7(1‘«{;}#@_;1)%1111)
S

0o s s’ 0 *0 S

. . -1, -1 T . o
mals TXp = 8 8'Xg= 8 X = X5 4 C est-a-dire que t appartient
& H donc que (Tt)* appartient & H et qu'alors

o, ({24 (2 vy) = [ (v v ] % [ase(n,) ]
o (B wgn ey (T v ) = o (s eeny vp) | 0 [866(T0)y |
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done

{(m m
wXO ((Tg—‘)* Ugsy ooey (T_S_—I)* un> = wXO\(L§'1)* Uy soes (-Lé11)* un>

puisque H est supposé unimodulsire. Donc la définition de W
est indépendante du choix du s tel que

_X: SKO .
On a ainsi défini une n-forme différentielle w sur M, telle que

w_ # 0

pour tout x € I puisqu'on a choisi w_ # 0 . On vérifie
=0
facilement que cette n-forme est différentiable sur M. Donc

la variété Il est orientable.

Corollaire 1

A
[N
€

Lg variété différentiable sous-jacente d'un groupe de

est orientable.

Ceci découle en effet de la proposition si on considére le
groupe de Lie comme espace homogéne de lui-méme.

Corollaire 2 :

Une sphere est orientable.

En effet, la sphere S™  est homdomorphe su quotient
SO(n + 1)/S0{(n) . Clestunespace homogéne de SO0(n + 1) et le
groupe d'isotropie d'un point est SO0(n) . Le groupe d'isotropie
lindaire est donc unimodulaire et on peut appliguer le théoréme.
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Orientation d'une variété différentiable orientable :

Soit M une variété différentiable orientable et soit

~—
;ﬁ l'ensemble des n-formes continues sur M vérifiant w_ # 0

al

pour tout x € M .

19 cas Si M est connexe. Scient @ et 6 des éléments

de S?; pour tout point x, il existe un scalaire non nul f(x)
tel que

wX = f(X) eX
puisque l'espace vectoriel des n-formes sur TX(M) est de

dimension 1 et puisque w,_ et BX sont différents de 0. On
vérifie facilement que la différentiabilité de w et 6 entraine
celle de f § x —=> f(x) . Pour tout x € NI, f(x) est non
nul donc, puisque M est connexe, T(x) est ou bien toujours
posgitif, ou bien toujours négatif. On dit que w et 6 sont
équivalents si f est positive ; ceci définit une relation
d'équivalence qui partage S?en deux classes d'équivalences.

Une classe d'équivalence de S:est par définition une orientation

de M. Il y a donc pour une variété orientable M, deux
orientations possibles. Si C est une orientation de M, le couple
(M, C) est une variété orientde, et on dit que C est une

orientation positive de (I}, C) et que l'autre orientation C!
est une orientation négative de (M, C) . Une n forme W qui est
dans la classe d'équivalence C est dite une n-forme différen-

tielle positive, (ou un élément de volume) de la variété

orientée (3, C) .
On écrira parfois simplement I en sous-entendant une

variété orientée.

29 cas Si M n'est pas connexes. Soient (Mﬁ)a € 4

les composantes connexes de M. Une orientation de M est un

( . - : . .
ensenble C = Lcd}a c p OU COL est une orientation de N& .

Le couple (M, C) est une variété orientée. Une n-forme

différentielle w sur I est une n-forme positive (ou é1lément de
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volume) si pou? tout o € A1 la restiiction w, de’m a M est
dans Ca . Soient glors %, «es, ¥ des coordonnées locales
définies dans un ouvert U connexe, soit Ty Uee—>R
la fonction qui & g associe
3 d

2400 = 0 (g oo -a-;n>q) ,
clest une fonction différentiable qui est ou bien toujours
positive, ou bien toujours négative, dans U. Un systéme de
coordonnées locales défini dans U (pas forcément connexe) est
dit positif si, pour w forme positive, la fonction fw corres—
pondante est pogitive sur chasque composante connexe de U ; si
£, est toujours négative, le systéme de coordonnées est dit
négatif. Un systéme de coordonnées déduit d'un systeme positif
par une permutation paire {(resp. impeire) est donc un systéme
positif (resp. négatif). Etant donnée une orientation d'une
variété M, 11 existe toujours un atlas {(Uﬁ, wa)}a € A de M
tel que tous les systemes de coordonnées correspondants soient
positifs (il suffit en effet, étant donné un atlas quelconque,
de faire une permutation impsire des coordonnées, sur toute

composante connexe dlun Ua ot le systéme donné est négatif).

Remarque :
. 1 n N . ‘o
Si {(x', ees, X') est un systéms de coordonnées positif
r'd » 3 n Y Ve
défini sur U et (y , sse, ¥ ) un systéme de coordonnées
positif défini sur V, aglors sur U N V 1le déterminant de la
i
dX
—mm——

) est positif.
ayJ

natrice (
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§2. INTEGRALE D'UNE n FORME DIFFERENTIELLE SUR UNE VARIETE ORIENTEE
DE DIMENRSION n.

Soit I une variété différentiable orientée. Soit 6 une
n-forme continue & support compect. (Le support de 6 est
l'ensemble des x € M tels que GX 501t non nulle).

19 cas On suppose que le support de 6 est contenu dans
unl ouvert cubique Q, gui est contenu dans un ouvert U sur lequel
il y a des coordonnégs locales x1, coa, <™ , et qui est défini
par Q = {q €U ; {xl(q}l <€, 1=T, couy n} . On suppose le
systéme de coordonnées (x ', .e., xn) positif (ce qui est
toujours possible moyennant une permutation sur les coordonnées)
et on note ¥ 1l'application de U dans R" définie par ces
coordonnées. En tout point g, on a Gq = f(q)(dx1h‘A cee A (dxn)q

9 ) PP U
f = e o — O I e — ] P I‘ d f t
avec (Q) q ((axf)qy 9 (axn)q> a erinivion,

1'intéerale de 6 sur M, notée 0 est égale &
feil

+€ +€e —1 1 n
f o0 e j‘ f o \‘/ du s 0. d.u. 9
-€ ~€

car cette intégrale multiple existe puisque 6 est continue et

ne dépend pas du choix des coordonnées locales et de 1l'ouvert
cubique Q contenantle support de 6. En effet, soit (y1,...,yn)
un systéme positif de coordonnées locales définies dans un
ouvert U' et soit Q' = {q € U ; |x1(q)§ < ey, i= 1, eeo, n}
un ouvert cubigque supposé contenant le support de 8. Soit ¢'_
1'application de U' dans R? définie par les coordonnées yl et

~ 4 a rd a . Ve . . .4
soit g(q) = eq (\357)q9 coe, \g;ﬁ)q> On définirait alors
1'intégrale de 6 par

p+e nte

' -
8 = e e g
be ® 7 0 Jo 8°"

—
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—1
Soit W= QN Q' , il contient le support de 6, et h = U o '
est un difféomorphisme de Y'(W) sur (W) (dont on notera
h' les composantes) et on 2 :

antl. 1

£e= JP fo il aul covan = [ (o7lon e lavtiiav® (1)
i (W) g (w av?
Or T o JT o h =T o 5” et d'autre part
1
o) 5] N\ ;9 ? \
g(q) = 8 ((—=) ,eer ( ) = (@622 6 (=) gy oomrl—5) )
q( Byﬂ g’ > ( 3v d) q( 3% g? ™" BXn q”/
= (asét 2 o flq) .
BVJ

£

I . 1 n 1 n
Mais puisque (X', eee, X et (y', eee, ¥ ) sont des,

i
systémes de coordonnées positifs, le délterminant de éﬁj )
v
est égal & sa valeur absolue et d'aprés (1), on a
r -
0= IP goﬁiﬂ dv1 ---an:JfE} .
it vt (W) it

On peut donc bien définir 1'intégrale de 6 de cette manidre.

2° cas Cas zénérsl en supposant M paracompacte. Alors
on peut choisir un recouvrement ouvert localement fini
{Q }o c a de M tel que chaqgue Qa soit un ouvert cubique.
Soit £, une partition de 1l'unité associée & ce recouvrement,

a
alors 6 = E: fa 8 , mais puisque le gupport de 6 est compact,
a € A ?
1l est recouvert par un nombre fini de Qa et € = /. fi 8

i=1
ol pour chaque i, fi 0 est une n-forme dont le support est
contenue dans Qi et dont on segit donc définir lt'intégrale

sur M. Por définition, 1l'intégrale de 6 sur M est

A5
Sy
N
Hy
H
O
g

L]

n

i e .
de T

L

o~
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(On peut facilement vérifier que cette définition est indépen-
dante du choix de la décomposition de 6 en somme de fi 8).
L'intégrale de 6 sur M est une fonction linéaire de la n-forme 6:
en effet, " (8 + 1) = A 8 + A N et r A0 = 1 A 8 pour

*H $ﬂ Aﬂ A 4%

A €R découlent de la définition.

Si w est un élément de volume de M et si f est une fonction
continue sur M & support compact, alors fw est une n-forme
continue sur M & support compact et on peut donc considérer

1'intégrale fw qui jouit des propriétés
o
K (f + g)w = Lf fw + W
%E il it
et
r r
J“)\fw_—.)\ fw si A €R .
N JI\E

De plus, si f est toujours non négative et non identiquement
nulle, 1l'intégrale L[ fw est positive.
M

3 » I - 7 P
Si M est compact, on peut considérer l'intégrale ii w , clest
kil

par définition le volume de I relatif & w, noté VW(M) .

Soit ¢ un difféomorphisme de . Si w est une n-forme,
L s +* * {
~ w T W) = 0
on définit la n-forme o var (o ) & o(x) (og) ¢
elle est non nulle en chaque point si @ est non nulle en
chaque point. On dit que ¢ conserve l'orientation (resp. inverse

l'orientation) si la n-forme o*w est positive (resp. négative)

quand w est un élément de volume.
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Lemme :

Soit M une variété orientée, ¢ un difféomorphisme de M,

et 0 une n-~forme continue sur . Alors si © conserve 1l'orien-

3 ; r
tation L[ mke = 6 , et si @ inverse l'orientation.kf w*ezjxe.
- Ja 11 i

M

En effet, 11 suffit de le montrer dans le cas olu le
support de @ est contenu dans un ouveru cubique
Q = {q ; [Yl(q)' <€, L= T, eeuy, n} et dans ce cas le support
de %8 est 1l'image réciproque par @ du support de 6 et

1 1 n n
T =X 0 Py eeo, ¥y =X 0o ® gsont des
coordonnées locales au voisinage du suppor* de o©*8 qui est
contenu dans le voisinage cubigque lp s Ixt o o(p)] < €,
i= 1, ees, nl et par définition de 1'1nueg“qle, on a
+€ p+e _ .
| O = Q JP s o J g 0 <1-'!f 0 C‘D\‘ 1 du_‘} LI dU_ﬂ
Aﬂ —-€ -

03
N
2
g
I

(m*e)q(<‘;§;‘f)qa LI (g‘?’i‘)q>

3

(9 9
em(q) (\"“Tax ’cp(q)’ *8 ey ( )Cp\q)/

et o a =+ 1 (resp. - 1) si (y g eeey yn) est un systéme de
coordonnées positif (resp. négatif). On a donc

+€ +€ . +€ +€
= P e e o JP (go 1)0 ¢'1 d,'u_1 s 0 dunZ Q lp es o JP fo W1du1 L e d.un
J—e -€ Y€ -€

0
cee g (;;:fl-)q_> 9 donc

J“FCPB:GJCFG .
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Or le systéme de coordonnées (y1, ey v est positif (resp.
négatif) si l'application ® congserve (resp. inverse) l'orientstior

D'oll le lemme énoncé.

Soit f une fonction continue sur M, & support compact e%
s0it w une n-forme différentielle. On considére la forme 8 = fuw .
On a, si o est un difféomorphisme de I,

* * o
(#%0) . = (o*tw) = (20) o () = 2(0(x)) wyrpy © (o) = Fo(0)] (%)
pour tout x € M , donc

o8 = (£ o ©) o¥*w ’
donc n
L[ (f o ) o¥w 5 = jr fw si @ conserve l'orientation.
i

¥

N
i . . . .
fo i ® inverse l'orientation.
r
L

T
Si w est une n-forme différentiable non nulle, 9*¥w est de 1=
forme cw ou ¢ est une fonction différentiable sur I

La fonction ¢ est positive si @ conserve l'orientation et
négative si ® inverse llorientation. Si ¢ est constante, alors

[ o etu-c [ (£00)0

i ik}

et donc

r ' t[
fu =

N

fo ww .

Définition @

— v —————— —_ ——

On dit qu'un difféomorphisme @ de M congerve le volume si

¢c =1, clest-2~dire si

ofw =+ w .

On g alors le résultat suivant
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Lemme :
Si un difféomorphisme ® de M conserve le volume, slors pour

toute fonction f continue sur i & support compact,on a

§3. INTEGRALE INVARIANTE SUR UM GROUPE DE LIE

Soit G un groupe de Lie, la variété sous-jacente est une
variété orientable et il existe une n-forme w # O invariante

& gauche, c'est-a-dire telle que
* ~
Lg.w:w Vgeht .

O peut choisir une orientation de G telle que w soit positive.
. . 3#* o o
L'égalité Lg W= w signifie que Lg conserve le

volume. Donc pour toute fonction f continue sur G et & support

compact, et pour tout g € G, on a
r I p
(f o u «,\' w = fw .
e g J

On ve chercher & gquelles conditions les translations & droite
conservent aussi le volume : pour tout s et tout g de G, on
a L oRg:RgoLS,donc

S
u, ‘:.* -
I* B¥ = R* I” 0w = 3% w ,
578 g s g
* . : N
donc Rg w est invariante a gauchs. D'autre part,

il
&
TN
j=¢j
%
<
U

('R:(; w) fu.], ceey W)

]

(aés 2a(8N) ) wyluy, ooey )
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et puisque R¥ w est invariante & gauche on a
23

(Rg)* w = (dét Ad(§1)> w Vg€G& .

Donc Rg conserve le volume si dé% Ad(§1) =+ 1

Definition
Un groupe de Lie est dit unimodulaire si d4ét Ad(g) e

0
ot

égal & + 1 pour tout g € G .

D'apres ce gqui préceéde dans un groupe de Iie unimodulaire
les translations & droite consexrvent ls volume.

Lemme :
Un groupe de Lie compact est unimodulaire.

En effet, si il existait g € G tel que

laés aa(g)| # 1
slors si |aét Ad(g)| > 1, alors |aét ad{g™)| —> » quand
n > o , or l'application s ——> dét Ad(s) est continue,
l'image de G par cette application est donc bornée, donc
L'hypotheése est absurde. (Et si |aét aa(g) < 1, on

Il

|agt Ad(éq)l > 1> . Donc pour tout g € G, on a

iy}

aét Ad(g) = + 1

Soit & un groupe de Lie unimodulaire et soit CO(G)
l'espace vectoriel des fonctions continues & support compact.
Pour f € CO(G) , soit I(f) = J: fo .« (@ est toujours un

G

élément de volume invariznt & gauche de &).
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L'application I : Cy(G) —= R est lindaire et vérifie
les propriétés suivantes

1) I(f) >0 si f=20, f#0 .
2) I(f o Lg)
3) I(f o Rg)

I(f) vged .

1l

I(f) vgeG .

[}

Remarque

Si ¥ est 1'application : x —> %

montrer que I(f o ¥) = I(f) .

de G dans G, on peut

Par définition, I(f) s'appelle 1l'intégrale invariante
de T sur G.

Si G est compact, en choisissant T () @ au lieu de w,
o (1
P

on peut toujours supposer que L& w = 1, donc gue

(1) = 1

Thédoreéme (Weyl)

Soit G un groupe de Lie compact et soit p une représenta-

tion linéaire de G dans un espace vectoriel V (réel ou complexe).

Alors il existe un produit scalaire de V invariant par G.

"Invariant par G" signifie que <{(p(g)u, p(g)v) = (u, v
pour tout g € G et tous u, v € V .

Démonstration :

Soit (u, v) un produit scalaire quelconque de V.
Pour wuw, v fixes, soit f(g ; u, v) = (p(g)u, p(g)v> . On pose
(u, v) = I(_f( 3 u, v)) ou f( 3 u, v) représente la fonction
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g —> f(g 3 u, v) 3 clest un produit scalaire sur V. On a
(p(Wu, p(Wv) = T(f ( ;5 o(Wu, p(m)v)) .

Or

i

(p(g) p{n)u, plg) plb)v)

= f{(gh ;3 u, v) car p est une représen-

£ (g ; p(n)u; p(h)v)

ta‘bion,
donc
£ 5 o(n)u, p(h)v> =f( 5 u, v) o By

Done
(p(m)u, p(n)v) = I (( ;u,ﬂ>=<u,ﬂ .

Le produit scalaire <{u, v) répond donc & la question.

§4. STRUCTURE DES GROUPES DE LIE COMPACTS

Définitions :

Soit @ une a2lgébre de Lie.

1) Le centre 3‘(ie 8 est 1l'ensemble des X € @ +tels que
[X, Y] = O

pour tout Y € & . Clest un 1idéal de @.

2) Liglgeébre dérivée T8 de © est le sous-espace de &

engendré par les éléments de la forme [X, Y] . Clest un idéal
de 6.

3) L'algdbre @ est dite simple si elle ne possede pas

d'idéaux sutres que {0} et @.
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4) L'glgtbre ® est dite semi-simple si il existe des
algébres ® , L= 1, «ee, n , simples et non abéliennes gui

sont des idéaux de @, tels que © soit 1la somme directe
@1§B000665n °

Un groupe de Lie est dit simple (resp. semi-simple) si

son algdbre de Lie est simple (resp. semi-simple).

Une forme bilinéaire @ sur 1l'algebre de Lie 8 est dite
@-invariante si Q[X, Y]y, Z) + @ (Y; [X, Z]) = 0 pour tous
X, ¥, zZ€e .

Exemgle 2

La forme bilinéaire B définie par
B(X, ¥) = Trace (ad(X) ad(Y)> est @ invarisnte. On l'appelle
la forme de Killing.

On peut montrer sans difficulté le résultat suivant :

Proposition 1 :

Soit @ 1l'algebre de Lie d'un groupe de Lie G, et so0it @

une forme bilindaire sur €. Alors

1) Si @ est invariante par Ad(G) , elle est

G~invariante.

2) Réciprocuenent si @ est ®-invariante et si G est

connexe, alors @ est inveriante par Ad(G) .

(m invariante par Ad(G) signifie que
o (Ad(2)X, 4d(a)Y) = o(X, V)

pour tout g € G et pour tous X, Y € @) .
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Corollaire :

Si G egt un groupe de Lie compact, alors il existe sur €

un produit scaleire @ invariant.

Car d'aprés le théoréme du §3., il existe sur € un produit
scalaire invariant pour la représentation Ad .

Proposition 2

On suppose qu'il existe sur @ un produit scalaire

C-invariant. Alors

1) Pour tout idéal ¥ de ®, le supplémenteire orthogonsl
o
<4

-
-{xeo; X, =0 pour tout Y e ¥}

est aussi un 1déal de T et

~y

(D]
s

2)  © est somme directe de centre 0 et de son algébre

dérivée I . De plus I  est semi-simple.

En effet, soit X € ¥~ eo%f Y €@ , slors pour tout W € %,

(LY, X1, W = - (X, Y, W
puisque le produit scalaire est G-invariant ; or [Y, W] € ¥
puisque ¥ est un idéal et (X, [Y, W]) est donc nul puisque
X € NL s done
({y, X3, > = 0,

donec

[y, x] € ¥
donc ¥ est un idéasl et
0= g u .
Soit 2 Gfﬁ , centre de ®, soient X, Y €68 , alors
<[X9 Y]9 Z> B <Y9 [Xs Z])

foued O car [X, Z] = 0 9
donc Z est orthogonal aux éldéments de la forme [X, Y] , donc
7 £
o € ¥ .
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4 - -
Réciproquement, soit Z € € , alors ([X, Y], Z) = O
pour tous X, Y € €@ , donc
pour tout Y € & , donc

[X, 21 = O
pour tout X € @ , c'est-i-dire 7 € 2} . Donc
m-l. < i-ﬁ .
Donc )
et € egt la somme directe
L ooe .

Pour 1lg derniére assertion, on utilise le lemme suivant

oo

Lemme

o e ar——

Soit ¥ une slgtbre de Lie (sur R, de dimengion finie).

On suppose gqu'il existe sur ¥ un produit scalaire ¥-invariant et

que le centre de ¥ soit {0} . Alors ¥ est semi-simple.

En effet, ou bien ¥ est simple, ou bien on peut trouver
dans ¥ un idéal minimal ﬁ1 . Alors d'aprés la premiére partie
de 1la proposition, on g

s,:=s:.1g;,v"1' .
L'algebre 51 est simple car si elle contenait un idéal &, ce
it é H

un idéal de ¥ (car si z €4, z=XxX+3y ou x € %y

et y € ﬁ#’ , et si +t €3J , nlors

t, z1 = [t, x] + [+, y]
qui appartient & § car [t, x] € § et [+, y] = O puisgu'il
appartient & %1 gt & %?) et 51 ne sersit pas minimal.
D'autre part, 51 n'est pas abélienne, sinon elle serait
contenue dans le centre de ¥ (oar si [x, y1=0 pour x, y €%,
alors pour “out z € &€, z =y + y' ou y € 37 et y' € ﬁ#
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donc
[x, 2] = [x, y] + [x, y'1 =0

et x appartient au centre de ﬂ) ; or le centre de ¥ est vide.
On congsidére maintenant %#', ou bien c'est une algebre simple,
ou bien elle posséde un idéal minimal %2 qui est simple et
non abélien, et ainsi de suite, la dimension de ¥ étant finie,
on peut mettre ¥ sous la forme 91 & Us P oeee P %k ol les
ﬁi sont des idéaux simples et non abéliens ; c'est~a~dire que
Y est semi-simple. c.qg.fed.

Alors si on considére 1l'algebre D€ , le produit scalaire
est @-invariant donc en particulier D¥-invariant. D'autre
part, le centre de D€ est {0} : en effet le centre de ¢
est contenu dans le centre de fj+ ™ , c'est-a-dire dans
% = ™ , donc le centre de D8 est contenu dans BE N et = [0},

Le lemme dit que ™8 est semi-simple.

De 12 proposition 2 et du corollsire de la proposition 1,
résulte le théoréme suivant :

Théoreme 1 :

Soit G un groupe de Lie compact et @ gon algébre de Lie.

Aors @ est égaled lo somme directe de son cenitre % et de son

algibre dérivée BDE . De plus D est gsemi-simple.

Corollaire :

Soit G un groupe de Lie compact, alors pour que G soit

semi-simple, il faut et il suffit que le centre de G soit fini.

BEn effet d'aprés le théordme, pour que @ solt semi-simple,
il faut et il suffit que % soit {0} . Alors le centre de G

est discret et donc fini.
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Soit &G un groupe de Lie compact et connexe. Soit 6 une

p—~forme différentielle sur G. On définit 1l'intégrale invariante

I(8) de 6 de la fagon suivante : pour x € G et

) #
U= Uy, oo, up € (TX(G)>p , soit f(g 5 x ;3 u) = (Lg e)x

cee, up) , alors par définition :
(I(G))X (u1, voey up) = 1 (f( POX 5 Uygy eee, up))

Alors (I(e)>x est une p-forme alternée sur TX(G) et

x —> (I(8) ), définit une p-forme différentiable I(8)

Propriétés :

1) I(6) est invariante & gauche, en effet
(23 (0) ) (w) =((0) )y (Tpw W)

I (f( 5 hx Lh* u))

]

or
flg 5 nx 3 Ly W= (I 6), (I, v
* 9)

p Lg O (W

8, (w

i
H
Pamm
o
)
o0
~
<
N

donce

(Ip (8) ), (w)

Il
H

(f( s X 3 ou) o Rh>
I(f( ;x;u)>
- (I(G))X (un) .

1

2) I(ae) = d I(6) , ceci résulte du fait que

{1y,

sur G.
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3) Soit C ¢ [0, 1] ——> G un lacet de G, et soit 8 une
N n
1-forme fermée sur G, alors J e = J i(e) .
C C

En effet, on suppose que w est un élément de volume tel

que
V(e =1 .

Alors par définition

P p . ,
b IO = [(I(e))c &(s) | as

(t)

1 .
j; {j; (Lg 0) (4 c(t}w] at

It

il

- pl
j; Lj; (Lz e)C(t) c(t)dt] W

R A
_ #
= JC Lg 8

= Jr‘ )
L «C
8
puisque G est connexe, il existe une courbe t —> g4 dans G
telles que
go = € et g1 = 8 9
et les courbes C, = Lg o C gont des lacets tels que
Y t
CO =
donc C et L
Ce > ©
Jﬂ 8 = Jp ¢ 9 dgonc
L o C C
) " 18y = |
f I e = e C.q.f.d.
JC JC

C et 01 = L o C g
C

sont homobtopes, et puisque 8 est fermée,
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Si de plus, G est semi-simple, 8 étant toujours une
i-forme fermée, zlors I(B) = 08 .
En effet, soit mn = I(8) et soient X, Y € @ , alors

an(x, v = (n(D) - ¥(n(®) - n(lx, ¥])
mais M(Y) et n(X) sont constants car 7, X et Y sont inva-

riant & gauche, donc

Z(n(1)=¥(n(D)=0

et donc
an(%, ¥) = - n(LX%, Y1) .

Or dn = aI(8) = I(ad) = O , puisque 6 est fermée, donc M est

nulle sur les éléments de la forme [X, Y] . Mais puisque G

est semi-simple, € = ®C et donc tout élément de € est de 1la

forme S»[Xi’ Yi] et N(7W) = 0 pour tout W €@ . Donc
* n (W) = 0

m fal

pour tout We € le(a) done

il
—
~~
D
~—
i
(@]

T]e:: 0 et N

car n est iavariante & gauche.

P
Alors j‘ B est nul car J e = Jﬁ I(8) . Clest-a-dire
C C C
gue 8 est une forme exacte. (Clest-a-dire qu'il existe une

fonction T telle que
0 = df ).
On peut donec énoncer

Théoréme 2 :

Soit G un groupe de Lie compact, connexe et semi-simple

et soit 6 une T-forme fermée dans G. Alors 0 est une forme

exacte.
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Soit toujours G un groupe de Lie compact, connexe et

semi-simple. Soit gP 1l'ensemble des 1-formes fermées 6 et

o

®, l'ensemble des formes exactes df . D'aprés le théordme 2,

on a
D'une manidre générale (pour une variété ), on a
2
toujours 61 o éﬂ . SO1it H1(I) = éﬂ le groupe d'homotopie.
-1

Soit b1(M) la dimension de HT(M) , onn 1l'appelle le premier
nombre de Betti de . Soit (M) le groupe fondamental de M et

soit Dm(i le groupe des commutateurs de w(M) . Alors

(théordme de Rham) le rang du quotient m(M)/Dw(M) est égal

Dans le cas du groupe de Lie G, compact et connexe,
le groupe fondamental est abélien, donc

b1(ﬂ) = rang de m(G)

n

car Dm(G) = {1} . De plus, si G est semi-simple @1 = &,
donc
b1(G) = 0 = rang de m(G)

ce qui entraine que w(G) est fini

Théoreme 3 :
Si G
alors son groupe fondamental m(G&) est fini.

est un groupe de Lie compact, connexe et semi-simple,

Remargge_:

Le revétement universel G de G est aussi compact (car le
groupe fondamental est fini et si G est un groupe de Lie,

~

G est un groupe de Lie).
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Proposition 3 :

Soit G un groupe de Lie compact, alors B(X, X) < O pour
tout X €68 et B(X, X) = O si et seulement si X € .
(B est la forme de Xilling).

En effet, si G est compact, il existe un produit scalaire
(X, ¥) tel que

(ad(X) Y, Z) = - (Y, ad(X)2)

pour tous X, Y, Z dans @. Clest-d~dire que tad(X) = - 2d4(X)
pour tout X € 8 , clest-d-dire que le matrice ad(X) est
antisymétrique ; alors les valeurs propres de ad(X) sont
imaginaires pures et comme
B(X, %)

Tr ad(X)°

=0
i

ol A; sont les valeurs propres de ad(X) , B(X, X) est négatif

ou nul. Alors B(X, X) = O gi et seulement si les valeurs propres
sont nulles. Clest-a~dire, puisque la matrice est antisymétrique
si et seulement si ad(X) = 0 , clest-d-dire

[X, Y] = O

pour tout Y € @ , c'est-d-dire X € 3 , centre de ®.

Propogition 4
Si la forme de Killing de @ est non dégénérée, alors toute

dérivation D de €@ est une dérivation intérieure.

(Clest-a-dire qu'il existe A € @ +tel que

DY = (ad 4)Y = [4, Y]
pour tout Y € @).
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En effet, soit D une dérivation de @, et pour X € € goit
Y(X) = Tr(D o ad X) .+ Alors ¥ est une forme lindaire sur & et
puisque B est non dégénérée, il existe un A unique dans @ tel que
y(X) = B(4, X) (.

Soit alors D' =D - ad A, c'est une dérivation de @, donc

on a
D'[X, Y] = [D'X, Y] + [X, D'Y]

pour tous X, ¥ dans €, clest-d-dire

D' 6 ad X = ad(D'X) + 24 X o D! {(2)

”t

our tout X dans €. D'gutre part our £ et Y dans €, on =
? b

B(D'X, ¥) = Tr (ad(D'X) o ad Y)

it

Tr (D'o adX o ad¥) - Tr(gd% o D' o ad¥) Qa'aprds(

]

Tr (D o 2dX o ad¥) - Tr (adh o ndX o ad¥)

- Tr (adX o Do adY) + Tr (adX o adA o adY>

or la trace d'un produit de matrices ne change pas si on permute
(]

circulairement les termes du produit, donc

B(D'X, ¥) = Tr (D o adX o ad¥) - Tr (ad4 o adX o ad¥)

- I (D o 2dY o adK> + Tr QadA 0o 2dY o adX)

= or (D o 2a[X, Y1) - Tr (2d4 o =a[X, Y3)
=¥ ([X, 1) - B (4, [x, ©I)
= 0 d'aprés (1,\! .

Puisque B est non dégéndrée, la nullité de B(D'X, Y) pour
tous X, Y € & entraine que D' = 0, clest-i-dire que D = 24 A.
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Remargue 3

Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1) @ est semi~simple.
2) La forme de Killing de C est non dégénérée.

3) © ne posséde pas d'idéaux abéliens non trivigux.

Proposition 5 :

S1i G est connexe et si toute dérivation de @ egt intérieure

alors Ad(G) est un sous-groupe fermé de GL(3) .

En effet, l'ensemble des automorphismes de @ est un sous-
groupe fermé de GL(®) , c'est l'ensemble des 0 € GL(S)
vérifiant

[oX, oY] = [X, Y] VX, Ye@® .
Et A4d(G) est la composante connexe de ce sous-groupe contenant .
Car Ad(G) contient alors ad(€) qui est l'ensemble des
dérivations.

Théortme 4

Soit & un groupe de Lie connexe, alors une condition

nécessaire et suffisante pour que G soit compact et semi-simple

est que la forme de XKilling de ® soit définie négative.

Cette condition est en effet nécessaire d'apres la
proposition 3.

Réciproquenment, si la forme de XKilling est définie négative,
alors d'aprés la proposition 4, toubte dérivation de & est
intérieure et donc d'zprés la proposition 5, Ad(G) est un
sous-groupe fermé de GL(®), donc Ad(G) est compect. Alors
G est compact et semi-simples
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Soit G compact et connexe et soit 8 = D¢ + Z). Soit 2
la composante connexe du centre de G contenant e. Alors Z est
compact et Z est le sous-groupe de Lie de G correspondant & iﬁ .
Soit S le sous-groupe de Lie de G correspondant & D& . Soit
Xe€MW . On voit que ad X est de la forme

fedgg X 00
ad X = (\ 0 o ) ’
ol adgy désigne la représentation adjointe de ™ . On a alors
By (X, X) = B(X, X) pour tout X € D&

By désignent la formede Killing de ¢ . Or, on sait que

B(X, X) <0 et B(X, X) = 0 <===> X € Zb et donc 3&@ est
définie négative. Par suite S est compact et donc fermé dans G.
Puisque ™ N 5 = {0} , on voit que S N Z est fini. Soit

G' = S x 7 et soit @ 1'application de G! dans G définie par
o(s, t) = s . t (s €8, t € Z2) . On voit facilement que @ est
un homomorphisme de G!' sur G, et le noyau de @ est le sous-—
groupe N de G' deséléments de la forme (s, 51 o s €8Sn2Z,
donc N est fini.

Conclusion :

Tout groupe de Lie compact connexe est un groupe guotient
d'un produit direct d'un groupe compact, semi-simple et connexe
et d'un tore par un sous-~groupe distingué fini.



