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III. 1 

Chapitre III 

GROUPES DE LIE 

§1. GROUPES DE LIE ET ALGEBRES DE LIE  

Définition z 
Un ensemble G vérifiant les conditions suivantes est  

appelé un groupe de Lie s 
1) Lfensemble G est muni d'une structure de groupe et  

d !une structure de variété différentiable à base dénombrable> 
2) L f application 

f % G — > G 
qui à x fait correspondre est différentiable» 

3) L1application 
cp . G x G > G 

qui à (x, y) fait correspondre xy est différentiable* 



III.2 

Ces conditions entraînent qu'un groupe de Lie est un 

groupe topologique, localement compact, à base dénombrable. Et 

c'est en particulier une variété paracompacte. 

Soit GQ la composante connexe neutre de G 9 c'est un 

sous-groupe distingué de G. Les composantes connexes de G sont 

ouvertes car G est localement connexe ; GQ est donc une 

variété différentiable à base dénombrable, vérifiant les 

conditions 3 et 4 , donc G Q est un groupe de Lie. 

Pour g € G , L et R désignent les translations 
ë S 

respectivement à gauche et à droite, définies par L (x) = gx 
S 

et R x = xg .Ce sont des dif féomorphismes de la variété G 

car l'application cp définie par cp(g9 x) = L x est différen-
o 

tiable et 

(V-
1 - v 

(de même pour R J • 
o 

Si cp est un difféomorphisme de M, et si X est un champ 

de vecteur sur M, cp̂ X est un champ de vecteur sur M 

(̂ défini par 

M p = W . , n l i M )• 
* cp ( p ) cp ( p ) 

Définition i 

Un champ de vecteur X sur G 9 groupe de Lie, est dit  

invariant à gauche (resp* à droite) si 

(L K X = X 
O 

pour tout g € G (resp. (R^)* X = x) • 
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On écrira parfois L pour (I* )# et R pour (R . 
o o S ë 

Soit ® l'ensemble de tous les champs de vecteurs sur G-, 

invariants à gauche, © est une algèbre de Lie par rapport au 

crochet de Poisson. En effet, si X, Y € © , alors pour tout 

s € G- , 

L (XX + | i ï ) = X L X + |i L Y = XX + HY 

s s s 

et 

L [X, Y] = Fi X, L Y] = [X, Y] 
S 9 L S ' S J

 »- , J 

(car pour tout difféomorphisme cp, on a 
cp*[X, Y] = [cp*X, cp*Y] 

Définition s 

L'algèbre de Lie © de tous les champs de vecteurs sur G, 

invariants à gauche est l'algèbre de Lie du groupe G. 

Théorème s 

La dimension d'un groupe de Lie G est égale à la  

dimension de son algèbre de Lie ©* 

En effet, soit a l'application de © dans T (G) , 
e 

(espace tangent au point e, unité de G) qui à X associe X • 

C'est une application linéaire- Pour tout g, h € G ? on a s 
X , = (L ). X^ , 
gh v gy h h 5 

en particulier si h = e , 

X = (L ) X 
g g' e e 

donc si X = 0 , alors 
e y 

X = (L ) 0 = 0 
g g'e 

pour tout g 6 G , ceci montre que a est une application 

infective de © dans T (G) • Elle est aussi surjective, 
e 
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en effet soit u € T (G) , on considère le champ de vecteur X 
e 

défini par 
X = (L ) u 

pour tout g € G • C fest un champ de vecteur différentiable 

sur G car si U est un voisinage de e dans lequel (x , . .. 5x ) 

est un système de coordonnées locales tel que 

x 1(e) = ... = x n(e) = 0 

soit W un voisinage de e tel que 

W c U , 

alors l'application cp qui à (g, h) fait correspondre gh est 

définie dans W par 

x i(gh) = <t>\x\S), x n(g), x 1(h), x n(h)) 

pour i = 1, n où les cp1 sont des fonctions différen-

tiables de 2n variables dans un voisinage de 

(0, 0, 0 9 0) , donc pour g Ç W , on a 

X = L ° L g = c p i C x 1 ^ ) i x n(g) 9 x\ ... 5x
n) 

et si f 6 (^(G) alors 

(Xf) (g) = X g . f = ((L g) e u) f = u(f o L g) 

S ô(f o L ) 

= L a i C — i -X = o 
i=1 ô x 

si a,p • • •) a-n sont les composantes de u par rapport à la base 

(A) - e t 

Ô X 

8 ( f o L ) S ^ t p ^ x ^ g ) , x ° ( g ) , x \ . . . , x D ) ^ 

qui sont des fonctions différentiables de la variable g. 
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Donc l'application Xf est différentiable dans W. Si t € G-

et g € W alors 

(Xf)(tg) = x t g f 

= ( L 4 . ) X f v tJ g g 

= X g(f 0 i t) 

et f 0 étant différentiable, l'application qui à g associe 

X (f 0 L.) est différentiable puisque Xf est différentiable 
S ^ 

dans W et 
g = L t - 1(tg) , 

donc, pour t fixe, ceci prouve que Xf est diff érentiable dans 

tW , et comme tout point de G s'écrit sous la forme tg où 

g € W , Xf est diff érentiable sur G, pour toute f 6 C°°(G) , 

donc X est un champ de vecteur différentiable ; il est 

invariant à gauche s en effet, pour tout g et tout h 6 G , 

on a 

= ( < V e u ) ( f 0 V 

= u(f 0 Iih 0 1 ) 

= uit 0 L h g ) 

• U V e U) ( f ) 

= V f ) * 
Le champ de vecteur X est donc un élément de © tel que (d'après 

sa définition) 
cc(X) = X = u 

e 

L'application a est donc surjective. C'est donc une application 

linéaire bijective de © sur ^ (G) , donc la dimension de © est 

égale à la dimension de T (G) , c'est-à-dire à la dimension 

de G. 
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§2. S PUS-GROUPES A UN PARAMETRE D'UN GROUPE DE LIE ET CHAMPS DE  

VECTEURS INVARIANTS. 

Soit G un groupe de Lie. Par définition un sous-groupe à 

un paramètre de G est une courbe différentiable a ; E > G 

telle que 
a(t) a(s) = a(t + s) pour tous t, s € iR . 

Alors ^ a(t)
 e _ t La(t) s o i r f c ^es groupes de transfor­

mations à un paramètre de G. 

Lemme 1 : 

La transformation infinitésimale X de ^ a(t) est un champ  

de vecteurs invariant à gauche. 

En effet, pour h € G et F € C œ(G) , on a : 

= lim -1 (P(ha(t)) - P(h)) . 
t -> 0 " 7 

Donc si f € C°°(G) , on a 

( L s X ) g f . X (f o L s) 

= lim ^ [ ( f 0 L s ) ( i 1 g a ( t ) ) ~ ( f 0 f L

s X i 1 g ) ] t —^ 0 

= lim -1 [f(ga(t)) - f(g)] 
t -»> 0 

= X f . 
g 

1 ) 0 X 1 0 LQT = X pour tout s € G . 

On va voir que réciproquement tout champ de vecteur X 6 (? 

s'obtient de cette manière. 

Lemme 2 : 

Tout champ de vecteur X € ® est complet et on a 

L o (Exp tX) = (Exp tX) o L 
e> 6 

pour tout g € G et tout t € E 
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En effet, il existe un voisinage U de e et un nombre e > 0 

et une transformation locale cp^ tels que 

1) Si |t| < e , la source de cp^ contient U et l fappli­

cation de ]-e, +e[ x U ,dans G- qui à (t, x ) associe ^ ( x ) 

est différentiable. 

2) Pour tout p € U , X est le vecteur à cp en p. 

3) Si |s|, jtj et |s + t| sont inférieurs à e, alors 

^s C ^ t ^ ) = ^ s + t ^ p o u r t o u t x € U • 

(Ceci résulte de l'intégration d'un système d'équations dif­

férentielles) . 
"h 

Pour h € G- , soit alors = L^U et cp^ = L^ o o L ^ 
f h 1 K 

La famille (J^, cp^? ç ^ est alors un groupe local dont la 

transformation infinitésimale est X ; et comme e ne dépend pas 

de h, ceci prouve que X est complet. 

Pour tout difféomorphisme 6 de G, on a 

6 o (Exp tX) o ÏÏ1 = Exp t(G^X) ; 

en particulier pour 8 = L , on a 
s 

L o SKP tï o L 1 = Exp t(L X) 
s s i s 

= Exp tX . 
C'est-à-dire 

L o Exp tX = Exp tX o L 
s s 

Lemme 3 s 

Soit cp_j. un groupe de transformations à un paramètre de G 

tel que 

L o cp_̂  = CD. o L 
g b s 

pour tout g € G et tout t 6 S . Soit a(t) = cp^(e) # Alors  

a est un sous-groupe à un paramètre de G et cp̂ _ = ^ a(^j pour  

tout t g E • 
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D'abord a est un sous-groupe à un paramètre car c'est une 

application différentiable de E dans G- telle que s 

a( B+t) = cp t + g(e) = cpt[cps(e)] = <Pt[a(s)] = <pt o l a ( s ) ( e ) 

= La(e) 0 n(e> 
= a(s) a.(t) 

D'autre part si t 6 E et g € G , 

<Pt(g) = «Pt

 0 1(e) 

= L

g

 0 ^ ( e ) 

= g a(t) 

= Ra(t) « 

donc 

*t = Ra(t) . 

Proposition : 

Soit X un champ de vecteur^ invariant à gauche» Alors X  

est complet et l'orbite 

a(t) = (Exp tX)(e) , 

t € R 5 est un sous-groupe à un paramètre de G-, tel que 

E x p t X = R a ( t ) . 

En effet, d'après le lemme 2? X est complet et Exp tX 

vérifie les hypothèses du lenne 3 , qui donne la conclusion. 

Définition s 

On pose 

exp tX = (Exp tX) (e) ; 

c'est un sous-groupe à un paramètre de G tel que le vecteur 

tangent en t = 0 est X 
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Proposition s 

Pour tout a 9 sous-groupe à un paramètre de G, il existe  

un champ de vecteur X invariant à gauche et un seul tel que 

exp tX = a(t) 

pour tout t € E 

En effet, d'après le lemme 1, la transformation infini­

tésimale de R

a(t)
 e s _ t ^ c l l a m P à e vecteur invariant à gauche, 

soit X. Alors 

%p tx = H a ( t ) 

donc 

exp tX = a(t) 

Si Y est un autre champ de vecteur invariant à gauche tel que 

exp tY = exp tX , 

alors 
Y = X 
e e 

et donc Y - X 

Exemple t 

Soit 

G- = GL(n, K) 

(K = (D ou E) ensemble des matrices inversibles de degré n, à 

coefficients dans K. Soit A(t) un sous-groupe à un paramètre 

de G- A(t) est une matrice ( . a ^ ° ù l e s sont des 

fonctions différentiables de t. Soit 

n (dA(t)\ 

c'est la matrice dont les coefficients sont 

da,. 

Et la dérivée en un autre point t est 

= lim [A(h) - il A(t) = C A(t) 
h -> 0 L J 
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Or le sous-groupe à un paramètre exp tC est tel que 

f-x (exp tC) = 0 exp tC 
CL o 

et 

exp OC = 1 , 

donc d'après l'unicité de la solution de l'équation différen­

tielle 

(système d'équations linéaires sur les coefficients), on a 

A(t) = exp tC • 

Soit © l'algèbre de Lie de GL(n, k) . Pour tout X € © , 

il existe donc 
C(X) € gl(n, K) 

tel que 

exp tX = exp tC(X) • 

L'application de © dans g£(n, K) qui à X fait correspondre 

C(X) est linéaire. Pour un champ de vecteur X, C(X) est 

donné par r . n 

0(X) = exp « ] t _ 0 . 

Le vecteur tangent X a pour composantes les X • x^ par 

rapport à la base ( O Ù dans g-t(n, E) la fonction 
L 9 x r 

coordonnée x^ est celle qui à une matrice associe son 

coefficient de la ligne i et de la colonne j ) • °n a 

*e • 4 - Ù^^-l . 0 - 4 - o] - 40«> 
Donc si on représente X^ par la matrice de ses composantes, 

on a 

xe = C(X) . 

Et inversement toute matrice C 6 gt(n, k) peut être consi­

dérée comme la matrice des coefficients d'un vecteur tangent X 

au point e* Ce vecteur X correspond biunivoquement à un 

champ de vecteur X invariant à gauche et tel que 
exp tX = exp tC 
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On verra au paragraphe suivant que cette application linéaire 

est "bijective de © dans g*(n, K) est un isomorphisme 

d'algèbres de Lie. 

§3. AUTOMORPHISMES ET REPRESENTATION ADJOINTE. 

Un automorphisme 6 du groupe de Lie G- est un difféomor­

phisme de G tel que 

e(xy) = e(x) e( y) . 

Si g € G , soit 

A j x ) = gxg , 
o 

alors 
A„ = L o R i = R . o L^ 

g S g g g 

est un difféomorphisme de G et 

1 — 1 
A (x) A g(y) = gxg gyg 

-1 

= gxyg 

= A g(xy) 

c'est -donc iin automorphisme, que l'on appelle 1 ' automorphisme  

intérieur de G par g. 
Pour tout automorphisme S de G, on a 

e(gx) = e(g) e(x) , 

ce qui s'écrit 

e o L g( x) = I Q ( g ) o 0(x) , 

donc 

g 6(g) ' 

donc si X est invariant à gauche, l'est aussi car 

L (e#x) = (L o e ) # x = (e o L , \ T = e^L_ x) = e*x . 
ë ë e '(g) e (g) 
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Et l'application de © dans © qui à X fait correspondre 6#X 

est linéaire, bijective et telle que 

e*([x, rj) = [e #x, e*Y] , 

c'est donc un automorphisme d'algèbre de Lie de ©• Donc tout 

automorphisme de G- induit de cette façon un automorphisme de ©• 

En particulier 1'automorphisme A induit sur © un automor-
o 

phisme que l'on note Ad(g) (adjoint), il est défini par 

Ad(g)X = (A g)*X = X . 

Et pour g, h € G on a 

Ad(gh) = M (g) o Ad (h) 

(̂ car Agh^ x^ = ë h x h ë 

= A g (Ah(x) ) 

c'est-à-dire 
A , = A_ o A, gh g h 

donc 

( J W * =

 (V* ° Uh)* ) " 
Donc Ad est un homomorphisme de groupe de G dans GL(@) 

Si X 6 © , alors 

Ad (exp tX) , 

t € © , est un sous-groupe à un paramètre de GL(@) ; il existe 

donc C 6 g£(@) tel que 

Ad(exp tX) = exp tC 

On va montrer que C est 1'endomorphisme de ©, dit adjoint de X,  

noté ad(X) et défini par 

(ad(X)) (ï) = [X, Y] , 

en effet s 

C = M ( e x p tX)) t = 0 

donc 
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C(ï) = lim q 4 [
M(exp tZ)Y - Ad (exp OX) Y] 

= ^ 0 T [< Hexp-tl)* Y " Y ] 

= lim 4 fCBcp - t X ) # - Y] 

= lim q [Y - (5kp - t X ) # Y] 

= CX, Y] . 

On a donc 

j Ad (exp tX) = exp t ad(X)~j pour X € © . 

Propriétés de la représentation adjointe : 

"0 Pour tout X € © , ad(X) est une dérivation de  

l'algèbre ®. En effet, si Y, Z € © , alors 

(ad(X)) [Y, Z] = [X, [Y, Z]] 

= -[Y, [Z, X]] - [z, [X, Y]] (d'après 

l'identité de Jacobi) . 

= +[Y, [X, Z]] + [[X, Y], z] 

= [ï, ad(X)z] + [ad(X)Y, z] 

et d'autre part ad(X) est bien un endomorphisme de @ . 

2) Pour tous X, Y € © , on a ; 

ad ([X, Y ] ) = [ad(X) , ad(Y)] . 

En effet pour tout Z € © , 
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ad ([X, Y]) Z = [[X, Y], z] 

= -[[Y, Z], x] - [[Z, X ] , Y] (d'après 

l'identité de Jacobi). 

= [X, [Y, Z]] - [Y, [X, Z]] 

= (ad(X) o ad(Y) - ad(Y) 0 ad(X) ) Z 

Proposition s 

Pour tout g, élément de G, et tout X, élément de ©, on a 

g (exp tX)g 1 = exp t (M(g)ï) . 

En effet, on a vu que pour tout difféomorphisme 6 de G, 

on avait 

e o (Exp tx) o ë1 = Exp t(e #x) 

Pour 0 = A , on a donc 
O 

A g o Exp tX o I g = Exp t(A g #X) 

= Exp t (̂ Ad(g)x) . 

Et en appliquant cet automorphisme à e, on obtient (puisque 

iJCe) = e ) 
O 

A (exp tX) = exp t (Ad(g)x) , 

c ' est-à-dire 

g(exp tX)g 1 = exp t ̂ Ad(g)x) 
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Proposition s 

Soit Gr un groupe de Lie et soient X et Y des éléments de  

son algèbre de Lie* La condition nécessaire et suffisante pour  

que le crochet [X, Y] soit nul, est que exp tX et exp s Y 

commutent pour tous s et t dans R» 

En effet9 d'après la proposition précédente 

(exp tX)(exp s Y) (exp tX)~ 1 = exp s (Ad(exp tX) Y) • 

0 r Ad (exp tï)Y= (exp t ad(X) ) Y 

Donc exp tX eet exp s Y commutent pour tous t, s € K. , 

c'est-à-dire 

— 1 

(exp tX)(exp s Y) (exp tX)~ = exp s Y , 

si et seulement si 
co 

Y = l ^ C a d ( X ) ) 1 Y 

pour tout t 6 E , c'est-à-dire si et seulement si 

tad(I) J1 Y = 0 

pour tout n ; or ceci entraîne 

ad(X)Y = 0 , 

et ad(Z)Y= 0 entraîne 

(adCX)) 1 1 Y = 0 . 

Donc exp tX et exp sY commutent pour tous s, t € R , si 

et seulement si [X, Y] = 0 



III.16 

Exemple : 

G- = GL(n, K) où K = C ou E . 

On a vu au paragraphe précédent qu'il existait.une application 

linéaire et bijective C de © dans gt(n, K) qui à X, associait 

C(X) tel que 

exp tX = exp t C(X) ; 

on va montrer maintenant que c'est un isomorphisme d'algèbre de 

Lie ; pour cela, il reste à montrer que, pour tous X, Y dans ®, 

C([X, Y]) = [0(X), C(Y)] . 

Puisque 

exp tY = exp t C(Y) , 

on a si g € G % 

g(exp tY)g 1

 = g (exp t C(Y))g 1 

c'est-à-dire 
00 

exp t ( M ( g ) Y ) = g ( Y nT ( 0 ( Y ) ) n ) S 1 

n=0 

n=0 

= exp t (g C(Y)g 1) 

(où Ad(g)Y est un élément de © et g C(Y)g un élément de 

gt(n, K) , c'est-à-dire que 

g C(Y)g 1 = C (Ad(g)Y) ; 

en particulier si g = exp tX = exp t C(X) , on a 

(exp t C(X)) C(Y) (exp -t C(X)) = C (Ad(exp tX) Y ) 

= C ((exp t ad(X))Y) 

ce qui entraîne 

[h ^ ( e x p t c ( x ) ) C ( Y ) ( e x p _ t c(x)))]t=o = [ | ç 0 C < e x p t a d( x)) Y)]t=o 
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Or le premier membre de cette égalité s1écrit : 

[(C(x)exp tC(X)) C(Y)(exp - tC(X)) + (exp tC(X) ) C( Y)(-C(X) exp - tC(X))]fe0 

c 1 est-à-dire 

C(X) O(Y) - C(Y) C(X) , 

c 1 est-à-dire 

[C(X), C(Y)] . 

Et le deuxième membre de lfégalité s 1écrit, puisque C est 

linéaire % 

O {[^ exp t ad(X)] t = Q Y) 

c'est-à-dire . 
C (ad(X)Y) f 

c 1 est-à-dire 

C([X, Y]) 

l'application C est donc bien un isomorphisme et on peut 

identifier © à g£(n, K) . Tout X, appartenant à ©, est alors 

identifié à la matrice des composantes de X . Et exp tX est 

la fonction exponentielle de matrice. Et l'égalité 

gC(Y)g 1 = C (Ad(g)Y) 

signifie que Ad(g)Y est égal au produit de matrices gYg , 

pour tout Y e © et tout g € G 

§4. APPLICATION EXPONENTIELLE ET COORDONNEES CANONIQUES 

Soit toujours G un groupe de Lie et © son algèbre de Lie. 

On considère l'application de © dans G, qui à X fait correspondre 

exp 1X = exp X , 

c'est par définition l'application exponentielle de & dans G. 
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L1"algèbre de Lie © 9 en tant qu'espace vectoriel de dimension n, 

sur R 9 est un groupe de Lie par l'addition. On considère 

l'application exponentielle comme application du groupe de 

Lie © dans le groupe de Lie G. 

Théorème s 

L'application exponentielle de O dans G est différentiable  

et son rang en 0 est maximum. 

Démonstration t 

Soit u n e "base de C ; soit ( x \ . M ; x
n ) 

un système de coordonnées locales dans un voisinage de e 9 tel 

que 1 
x 1(e) = ... = x n(e) = 0 ; 

soit n 

(V, = l ér 
i= 1 d x 

l'expression de (X, ) par rapport à la base de T (G) , 
x ^ x 1 x 

pour x voisin de e9 les fonctions sont différentiables. 

Soit 
X = y 1 X 1 + ... + y

n X n 

un élément de © 9 alors on a 

i=i k=i 3*c 
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On considère alors le système d'équations différentielles 

i n 

{ïïTT= I ( x 1 ' " ^ n ) > i = 1 , . . . , n , 

où les y^ sont considérés comme paramètres ; on sait qu'il 

existe e et ô, réels positifs, et un système de solutions 

x 1(t ; y ) , x n(t ; y) 

définies et différentiables dans l'ensemble 

3 - e , + e [ x {y = (y1, ... ?y
n) ; |y3"I < Ô pour tout i € [1, n]} 

et telles que 

X 1 ( 0 ; y) = x 2 ( 0 ; y) = ... = x N ( 0 ; y) = 0 

Alors 1'application 

t > (x 1(t ; y) , x n(t ; y)) 

est une courbe intégrale de X passant par e, car 

l£ - I 4« 
est égal à Xx 1 ; or la courbe intégrale de X passant par e est ; 

t > exp tX ; 

donc pour Jt| < e et | yi j < à , on a. 

x i(exp tX) = x i(t ; y) 

Soit t Q € E tel que |t 0| < e , alors pour 'y 1! < jt0|ô , 
i •£ 

les composantes *r— de —F— vérifient 

| | - | < ô , i = 1, n , 

X 
et exp X , qui peut s'écrire exp tQ rg— a pour coordonnées : 

1 n 
x 3^ exp X) = x 1 ( t Q ; |- , ..., i = 1, ... , n 
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qui sont des fonctions différentiables de y 1, y n pour 

ly1! < |t0|ô 9 ceci prouve que l'application exponentielle est 

différentiable dans un voisinage de 0. Soit V ce voisinage de 0 ; 

alors pour tout champ de vecteur X dans (3, il existe un entier m 
X U 

tel que — soit dans V 9 et un voisinage U de X tel que ~ soit 

contenu dans V. L'application de U dans V qui à Y fait corres-
Y 

pondre — est différentiable et m 

exp Y = (exp Ij1 , 

ce qui prouve que l'application exponentielle est différentiable 

dans U. Donc l'application exponentielle est différentiable 

dans G. 

Le rang de l'application exp en 0 est le rang de la . 

matrice jacobienne 

/ r u T 0 T 0 1 \ 
J^ « °; • 

0 r • 1 • j 

ôx X(t 0 ; f-) ô x x(t 0 ; 0, ... , 0, |-, 0, „., O) 

1 r-ôx^tç ; 0, .,0,8, 0,...,0>, 

= ^ L - JS=O 

et 

x x ( t 0 ? 0, 0, s, 0, 0) = x 1 (exp t Q s I?) 

- x 1 (exp s t Q X"
3) 

d' où 

r 9 x
1 ( t 0 ; 0, s, •••> 0)-i / -i \ H 

[ ï ï — 2 L =o = C*o x ° ) • x 

= t 0 çj(0) 
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et la matrice jacobienne de l'application exp , en 0, est la 

matrice ( § ^ ( 0 ) ^ dont le déterminant n'est pas nul car les 

1 n 

X 5...^X sont linéairement indépendants. L'application 

exponentielle est donc de rang maximum en 0. c.q.f.d. 

Conséquence t 

Il existe un voisinage V de 0 dans O, et un voisinage U 

de e dans G 9 tels que l'application exp induit un difféomor­

phisme de V sur U. 

Remarque i 

Pour tout g € U , il existe donc un X € V et un seul 

tel que 

g = exp X , 

mais il est possible que g soit aussi égal à exp X' avec un 

autre X' non dans V. P ar exemple si 

G = G£(n, C) , 

on a 

e = exp 0 9 

mais aussi e = exp X' pour (2îrim^ \ 

0 2 T T i m 2 ° 

^2Trim n / 

où m € 2T . 

n 
Coordonnées canoniques de première espèce i 

Soit {̂ -p X^j* une base de ©• Pour e assez petit, 

l'application exponentielle induit un difféomorphisme de 
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n 

V = {z € 0 ; X = £ a ± X i ? | a i i < e } 

i=1 

sur un voisinage U de e. Tout élément g de U s'écrit donc 

n 

g = exp Y a i X i ' lail < e 

i=1 

d'une manière et d'une seule, et l'application qui à (a.j, ««ja^) 

fait correspondre n 

exp l a. X. 

i=1 

est un difféomorphisme du cube 

Q = {( a.j, • • • , a n) ; a, 6 } a ± \ < e , i = 1, • .. , n} 

sur U. On peut donc définir des coordonnées locales x \ ...<,, x n 

sur U par 

n 

x"*" (exp Y, a i X i ) = a i > i = 1, n ; 

i=1 

ces coordonnées sont appelées coordonnées canoniques (de pre­ 

mière espèce) relatives à la base 1 X^, •.•, X j de C* 

Propriétés : 

• Le sous-groupe à un paramètre 

exp t J b i X i 

i 

est représenté dans les coordonnées canoniques, par la droite 

t > (b^jt, .. • , b nt) , 

pour t suffisamment petit, car on peLit trouver 6 tel que, 

pour jtj < ô , 

n 

* l b i x i 
i=1 

soit dans V et alors 
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n 

t Soit g un élément de G- et soit W -un voisinage de e tel que 

W c U 

et 

gWg 1 c U 

(où TJ désigne toujours un voisinage de e, difféomorphe à un 

voisinage V de 0 dans O, par l'application exponentielle). 

On suppose que l'application linéaire Ad(g) est exprimée 

par rapport à la base {x̂ , ..•, X^j par 

n 

M ( g ) Z t = l a*(g) ^ , 

c'est-à-dire que sa matrice est (a.^(g) ) • Alors, si |x^(p)| 

sont les coordonnées canoniques d'un point p de W, les coordon-

nées canoniques du point gpg sont données par 

n 

x k(gpg 1) = l a*(g) x i(p) , 

i=1 

en effet si p = exp X , alors 

— 1 1 

gpg = g(exp X)g = exp Aa(g)X , 

et si n 

X = l x^p) X. 

i=1 

alors 

n n 

Ad(g)X = Y x±№ ï Hië) \ 
i= 1 k= 1 
n n 

k= 1 1 = 1 
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et n 

gpg = exp ^ \ \ 

avec 
n 

\ = l a*(g) x i(p) 

i=1 

Ooordonnées canoniques de deuxième espèce i 

Soit toujours 

{z 1, ...9 xn} 
une base de ©. On considère l'application $ : R n > G- qui 

à (a^j, • a n) fait correspondre 

(exp a-j X 1)(exp a 2 X 2) ... (exp a n X^) , 

c'est une application différentiable* On a 

8(0, ... , 0) = e , 

donc par |a^|9 • |a n| assez petits, on peut considérer les 

coordonnées canoniques de 1ère espèce x 1 ^§(a,j, a

n ) ) > 
on pose s ^ ^ 

§ = x o § pour i = 1, .•., n 

Alors 

5=L(0, 0, a , f 0, 0) = x i(exp a, X ) 
J J J 

(ô^ symbole de Kronecker) donc 

Mi = 6J , 

*a 3 1 ' 

et l'application 5 est donc de rang maximum en 0, elle définit 

donc un difféomorphisme d'un voisinage de 0 dans 0 , sur 

un voisinage de e dans G-. On peut donc définir des 
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coordonnées locales y \ y n sur par 

y 1 ((exp a-, (exp a 2 X G ) ... (exp a n X N ) ) = a ± , 

ces coordonnées sont appelées coordonnées canoniques de deuxième  

espèce, relatives à la base , . .. , X j- de ®« 

Théorème s 

Soit G- un groupe de Lie connexe, alors tout élément g  

de G- sfécrit 

g = (exp ... (exp X^) , 

où les X^ sont dans ©. 

En effet soit U un voisinage de e dans G- tel que l'appli­

cation exp soit un difféomorphisme d fun voisinage V de 0 

dans @, sur U. Soit 

W = U n I T 1 , 

alors 

W = W 

et le groupe G- est engendré par W, parce qu'il est connexe ; 

c'est-à-dire que tout g 6 G- s'écrit comme produit g^ ... g^ , 

où chaque g^ est dans W, donc dans U, et donc de la forme 

g i = exp X j [ 

où X^ € V ; donc 

g = (exp X ^ ... (exp XJP 
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§5. STRUCTURE DES GROUPES DE LIE ABELIENS 

Définition s 

Une algèbre de Lie & est dite abélienne si [X, Y] = O , 

pour tous X, Y dans ©. (Elle est alors bien abélienne au 

sens 
[X, Y] = +CY, X] 

pour tous X, Y dans ©) • 

Proposition s 

Soit G un groupe de Lie et soit © son algèbre de Lie. 

Si G est abélien, alors © est abélienne. Réciproquement, si  

© est abélienne et si G est connexe, alors G est abélien. 

En effet, si G est abélien, pour tout g 6 G , l'applica­

tion A T est l'identité et Ad(g) est aussi l'identité, donc 

Y = Ad (exp tX) Y = (exp t ad(X) ) Y 

2 
= Y + t ad(X) Y + ^ (ad(X) ) 2 Y + •.. 

donc ad(X)Y est nul, pour tout X et tout Y dans ©, c'est-à-

dire que @ est abélienne. 

Réciproquement, si © est abélienne, alors pour tout X et 

tout Y dans ©, on a 

( exp X) ( exp Y) = ( exp Y) ( exp X) ; 

si g et h sont des éléments de G, ils sont de la forme 

g = exp X.j exp Xg • • • exp X^ 

et 

h = exp Y.j exp Y 2 ... exp Y^ 

parce que G est connexe, donc 

gh = hg 
car tous les exp X^ et exp Y^ commutent, donc G est abélien. 
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Proposition s 

Si G est abélien connexe, on a les deux propriétés  

suivantes t 

"0 exp X exp Y = exp(X + Y) , pour tout X et tout Y  

dans ©» 

2) L'application exp i © > G- est surjective» 

L'application exponentielle est donc alors un homomorphisme  

de groupes de Lie de © sur G* 

Lemme (Formule de Leibnitz)• 

Soient a et b deux courbes differentiates d'un groupe de  

Lie et soit c la courbe définie par 

c(t) = a(t) b(t) . 

Alors 

ô(t) = nHt) â(t) + i a ( t ) t(t) . 

En effet, la fonction g définie par 

g(u, v) = f (a(u) b(v) ) 

où f € C°°(G) est différentiable, on a 

et 

g ' v - ! ? f C^(u) b(v)) 

et 

donc en particulier pour u = v = t , on a 
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c 1 est-à-dire 

c(t 0)f = ( R b ( t o ) â(t 0))f + U a ( t Q ) o(t 0)) f , 

ceci pour tout f € C°°(G) , d'où le lemme. 

Alors en prenant a(t) = exp tX et b(t) = exp tY , on a 

c(t) = exp tX exp tY 

et 

c(t) c(s) = exp tX exp tY exp sX exp s Y 

= exp(t + s)X exp(t + s) Y 

si G est supposé abélien, c'est-à-dire que c(t) est un sous-

groupe à un paramètre de G (car c est différentiable) ; donc 

il existe W € © tel que 

c(t) = exp tW 

Comme a(0) = b(O) = e , le lemme montre que 

6(0) = â(0) + t(0) , 

c 1 est-à-dire 

W = X -h Y , 
e e e 9 

donc 

W = X + Y 

On a donc 
1 1 

exp tX • exp tY = exp t(X + Y) 

et en particulier l'assertion 1) de la proposition. 

Si, de plus, G est connexe, tout g € G est de la forme 

g = exp Y 1 ... exp Yfc , Y± € & 9 

donc 
g = exp(Y1 + ... + Y k) 

d'après ce qui précède, c'est-à-dire que l'application exponen­

tielle de © dans G est surjective. 
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L»application exp est donc alors un homomorphisme de 

groupe de © sur G-, elle est différentiable, c'est donc un 

homomorphisme de groupes de Lie de © sur G. 

Cette application exp n'est en général pas invective, 

soit T son noyau, c'est-à-dire 

r = {x € © ; exp X = e} 

L'application exponentielle induit une application 

cp » ©/r > (} 

qui est isomorphisme de groupes localement compacts. On sait 

qu'il existe un voisinage V de 0 dans © tel que la restriction 

de l'application exp à V soit un difféomorphisme entre V et 

un ouvert de G, donc en particulier 

V fi T = {0} 

Définition s 

Un sous-groupe F d'un groupe de Lie est appelé un 

sous-groupe discret si T est fermé et s'il existe un voisinage V 

de e tel que 
V fl r = £e} 

Le noyau T de exp est donc un sous-groupe discret de © 

(groupe de Lie par l'addition). 

Rappel_d^un_théorème s 

Soit T un sous-groupe discret de l'espace vectoriel réel V'? 

Alors il existe des éléments U ^ . M J U ^ de v qui sont 

linéairement indépendants et tels que tout Y € T s'exprime 

sous la forme , 
d 

Y = l m±u± 

i=1 

avec m. € . Et le nombre d de ces éléments est fixe, c'est 

le rang de T. 
w 
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Soit le sous-espace vectoriel de © engendré par 

u-j , , soit un sous-espace supplémentaire de , 

alors 
© = v 1 x v 2 

et 

(S/r = Y^/T x v 2 

puisque T c , c'est-à-dire 

© = T d x V 2 

(On note T d le tore V^r) et l'application 

co s T d x V 2 > G , 

induite par l'application exp , est un isomorphisme de groupes 

localement compacts, différentiable* Alors son inverse $ est 

aussi différentiable9 d'après le théorème suivant, que l'on 

démontrera au § 6 . % 

Si G et G' sont des groupes de Lie et co un isomorphisme 

de groupes localement compacts de G sur G'. Alors cp et cp sont 

différentiables. 

Donc, 

Théorème t 

Si le groupe de Lie G est abélien et connexe, il est  

isomorphe, comme groupe de Lie, à T x 

En particulier, si G est abélien, connexe et compact, 

il est donc isomorphe à un tore. 
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§ 6 . DIFFERENTIA HE LITE D'UN SOUS-GROUPE A UN PARAMETRE CONTINU. 

Définition t 

Un sous-groupe à un paramètre continu d'un groupe de Die G-.. 

est une courbe continue a t E > G telle que 

a(t + s) = a(t) a(s) 

pour tous s, t € R 

(On rappelle que par "sous-groupe à un paramètre", on 

entend une telle application a, différentiable)• 

On va montrer, qu'en fait, tout sous-groupe à un paramètre 

continu est un "sous-groupe à un paramètre" du groupe de Lie, 

c'est-à-dire qu'il est différentiable. 

Lemme i 
r 1 1 n 

Soit ^X^, • X̂ J- une base de ©, et x ^.*.*x les 
coordonnées canoniques relatives à cette base. Soit 

• . I lk | . H l || I | !• 

U c = {g € G ; jx
i(g) j < c, i = 1 , n} 

et soit 

V c = {X € © ; X = Y a 1
 X ± 9 l a 1 ! < c, i = 1 , ..., n} 

i 

Soit c € R* assez petit pour que exp induise un difféomor­

phisme de sur U ^ , et soit g € U Q tel que 

2 3 m 
g ? g ? • • • ? g 

soient aussi dans U ; alors g € U / et 

x\gl) = l x k(g) 

pour k = 1, ..., n et £ = 1 9 ..., m • 
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En effet, soit g = exp X avec 

n 

Z = J x k ( g ) ^ . 

Si ï ^ 0 , on considère Max^ |x k(g)j qui est égal à 'x x(g)j 

pour un certain i, on pose 

, _ 2c 
0 = ]?(ÏÏT ' 

on a t Q > 2 car 

\*He)\ < c . 

Soit IÛQ l 1 entier tel que 

m 0 < t Q £ m 0 + 1 , 

alors pour tout k, on a 

m 0|x
k(g)l < 2c 

car Ix'Hg) | est le maximum des |xxC(g) j • Donc m QX appar­

tient à "^2o ^ o n c 

exp m 0 Z € U 2 c , 

or 
m 0 m 0 

exp m QX = (exp X) = g , 

donc m n 

pour k = 1 , n • D 1 après la définition de m.Q 9 on a 

(m 0 + 1 ) | x i ( g ) | * toix^g)! 

c 1 est-à-dire 

(mn +1) ixj-(g) i * 2c 
donc 

m 0 | x i ( g ) | ^ 2c - Ix 1! > c , 
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i M 0 

la coordonnée x de g est en valeur absolue supérieure 
m Q 

à c, donc g n'appartient pas à TJ . Or exp tX € U 

pour £ = 1, • •. , m , donc m < IÛQ , et donc pour £ = 1,• • - , »Ù 
le champ de vecteur -tX appartient à P u^- S (l u e 

m 0 X 6 V 2 c . 

Si X = 0 , on a évidemment aussi 

2c 

C'est-à-dire que pour £ = 1, ..., m , on a 

g^ = exp £X 

où IX appartient au voisinage V 9 de 0, difféomorphe (par 

exp.) au voisinage ^2o d e e ? est-à-dire que les coordonnées 

canoniques de g^ sont les composantes de -tX par rapport à 

X^, . X^ , c'est-à-dire 

xk(g't) = l x k(g) 

pour k = 1, n et l = 1, • m . E t , puisque g m 6 U , 
-, '- / 

on a mjx^g)] < c , pour tout k, donc 

1 * 5 ' 

donc 
g 6 U / 
° c/m 

Théorème s 

Soit a s > G- , un sous-groupe à un paramètre continu, 

du groupe de Lie G» Alors a est différentiable» 

Comme dans le lemme, on note 

U. = {g ç G ; | x

i ( g ) ! < c, i = 1 , n} 

et 

n 

V Q = {x = J a ± \ ; |a i| < c, i = 1, ..., n} 

i=1 
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et on suppose c assez petit pour que exp induise un difféo­
morphisme de V " 2 C sur U 2 C • Puisque a(0) = e et que a est 
continu, il existe e > 0 tel que pour jt| < e 9 a(t) € U C 

Soit €Q tel que 

e > e Q > 0 

0 3 1 P ° S e x k Qa(t))= a k(t) , 
alors montrer que a est différentiable revient à montrer que 
les fonctions of (k = 1 , n) sont différentiables. 

s 
On suppose t rationnel positif % t = — 9 s, m ^ 2 et 
m ^ s > 0 si jt| est inférieur à 1 . Soit 

g = a , 
on a 

3 = aAs eo/ 
et pour -t = 1 , m , !m eo' e 8 ^ inférieur à e, c'est-à-
dire que g^ est dans U , on peut donc appliquer le lemme 
à g et donc 

X
k ( g s ) = s x k(g) 

et 
x k(g m) = m x k(g) . 

Or* 
x (g ) = a e0) 

x k(g m) = a k ( e 0 ) 
et e 

k̂  \ k / 0\ 

k 
Donc a vérifie les relations 

k / s „ \ ( 
a e o ; = s a V — ; 

et 
k/ \ k / E 0 \ a ( e Q ) = m a ) 
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qui entraînent 

c 1 est-à-dire 

a k(te Q) = t a
k(e Q) 

pour t rationnel positif. Or a (te Q) et t a (SQ) sont des 

fonctions continues de t et impaires (on a 

a k(-te 0) = - a
k(te Q) 

car 

a k(-te 0) = x

k (a(-te0)) 
= x k (a(te 0)-

1) 

= -*Ha(te0)) ), 
donc 

a k(te Q) = t a
k(e 0) 

pour tout t tel que |t| < 1 .Ce qui montre que a k est 

différentiable pour |tl < e , car alors t = — e n où |~} 
0 0 

est inférieur à 1. 
Pour tQ € R , pas forcément voisin de 0, on a 

a(t) = a(t 0) a(t - t Q) 

= La(t Q) ~ *o) 

donc a est différentiable au voisinage de tQ , car les 

applications ^a(-t )
 e*t ^ — ^ - "̂o s o n" b différentiables. 

Donc a est différentiable sur tout R. C'est donc un "sous-

groupe à un paramètre" de G. 
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§7. HOMOMORPHISMES DE GROUPES DE LIS - REPRESENTATIONS  

Définitions t 

Soient G et G 1 deux groupes de Lie» Une application cp de  

G dans G 1 est un homomorphisme de groupes de Lie si c'est un  

homomorphisme de groupe qui, de plus, est différentiable ; c !est  

un isomorphisme de groupes de Lie de G sur G 1

9 si c'est un  

homomorphisme de groupe qui est un difféomorphisme de G sur G 1. 

Théorème t 

Soient G et G' deux groupes de Lie et cp un homomorphisme  

de groupes topologiques de G dans G y. Alors cp est un homomorphisme  

de groupes de Lie. 

En effet, soit ••», X une base de ©, algèbre de 

Lie de G 5 au voisinage de l'élément neutre e de G, on considère 

les coordonnées canoniques de deuxième espèce relatives à cette 

base» Pour tout X € © , exp tX est un sous-groupe à un 

paramètre de G, donc cp(exp tX) est un sous-groiipe à un para­

mètre continu de G ! puisque cp est un homomorphisme de groupe ; 

ce sous-groupe à un paramètre continu, est différentiable, donc 

il existe Y € ©' , algèbre de Lie de G 1, tel que 

cp(exp tX) = exp tY • 

En particulier, il existe donc Y^ G ©' tel que 

cp(exp tX_̂ ) = exp tY^ , 

pour i = 1, • • » , n , et si p = (exp a^ X^)(exp a 2 X 2) ... (exp a n X ) 

alors 

<P(p) = (exp a-, ••• (exp a n \ ) 

qui est une fonction différentiable de (a.j, a. ) , car 

chaque sous-groupe à un paramètre exp tY^ est différentiable ; 
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or a^, • a sont les coordonnées canoniques de seconde 

espèce de p. Donc cp est différentiable dans un voisinage de e ; 

ce qui entraîne qu'elle est différentiable sur tout G 9 car pour 

x voisin de g, 

f(x) = f(g) f(g 1x) 

qui est différentiable parce que g x est alors voisin de e. 

Corollaire 1 i 

Soient G- et G-' deux groupes de Lie et cp un homomorphisme de  

groupes topologiques de G sur G' , bijectif. Alors cp est un  

isomorphisme de groupes de Lie de G sur G 1. 

En effetj d'après le théorème, cp est différentiable* D'autre 

part, G et G 1 étant des groupes topologiques localement compacts 
— 1 

à base dénombrable, cp est un homomorphisme ouvert, donc cp est 

continue et donc différentiable d'après le théorème. 

Remarque s 

Ce corollaire, montre que, pour un groupe topologique donné, 

la structure de groupe de Lie est unique. 

Définition s 

Soit G un groupe et V un espace vectoriel sur K (K = R ou C). 

Une représentation de G dans l'espace vectoriel V est un homomor­

phisme cp de G dans G£(V) . Si G est un groupe de Lie et si  

cp est différentiable, c'est une représentation de groupe de Lie. 

Corollaire 2 t 

Toute représentation continue d'un groupe de Lie est  

différentiableo 

Ceci découle immédiatement du théorème. 
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Exemple t 

La représentation adjointe d'un groupe de Lie G- est une 

représentation de groupe de Lie de G dans l'algèbre de Lie © 

de G-, car l'application s > Ad (s) est continue. 

On considère deux groupes de Lie G- et G' et leurs algèbre s 

de Lie respectives © et ©'. Soit cp un homomorphisme de G dans G ! • 

Soit X € ® , alors 

t > cp(exp tX) 

est un sous-groupe à un paramètre de G', il existe donc X' 

dans ©' tel que 

cp(exp tX) = exp tX f 

On a 
X ' e ' = X e 

car f € C°°(G') , 

X t e ' f * [I* f < e x P t X , ) ] t = O 

= Gft f ° *< e xP
 tX)Jt = 0 

- (<P*)e X e * f ' 

Et pour g € G , on a 

X'cp(g) = CLcp(g)*)e<
 X V 

= ^L<o(g)*)e' ( c p* }e h ' 
Or cp(gx) = cp(g) cp(x) , pour tout x € G- , c'est-à-dire 

g cp(g) . ? 

donc 

cp(g) v g y* e 

é e 

= (<P»)„ ^ 
O O 
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Pour tout g € G , on a donc 

( g ) v^* yg g 9 

c'est-à-dire que le couple de champs de vecteurs (X, X 1) est 

compatible avec cp* 

On définit l'application cp* de © dans ©' par 

cp(exp tX) = exp t(cp*X) 

Cette application coïncide avec celle définie par 

(cp*X) f N = (cp-) X 
w * 'cp(g) v *'g g 

dans le cas où cp est un automorphisme de G. On avait vu dans ce 

cas que cp* était compatible avec le crochet, cette propriété 

reste vraie dans le cas général, l'application cp* est donc un 

homomorphisme d'algèbres de Lie de © dans ©'. On appelle cp* la 

différentielle de l'homomorphisme cp» 

On peut énoncer % 

Théorème ; 

Un homomorphisme cp de G dans G' induit un homomorphisme cp*  

de (S dans ©' tel que 

(<P#X)et = (<P») E \ 

(où e et e' sont les éléments neutres de G et G' respectivement). 

De plus, si G est connexe et si deux homomorphisme s cp et ij/  

de G sur G 1 sont tels que cp* = ty* , alors 

CD = \ |J 

Car 

co(exp tX) = i|r(exp tX) 

et tout g € G s'exprime comme produit exp X^ ... exp X^ 

Remarque % 

On verra plus loin que Ker(cp) et Im(cp) sont des 

groupes de Lie. 
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§8. SOUS-GROUPES DE LIE D 1UN GROUPE DE LIE. 

Définition : 

Soient G et H des groupes de Lie. On dit que H est un  

sous-groupe de Lie de G si les deux conditions suivantes sont  

vérifiées s 

1) Le groupe H est un sous-groupe de G. 

2) La variété différentiable H est une sous-variété de G. 

Remarque s 

La topologie de H n fest pas forcément celle induite 

par G. Un sous-groupe de Lie n'est pas un sous-groupe topolo­

gique. 

On dit que H est distingué si c'est un sous-groupe 

distingué de G (en tant que groupe simplement). On dit que 

H est fermé si c'est une sous-variété fermée de G. 

Rappels^sur^les^algebres t 

Un sous-ensemble 6 d'une algèbre de Lie © est une sous-

algèbre de Lie de © si s 

1) C'est un sous-espace vectoriel de ©. 

2) Pour tous X, Y de , [X, Y] appartient à & . 

Un sous-ensemble & de © est un idéal de © si : 

1) C'est un sous-espace vectoriel de ©• 

2) Pour tout X € » et tout Y € © , [X, Y] appartient 

à S* 

Remarque s 

L'anticommutativité du crochet entraîne qu'il n'y a pas à 

distinguer "idéal à gauche" et "idéal à droite". Dans une algèbre 

de Lie, tout idéal est bilatère. 
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Soient G- un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie de G. 

On désigne toujours par © l'algèbre de Lie de G- et soit ft 

l'algèbre de Lie de H. 

L'application identique i : H > G- est un homomor­

phisme de groupes de Lie. On peut considérer sa différentielle i* 

qui applique ft dans @, elle est invective car si i#X = 0 

alors (i#X) = 0 ? c'est-à-dire 

ce qui entraîne 
X = 0 
e 

car i est un plongement, donc (i*) est infective• Et X = 0 

équivaut à X = 0 . L'image i#(ft) est une sous-algèbre de 

Lie de ©, à laquelle on identifie ft % c'est l'ensemble de X 

de © tels que X soit tangent à H. Car si X est l'image 

par (i*) e d'un vecteur tangent Y^ à H, 

alors 

c'est-à-dire que pour tout g, X^ est image par (i*) d'un 

vecteur tangent à H. 

Inversement, étant donnée une sous-algèbre de Lie de ©, 

on va voir qu'on peut trouver un sous-groupe de Lie de G dont 

elle est l'algèbre de Lie. 

Soit G un groupe de Lie et © son algèbre de Lie et soit ft 

une sous-algèbre de Pour p € G , soit ft le sous-ensemble 

de T (G) des vecteurs tangents X où X € ft • Soit r la 
P P 

dimension de et soit {̂--p . ••, u n e base de & , alors 

pour tout p € G 9 (X.) , ..., (X ) engendrent ft . D'autre 
! p r p p 

part, puisque ft est une sous-algèbre. 
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r 

Donc, S définit lin système différentiel complètement integrable  

sur G- (on le notera &) • 

Proposition 1 ; 

Soit H Q la feuille du système différentiel & passant  

par e. Alors HQ est un sous-groupe de Die connexe de G- dont  

l1algèbre de Lie est &. 

En effet, les translations à gauche laissent invariant 

donc (d'après une proposition vue- sur les systèmes différentiels 

complètement integrables) l'image de H Q par L^ , g ç G- , 

est une feuille de f) • En particulier si h ç HQ , L^ HQ est 

une feuille de $ ; cette feuille passe par ^(e) = k ? donc 

c'est H Q , car par tout point il passe une seule feuille de 

Donc si h et h' appartiennent à H Q , alors 

hh f = L h(h') 

appartient à H Q • D fautre part si h € H Q , L . H Q est aussi 
h 

une feuille de & , qui passe par L (̂li) = e , c'est donc HQ 

h 
Donc si h € HQ , alors 

h 1 = L,(e) 
h ' 

appartient à H Q .Ce qui montre que HQ est un sous-groupe 

de G. 

D'autre part H Q est une sous-variété différentiable de G 

puisque c'est une feuille d'un système différentielle complè­

tement integrable* 

Pour montrer que H Q est un groupe de Lie, il faut montrer 

que les applications cpQ % H Q x H Q > H Q , dé finie par 
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<Pç>(a» ^ = a b > G t * 0 S H 0 " — > H 0 ' définie par t|fQ(a) = a
1 , 

sont différentiables» On a le diagramme commutâtif suivant s 

G x G ï > G 

(i, i) 

H q x H Q 

(où cp est la multiplication dans G) qui montre que cpQ est une 

application différentiablede HQ X H Q dans G. Or lfimage 

CP 0(HQ, HQ) est contenue dans la feuille 1^ et G est une variété 

différentiable à base dénombrable, donc (d'après le théorème 

du § 1 0 ch. II) cpQ est une application différentiable de 

HQ X HQ dans H Q ; de même pour • Lonc H Q est un groupe 

de Lie ; c'est un sous-groupe de G et une sous-variété de G, 

c'est donc un sous-groupe de Lie de G ; et son algèbre de Lie 

est © puisque c'est une variété intégrale du système différen­

tiel £ . De plus, H Q est connexe puisque c'est une feuille. 

Proposition 2 % 

Soient H et H 1 deux sous-groupes de Lie connexes d'un  

groupe de Lie G. Si H et H'_ont même algèbre d e Lj e 9 alors 

H = H' 

Ceci résulte du fait que tout élément d'un groupe de Lie 

connexe s'exprime comme produit (exp X^) ... (exp X ) où 

X^ appartient à l'algèbre de Lie du groupe. 
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Théo renie 1 s 

Soit S une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de lie ©  

d'un groupe de Lie G, Il existe un sous-groupe de Lie connexe  

de G- et un seul dont l'algèbre de Lie est ft. 

En effet, ce sous-groupe de Lie existe d'après la 

proposition 1 (c'est HQ) et il est unique d'après la proposi­

tion 2. 

Si H est un sous-groupe de Lie de G-, d'algèbre de Lie ft, 

soit H'Q sa composante connexe neutre et soit H Q la feuille 

de ft passant par e* Alors 

n Q - *X 0 , 

d'après la proposition 2. De plus, une autre composante connexe 

de H est de la forme 

IIII'Q = IIHQ , 

c'est donc une feuille de ft. 

Soit maintenant H un sous-groupe abstrait de G. On peut 

identifier © à l'espace tangent X (G) par I'isomorphisme 

d'algèbre de Lie qui à X € © associe X € T ( G-) 
e e 

Proposition 3 t 

Soit H un sous-groupe abstrait de G et soit ft le sous-

ensemble de I (G) des éléments u vérifiant la propriété  

suivante s il existe une courbe idfférentiable a de G telle que 

a ( 0 ) = e , 

a(t) € H pour jtj assez petit, et 

à(0) = u . 

Alors ft est une sous-algèbre de Lie de @. 
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En effet, soient u, v G ft , il existe des courbes a et b 

telles que ait), b(t) € H pour |t! < € 9 

a ( 0 ) = b ( 0 ) = e 

et 

4 ( 0 ) = u et b (0 ) = v 

Soit c la courbe définie par c(t) = a(t) b(t) , on a c (0 ) = e 

et c(t) € H pour |t| < e puisque H est un sous-groupe, donc 

ô ( 0 ) appartient à ft, or d'après la formule de Leibnitz 

c (0 ) = â ( 0 ) + b ( 0 ) = u + v 

D'autre part, pour X 6 ÍR , soit a^ la courbe définie par 

a^(t) = a(Xt) , alors a^(°) = e e ^ a^(t) 6 H pour jtj assez 

petit, donc 

â x ( 0 ) = X ¿ ( 0 ) = Xu 

appartient à ft. Donc ft est un sous-espace vectoriel de ® 

(moyennant l'identification de - ? e ( G ) a @ ) . 

Il reste à montrer que ft est stable pour le crochet. 

Lemme s 

Soient a et b deux courbes différentiables de G- telles 
jgue 

a (0 ) = b ( 0 ) 

On pose 

c(t) = aU/t)~ 1 b(v^t)^1 a(//t) bOs/ï) pour t * 0 

c(t) = c(-t)™' pour t < 0 . 

Alors c est une courbe différentiable de G- et c (0 ) = â ( 0 ) , b(0) > 
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En admettant ce lemme, si a et "b sont les courbes précé­

demment considérées, alors c(t) € H pour t assez petit car 

H est un groupe, c ( 0 ) = e donc 

6 ( 0 ) = [à ( 0 ) , b ( 0 ) ] = [u, v] 

appartient à & • Donc & est une sous-algèbre de Die de ©. 

Toujours avec les mêmes hypothèses (H sous-groupe abstrait) 

soit H l'ensemble des éléments h de H ayant la propriété 

suivante t il existe une courbe différentiable a de G- telle que 

a ( 0 ) = e , a(1) = h et a(t) € H V t € [ 0 , 1] . 

On appelle H la composante connexe par arcs différentiables  

de H contenant e» On voit facilement que H est un sous-

groupe de H. De plus, c'est un sous-groupe distingué de H 9 

car 1 

t > ga(t)g 

est une courbe différentiable de H et si g et a(t) appartien-
— 1 

nent à H, alors ga(t)g appartient à H. 

On va voir que H^ est le sous-groupe de Lie connexe H Q 

d'algèbre de Lie & * (où & est la sous-algèbre de © définie 

ci-dessus à partir de H ) • 

Soit donc H Q le sous-groupe de Lie connexe de G- d'algèbre 

de Lie i • Si a est une courbe différentiable % I > G- telle 

que 

a ( 0 ) = e et a(I) c H , 

c'est une courbe intégrale du système différentiel défini parS> s 

en effet soit 
b(t) = L , a(t) 

a(tor' 
on a 

M t Q ) = e 

et 

b(t Q) = (L ) â(t 0) , 
a(t 0) * 

b(t) € H puisque H est un sous-groupe, donc b(t 0) € 3S , 
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donc â(t n) appartient à (L / . ) $> « c'est-à-dire à S /, w u v alt 0) / # • e » a(t Q) 

Or l'image de toute courbe intégrale d'un système différentiel 

complètement intégrable est contenue dans une feuille, donc 

a(I) est contenu dans la feuille passant par e, c'est-à-dire 

dans H Q . Tout point de H c est par définition de la forme 

a(t), donc 
H c H n c 0 

/ 1 r 

Soit (X , X) une base de S . Soient a^, a 

des courbes différentiables de G telles que 
a ±(t) € H pour |t| < e 

et 

^(0) = x. 
(de telles a- existent d'après la définition de 8 ) . Soit cp 

l'application du cube Q de R R (ensemble des \"t \ ...5 tr| 

vérifiant Jtx| < e) dans G définie par 

cp(t\ t r) = a i(t
1) ... a r(t

r) 

Pour |t| < e 9 a^(t) 6 pour i = 1, • ••, r donc 

cp(t1, t r) € H c 

puisque H est un sous-groupe. L'application cp est une 

application différentiable de Q dans G-, l'image cp(Q) est 

contenue dans , donc dans la feuille HQ 9 donc (d'après 

le théorème du ch. II, §10) cp est une application différentiable 

de Q dans H Q . D'autre part, cp est de rang maximum en 0 car 

X^, • • . , X^ sont linéairement indépendants? donc cp définit un 

difféomorphisme d'un voisinage de 0 dans tR sur un voisinage 

de e dans H Q • Ce voisinage de e est contenu dans H^ puisque 

cp(Q) c H C , donc ïïQ contient un voisinage de e dans HQ . 

Or H Q est un sous-groupe connexe, il est donc engendré par des 

éléments de ce voisinage de e, et puisque H^ est un sous-

groupe, HQ C H q . Donc HQ = H C , donc H C est un sous-groupe 

de Lie connexe de G. 
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Théorème 2 • 

Soit H un sous-groupe abstrait d'un groupe de Lie G, 

soit H c la composante connexe par arcs différentiables de H 

contenant e. Alors H est un sous-groupe distingué de H et  
,mm^mm^mmmmmm^mmmm*mmmmmammmmm^ - —————^*———*———•w——""^———•——"———~~—*——• 

est ion sous-groupe de Lie connexe de G. 

Si H/H^ est dénombrable, alors H est un sous-groupe  

de Lie de G. 

La dernière assertion résulte du fait que les classes de 

de H suivant H (sous-groupe distingué) sont les feuilles 

hH , h 6 H de Sj , et donc qu'on peut définir sur H une c 

structure différentiable à partir des structures différentiables 

des feuilles hH^ qui sont disjointes. Alors H est une sous-

variété de G et si H/H est dénombrable, alors H est à base 

dénombrable et c'est un groupe de Lie, sous-groupe de Lie de G. 

Proposition 4 t 

Soit H un sous-groupe de Lie de G et soit X un élément  

de son algèbre de Lie @» Soit fc l'algèbre de Lie de H. Alors  

pour que X g % 5 il faut et il suffit que 

exp tX € H 

pour tout t 6 (R. 

La condition nécessaire est évidente. Réciproquement si 

exp tX € H , pour tout t € R , soit cp(t) = exp tX , on a 

q>(0) = X e . 

Donc X est dans l'algèbre de Lie de H = H 0 , cette algèbre e c v> 

de Lie est contenue dans celle de H donc X € S . 
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Si H est un sous-groupe de Lie de G. Soit H Q sa compo­

sante connexe neutre et H la composante connexe par arc 

différentiable contenant e, alors 

0 c 

Ceci résulte du théorème 2 et du fait que l'algèbre de Lie de H 

est bien l'algèbre & associée au sous-groupe H dans le 

théorème 2. 

Proposition 5 s 

Soit H un sous-groupe de Lie de G et soit cp une appli­

cation différentiable d'une variété différentiable M dans G, 

telle que 
cp(M) c H 

Alors cp est une application différentiable de M dans H. 

En effet, soit p 6 M et soit U un voisinage de p difféo-

morphe à un cube Q c (R331

 t Soit co l'application définie 
Jr 

par 
cp (x) = cp(p)~ cp(x) pour x 6 U , 
p 

on a 
<Pp(p) = e 

Puisque U est connexe par arcs différentiable s, son image cp(U) 

est connexe par arcs dif férentiables de G, Donc cpp(U) est 

contenu dans H , c'est-à-dire dans la feuille H Q • Donc 

(d'après le théorème du ch. II, §10) cp̂  est une application 

différentiable de U dans H Q . D'autre part ^(p) e s i : u n 

difféomorphisme de H puisque cp(p) € H , donc cp est une 

application différentiable de M dans H. 
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Théorème 3 t 

Soit H un sous-groupe de Lie du groupe de Lie G. Si H est  

un sous-groupe distingué, alors son algèbre de Lie & est un  

idéal de ©• 

En effet, soit H Q le sous-groupe de Lie connexe d'algè­

bre c fest un sous-groupe distingué, car si g € G , soit 

cp = A o i , 1*application composée de i s H > G 
o o 

(identité) et de A^ t G > G ; alors cp̂  est une 

application différentiable de H dans G, et puisque H est dis­

tingué, l'image cp (H) est contenue dans H, donc d'après la 

proposition 5, cpg est une application différentiable de H 

dans H, en particulier elle est donc une application continue 

de H dans H ; donc gHQg est, dans H, l'image continue d'un 
connexe, donc un connexe qui d'autre part contient e, donc 

-1 

gH Qg c H Q pour tout g € G , donc H Q est un sous-groupe 

distingué. Soit X un élément de la sous-algèbre & , exp tX 

est une courbe intégrale du système différentiel © , donc 

exp tX est dans H et 3.'image du connexe [0, t] de E est un 

connexe de H donc est contenue dans HQ , donc 

exp tX € HQ 

et pour tout g 6 G 9 

g(exp tX)g 1 € H 0 

puisque H Q est distingué. L'application t > g(exp tX)g 

est une application différentiable de R dans G 9 l'image de R 

est contenue dans H Q 9 donc (d'après le théorème ch. II §10) 

c'est une application différentiable de R dans HQ 9 c'est 

donc un sous-groupe à un paramètre de HQ , donc il existe 

Z Ç ft tel que 
— 1 

exp tZ = g(exp tX)g 
= exp t Ad(g)X 

c 1 est-à-dire 
Z = Ad(g)X , 
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ceci montre que pour tout X € $3 , et tout g € G , Aâ(g)X est 

encore dans £ • En particulier pour g = exp tY où Y € # , on a 

Ad (exp tY)X € © , or 

M (exp tY)X = exp t ad(Y)X 

et d faprès le développement de la fonction exp , 

[Y, X] = ad(Y)X = lim 4 fexp t ad(Y)X - x] 

t -> 0 t L J 

donc, si Z € » et Y € © , alors [Y, X] 6 S . Donc © est bien 

un idéal de lfalgèbre de Lie ©• 

Réciproquement t 

Théorème 3 f t 

Si H est un sous-groupe de Lie connexe d'un groupe de Lie  

connexe, d'algèbre de Lie £. Si g> est un idéal de @, alors H est  

un sous-groupe distingué de G» 

En effet, si X € ® et X € © , alors exp ad(Y) € 6 , 

c'est-à-dire Ad(exp Y)X € & . O r 

(exp Y) (exp X)(exp Y ) ~ 1 = exp (Ad(exp Y)x) 

donc ^ 

(exp Y) (exp X)(exp Y)""' 6 H 

Puisque H est connexe, tout h € H est de la forme 

h = exp ... exp ^ 5 X^ € £ , et donc 

(exp Y)h (exp Y)"" 1 e H 

pour tout Y € © . Or si G est lui-même connexe, tout g C & 

est de la forme g = exp Y^ ... exp Y^ , donc ghg ç H pour 

tout g € G et tout h 6 H , donc H est un sous-groupe distingué 

de G. 
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Soit maintenant un sous-groupe abstrait H de G qui est un 

sous-ensemble fermé de G. Pour la topologie induite par G 9 H est 

un sous-groupe localement compact à base dénombrable. Soit H Q 

la composante connexe de H contenant e, elle est localement 

compacte. Soit H la composante connexe par arcs différentia-

bles, de H contenant e. Alors H q est contenu dans H Q car si 

a est "une courbe différentiable telle que 

a(0) = e et a(t) 6 H , 

l1image par a du connexe [ 0 , t] est connexe et donc 

a(t) € H 0 

Pour montrer que H Q est contenu dans H^ , on va montrer que 

H C contient un voisinage de e dans H Q I soit & lfalgèbre de Lie 

de H (sous-groupe de Lie d'après le théorème 2) et soit Tl 

un sous-espace vectoriel de © supplémentaire de S , 

© = 3Ji + & 

(somme directe). Soient Y ^ un voisinage de 0 dans 3K et Vg un 

voisinage de 0 dans 8 . Soit cp % Y^ x Vg — — > G l'application 

qui à x, y associe exp X exp Y , c'est un difféomorphisme de 

x sur un voisinage U de e dans G ; de plus, cp définit un 

difféomorphisme de { 0 } x Y ^ sur un voisinage U 2 de e dans H • 

Alors U 2 contient un voisinage de e dans H Q • en effet, si 

cela n'était pas vrai, il existerait une suite {s n} ? S N

 E H , 

mais g n £ telle que 

g > e 

°n 

quand n > » . On peut supposer g n dans U (toujours vrai 

pour n suffisamment grand) , alors il existe des suites X^ 6 

et Y^ € "V*2 telles que 
X > 0 et Y > 0 
n n 

quand n > 0 0 , et telles que 

g = exp X exp Y = cp(X + Y ) , & n * n * n ^ x n n y ' 

et puisque g n n'est pas dans , X^ est différent de 0 . 
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a n = exp X n = g n(exp Y n)
 1 , 

a appartient à H car g € H et (exp Y ) € H puisque Y €§ 
XJ. XI XI O XI 

et quand n > + 0 0 , a > e . On considère une norme dans 

l'espace vectoriel réel @. Soit e un nombre positif assez petit, 

et soit X 
Z = e—SL 

n W 

la suite |Z J converge dans le compact jz € © ; |Z| £ ej-

vers un vecteur Z qui est £ 0 car sa norme est e. Le vecteur Z 

est dans • Pour t € R , soit r n l'entier défini par 
r n K TTT * r n + 1 e t s o i t 

' n ! te 
s = - r • 

n F n | 
Alors 

t Z = X = r Z + s X 

n j x n J n n n n n ? 

et quand n > + œ , t Z^ > tZ , et s n X n > 0 car 

s n reste inférieur à 1 , donc 

r X — > tZ , 
n n ? 

donc 
exp r n X^ > exp tZ , 

or 

exp r n Z n = (exp X n)
 n 

est dans H, donc exp tZ est dans H puisque H est fermé par 

hypothèse? donc exp Z est dans H et donc Z € S 9 or 

Z Ç Ï8 et Z ^ 0 , donc ceci est absurde et donc il existe un 

voisinage de e dans H Q , contenu dans Ug , c'est-à-dire contenu 

dans H^ • Alors H Q qui est connexe est engendré par des 

éléments de ce voisinage de e et donc H Q C H q • Donc 

H A = H 
0 c 

en tant qu'ensembles. 
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Soit i s > H Q l1application identique, où H q est 

le groupe de Lie défini dans le théorème 2 et H Q le sous-

groupe de H avec la topologie induite. L1application i est un 

homomorphisme bijectif et continu, c'est donc un isomorphisme de 

groupes topologiques, donc 

H = H N c 0 

en tant que groupes topologiques. L'autre part, H est à base 

dénombrable, car H/HQ est dénombrable, donc H est un sous-

groupe de Lie fermé de G. Donc t 

Théorème 4 s 

Soit H un sous-groupe abstrait, groupe de Lie de G. On  

suppose que H est un sous-ensemble fermé de G, Alors H est un  

sous-groupe de Lie fermé de G. 

Théorème 5 t 

Soit H un sous-groupe de Lie d'un groupe de Lie G. Si H  

est une sous-variété régulière de G, alors H est fermé. 

Lemme 1 s 

Soit M une variété différentiable et N une sous-variété  

régulière de M, Si la dimension de N est strictement inférieure  

à celle de M, alors l'adhérence de N est différente de- M.» 

En effet, pour tout point p de N,il existe un voisinage U 

de p dans M et r fonctions • • 9y^T différentiables dans U 

telles que 

df-j, ..., df ̂ 

soient linéairement indépendantes et telles que 

N 0 U = {q € U ; f^q) = . .. = f p(q) = o} . 
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Si N était partout dense dans M, on aurait 

f^q) = ... = f r(q) = O 

pour tout q € U 9 ce qui est impossible si les df^ sont 

linéairement indépendants. Donc 

ïï ? M 

Lemme 2 s 

Si H et H 1 sont des sous-groupes de Lie connexes de G tels 

9,UE H' c H 

Alors H Y est un sous-groupe de Lie de H» 

Car l'application identique i s H' > G est différen­

tiable et l'image i(H') est contenue dans H, donc (d'après le 

théorème du ch. II, §10) i est une application différentiable de 

H' dans H. 

Alors si H est un sous-groupe de Lie de G 9 soit HQ sa 

composante connexe neutre, alors H Q est un sous-groupe fermé 

de G donc un sous-groupe de Lie fermé de G d'après le théorème 4 . 

Si la topologie de H est celle induite par G 9 c'est celle induite 

par H et HQ est une sous-variété régulière de H Q , d'après le 

lemme 2 . Alors, d'après le lemme 1 , la dimension de H Q ne peut 

pas être inférieure à celle de HQ car HQ ̂  H Q est absurde. 

Si H Q et H Q ont la même dimension, alors ils ont la même 

algèbre de Lie, donc la composante connexe neutre H Q de H est 

telle que _ 
H Q = HQ 

ce qui entraîne H = H car un groupe et son adhérence ne peuvent 

pas différer d'une composante connexe. Donc H est un sous-groupe 

de Lie fermé de G. 
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Exemple d'un sous-groupe non fermé s 

Soit G- l 1 ensemble des matrices de la forme 

/e2irrt 0 ^ 

\ 0 e 2 i T T S / 
2 

t, s € R .G- est isomorphe à I . C'est un groupe de Lie. 

Soit H lf ensemble des matrices de la forme 
/ e 2 i T T t 0 \ 

V 0 e 2 i n a V 

où a est un nombre irrationnel, c'est un sous-groupe à un 

paramètre de G. 

(Théorème de^Kronecker t 

Si a est un nombre irrationnel et tQ et S Q des nombres 

réels donnés, pour tout e > 0 , il existe t € R et m, n 6 71 

tels que 

jt Q - t - m] < e et | s Q - at - n( < e ) • 

Le sous-groupe H est partout dense de G. Mais il est différent 

de G. 

Exemples de groupes de Lie et de sous-groupes de Lie ; 

Les sous-groupes SL(n, E) , 0(n) et U(n) sont des 

sous-groupes fermés de GL(n, K) , donc des sous-groupes de Lie 

fermés de GL(n, K) . Soit gC(n, K) l'algèbre de Lie de 

GL(n, K) . L'algèbre de Lie de SL(n, K) est 

s£(n, K) = |x € g£(n, K) ; trace de x = oj 

L'algèbre de Lie de 0(n) est 

cx(n) = {x € gt(n, R) ; tx + x = o} 
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Un sous-groupe H âe GI>(n, K) est algébrique si il existe 

un nombre fini de polynômes P , a = 1 , ..., r des variables 

x. . tel que 

si et seulement si 

C'est donc un sous-groupe de Lie car c'est un sous-groupe fermé 

de G. 

Par exemple, SL(n, K) est un sous-groupe algébrique de 

GL(n, K) car ses éléments sont ceux qui annulent le polynôme 

P(... x. . •••) = déterminant de (x. .) - 1 

§ 9 . ESPACES QUOTIENTS El GROUPES QUOTIENTS. 

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. 

Si on considère les structures de groupes topologiques de G et H, 

on sait que le quotient G/H est un espace topologique, tel que 

la projection canonique TT ; G > G/H est une application 

continue et ouverte. 

Proposition t 

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. 

Alors G/H est une variété différentiable vérifiant les trois  

propriétés suivantes 5 

"O La projection canonique TT S G > G/H est 

différentiable. 

2) L'application de G x G/H dans G/H qui à (s, tH)  

fait correspondre stH est différentiable. 
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3) Pour tout x 6 G/H , il existe un voisinage W de x  

et une application différentiable o s W > G vérifiant 
1 • • 1 1 1 1 X X 1 

TT o a x(y) = y V y € w x 

En effet, soit (X.., • X , X , X ) une base 7 i7 7 m 7 m+ i 7 n 
de © (algèbre de Lie de G) telle que 

(X t-,9 .*•• X ) v m+ 1 7 7 n' 

soit une base de S, algèbre de Lie de H. Soient x^, x 1 1 

les coordonnées canoniques de 2ème espèce relatives à cette base, 

dans un voisinage U g de e, c'est-à-dire que tout g € 

s'écrit 

g = (exp x 1(g)Z 1) ... (exp x
n(g)X n) 

et . 
Ix (g) | < e pour i = 1, ... , n 

Soit * -, 
U' g - (g € U, ; x m + 1(g) = ... = x n(g) = O} 

8 t U» e = {g € U e ; x 1(g) = ... = x m(g) = o} , 

on a 

U = U 1 U" et U« n U" = {e} , e e e e e ' 

et d'autre part U" est contenu dans H, car si X. € S 

alors exp tX. est contenu dans H pour t assez petit. Si e est 
<] 

assez petit, 
U" = U (1 H c e 

et c'est un voisinage de e dans H, Soient 6^ , i = 1, n 

des nombres positifs inférieurs à c, soit 

V = {g € U e ; |x i(g)| < 6 . , i = 1 , n} ? 

on peut choisir un tel V vérifiant V V c . O n a V = V fV M 

où V = V n U' et V» = V H U» . Soit W = TT(V) , c'est 

un voisinage de l'élément neutre dans G/H car TT est ouverte. 
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Tout élément y de W se met de façon unique sous la forme y = gH 

a.vec g 6 V ! , car si y = rr(g) = n(g^) où g et g^ appar­

tiennent à V' , alors g^g^ € H et d'autre part 

g 1 g 1 € T 1 V c U c , 

donc -, 

g 1 g 1 6 u e n H = U" e , 

or si g^ = gh où h € U" e et g € V 1 , les coordonnées de g^ 

sont 

x 1(g), x m(g), x m + 1 ( h ) , x n(h) 

donc h = e puisque g^ € V f , donc 

g = g 1 

Soit a • W > G l'application qui à y, associe l'élément g 

de V tel que 

y = gH 

Alors a est un homéomorpliisme de W sur V vérifiant TT O a (y) = y 

pour tout y € W « 

Soit maintenant x un point quelconque de G/H (pas forcé­

ment voisin de e), soit s € G tel que 

x = TT(S) , 

soit T • G/H > G/H l'homéomorpliisme défini par 
s 

T (tH) = stH . Alors x est le transformé par T de l'élément s s 
neutre de G/H et W = T (W) est un voisinage de x. Soit 

X >D 
a = 1 o a o T . , alors cr „ vérifie TT O a (y) = y pour 
x s - I A x 
tout y € W et a est un homéomorphisme de W sur le 

X X x 
sous-espace I (V 1) de G. Or L (V f) est homéomorphe à V 1, 

? B n 
lequel est homéomorphe au pavé de R 

{(u 1, ... , u m) ; lu1] < ô 1, i = 1 , ... , m} 

Donc tout point x de G/H possède un voisinage W homéomorphe 

à un pavé de R 0 1 • Donc G/H est une variété topologique de 

dimension m. On vérifie sans difficulté que c'est une variété 

différentiable et que l'on a les 3 propriétés annoncées. 
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Avec les notations précédentes, on a 

*1(wx) = (°x(\)) •
 H = yv)H 

L'application de W x H dans TT 1(W ) qui à (y, h) associe 

tf-v^y)*1 5 e s _ t 1 1 1 1 difféomorphisme. G est un espace fibre x 
principal de base G/H et de groupe striictural H. 

On suppose H distingué, alors G/H est muni d'une 

structure de groupe. C'est d'autre part, une variété différen­

tiable. On va montrer que c'est un groupe de Lie s G/H est à 

base dénombrable car G l'est. On considère l'application 

cp i G/H X G/H > G/H qui à x, y associe xy . Soit 

cp s G x G/}| > G/H l'application qui à, (s, tH) associe 

stH , elle est différentiable d'après la proposition précédente 

et la restriction^e cp à W x G/H est l'application composée : 

( a , identité) 
W x x G/H —2 > G x G/H 2 > G/H , 

or a est différentiable, donc cp est différentiable sur 

W x G/H . Ceci est vrai pour tout x € G/H , donc cp est x 

différentiable. On montre aussi, par l'intermédiaire de W , 

que l'application t s G/H > G/H qui à x associe x^ est 

différentiable. Donc t 

Théorème t 

Si H est un sous-groupe fermé distingué d'un groupe de  

Lie G, alors G/H eat un groupe de Lie. 

Soient maintenant G et G 1 deux groupes de Lie et cp un 

homomorphisme de G sur G 1. Soit N le noyau de cp, c'est l'image 

réciproque du point e', c'est donc un sous-ensemble fermé de G 

et donc un sous-groupe de Lie fermé de G. On considère le 

quotient G/N • Alors cp induit un isomorphisme continue 

cp z G/N > G' • Si N est distingué, alors G/N est un 

groupe de Lie et cp est un isomorphisme de groupes de Lie entre 

G/N et G'. 
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Soit 51 lfalgèbre de Lie de N f si N est distingué, c'est 

un idéal de ©. On considère l 1 homomorphisme cp^ de © dans ©' ; 

il est défini par cp(exp tX) = exp tcp#X . On a cp#X = O si 

et seulement si cp(exp tX) = {e} , c'est-à-dire 

exp tX € N f 

c'est-à-dire X € $ , donc 3t est le noyau de cp*, donc ©' est 

isomorphe à l f algèbre de Lie quotient ©/31 . En considérant 

le cas particulier où cp est la projection canonique de G sur 

G/N , on obtient le résultat suivant s 

'Théorème ; 

Soit N un sous-groupe distingué fermé, du groupe de Lie G. 

Soit % son algèbre de Lie. Alors l'algèbre de Lie du quotient  

G/N est isomorphe à ©A • 

§10. GROUPES DE TRANSPORTIONS DE LIE  

Définition t 

Soit G un groupe de Lie et M une variété différentiable. 

On dit que G opère différentiablement sur M (ou que G est un  

groupe de transformations de Lie de M) s'il existe une applica­

tion différentiable s G x M > M qui à (s, x) associe sx 

de telle manière que s 

1) Pour tous s, t g G et x € M , 

st(x) = s(tx) 

2) Pour tout x € M , 

ex s= x 
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Pour s € G , soit % M > M l'application qui à x 

associe sx • C'est un difféomorphisme de M. 

Soit H le groupe d'isotropie de G au point x de M, 

H = |̂ s € G ; sx = xj- , 

c'est un sous-groupe fermé de G, donc un sous-groupe de lie 

fermé de G. Soit s € H , I laisse fixe x et (I ) * est un 
s s 

endomorphisme inversible de T (M) • L'application s >(T )# 
x s 

est une représentation linéaire de H 9 c'est par définition la  

représentation isotropique de H. 

Soit H l'ensemble des ( T

s)# °^ s € H , c'est un 

sous-groupe de GL (̂T (M)) appelé groupe d'isotropie linéaire 

de G en x* 

Soit © l'algèbre de Lie de G. Soit X € © , alors 

a t = Texp -tX 

est un groupe de transformation à un paramètre de M ; soit X* 

sa transformation infinitésimale, défini par a^ = exp tX* 

Proposition ; 

L'application de © dans 3E(M) (ensemble de tous les  

champs de vecteurs sur M) qui à X fait correspondre X est un  

homomorphisme d'algèbre de Lie» 

En effet, pour x € M , soit S l'application de G 

dans M qui à t associe s

x("fc) = tx . Alors 

S x(exp - tX) = a t ( x ) = (Exp tX*)(x) 

donc les vecteurs tangents aux courbes t > exp - tX et 

t — ~ > (Sxp tX*)(x) se correspondent par ( s

x)# > c'est-à-dire 

que l'on a 

(sx)# (-xe) = (z*)x . ( 1 ) 
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Donc 

pour tout x € M , et 

(xx)* = -(sx)#(xz)e = -x(sx)* ze = xx* , 
ce qui prouve que l'application est linéaire. D'autre part, 

on a i 
[X*, Y*] = i i m [ï* _ (( a +)„ Y * ) 1 

x t ~> 0 " 

et 

Or 

a t S a _ t ( x )
( s ) = at C s H 00 ) = C 5 t 3 s t ) ( x ) = S x C 5t 3 s t ) 

où s+. désigne le sous-groupe à 1 paramètre exp tX , c'est-à-

d ± r e Sa_ t(x) =
 S x A s _ t >

 d o n C 

( ( a j * Y*) = -(S K ( A ) Y 

= -(S ( R Y Y car Y est invariant à gauche 

et A = LFF R . 
to ° g 

D'autre part Y* = -(S K Ya , d'après ( 1 ) , donc 
x x ** e 

[X*, Y * ] x = - ( S x ) # ^ Q 4 [Y e - (p^), Y)J) 

= - ( S x ) # [X, Y ] e 

= [X, Y]* d'après ( 1 ) , ceci V x 6 M , 
donc 

[X*, Y*] = [X, Y]* . c.ci.f.d. 
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Définition : 

On dit que G opère effectivement sur M si sx = x pour  

tout x Ç M entraîne 
s = e 

Si G opère effectivement sur M, l'application qui à X 

associe X* est un isomorphisme de G sur une sous-algèbre de 

ï(M) • Oar si X = 0 , alors Sep tX est l'identité pour 

tout t, donc 

exp tX v 1 

ce qui entraîne 

exp tX = e pour tout t, 

donc z = 0 9 

Soit @* l'image de © par cette application. C'est une sous-

algèbre de 3E(M) appelée algèbre de Lie des transformations 

infinitésimales de G. Si G opère effectivement sur M, alors 

© est isomorphe à <B . 

Si G opère transitivement sur ll9 on dit que M est un espace 

homogène du groupe de Lie G• 

Si H est un sous-groupe fermé de G, alors G/H est un 

espace homogène de G. 

Soit M un espace homogène de G. Soit H le groupe d'isotropie 

de G en un point x Q • Soit a % G/H — — > M l'application qui 

à sH associe S X Q ; on sait que a est un homéomorphisme* Si on 

considère maintenant les structures différentiables, a est un 

d i ffé omo rphi sme• 

Exemple s 

La variété grasmannienne G N est homéomorphe à 
, n 

GL(n, E)/N • On peut définir sur G^ une structure diffé-
XN , XX 

rentiable de celle sorte que G-̂  soit difféomorphe à 

G L ( n , (R)/N . 


