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IIT.1

Chapitre III

GROUPES DE LIE

§1. GROUPES DE LIE ET ALGEBRES DE LIE

Définition :
Un ensemble G vérifiant les conditions suivantes est

appelé un groupe de Lie

1) L'ensemble G est muni d'une structure de groupe et
d'une structure de variété différentiable & base dénombrable.

2) L'application
v 2 G > G

qui & x fait correspondre %1 ost différentiable.

3) Ltapplication
v : G x G > G
qui & (x, y) fait correspondre xy est différentiable.
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Ces conditions entrainent qu'un groupe de Lie est un
groupe topologigue, localement compact, & base dénombrable. Et
c'est en particulier une variété paracompacte.

Soit GO la composante connexe neutre de G, cl'est un
sous-groupe distingué de G. Les composantes connexes de G sont
ouvertes car G est localement connexe GO est donc une
variété différentiable & base dénombrable, vérifiant les
conditions 3 et 4, donc G, est un groupe de Lie.

Pour g € G, Lg et Rg désignent les translations
respectivement & gauche et & droite, définies par Lg(x) = gX
et Rgx = X& . Ce sont des difféomorphismes de la variété G
car l'application @ définie par o(g, x) = Lgx est différen-
tiable et ]

L Y™ ! -
(7" = 3
(de méme pour Rg}.

Si @ est un difféomorphisme de M, et si X est un champ
de vecteur sur M, o,X est un champ de vecteur sur M
(défini par

(0 X) = (o) _1

P 51(») 5'(p)

Définition
Un champ de vecteur X sur G, groupe de Lie, est dit

invariant & gauche (resp. & droite) si

(L)y X=X

=

pour tout g € G (resp. (R), X= X) .
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On écrira parfois Lg pour (Lg)* et R_ pour (Rg)* .

g
Soit @ l'ensemble de tous les champs de vecteurs sur G,

invariants & gauche, 8 est une algebre de Lie par rapport au
crochet de Poisson. En effet, si X, Y € 8 , alors pour tout
s € G,

Ls(xX + MY) = A LSX + M LSY'= A + pY

et
-
L (X, Y] = [LX, LSY:} - X, 1

(car pour tout difféomorphisme ®, on a

0.[X, Y] = [0 X, 9,Y]

Définition :

L'algebre de Lie @ de tous les champs de vecteurs sur G,

invariants & gauche est 1'algebre de Lie du groupe G.

Théoreme

Lg dimension d'un groupe de Lie G est égale & la

dimension de son algebre de Lie @.

En effet, soit o l'application de @ dans Te(G) ,
(espace tangent au point e, unité de G) qui & X associe X, -
C'est une application linéaire. Pour tout g, h € G , on a :

Xgh = (Lg)h Xh ,
en particulier si h = e ,

T = (L), %,

&g
donc si Xe = 0, alors

X = (L 0= 20
g ( g)e

pour tout g € G , ceci montre que o est une application
injective de @ dans Te(G) . Elle est aussi surjective,
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en effet soit u € Te(G) , on congidére le champ de vecteur X
défini par
Xg = (Lg)e u

pour tout g € G . C'est un champ de vecteur différentiable
sur G car si U est un voisinage de e dans lequel (x1,...,xn)
est un systeme de coordonnées locales tel que

X1(e) = eee = Xn(e) = O 9
soit W un voisinage de e tel que

W cu 9
alors l'application © qui & (g, h) fait correspondre gh est

définie dans W par

xt(egh) = oM x (@), +ovy xN@), (W), ..., x(n) )

pour i = 1, eee, n ol les © cont des fonctions différen-
tiables de 2n variables dans un voisinage de
(0, eve, O, O, vve, O) , donc pour g € W, on a

' i A Y
' o L= 0(x(8), «ery x(a), Xy eeey x7)
et si f € C®(G) alors

(X£) ()

I
it

Xt =(T), w) 1

g
n
- ) G
si ayyerqyay sont les composantes de u par rapport & la base
3
(Bxl>9

foL)

u(f o Lg)

a(f o L )

.a.

acpk(w (£)s veey X&) 5 X wues x°)
>v—— E (_—E *{_O( ’ : \ =0

gui sont des fonctions différentiables de la variable g.
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Donc 1l'application Xf est différentiable dans W Si + € G
et g € W gaglors

(X£) (te) = X £
= (L), Xf
= X (f o Iy)

et T o LJG étant différentiable, l'application qui & g associe
Xg(f ) Lt) est différentiable puisque Xf est différentiable
dans W et
g = L.t_1(tg) 9

done, pour t fixe, ceci prouve que Xf est différentiable dans
tW , et comme tout point de G s'écrit sous la forme tg ou
g € W, Xf est différentiable sur G, pour toute f € C(G) ,
donc X est un champ de vecteur différentiable ; il est
invariant & gauche : en effet, pour tout g et tout h € G ,
on a

(LhX)hg(f) = Xg(f o Iy)
(T, w) (£ 0 L)
u(f o th)
= (T, ) (D
= }%g(f) o

Le champ de vecteur X est donc un élément de ® tel que (d'apres

It

sa définition)

G.(X) = Xe = U .

L'gpplication a est donc surjective. C'est donc une application
linéaire bijective de @ sur Te(G) , donc la dimension de @ est
¢gale & la dimension de Te(G) , cl'est-d-dire & lg dimension

de G.
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§2. SOUS—-GROUPES A UN PARAMETRE D'UN GROUPE DE LIE ET CHAMPS DE

VECTEURS INVARTANTS.

Soit G un groupe de Lie. Par définition un sous-—groupe 3

un parametre de G est une courbe différentiable a : R —> G
telle que
a(t) a(s) = a(t + s) pour tous t, s € R .

Alors Ra(t) et La(t) sont des groupes de transfor-

mations & un paramétre de G.

Lemme 1 ¢
La transformation infinitésimale X de Ra(t) est un champ

de vecteurs invariant & gauche.

En effet, pour h € G et F € C°(G) , on a :

Z, F= 1lin %(F(Ra(t)h) - F(n))

t —=> 0
. 1
= lim = ( F(ha(t)) - F(h) .
t —> 0" ( )
Donc si f € C7(G) , on a
(LSX)g f = X:,]O‘(f 0 LS)
5 8
= 1 1 [(£01 ) (Glga(m) - (£01)(5"e)]
- t >0 t S S
. 1
= 1im 1 [f(gals) - £(a) |
0 —> 0
= X T
g
Donc LX =X pour tout s € G .

On va voir que réciproquement tout champ de vecteur X € &

s'obtient de cette msniére.

Lemme 2
Tout champ de vecteur X € 8 est complet et on a

L xp tX) = (Exp tX) o L
gO(Ep ) (Exp tX) =

pour tout g € G et tout t € R .
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En effet, il existe un voisinage U de e et un nombre € > O
et une transformation locale P, tels que

1) Si |t] < e , 1la source de ®, contient U et 1'appli-
cation de J-€, +el x U ,dans G qui & (t, x) associe mt(x)
est différentiable.

2) Pour tout p € U , Xp est le vecteur & @ en p.

3)  si Js|, It] et |s + t| sont inférieurs & e, alors
N
Py Q@t(X)/ = ws+t(x) pour tout x € U .

(Ceci résulte de 1l'intégration d'un systéme d'équations dif-
férenticlles).

Pour h € G, soit glors U U et mg = L o

n = Iy h °"t°LE1 .

La famille {Uh’ m%, e}h € ¢ est alors un groupe local dont la
transformation infinitésimale est X ; et comme € ne dépend pas

de h, ceci prouve gue X est complet.

Pour tout difféomorphisme 6 de G, on 2

6 o (Txp tX) o B! = mxp +(8,X) 3
en particulier pour 6 = LS ; On a

LS o Exp tX o L_

8_1 = kp t(LSJC)

Exp tX .

il

Clest-a-dire
LoEXthzExthoLs .

Lemme 3 :

Soit o, un groupe de transformations® un paramétre de G

Epl que

t

LOCp+=

pour tout g € G et tout t € R . Soit a(t) = mt(e) . Alors

g est un sous-groupe & un parametre de G et P, = Ra(t) pour
tout t €R .
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D'gbord s est un sous-groupe & un paramétre car cl'est une
application différentiable de R dans G telle que :

a(ett) = o, (e) = wt[ws(e)] = mt[a(S)]

]

L ° La(s)(e)

Il

La( S) o Ep't( e)
a(s) a(t) .

i

D'autre part si t €R et g € G ,

?.(8) = vy 0 L,(e)

Ly o ¢.(e)
g al(t)
Ra(t) g

il

donc

= Ra(t) .

Proposition :

Soit X un champ de vecteurs invariant & gauche. Alors X

est complet et 1l'orbite

a(t) = (Exp tX)(e) ,
t € R, est un sous-groupe & un parametre de G, tel que

= R .

En effet, d'aprés le lemme 2, X est complet et Exp tX
vérifie les hypothéses du lemnc 3, gui donne la conclusion.

Définition :

On pose

exp tX = (Exp tX)(e)
c'est un sous-groupe & un parametre de G tel que le vecteur
tangent en t = 0O est Xe .
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Propogition :

Pour tout a, sous-groupe & un paramétre de G, il existe

un champ de vecteur X invariant & gauche et un seul tel que

exp tX = a(t)
pour tout +t €R .

En effet, d'apres le lemme 1, la transformation infini-
tésimale de Ra(t) est un champ de vecteur invariant & gauche,
soit X Alors

Exp tX = Ra(t)
donc
exp tX = a(t) .
3i Y est un autre champ de vecteur invariant & gauche tel que

exp tY¥ = exp tX ,
alors
Y = X
e e
et donec Y- X ]

Exemple :

Soit
¢ = GL(n, K)
(K = C ou R) ensemble des matrices inversibles de degré n, &

coefficients dans K. Soit A(+) un sous—-groupe & un paramdétre

de G 3 A(t) est une matrice Qaij(t)> ou les a4 sont des
fonctions différentisbles de t. Soit
dA(t)
Cz(_—dt >t=O ’

clegt 1la matrice dont les coefficients sont

da. .
o @

Et 1la dérivée en un autre point t est

%%ﬂ = 1m £ 4t + n) - am ]

h —>

i

lim  [A(B) - 1] &%) = C A(B) .
h—>0
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Or le sous-groupe & un parametre exp tC est tel que

%% (exp tC) = C exp tC
et
exp OC = 1 g
donc d'apres l'unicité de la solution de 1l'équation différen-

tielle
dA
Iz = CA

(systéme d'équations linéaires sur les coefficients), on a
A(t) = exp tC .

Soit © 1l'algdbre de Lie de GIL(n, k) . Pour tout X € @ ,

il existe donc
C(X) € g&(n, K)

tel que
exp tX = exp tC(X) .

Lt'gpplication de ® dans g4(n, K) qui & X fait correspondre
C(X) est lindaire. Pour un champ de vecteur X, C(X) est

C(X) = [%¥ exp tX]t _ 0 .

Le vecteur tangent Xe a pour composantes les Xe . xg par

donné par

rapport & la base {_33} (ol dans g4(n, K) 1la fonction
3x:s

coordonnée xi est celle qui & une matrice associe son
coefficient de la ligne i et de la colonne j) . On g
d x%(exp +X)

o ¥= 1T Js o = R%‘%&ﬂﬁ% _ o) = Hcm)

Donc si on représente Xe par la matrice de ses composantes,

on a
X = C(X) .

Et inversement toute matrice C € gl(n, k) peut &tre consi-
déréde comme la matrice des coefficients d'un vecteur tangent Xe
au point e. Ce vecteur Xe correspond biunivoguement a un
champ de vecteur X invariant & gauche et tel que

exp tX = exp tC .
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On verra au paragraphe suivant que cette application linéaire
est bijective de ® dans g4(n, X) est un isomorphisme
d'algébres de Lie.

§3. AUTOMORPHISMES ET REPRESENTATION ADJOINTE.

Un gutomorphisme 6 du groupe de Lie G est un difféomor-
phisme de G tel que
6(xy) = 6(x) 8(y) .

Si g € G, soit

AD.(X) = gx§1 y
alors
Ag: Lg 0 R_1= R_,] 0 Lg
g
est un difféomorphisme de G et
-1 -1
Ag(X) Ag(y) = gxg 1gyg
= 8Xy8g
= A_(xy)
o

c'est donc un automorphisme, que 1l'on appelle 1l'automorphisme

intérieur de G par g.
Pour tout automorphisme 6 de G, on a

8(gx) = 6(g) 6(x) ,

done
eOngLe(g)Oe 9

donec si X est invariant & gauche, 84X 1'est aussi car

Y X = e*(L61 X) = 64X

L (04X) = (L_o 6)y X=(60 L
2 84%) z © 0) ( ()

5'(a)



ITI.12

Et 1'application de € dans @ qui & X fait correspondre 8,X
est linéaire, bijective et telle que

G*Q[X, Yj) = [G*X, G*Y] 9

ctest donc un gutomorphisme d'algébre de Lie de @. Donc tout
automorphisme de G induit de cette fagon un automorphisme de ®.
En particulier 1l'automorphisme A induit sur € un automor-
phisme que 1l'on note Ad(g) (adjoint), il est défini par

B(8)X = (h) X = (B_q e X .
g

Et pour g, h € G on a

Ad(gh) = Ad(g) o Ad(h)

(car Agh(x) = ghxﬁ1é1

= A, (an(x) )

clest-a-dire
Agh = Ag (o] .A.h

donc
(Ag)w = (A)x o (2)s ) -

Donc Ad est un homomorphisme de groupe de G dans GL(®) .
Si X €@ , alors
Ad(exp tX) ,
t € R, est un sous-groupe & un paramétre de GL(®) ; il existe
donc C € g4(8) +tel que
Ad(exp tX) = exp tC .
On va montrer que C est 1l'endomorphisme de @, dit adjoint de X,

noté ad(X) et défini par
(ad(®)) (D) =[x, V] ,

en effet

a 5
C = (§z 2dlexp tX) ), _ o

donc
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C(Y) = lim + [Ad(exp $X)Y - Ad(exp OX) Y]
t —> 0 -
. 17
= - | (R )y Y- Y
t¥i2 o F _( expnbx)* b ]
= lim 4 [(Bp - tX), - Y]
t >0 vt
. 1 -
= 1lim Y- (Fxp - tX), Y
e L A
= [X, Y] .
On a donc
!
’ Ad(exp tX) = exp t ad(X) pour X €68 .

Propriétés de la représentation adjointe :
J

1) Pour tout X € 8 , ad(X) est une dérivation de
1'algebre . En effet, si Y, Z € @ , alors

[x, [v, 21]
v, tz, :1] - [, 1%, ©1] (a'apres

Il

(ad(X)) LY, 2]

1'identité de Jacobi).

1l

+[Y9 [X, Z]] + [[X, Y], Z]
v, sa(®mz] + [aa(®my, 2]

it

et d'autre part ad(X) est bien un endomorphisme de @ .

2) Pour tous X, YE® , on a :

ad ([X, Y]) = [ad(X), ad(Y)] .

En effet pour tout 72 € & ,
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aa ([%, 11) 2 = [[X, VI, 2]

-
[y, 21, x] - [(z, x1, Y] (a'apres
1'identité de Jacobi).

[z, vy, 21] - [, (x, 21]

(ad(X) o ad(¥) - ad(¥) o ad(X) )2z .

Proposition s

Pour tout g, élément de G, et tout X, élément de ®, on a

glexp tNZ' = exp t (2d(g)X) .

En effet, on a vu que pour tout difféomorphisme 6 de G,
on avait
8 o (Exp tX) o 51 - Exp t(6,X) .

Pour 6 = Ag , on a donc

Ag o Exp tX o A

it

Exp t(Ag*X)

g —

Exp t (Ad(g)X)
Et en appliquant cet automorphisme & e, on cbtient (puisque

E;(e) = e )

Ag(exp tX) = exp t (Ad(g)X> )
c'est-a-dire

g(exp tX)é1 = exp t (Ad(g)X) .
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Proposition 3

Soit G un groupe de Lie et soient X et Y des é1léments de

son algebre de Lie. La condition nécessaire et suffisante pour

que le crochet [X, Y] soit nul, est que exp tX et exp sY

commutent pour tous s et t dans R.

En effet, d'apres la proposition précédente

(exp tX) (exp sY) (exp tX)—1 = exp s (Ad(exp tX)Y) .

Or

Ad(exp tX)Y = (exp © ad(X)> Y

1l

I

®
. .n
) 3 (aam Py
n=0
Donc exp tX eet exp sY commutent pour tous t, s € R ,
c'est-a-dire
(exp tX)(exp sY) (exp tX)~1 = exp sY
si et seulement si

[>2]

n
7 1
Y: g -I-l—!-(ad(X))n Y
n=0
pour tout t € R , c'est-d-dire si et seulement si

(ad(X) * Y= 0
pour tout n ; or ceci entraine
2d(X)Y=0
et ad(X)Y = O entraine
(sa(®m P Y=0 .

Donc exp tX et exp sY commutent pour tous g, t € R, si
et seulement si [X, Y] =0 .
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Exemple :

G = GL(n, K) ou K=¢CouR.
On a vu au paragraphe précédent qu'il existait .une application
linéaire et bijective C de @ dans g(n, K) qui & X, associait
C(X) +tel que

exp tX = exp t C(X)
on va montrer maintenant que c'est un isomorphisme d'algebre de
Lie ; pour celsa, il reste & montrer que, pour tous X, Y dans @,

O([X, Y] = [o(X), ¢(n)] .

Puisque
exp t¥ = exp t C(Y) ,

on asi g €G¢G

glexp tNE' = g (exp t C(1))3

clest-a-dire

]

T (o(m®) 't

g (

exp t (Ad(g)Y)

T ~18

o

(g c(mz' P

2%

_ N
- L !
n=0

I

exp t (2 C(ME")

(oﬁ £2d(g)Y est un élément de @ ot g C(Y)é‘1 un élément de
gt(n, K) , c'est-a-dire que

g ©(NE' = ¢ (M(a)Y) ;
en particulier si g = exp tX = exp t C(X) , on a
(exp t C(X)) C(Y) (exp -t C(X)) C (Ad(exp tX)Y)
c @exp 5 ad(X))Y>

i1

ce qui entralne

[%E ((exp t O(X)) C(Y) (exp -t C(X))ﬂt:o = |$% o (exp ad(X))Y>]t=O
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Or le premier membre de cette égalité s'éerit :

[(C(x)exp tC(X)> C(Y)(exp - tC(X)) + (exp tC(X)) C(Y)QC(X)eXp - tCOQ)]ti)
c'est-a-dire
C(X) ¢(y -C(y) o(x)
c'est-a-dire

[cm, cn] .

Et le deuxiime membre de 1l'égalité s'écrit, puisque C est
linégire

c ([%T exp t ad(X)]JG _ 0 Y)

clegst-a~dire
¢ (ad(X)Y) ,

clest-a-dire
c(lx, ) .

L'gpplication C est donc bien un isomorphisme et on peut
identifier € & g4(n, K) . Tout X, appartenant & @, est alors
identifié & la matrice des composantes de Xe « Bt exp tX est
la fonction exponentielle de matrice. Et 1'égalité

sC(NE' = ¢ (aale)Y)

signifie que Ad(g)Y est égal au produit de matrices gY§1 y
pour tout Y €@ et tout g € G .

§4. APPLICATION EXPONENTIELLE ET COORDONNEES CANONIQUES

Soit toujours G un groupe de Lie et @ son algébre de Lie.
On congidére l'application de © dans G, qui & X fait correspondre

exp X = exp X
c'est par définition 1l'application exponentielle de & dans G.
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Ltalgebre de Lie @, en tant gqu'espace vectoriel de dimensgion n,
sur R, est un groupe de Lie par 1l'addition. On considere
ltapplication exponentielle comme application du groupe de

Lie € dans le groupe de Lie G.

Théoréme 3
L'application exponentielle de C dans G est différentiable

et son rang en O est maximum.

Démonstration

- v~ T —a — — Ly S Sy Sy

Soit {X1, coey, Xn} une base de ¢ 3 soit (x1,...,xn)
un systéme de coordonnées locales dans un voisinage de e, tel

que
soit n
(Ke = ) S =g
I ox

l'expression de (Xk),c par rapport & la base {—éz} de TY(G) ,
b 3% 3

pour X voisgsin de e, les fonctions Ei sont différentiables.
Soit
1 n
X:y X1+o..+y Xn

un élément de ©, alors on a

n n
\ k i s
Xx = )7 Z- gk(x) Nt !

k=1 i=1 X
n n
g ANUR - R § Fs)

= ( ) gk(x)> g;{ .
i=1 k=1 B
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On considére alors le systéme d'équations différentielles
. n
i :
dx k i 1 n .
a-_E—Z Z y gk (X’ooc,x) 9 12:19 -oo,n y
k=1
ol les y¥ sont considérés comme paramdtres ; on sait qu'il

existe € et 8, réels positifs, et un systéme de solutions

1
X(5 5 7)),y eoey, Xt 5 3)
définies et différentiables dans l'ensemble

l-e, +el x {y = (y1,...,yﬁ) : |y*] < & pour tout i € [1, n]}
et telles que

1 2 n
x(0;9y) =x(05 9 =40 =x(035 5 =0 .
Alors l'application

> (x1(t S Y, eee, X (b g y))

est une courbe intégrale de X passant par e, car

.t

. n
i .
ax k i
a5t = Z J §k(x)
. k=1
est égal & Xxt ; or la courbe intégrale de X passant par e est :

t > exp tX :
done pour |t| <e et |yl|l <8, on a

xH{exp tX) = x°(t ; ) .

Soit ty € B tel que [tyl < €, alors pour !y*| < [tyls
1
X Id » .
les composantes %; de -1 verifient
0 0

’%[<5 ’ 1= 1, eeeyn ,

et exp X , qui peut s'écrire exp to %; a pour coordonnées :
0

1

. . n
xl(exp X) = x* (to 3 %S g eeey %6> i=1, ¢eey, n
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qui sont des fonctions différentiables de y1, o, yn pour

Iyl| < Ito|6 s ceci prouve que l'application exponentielle est
différentiable dans un voisinage de O. Soit V ce voisinage de O
alors pour tout champ de vecteur X dans C, il existe un entier m
tel que % soit dans V, et un voisinage U de X tel que % soit
contenu dans V. L'application de U dans V qui & Y fait corres-
pondre %' est différentiable et

exp Y = (exp %)Hl R

ce qui prouve que l'application exponentielle est différentiable
dans U. Donc 1l'application exponentielle est différentiable
dans C.

Le rang de 1l'application exp en O est le rang de la .
matrice jacobienne

~

aXl<tO ; :)br—o’ LI IR Y -_yga)

( 12 o)

[Bya dy =0

Or

i ¥ ¥y i ¥
ox (to $ “-E‘(‘)‘s seey 15'0‘) ox (to 3 Oy eoey, O, ?67 07"',0)
[ayJ ]y:O = [ayg y1=0
1 [axl(to ‘9' O, nsc,O,S’ O’oo-’O)]

et

Xi(to g O, o e ey O, Sy O, e, O) = Xl (exp ‘to a XJ)

= xi (exp s %y Xj)
d'olu

[axi(to © 0, very 8, een, 0)]s .

S5 (to Xj> . Xi

i
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et la matrice jacobienne de l'application exp , en O, est 1la
matrice (i;(O)) dont le déterminant n'est pas nul car les

x1

exponentielle est donc de rang maximum en O. c.q.f.d.

yeesy X gont lindairement indépendants. L'application

Conséquence :

I1 existe un voisinage V de O dans G, et un voisinage U
de e dans G, tels que l'application exp induit un difféomor-
phisme de V sur U.

— s e . i e e

Pour tout g € U , il existe donc un X € V et un seul

tel que
g =exp X ,

mais il est possible que g soit sussi égal & exp X' avec un
autre X' non dans V. Par exemple si

G = G{:(n, C) 9

on a
e = exp O

mais aussi e = exp X' ©pour
2Trim1

T - o 2ﬂi?2

N
N
T\'lmn

o m_ € Z .
n

Coordonnées canoniques de premiére espéce :

Soit {X1, ey, Xn} une base de ®. Pour € gssez petit,
1'application exponentielle induit un difféomorphisme de
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n
ve{rec; 1= ) & X, lal <e}
i=1
sur un voisinage U de e. Tout élément g de U s'écrit donc
n

y

g =exp ) a; Xi , |ai\ < e
i=1
d'une manidre et d'une seule, et l'application qui & (ay, «eq)
fait correspondre n
exyp Z a; Xi
i=1

est un difféomorphisme du cube

Q = {(81, LI an) ; a-i E LR, 'al‘ < e, l = 19 see n}
1

sur U. On peu’t donc définir des coordomnées locales x ,...”.xn

sur U par
n
i ' i
X (exp Z a5 Xi> = 85 1= T eeeyn
i=1
ces coordonnées sont appelées coordonnées canonigues (de pre-

midre espdce) relatives & la base {X1, e, an de C.

Propriétés :

. Le sous-groupe & un paramétre
xp t ) b, X
exp U/_ i 4
i
est représenté dans les coordonnées canoniques, par la droite

4-
u

> (b1t, ceey bnt) ,

pour t suffisamment petit, car on peut trouver & tel que,
pour |t] <& ,
n
t ) b, X,
i=1
goit dans V et alors
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n
(v ) b, )=t b, .
i1

’ Soit g un élément de G et soit W un voisinage de e tel que
WeclU
et
gWé1 cU

(o U désigne toujours un voisinage de e, difféomorphe & un
‘voisinage V de O dans €, par 1'application exponentielle).
On suppose que l'application linéaire Ad(g) est exprimée

par rapport & la base {X1, coe, Xh} par

n
Mle) X = ) ad(e) %,
k=1
clest-a-dire que sa matrice est (a?(g)) . Alors, si {Xi(p)}
sont les coordonnées canoniques d'un point p de W, les coordon-
nées canoniques du point gpé1 sont données par
- - .
Fgpg’) = ) afe) xMp)
i=1
en effet si p = exp X , alors

gpé1 = g(exp X)é1 = exp Ad(g)X ,

et si n .
X = z‘ < (p) X
i=1
alors
no n
a@x= ) xHp ) afe) %
i=1 k=1

i

n n )
E ( 21 al;(g) x*(p) ) X

k=1 i=
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et n
-~ <
o8 = e ) B %
k=1
avec
n
S .
b= ) ai(e) x(p) .
i=1

Coordonnées canonigues de deuxieme espéce

Soit toujours

{Zgs oer, %}

une base de ®. On considere l'application ¢ : BRY —> G qui

Y

& (a1, coe, an) fait correspondre

(exp a4 X1)(exp 25 X2) ees (exD a, Xn) ,
c'est une application différentiable. On g
Q(O, se0 g O) = e 9

donc par la1|, ooy lanl assez petits,.on peut considérer les
coordonnées canoniques de J1ére espece xt (é(aq, ces, an)) ,

on pose . .
Ql:Xl 0 é pOU.I‘ i= 19 LIC I n .
Alors .
350, vee, O, a., 0, vee, 0) = x (exp a. X.)
dJ 5
~ 69 g

(6% symbole de Kronecker) donc

223:53

d3aY 1
et 1l'application 2 est donc de rang maximum en O, elle définit

H

donc un difféomorphisme d'un voisinage V1 de O dans @, sur
un voisinage U1 de e dans G. On peut donc définir des
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coordonnées locales y1, vee, ¥ sur U1 par

yl ((exp a4 X )(exp a, X2)...(exp a, Xn)> = ay .

ces coordonnées sont appelées coordonnees canonigues de deux1eme

espéece, relatives & la base 1X1, ooy X‘} de @.

Théoreme :
Soit G un groupe de Lie connexe, alors tout élément g

de G stéerit

= (exp X)) «.. (exp &)

ou les Xi sont dans @.

En effet soit U un voisinage de e dans G tel que 1l'appli-

cation exp soit un difféomorphisme d'un voisinage V de O
dans @, sur U. Soit
W=URU '

alors =1
W=W

et le groupe G est engendré par W, parce qu'il est connexe ;
c'est-d-dire que tout g € G gst*écrit comme produit g4 eoe &
ol chaque g5 est dans W, donc dans U, et donc de la forme

g, = exp Xi
ou Xi € V ; donc

g = (exp Xy) eee (exp Xk) .
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§5. STRUCTURE DES GROUPES DE LIE ABELIENS

Définition :
Une algtbre de Lie ® est dite abdlienne si [X, Y] = O ,
pour tous X, Y dans 6. (Elle est alors bien gbélienne au

sens
[X, Y] = +[Y, X]

| pour tous X, Y dans ).

Proposition :

Soit G un groupe de Lie et soit @ son algdbre de Lie.

Si G est abélien, alors @ est abélienne. Réciproguement, si

® est agbélienne et si G est connexe, alors G est abélien.

En effet, si G est abélien, pour tout g € G , 1l'applica-
tion A_ est 1'identité et Ad(g) est aussi l'identité, donc

3
Y - Ad(exp $%) Y = (exp t ad(X) ) ¥

+2 2
= Y+ t ad(X)Y + =T (ad(X)) Y+ a0

donc ad(X)Y est nul, pour tout X et tout Y dans ©, c'est-a-
dire que @ est gbélienne.

Réciproquement, si @ est abélienne, alors pour tout X et
tout Y dans @, on a

(exp X)(exp ¥) = (exp Y)(exp X) 3
si g et h sont deséléments de G, ils sont de la forme

g = exp X1 exp X2 eee €XP Xr

et
h = exp Y1 exp Yé eee EXD Yé

parce que G est connexe, donc

gh = hg
car tous les exp Xi et exp Yi commutent, donc G est abélien.
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Proposition :

Si G est abélien connexe, on a les deux propriétés

suivantes

1) exp X exp Y = exp(X + ¥) , pour tout X et tout Y

dans @.

2) L'application exp : 8 —> G est surjective.

L'application exponentielle est donc glors un homomorphisme

de groupes de Lie de @ sur G.

Lemme (Formule de Leibnitz).
Soient a et b deux courbes différentigbles d'un groupe de

Lie et soit ¢ la courbe définie par

c(t) = a(t) b(t) .

Alors

&(t) = Rb(t) alt) + La(t) B(+t) .
En effet, 1la fonction g définie par
g(u, v) = £ (alw) b(v))

o f € C7(G) est aifférentiable, on a

g = 2 (alw) b(w)
et

gcv = .g_v-_- f (a(u) b(V))
et

dg _ _, du y 4v
Fesum ey o

donc en particulier pour u=v=1%t , on a

[%? f(a(t)b(t)>]t=to = [%H f(a(u)b(v)>]u=v=to + [%V f(a(u)b(v)>]u=v=to



ITI.28

c'est-a-dire
850 € = (Rp(y) &) T + KLa(to) bltg)) £

ceci pour tout f € Cw(G) , A'ol le lemme.

Alors en prenant a(t) = exp tX et b(t) = exp tY, on a

c(t) = exp tX exp tY
et
c(t) c(s) exp tX exp t¥Y exp sX exp sY
exp(t + s)X exp(t + s)Y
si G est supposé abélien, c'est-d-dire que c(t) est un sous-
groupe & un paramétre de G (car c est différentiable) ; donc
il existe W € € tel que |

I

c(t) = exp tW
Comme a(0) = b(0) = e , le lemme montre que

&(0) = a(0) + b(0O)
clest-a-dire

donc

On a donc

1

exp tX . exp tY¥ = exp t(X + Y)

[

et en particulier l'assertion 1) de lg proposition.
Si, de plus, G est connexe, tout g € G est de la forme

g = exp Yﬁ eee XD Yk . Yi €6 |,
donc
g = exp(Yﬁ + eee + Yk)

d'aprés ce qui préceéde, c'est-a-dire que l'application exponen-
tielle de @ dans G est surjective.
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L'application exp est donc alors un homomorphisme de
groupe de @ sur G, elle est différentiable, c'est donc un
homomorphisme de groupes de Lie de @ sur G.

Cette application exp n'est en général pas injective,

soit T' son noyau, c'est-a-dire
T = {X €€ ; exp X = e} .
L'application exponentielle induit une application

v : /T
qui est isomorphisme de groupes localement compacts. On sait

~

>

qu'il existe un voisinage V de O dans € tel que la restriction
de l'application exp & V soit un difféomorphisme entre V et
un ouvert de G, donc en particulier

vnrT = {0} .

Définition :

Un sous-groupe I d'un groupe de Lie est appelé un
sous—-groupe discret si T est fermé et s'il existe un voisinage V

de e tel que
TNT= {e} .
Le noyau T de exp est donc un sous—-groupe discret de @

(groupe de Lie par 1l'sddition).

Rappel d'un théoréme :

e S i e e e i e e T P e g s St i me S

Soit T un sous-groupe discret de l'espace vectoriel réel V-
Alors il existe des éléments Uyyeeey Uy de v qui sont
lindairement indépendants et tels que tout vy € I' slexprime

sous la forme a

Y = Y m. u
= L MM
i=1
avec m, € Zi . Et le nombre d de ces éléments est fixe, c'est

. le rang de T.
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Soit V1 le sous-espace vectoriel de @ engendré par
Uyy ooy Ug 5 SOLE V, un sous-espace supplémentaire de V1 )
alors
6 = V1 X V2
et

o/T = v1/1" x 7,

puisque I < V1 , clest-a-dire

& = Td X V2

(On note 9 1e tore V1/P) et 1l'application

o s Td x V > G

!

2
induite par l'application exp , est un isomorphisme de groupes
localement compacts, différentigble. Alors son inverse 31 est
aussi différentiable, d'aprés le théoreme suivant, que l'on

démontrera au §6.

3i G et G' gsont des groupes de Lie et © un isomorphisme
de groupes locslement compacts de G sur G'. Alors @ et @1 sont
différentiables.

Donc,

Théoreme :
Si le groupe de Lie G est agbélien et connexe, il est
¢ x v

isomorphe, comme groupe de Lie, & 1

En particulier, si G est abélien, connexe et compact,

il est donc isomorphe & un tore.
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§6. DIFFERENTIABILITE D'UN SOUS-GROUPE A UN PARAMETRE CONTINU.

Définition :

Un sous-groupe & un paramétre continu d'un groupe de Idie G.

est une courbe continue a 3 R —> G telle que

al(t + s) = a(t) als)
pour tous s, t € R .

(On rappelle que par "sous-groupe & un parsmetre', on
entend une telle application a, différentiable).

On va montrer, qu'en fait, toutsous-groupe & un parametre
continu est un "sous-groupe & un paramdtre" du groupe de Lie,
clest-a-dire qu'il est différentisble.

Lemme
i { 1 n
Soit iX1,...,Xn une base de &, et X 'y .0y X les
coordonnées canonigues relatives & cette base. Soit
o i 4

Ucz{gea,‘X(g)|<c,l=1,ooo,n}
et soit

vo={xeo;x=)atx, la¥] <e, 1= 1, -er, nf -

i
Soit ¢ € BT assez petit pour que exp induise un difféomor-
i 7 + a0it & €U
phisme de \20 sur U20 , et soi £ € o tel gue

2 3 m
g 9 & 5 evey &
soient gussi dans “O ; alors g € Uc o et
k, 4
x (g7)
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n
X = }i Xk(g)Xk .
k=1 '
Si X # 0, on considdre Max, |Xk(g)| qui est égal & 'x (g)|
pour un certsin i, on pose
£ 2c
lx*(g) |

on a to > 2 car

lx*(g)| <c .
Soit g l'entier tel que

my < Tty < my + 1 ’
alors pour tout k, on a

molxk(g)l < 2c

car |xi(g)[ est le maximum des ‘xk(g)]

tient a V2O et donc

exp mOX € U2c y

or

m m
exp mo¥ = (exp X) U= g °
donc mg
g € U2o
e’

. Donec mOX appar-

pour k = 1, «ee, n .+ D'aprés la définition de my , on a

(my + DIxT(2)] 2 5lx™(g) ]

clest-a~-dire

Nt ";_ -
(mo +D () = 2c

donc _ _
molxl(g)l =2 - |x*]>c
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4 mo
la coordonnée x- de g est en valeur sbsolue supérieure
m
-

4 ¢, donc g © n'appartient vas & Vo Or exp 4X € UC
pour £ =1, «o., m , donc mn <my , et donc pour <& = Toown,

le champ de vecteur 4X appartient & V2o puisque

8i X = 0, on g évidemment aussi

5
1X € 720 .
Clest-a~-dire que pour 4 = 1, evey, m , On a
g& = exp 4X

obh 12X appartient au voisinage V,, de O, difféomorphe (par
eXp.) au voisinage UZC de e, c'est-a-dire que les coordonnées
canoniques de gt sont les compesantes de 4X par rapport &
Xj’ v oy, Xn ’ C'GSt*é—dire

k, £ L

= (g") = ¢ x(g)
pouvr k=1, vee, n et 4L =1, ¢eoy, m « Et, puisque gm € UC 5
on a mlxk(g)l < ¢ , pour tout k, donc

ERO IR

m
donc
g €T
= c/m
Théoreme :
[ Y ) > + 2
S0it a 3 R -——> G , un sous-groupe & un parameétre continu,

du groupe de Lie G. Alors a est différentiable.

Comme dang le lemme, on note

i .
U = {g € G ix (gl <e, =1, oun, n}

v { * . )
7, = 1% = a. X, 3 layl <c, i =1, «.o, nj
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et on suppose ¢ assez petit pour que exp induise un difféo-
morphisme de V2c sur U2C « Puisque a(0) = e et que a est
continu, ilexiste € > O tel que pour [t] < e , a(t) €T, .
Soit €y tel que

€ > eq > 0 .

On pose
k k

x (aﬂ@): a“ (%)

alors montrer que a est différentiable revient & montrer que
1

les fonctions a° (k= 1, «o+o, n) sont différentiables.

On suppose + rationnel positif ¢+ t ==, s, ms 7 et

m
m=sg>0 si |t] est inférieur & 1. Soit

€0~

g = a (ET/ 9
on a

2 L
g” = alg €o>
et pour 4 = 1, ees, m , I% €yl est inférieur & e, c'est-a-
dire que gt est dans Uc , on peut donc appliquer le lemme
& g et donc

:
x5(g5%) = s x(g)
et
1 1
(g = nx(g) .
Or ]
X&(gs) _ ak (% €O>
(") = a(eg)
et

. €
Xk(g) = a" (T9>

Done a vérifie les relations
ks o0\ x (€0
a (?5_ €p)= 8 a Q-ﬁ->

i €
ak(eo) - m af (7§>
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gui entralinent

k(s s _ky

a QE eo> = = a (ep) )
clest-a-dire

k k,

a (teo) =% a'{'\eo)

1 1
pour t rationnel positif. Or aK(tGO) et © a&(eo) sont des
fonctions continues de t et impaires (on a

ak(—t€o) = - ak(teo)
car
ak(-teo) = Xk (a(—teo)>
S (a(teo)'1>
= - x° (a(teo)> > R
donc

a(teg) = t a(ey)

pour tout t tel que |[t] < 1 . Ce qui montre que &% est
différentiable pour |t| < e , car alors +t = %L €y ol ];t]
est inférieur a 1. 0 0

Pour +t,5 € B, pas forcément voisin de O, on a

a(t) a(ty) alt - %4)

— ! -
- La('to) a\-t - .LO)

donc g est différentiable zu voisinage de to , car les
applications L ., et t—>1% - ty sont différentiables.
a\'Uo)

Donc o est différentiable sur tout Re Clest donc un "sous-

groupe & un paramétre" de G.
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§7. HOMOMORPHISMES DE GROUPES DE LIE - REPRESENTATIONS

Définitions :

Soient G et G' deux groupes de Lie. Une application © de

G dans G' est un homomorphisme de groupes de Lie si c'est un

homomorphisme de groupe qui, de plus, est différentiable ; c'est

un isomorghisme de groupes de Lie de G sur G', si c'est un

homomorphisme de groupe cqui est un difféomorphisme de G sur G'.

Théoréme

Soient G et G' deux groupes de Lie et © un homomorphisme

de groupes topologiques de G dans G'. Alors ¢ est un homomorphisme

de groupes de Liee.

En effet, soit {X1, coe Xﬁ} une base de ¥, algebre de
Iie de G ; au voisinage de 1'élément neutre e de G, on considare
les coordonnées canoniques de deuxidme espeéce relatives & cette
base. Pour tout X € 8 , exp tX est un sous-groupe & un
parametre de G, donc o(exp tX) est un sous-groupe & un para-
métre continu de G' puisque ® est un homomorphisme de groupe
ce sous-groupe & un parameéitre continu, esgt différentiable, donc
il existe Y € G' , glgébre de Lie de G', tel que

v(exp tX) = exp tY¥ .

En particulier, il existe donc Yi € @' +tel que

o{exp tXi) = exp tYi ,

pour i =1, eee, n , et si p = (exp ay X1Mexp 25 Xz)...(exp aﬂ'&&

alors
o(p) = (exp aq Y‘)) ess (exp an Yn)
qui est une fonction différentiable de (a1, ces, an) , car

chaque sous-groupe & un paramétre exp tYi est différentiable ;
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or a4, .-+, a, sont les coordonnées canoniques de seconde
espéce de p. Donc © est différentisble dans un voisinage de e 3
ce qui entralne qu'elle est différentiable sur tout G, car pour
X voisin de g,

£(x) = £(g) (&%)
qui est différentisble parce que §1X est alors voisin de e.

Corollaire 1 :

Soient G et G' deux groupes de Lie et © un homomorphisme de

groupes topologiques de G sur G', bijectif. Alors ® est un

isomorphisme de groupes de Lie de G sur G'.

oo

En effet, d'aprés le théorzme, ¢ est différentisble. D'autre
part, G et G' étant des groupes topologiques localement compacts
a4 base dénombrable, ® est un homomorphisme ouvert, donc 51 est

continue et donc différentiable d'aprés le théoréme.

Romarque

— Sy e e S S e e

Ce corollaire, montre que, pour un groupe topologique donné,
la structure de groupe de Lie est unique.

Définition

Soit G un groupe et V un espace vectoriel sur K (K = R ou €).

Une représentation de G dans l'sspace vectoriel V est un homomor-

phisme ©® de G dans GL(V) . S1i G est un groupe de Lie et si

o est différentiable, c'est une représentation de groupe de Lie.

Corollaire 2 :

Toute représentation continue d'un groupe de Lie est

différentiable.

Ceci découle immédiatement du théoreéme.
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Exemple :

La représentation adjointe d'un groupe de Lie G est une
représentation de groupe de Lie de G dans l'algébre de Lie @
de G, car l'applicgtion s ——> Ad(s) est continue.

On considére deux groupes de Lie G et G' et leurs algtbres
de Lie respectives € et @'. Soit ® un homomorphisme de G dans G'.
Soit X € @ , alors

t > o(exp tX)
est un sous-groupe & un parametre de G', il existe donc X!

dans @' tel que
v(exp tX) = exp tX' .

On 2

Xt = (Qp*)e Xe

a ]
= _ﬁf 0 co(exp tA)Jt: 0

Et pour g € G, on a
t — '
x o(g) ~ (Lw(g) *>e' Xt

N\
= (LCO(S) L /’e| (CP*)

e e
Or o(gx) = o(g) o(x) , pour tout x € G , clest-a-dire

COOLg: ch(g) oo 9

done
X1 -
X (g) = (0 0 I )« X,

It

CD* Lg* xe

(@*)g Xg .

o
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Pour tout g € G , on a donec

X = X

o(g) = (P g Xz

c'est-ad-dire que le couple de champs de vecteurs (X, X') est
compatible avec ©.

On définit 1'application @, de € dans &' par

v(exp tX) = exp t(pyX) .
Cette application coincide avec celle définie par

X = (¢ X
(@* )w(g) ‘m*)g g

dans le cas olt ® est un automorphisme de G. On avait vu dans ce
cas que O, ¢était compatible avec le crochet, cette propriété
reste vraie dans le cas général, l'application ¢4 est donc un
homomorphisme d'algébres de Lie de @ dans 8'. On appelle ¥, 1z

différentielle de 1'homomorphisme ®©.

On peut énoncer :

Théoréme
Un homomorphisme ¢ de G dans &' induit un homomorphisme @,

de € dans @' tel que

(@*X)en = (@%)e Xe .

(ol e et e!' sont les éléments neutbtres de & et G' respectivement).

De plus, si G est connexe et si deux homomorphismes © et ¢

de G sur G' sont tels gue ®y = VY, , alors

C.O:\%.f .

Car
o(exp tX) = ¥(exp tX)

et tout g € G s'exprime comme produit exp X1 eee BXD Xk .

Remargue S

On verra plus loin que Ker(ep) et Im(w) sont des

groupes de Lie.
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§8. SOUS-GROUPES DE LIE D'UN GROUFE DE LIE.

Définition :

Soient G et H des groupes de Lie. On dit que H est un

n

sous—groupe de Lie de G si les deux conditions suivantes sont

vérifides :

1) Le groupe H est un sous-groupe de G.

2) La variété différentiable H est une sous-variété de G.

Remarque :

La topologie de H n'est pas forcément celle induite
par G. Un sous-groupe de Lie n'est pas un sous-groupe topolo-
gique.

On dit que H est distingué si c'est un sous~-groupe
distingué de G (en tant que groupe simplement). On dit que
H est fermé si c'est une sous-variété fermée de G.

Rappels sur les algdbres :

Un sous-~ensemble & d'une algebre de Lie @ est une sous-
algtbre de Lie de € si

1) Clest un sous-espace vectoriel de ©.

2) Pour tous X, Y de &, [X, Y] appartient & & .
Un sous-ensemble & de € est un idéal de @ si

1) C'est un sous-espace vectoriel de ©.

2) Pour tout X €9 et tout Ye€ @ , [X, Y] appartient

2 9.

— o o

-~

Lt'anticommutstivité du crochet entraine qu'il n'y a pas &
distinguer "idégl & gauche" et "idéal & droite". Dans une algébre

de Lie, tout i1déal est bilatere.
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Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie de G.
On désigne toujours par @ 1'algebre de Lie de G et soit &
1l'algébre de Lie de H.

L'gpplication identique i 3+ H—~——> G est un homomor-
phisme de groupes de Lie. On peut considérer sa différentielle iy
qul applique & dans €, elle est injective car si igX = O
alors (igX), = 0 , c'est-B-dire

(i%)e Xe = 0 9

ce qui entraline
X =0
e
car i est un plongement, donc (i*)e est injective. Et Xe =0
dguivaut & X = 0 . L'image 1ix(®) est une sous-algebre de
Lie de ®, & laquelle on identifie ® : c'est l'ensemble de X
de @ tels que Xe soit tangent & H. Car si Xe est 1'image

par (i*)e d'un vecteur tangent Y & H,
< _ . Y
Ke - (l*)e e

alors

— ) 3 = { i -
X, = (D) X, = (D), (Ga)g Y, = [(3, 0 D)4,

= [(i ° Lg)*]e Te = (i*)g [(Lg*)e Yé]

c'est-a-dire que pour tout g, Xg est image par (i*)g d'un
vecteur tangent & H.

Inversement, étant donnée une sous-algebre de Lie de 8,
on va voir gu'on peut trouver un sous-groupe de Lie de G dont
elle est l'algeébre de Lie.

Soit G un groupe de Iie et @ son algtbre de Lie et soit &
une sous-algébre de 6. Pour p € G , soit %p le sous-ensemble
de TP(G) des vecteurs tangents Xp o X €8 . Soit r 1sa

dimension de %, et gsoit {X1, ooy Xr} une base de & , alors

+ G 7 * s 0
pour tout p € &, (1{1):@9 9 (Xl‘>p
part, puisque  est une sous-slgébre,

engendrent bp « Dlaytre
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r
[Xi, Xj] =) c?j X, si i, j €01, r1 .
k=1

Donc,  définit un systeme différentiel complétement intégrable

sur G (on le notera ©).

Propogition 1 :

Soit Hy 1la feuille du systéme différentiel % passant

par e. Alors HO est un sous-groupe de Lie connexe de G dont
1'algebre de Lie est ®.

En effet, les translations & gauche lgissent invariant ®,
donc (d'aprés une proposition vue sur les systémes différentiels
complétement intégrables) 1'image de H, par Lg , 8 € G,
est une feuille de ® . En particulier si 1 ¢ HO , Lh HO esv
une feuille de & ; cette feuille passe par Lh(e) = h , donc
c'est HO , car par tout point il passe une seule feuille de 9.
Done gi h et h' agppartiennent & HO , alors

hh' = Lh(h')

appartient & HO .« D'gutre part si h € HO R L_1 HO est aussi
h
une feuille de ® , qui passe par L—‘I(h) = e , clest donc H, .
h

Donc g¢i h € HO , alors
h' = L___,(e)

h
appartient & Hy . Ce gui montre gue Hy est un sous-groupe
de G.

D'autre part Hy est une sous-variété différentiable de G
puisque c'est une feuille d'un systeme différentielle comple-
tement intégrable.

Pour montrer gue HO est un groupe de Lie, il faut montrex

que les applications ©n : Hy X HO —> Hy , définieper
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?ola, b) = ab , et {5 : Hy —> Hy , définie par Vy(a) = sl

sont différentiableg. On g le diagramme commutgtif suivant

G x G P > G
7
(i, 1)
%0
Hy x H,

(ol ® est la multiplication dans G) gui montre que ®o est une
application différentiablede HO X HO dans G. Or 1l'image
@O(HO, Hy) est contenue dans la feuille Ky et Gest une variété
différentiable & base dénombrable, donc (d'aprés le théoreme
du §10 ch. II) ®, est une application différentiable de

HO X HO dans HO ; de méme pour ¢O . Done HO est un groupe
de Lie ; c'est un sous-groupe de G et une sous-variété de G,
c'est donc un sous-groupe de Lie de G ; et son algébre de Lie
est ® puisque c'est une variété intégrale du systéme différen-
tiel ® . De plus, Hy est connexe puisque c'est une feuille.

Proposition 2 :

Soient H et H' deux sous-groupes de Lie connexes d'un

groupe de Lie G. Si H et H' ont méme algetbre de Lie, alors

H=H .

Ceci résulte du fait que tout élément d'un groupede Lie
connexe s'exprime comme produit (exp XT) voo (exp Xp) ol
Xi appartient a 1'algebre de Lie du groupe.
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Théoréme 1 :

S0it  une sous-aglgébre de Lie de 1l'algébre de Lie @

d'un groupe de Lie G. Il existe un sous-groupe de Lieconnexe

de G et un geul dont 1'glgebre de Lie est .

En effet, ce sous-groupe de Lie existe d'apres la
proposition 1 (clest Hy) et il est unique d'aprés la proposi-
tion 2.

31 H est un sous-groupe de Lie de G, d'algebre de Lie &,
soit H'O sa composante connexe neutre et soit HO la feuille
de $ passant par e. Alors

.';T — '
.LlO - H 0 9

d'apres la proposition 2. De plus, une autre composante connexe

de H est de 1la forme

h;H' O = 1HO 9

cleat donc une feuille de £.

Soit maintenant E un sous-groupe sbstrait de G. On peut

by

nt
identifier @ & 1l'espsce

+
[¥x2

sngent Te(G) par 1'isomorphisme

d'algébre de Lie qui & X € @ associe Xe € Te(G) .

Propogition 3

Soit H un sous-—-groupe sbstrait de G et soit ® le sous-

ensemble de Te(G) des éléments u vérifiant la propriété

suivante : il existe une courbe idfférentiable 2 de G telle que

3(O> = € 3
a(t) € H pour |t| assez petit, et
&(0) = u .
Alors  est une sous-algtbre de Lie de €.
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En effet, soient u, v € § , il existe des courbes a et b
telles que a{t), b{(%) € H pour |t} < e , ‘
G(O) = b(O} =
et
a(0) = u et B(O) = v .

Soit ¢ la courbe définie par c(%) = a(%) b(t) , ona c(0) = e
et c(t) € H pour !t| < e puisque H est un sous-groupe, donc
&(0) appartient & ®, or d'aprés la formule de Leibnitz

8(0) = &(0) + H(0) = u + v .
D'autre part, pour X € R, soit ay la courbe définie par
al(t) = a(rt) , alors aK(O) = e et a)(t) € H pour |[t! assez
petit, donc

éx(O} = x a(0) = xu
appartient & &. Donc & est un sous-espace vectoriel de @
(moyennant 1'identification de Te(G} a @®).

I1 reste & montrer gque & est stable pour le crochet.

Lemme @

Soient a et b deux courbes différentiables de G telles

que
On pose
c(t) = 2D T o Al/E BWE pour t = O
c{t) = c(-—‘n’:)"'I pour t < O .,

Alors ¢ est une courbe différentiable de G et &(0) = [é(o), EK»J




En admettant ce lemme, si a et b sont les courbes précé-
demment considérées, alors c(t) € H pour t assez petit car
H est un groupe, c¢(0) = e donc

&(0) = [4(0), B(0) ] = [, v]

appartient & £ . Donc  est une sous-algébre de Lie de G.

Toujours avec les mémes hypothises (H sous-groupe abstrait)
soit Hc 1'engsemble des éléments h de H ayant la propriété
suivante : il existe une courbe différentisble = de G telle que

a(0) =e, al(l) =h et a(t) €H vitel0, 1] .

On appelle Hc a_composante connexe par arcs différentigbles

de H contenant e. On voit facilement que Hc est un sous-

groupe de He De plus, c'est un sous-groupe distingué de H,

car

t > 8a(t)§1

est une courbe différentiable de H et si g et a(t) appartien-

nent & H, alors ga(t)é1 appartient & H.

On va voir que Hc est le sous-groupe de Lie connexe HO
d'alzebre de Lie & 4 (o & est la sous-algdbre de 6 définie
ci-dessus & partir de H).

Soit donc HO le sous-groupe de Lie connexe de G d'algebre

de Lie & . Si a est une courbe différentiagble s I > G telle

que
a(0) = e et a(l) cH

clest une courbe intégrale du systéme différentiel défini pard
en effet soit

b(t) = L -1 8(t) H
ar(to)
on a
b(to) = e
et
b(ty) = (T _q). A(5g)
a(to) *

b(t) € H puisque H est un sous-groupe, donc E(to) € A,



donc &(t,) appartient & (La(to))* ®, 5 clest--dire & aa(to)'
Or 1l'image de toute courbe intégrale d'un systéme différentiel
complétement intégrable est contenue dans une feuille, donc

a(I) est contenu dans la feuille passant par e, c'est-a-dire
dans Hy « Tout point de HC est par définition de la forme

a(t), donc

Soit (X1, coey Xr) une basge de ® . Soient Byqy erey @

sl
L

des courbes différentiasbles de G telles que

a;(t) € H pour [t} < e

&.(0) = X,
1 1

{(de telles a4 existent d'apres la définition de §). Soit o
1'application du cube Q de R {ensemble des |t1,...,tr|
vérifiant |t%| < €) dans G @éfinie par

o6, weey 37 = 8 () wer a (¥ .

Pour |t| < e, (t) € E, pour i =1, ...,  donc

83
o671, wer, $5) € H_
ruisque Hc est un sous-groupe. L'application ® est une
application différentiable de Q dans G, 1'image @(Q) est
contenue dans H, , donc dasns la feuille Hy , donc {(d'aprés
le théoréme du ch. II, §10) © est une aspplication différentisble
de Q dans HO .« D'autre part, © estde rang maximum en O car
X1, cooy Xr sont lindairement indépendants, donc @ définit un
difféomorphisme d'un voisinage de O dans R" sur un voisginage
de e dans HO « Ce voisinage de e est contenu dans HC puisque
©(Q) ¢ H, , done K, contient un voisinage de e dans Hy .

Or H, est un sous-groupe connexe, il est donc engendré par des
éléments de ce voisinage de e, et puisque Hc est un sous-
groupe, Hy < Hc . Donc Hjy = HC , donc Hc est un sous-groupe

de Lie connexe de G.
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Théoréme 2 :

Soit H un sous-groupe abstrait d'un groupe de Lie G,

soit HC la composante connexe par arcs différentigbles de H

contenant e. Alors HC est un sous-groupe distingué de H et

Hb est un sous-groupe de Lie connexe de G.

Si H/Hp est dénombrable, alors H est un sous-groupse
de Lie de G.

La derniére assertion résulte du fait que les classes de
de H suivant Hc (sous~groupe distingué) sont les feuilles
th s h €H de &, et donc qu'on peut définir sur H une
structure différentiable & partir des structures différentiables
des feuilles hHC qui sont disjointes. Alors H est une sous-
variété de G et si H/HC est dénombrable, alors H est & base
dénombrable et c'est un groupe de Lie, sous-groupe de Lie de G.

Propogition 4 :

Soit H un sous-groupe de Lie de G et soit X un élément

de son algdbre de Lie @. Soit & 1'algdbre de Lie de H. Alors

pour gque X € & , il faut et il suffit que

exp tX € H
pour tout + € R.

La condition nécessaire egt évidente. Réciproguement si
exp tX € H, pour tout +t € B, soit o(t) = exp tX , on a

5(0) = X .
$(0) = X,

Donc Xe est dans l'algebre de Lie de Hc = Hy , cette algebre
de Lie est contenue dans celle de I donc X € & .
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Si H est un sous-groupe de Lie de G. Soit Hy sa compo-
sante connexe neutre et Ho la composante connexe par arc
différentiable contenant e, alors

HO = HC .
Ceci résulte du théoréme 2 et du fait que 1l'algdbre de Lie de H
est bien l'algebre » associéde au sous-groupe H dans le
théortme 2.

Proposition 5 3

Soit H un sous-groupe de Lie de G et soit © une appli-

cation différentiable d'une veriété différentiable M dans G,

telle gue

o(M) € H .
Alors © est une application différentiagble de M dans H.

En effet, soit p € ¥ et soit U un voisinage de p difféo-
morphe & un cube Q € B . Soit o l'application définie
psr

mp(x) = w(p)-1 o(x) pour x € U |

on a .

cpp(p) = e .
Puisque U est connexe par arcs différentiables, son image «(U)
est connexe par arcs diffédrentigbles de G. Donc mp(U) est
contenu dans Hc , c'est-a-dire dans la feuille HO . Donc
(d'aprés le théordme du ch. II, §10) @, est une application
différentiable de U dans Hy .« D'autre part L¢(p) est un
difféomorphisme de H puisque o(p) € H , donc © est une
application différentiable de M dans H.
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Théoréme 3 :

Soit H un sous-groupe de Iie du groupe de Lie G. Si H est

un sous-groupe distingué, alors son algébre de Lie ® est un
idéal de ©.

En effet, soit Hy 1e sous-groupe de Lie connexe d'alge-
bre &, c'est un sous-groupe distingué, car si g € G , soit
©,.= A_ o i, l'application composée de 1 3 H —> G
(identité) et de Ag $ G —=> G ; glors Oy est une
application différentisble de H dans G, et puisque H est dis-~
tingué, 1'image $g(H) est contenue dasns H, donc d'aprés la
proposition 5, wg est une applicaticn différentiable de H
dans H, en particulier elle est donc une application continue
de H dans H ; donc gHO§1 est, dans H, l'image conitinue d'un
connexe, donc un connexe gui d'asutre part contient e, donc
gHoé1 c HO pour tout g € G , donc Hy est un sous-groupe
distingué. Soit X un élément de la sous-algébre & , exp tX
est une courbe intégrale du systéme différentiel & , donc
exp tX est dans H et 1'image du connexe [0, t] de R est un
connexe de H donc est contenue dans HO , donc

exp tX € HO

et pour tout g € G ,

g(exp tX)g1 € Hy

> glexp D)
est une application différentiasble de B dans G, 1l'image de R

puisque HO est distingué. L'application +

est contenue dans H, , donc (d'aprés le théoréme ch. II §10)
c'est une application différentiable de R dans Hy , cl'est
donc un sous-groupe & un parametre de HO , donc il existe

Z €8 tel que

g(exp tX)g"

It

exp tiZ
exp t Ad(g)X

clest-a-dire
7 = AM(g)X
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ceci montre que pour tout X € & , et tout g € G, Ad(g)X est
encore dans ® . En particulier pour g = exp tY oh Y € ® , on a
AM(exp tV)X € & , or

AM(exp t)X = exp + 2d(VX
et d'aprés le développement de la fonction exp ,

[Y, X1 = ed(DX = lin o [exp t ad(NX - X]

t -> 0

donc, si X € et Y €S , glors [Y, X] € & . Donc $ est bien
un idéal de 1l'algdébre de Lie ©.

Réciproguement

Théoréme 3'

Si H est un sous-groupe de Lie connexe d'un groupe de Lie

connexe, d'glgebre de Lie €. 51 ® est un idéal de @, glors H est

un sous-groupe distingué de G.

En effet, si X €€ et X € & , alors exp ad(Y) € & ,
clest-a~dire Ad(exp V)X € & . Or

(exp 1) (exp X)(exp V™' = exp (44 (exp Y)X)
donc -1
{exp Y)(exp X)(exp Y) €8 .
Puisque H est connexe, tout h € H est de la forme
h = exp X1 eee XD Xk , X € % , et donc

(em)ﬁh(eHJD"1EH
pour tout Y € & . Or si G est lui-méme connexe, tout g € G
est de la forme g = exp Yﬁ +es exp ¥, , donc ghé1 ¢ H pour
tout g € G et tout h € H , donc H est un sous-groupe distingué
de G.
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Soit maintenant un sous-groupe abstrait H de G qui est un
gous-ensemble fermé de G. Pour la topologie induite par G, H est
un sous-groupe localement compact & base dénombrable. Soit HO
la composante connexe de H contenant e, elle est localement
compacte. Soit HC la composante connexe par arcs différentiz-
bles, de H contenant e. Alors HO est contenu dans HO car si
a est une courbe différentiable telle que

a(0) = e et a(t) €H ,
1l'image par a du comnnexe [0, t] est connexe et donc

alt) € Hoy .

Pour montrer gue HO est contenu dans Hc , on va montrer gue

HC contient un voisinage de e dans Hy : soit & 1'algdbre de Lie
de Hc (sous—groupe de Lie d'aprés le théordme 2) et soit M

un sous-espace vectoriel de @ supplémentaire de 9 ,

="M+ &
(somme directe). Soient V1 un voisinage de O dans M et V2 un
voisinage de O dans & . Soit o V1 X V2 — e 1l'application
qui & x, y associe exp X exp Y, c'est un difféomorphisme de
v
difféomorphisme de {0} x V2 sur un voisinage U2 de e dans E%-

4 X V2 sur un voisinage U de e dans G ; de plus, ¥ définit un

Alors U2 contient un voisinage de e dans Hy : en effet, =i
cela n'était pas vrai, il existerait une suite {gn} y &, € H,
mais &, ¢ Usy telle que

foy

>
“n ©

guand n ——> o o On peut supposer 8y dans U (toujours vrai
pour n suffisamment grand), alors il existe des suites Xh € V1
et Yh € V2 telles que

X > 0
n

v
> 0 et X

quand n —> @ , et telles gue
g, = exp X exp ¥ = cp(Xn + Yﬁ) ,

et puisque g, n'est pas dans U2 ; Xn est différent de O.
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Soit , 1
a, = exp X, = g (exp ¥ ) ’

n
et quand n—> + ®» , g —~——> ¢ . On considére une norme dans

a. appartient & Hecar g € H et (exp Y) € H, puisque Y €8
n n ¢ n

n
1'espace vectoriel réel @. Soit € un nombre positif assez petit,
et soitb X
Zn = e—2 ,
[Zn|

la suite [an converge dans le compact {Z €@ ; |Z] s e}
vers un vecteur % qui est # O car sa norme est €. Le vecteur 2
est dans V1 « Pour t €R , soit r, 1l'entier défini par

te .
< s
L TXZT < T, + 1 et soit
B te
Sn = — I‘q .
{£n :
Alors
te <
tZ, = %] Xn = T, Ah + 8, Xh )
et quand n > 4+ © o 0% Zn —> tZ , et = Xn — 0 car

s, Treste inférieur & 1, donc

r, Xn > tZ 5
donc
exXp T, Xn-m_-—> exp t2 ,
or

T
exp ry X, =(exp X)) .

est dans H, donc exp tZ est dans H puisque H est fermé par
hypothése, donc exp Z est dans Hc et donc Z €  , or

Z EM et Z# O, donc ceci est absurde et donc il existe un
voisinage de e dans HO , contenu dans U2 , cl'est-a-dire contenu
dans HC - Alors Hy qui est connexe est engendré par des
¢léments de ce voisinage de e et donc HO c Hc . Donec

HO = dc

en tant qu'ensembles.
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Soit i : Hc — HO 1'application identique, ol He est
le groupe de Lie défini dans le théoréme 2 et HO le sous-
groupe de H avec la topologie induite. L'zpplication i est un
homomorphisme bijectif et continu, c'est donc un isomorphisme de
groupes topologiques, donc

Hc = HO

en tant que groupes topologiques. D'autre part, H est & base
dénombrable, car H/HO est dénombrable, donc H est un sous-
groupe de Lie fermé de G. Donc :

Théoréme 4

Soit H un sous-groupe abstrait, groupe de ILie de G. On
2

suppose que H est un sous-ensemble fermé de G. Alors H est un

sous-groupe de Lie fermé de G.

Théoréme 5 :

Soit H un sous-groupe de Lie d'un groupe de Lie G. Si H

est une sous-varidté régulitre de G, glors H est fermé.

Lemme 1

Soit M une variété différentiasble et N une sous-variété

réguliére de M. Si la dimension de N est strictement inférieure
3 celle de M, slors l'adhérence de N est différente de M.

En effet, pour tout point p de N, il existe un voisinage U
de p dans I et r fonctions f,;...,f, différentiables dans U

telles que
df,]’ ...9 dfr

soient lindairement indépendantes et telles que

NNU-= {q €U ; f1(q) - fr(q) = O} .
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Si N était partout dense dans M, on aurait
f1(q_) = eees = fl"(q‘) = O

pour tout ¢q € U , ce qui est impossible si les dfi sont
linégirement indépendants. Donc

N#M .

Lemme 2 3
Si H et E' sont des sous-groupes de Lie connexes de G tels

que H' c H

Alors H' est un sous-groupe de Iie de H.

Car 1l'application identique 1 ¢ H' ——> G est différen-
tiable et 1l'image i(H') est contenue dans H, donc (d'aprés le
théoréme du ch. II, §10) i est une application différentiable de
H' dans H.

Alors si H est un sous-groupe de Lie de G, soit HO Sa
composante connexe neutre, alors HO est un sous-groupe fermé
de G donc un sous-groupe de Lie fermé de G d'aprés le théoréme 4.
Si la topologie de H est celle induite par G, c'est celle induite
par B et HO est une sous-variété réguliére de EO , dlaprées le
lemme 2. Alors, d'apres le lemme 1, la dimension de Hy ne peut
pas 8tre inférieure & celle de Hy car ﬁo # ﬁo est absurde.
Si Hy et K, ont la méme dimension, alors ils ont la méme
algdbre de Lie, donc la composante comnexe neutre Hy de H est

telle que

ce qui entraine H = H car un groupe et son adhérence ne peuvent
pas différer d'une composante connexe. Donc H est un sous-groupe
de Lie fermé de Ge.
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Exemple d'un sous-groupe non fermé

Soit G 1l'ensemble des matrices de la forme
eZint 0 \
0 e2i‘rrs //

t, s €R . G est isomorphe & T2 « Clest un groupe de Lie.
Soit H I'ensemble des matrices de la forme

|
N 0 J2imat

ol & est un nombre ilrrationnel, c'est un sous-groupe & un
parametre de G.

(ghéoréme de Kronecker :

i i T ot ey ey e, S S T S ks Wt T Sy S Ol Sy S

Si a est un nombre irrationnel et to et So des nombres
réels donnés, pour tout € > 0 , il existe t €R et m, n € 7
tels que
|ty -t -ml <e et [sy-at -n| <e ).

Ie sous—groupe H est partout dense de G. Mais il est différent
de G.

Exemples de groupes de Lie et de sous-groupes de Lie :

Les sous-groupes SIL(n, K) , O0(n) et U(n) sont des
sous-groupes fermés de GIL(n, XK) , donc des sous-groupes de Lie
fermés de GL(n, K) . Soit &(n, K) 1'algdbre de Lie de
GL(n, K) . L'algdbre de Lie de SL(n, X) est

st(n, X) = {X € #A(n, K) ; trace de x = O} .
L'algsbre de Lie de O(n) est
o(n) = {x € g(n, B) ;3 tx + X = O} .
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Un sous~-groupe Hde GL(n, X) est algébrique si il existe
un nombre fini de polyndmes I& s, @ =T, ¢ee, r des variables
X.. tel que

1J
(aij) € H
si et seulement si

C'est donc un sous-groupe de Lie car cl'est un sous-groupe fermé
de G.

Par exemple, SIL(n, K) est un sous-groupe algébrique de
GL(n, K) car ses éléments sont ceux qui annulent le polynbme

Pleos X5 4 ees) = déterminant de (Xij) -1 .

§9. ESPACES QUOTIENTS ET GROUPES QUOTIENTS.

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G.
Si on consgidére les structures de groupes topologiques de G et H,
on sait que le quotient G/H est un espace topologique, tel que
la projection canonique ™ 3 G —> G/H est une application
continue et ouverte.

Proposition 3

Soit @ un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G.

Alors G/H est une varidété différentiable vérifiant les trois

propriétés suivantes :

1) La projection canonique m : G —> G/H est
différentiable.

2) L'agpplication de G X G/H dans &/H qui & (s, tH)
fait correspondre gotH est différentiable.
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3) Pour tout x € G/H , il existe un voisinage W de x

<

et une application différentiable o, 3 W% ——> G vérifiant

<

m o ox(y) =y Vyew .

En effet, soit (X1, ceey Xm’ Xm+1’

de © (algdbre de Lie de G) telle que

cee, Xn) une base

i{m+1 9 * e 0 9 Xn)

i ' . _ . 1 n
501t une base de ¥, algebre de Lie de H. Soient x 'y eseey, X
les coordonnées canoniques de 2eme espéce relatives 4 cette base,

dans un voisinage U, de e, c'est-a-dire que tout g € U,

slécrit
-1

g = (exp X (g)X1> soe (exp xn(g)Xn>

et 5
;X (g)l<€ pO'UI.I‘ i: 1’ o¢c,n .

Soit

U'e = [g € Ue H Ym+1(g) = eee = ¥(g) = O}
et

1

.U’"s = {g 6 U 9 X (g) = esses =T _Xm(g) = O} y

on a

U, =0 U, et U NnU_ = {e}

et d'autre part U", est contenu dans H, car si Xi € %
alors exp th est contenu dans H pour t assez petit. Si e est
assez petit,

gr, =0, N1H
et c'est un voisinage de e dans H. Soient 6i sy 1 =1, eeey, n
des nombres positifs inférieurs & e, soit

V= {g €U, ; lx*(g) | < 6.y 1= Ty oo, n} ;
on peut choisir un tel V vérifiant VIV U . Ona V= VIV
o V' =V nTU_ et V'=VnU" . Soit W= m(V) , clest
un voisinage de 1'élément neutre dans G/H car m est ouverte.
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Tout élément y de W se met de fagon unique sous la forme y = gH
aveec g € V! , car si y = m(g) = n(g1) ou g et g4 appar-
tiennent & V', zlors §1g1 € H et d'gutre part

glg, e T cu,

fone le. cU_ nH= U
g &4 ¢ = e !
or si g, = gh ol h € U"e et g € V' |, les coordonnées de g1
sont _
X1(g)7 ev ey, Xm(g)s Xm+1(h)9 seey Xn(h)
donc h = e puisque &y € V' , donc

g = &84 .
Soit 0 3 W——> G 1'gpplication qui & y, associe 1'¢lément g
de V' tel que

y=gH .
Alors 0 est un homéomorphisme de W sur V' vérifiant moo(y) = ¥
pour tout y € W .

So0it maintenant x un point gquelconguede G/H (pas forcé-

ment voisin de e), soit s € G tel que

X = ﬂ(s) s
soit T : G/H —> G/H 1'homéomorphisme défini par

T (tH) = stH . Alors x est le transformé par T, de 1'élément
neutre de G/H et W= TS(W) est un voisinage de x. Soit
o, = LS o g O T§1 , alors . vérifie m o UX(Y) = y pour

tout y € W et o _ est un homéomorphisme de W, sur le
sous—espace LS(V') de G. Or LS(V') est homéomorphe & V!,
lequel est homéomorphe au pavé de B™

{(u1, coe, U.m) 5 lull < 619 i= 1,. see m} .

Donc tout point x de G/H possdde un voisinage W% homéomorphe
5 un pavé de B . Done G/H est une variété topologique de
dimension m. On vérifie sans difficulté que clest une variété

différentiable et que 1l'on a les 3 propriétés annoncées.
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Avec les notations précédentes, on a

51(W£) = (o (M) . B=1 (NE .

L'application de W_x H daus ﬁ1(Wk) qui & (y, h) associe

cw(y)h , est un difféomorphisme. G est un espace fibré
principal de base G/H et de groupe structural H.

On suppose H distingué, alors G/H est muni d'une
structure de groupe. Clest d'autre part, une variété différen-~
tiable. On va montrer que c'est un groupe de Lie : G/H est &
base dénombrable car G l'est. On considére 1l'application

® : G/Hx G/H—> G/H qui & x, y associe =xy . Soit
® : & x G/ —> G/H 1l'application qui &, (s, tH) associe
stH , elle est différentiable d'apres la proposition précédente
et la restriction.de ® 2 WK x G/H est 1'application composée :
i oy

W x G/H (01 identité) > 6 x G/H —2 > G/H
or ¢ est différentiable, donc o est différentiable sur
W, X G/H . Ceci est vrai pour tout x € G/H , donc ¢ est
différentiable. On montre aussi, par l'intermédiaire de Wk ,
que l'application V : G/H —> G/H qui & x associe X! est
différentiable. Donc :

H

Théoreme :

Si H est un sous-groupe Ffermé distingué d'un groupe de

Iie G, alors G/H est un groupe de ILie.

s

Soient maintenant G et G' deux groupes de Lie et o un
homomorphisme de G sur G'. Soit § le noyau de ®, c'est 1l'image
réciproque du point e', clest donc un sous-ensemble fermé de &
et donc un sous-groupe de Lie fermé de G. On considére 1le
quotient G/N . Alors ¢ induit un isomorphisme continue
® 3 G/N —>G' . Si N est distingué, alors G/N est un
groupe de Lie et ® est un isomorphisme de groupes de Lie entre
G/N et G'.
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Soit B 1'algébre de Lie de N, si N est distingué, clest
un idéal de @. On congidére l'homomorphisme ¢4 de € dans G'
il est défini par o(exp tX) = .
et seulement si o(exp tX) = {e} , c'est-b-dire
exp tX € @
clest-a-dire X € ' , donc M est le noyau de ©y, donc @' est

exp tw,X On a o9gX =0 si

isomorphe & 1l'algdbre de ILie quotient /% . En considérant
le cas particulier ol @ est la projection canonique de & sur
G/N , on obtient le résultst suivant :

Théoreme
Soit N un sous-groupe distingué fermé, du groupe de Lie G.

Soit M son algtbre de Lie. Alors 1l'algtbre de Lie du guotient
G/N  est isomorphe & €&/ .

§10. GROUPES DE TRANSFORMATIONS DE LIE

Définition :

Soit G un groupe de Lie et M une veriété différentisble.
On dit que G opére différentiablement sur M (ou que G est un
groupe de transformations de Lie de M) s'il existe une applica-

ticn différentiable ¢ G X M —> M qui & (s, x) associe sx

de telle maniére gue :

1)  Pour tous s, t € G et x €M,
st{x} = s(tx)

2) Pour tout x € M ,

eX = X .
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Pour s € G, soit Ts ¢ M ——>1M 1'gppliceation qui & x
associe sx .« C'est un difféomorphisme de M.
Soit H le groupe d'isotropie de G au point x de M,

H:{sEG;sx:x} ,
c'est un sous-groupe fermé de G, donc un sous-~groupe de lie
fermé de G. Soit s € H , TS laisse fixe x et (TS)* est un

>(Ts%*

est une représentation linéaire de H, c'est par définition ls

endomorphisme inversible de TY(M) . L'gpplication s

représentation isotropigue de H.

Soit H 1'ensemble des (TS)* oW s € H, c'est un

sous-groupe de GL (TK(M)> appelé groupe d'isotropie linéaire
de G en xe.

Soit @ l'algebre de Lie de G. Soit X € € , glors

= T <
a4 exp —-tX
est un groupe de transformation & un paramdtre de 1 ; soit X¥
- 3 3 3 rd 03 I - - 6‘
sa transformation infinitésimale, defini par a; = exp tX .

Propogition :

o4

L'application de ¢ dans ZX(M) (ensemble de tous les

3 hY ~ 0 *
champs de vecteurs sur M) qui & X fait correspondre X est un

homomorphisme d'algebrs de Lie.

En effet, pour x € 1 , soit SX l'application de G
dans M qui & t associe Sx(t) = tx « Alors

St(exp - tX) = at(x) = (Exp +X%) (%) ,
donc les vecteurs tengents aux courbes +t —> exp - tX et

t ——> (Exp tX*)(x) se correspondent par (SY)* , c'est-a-~dire
que l'on a

(8)s (X)) = (X)), . (1)
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Donc
3* - -
(X + Y)X = —(SX)%(X + f)e = _(SX)* X
pour tout x € M , et

(D} = =(3),0X) _ =-A(S )y T_ = AX

e big !
ce qui prouve que l'application est linéaire. D'gutre part,
on a

- . r AN
(2, W= vin [ - ((aphe )]

v i

et
= (5. (8 ( S Y)= ¥¥
((a'i‘)* - /\v- = (at) 3 (ba_t(x) )* Ye \CSI' (Sa;_t(x))*{ Ye) - Ya__t(x) )

—_— - \ - . \
h (at Sa_t(x)/* Yy d'aprds (1) .
Or
=1 \ - _

ol s, dé51gne le sous-groupe a 1 parametre exp tX , clest-a-
v
= 5 A , donc

dire ay sa_+(x} x #s_,
I8 1
(\at)- = —(S ) (A
= —(S )* \¢ > Yé car Y est inveariant & gauche
et A!J' = LO‘ R 1 °
o o P

Drautre part Yi = —(SY)% Yé , d'aprés (1), donc
. 17 - \
Y*]X = -\S )% (+;1m . T LY“ - «Rst)% I)e]/
= -(S}:)% [X, Y‘j
= [X, Yﬁz d'apres (1), ceci Vv x € M ,

done

[ﬂ, Y*] [::9 Y]* . Coq_af-d-
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Définition :

On dit que G opere effectivement sur M si sx = x pour

tout x € M entraine

Si G opére effectivement sur M, 1l'application qui & X
associe X¥ est un isomorphisme de G sur une sous-algebre de
F(M) . Car si X = O , alors XExp $X°  est 1'identité pour

tout t, donc

( -
Texp tX‘X) = X
ce qui entraine
exp tX = e pour tout t©,
done T=0 .

Soit @ l'image de @ par cette application. C'est une sous-
algdtbre de %(II) appelde algdbre de Lie des transformations

infinitésimales de G. Si G opere effectivement sur M, alors
) .
@ est isomorphe a €@ .

Si G opére transitivement sur if, on dit que II est un espace

homogéne du groupe de Lie G.

Si H est un sous-groupe fermé de G, alors G/H est un
espace homogéne de G.

Soit M un espace homogéne de G. Soit H le groupe d'isotropie
de G en un point x5 . Soit a 3 G/H ~——> 1  1'agpplication gui

b

& sH associe sexy ; on sait que o est un homéomorphisme. Si on
considére maintenant leg structures différentiables, a est un
difféomorphisme.

Exemple :

Ia variété grasmannienne &y = est homéomorphe &
- 9.-&
GL(n, R)/N . On peut définir sur Gy , une structure diffé-
9
rentisble de telle sorte que GN o Soit difféomorphe &
9

GL(n, R)/N .



