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IT. 1

Chapitre II

VARIETES DIFFERENTIABLES ET CHAMPS DE VECTEURS

§1. VARIETES

Définition 1 :

M est appelé une variété topologique de dimension n si
les conditions suivantes sont satisfaites :

1) M est un espace topologique séparé.

2) Pour tout élément p de M, il existe un voisinage V
de p, qui est homéomorphe & un ouvert de RH .

Si U est un ouvert de M et ¥ un homéomorphisme de U sur
un ouvert de R® , on dit que le couple (U, ¥) est une carte
locale de I

Soit (U, ¥) wune carte locale de M, et soient
X1(p) , eee, XND) . les coordonnées du point ¥(p) de R™ .
Le systéme (x1, .. ¥¥) de n fonctions définies et continues
dans U est appelé un systéme de coordonnées locales de M.
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Soient (U, ¥) et (U', ¥') deux cartes locales de M ;
on suppose U N U' # ¢ ; soient les applications
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des applications sont des homéomorphismes. Les cartes locales
(U, ¥) et (U', ¢') sont dites Cf-lides si ces applications
6 et ' sont de classe C% .

Définition 2 :
Soit ¥ = {(Ua, wa) s a € A} un ensemble de cartes locales

de M vérifiant les conditions suivantes :

1) {Ua ; a € A} est un recouvrement ouvert de M.

2) Quels que soient a, B € A tels que
U, NU, Ee

les cartes locales (Ud, ¢a) et (UB’ wB) sont CF-lides.
Alors Y est appelé un atlas de M de classe CT

Soit ¥ un atlas de M de classe CF 5 une carte locale
(U, ¥) est dite compatible avec ¥ si ¥ U {(U, w)} est encore
un atlas de classe CF (c'est-é—dire si (U, ¥) est CF-1ide
avec toute carte (Ud, ¢a) de 1l'atlas, telle que

U NU#g )
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On notera ¥ 1'ensemble de toutes les cartes locales
compatibles avec ¥.

Définition 3 :
Soient ¥ et B deux atlas de M de classe CF . On dit que
Y et B sont équivalents si

ﬁ:% L]

On vérifie que c'est une relation d'équivalence.

Définition 4 :
Une classe d'éguivalence ® de l'ensemble des atlas de

classe CF de M est une structure différentiable de 1 de

classe CFY .

Soit ® une classe d'équivalence des atlas de classe CF |
il existe dans ® un plus grand atlas 4.
En effet c'est
o = o
guel que soit ¥ €D .

nginition 5

Une variété différentiable de classe Y et de dimen-

sion n, est un couple (M, ®) ou M est une variété topologigue

de dimension n et ® une structure différentiable de M de

r
classe C™ .
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Soit (M, ®) une variété différentiable. On dit qu'un
systéme de coordonnées locales (x1, ces, x?) de M, est un
systéme de coordonnées locales de (M, ®) si la carte locale

correspondante appartient au plus grand atlas ¥ de D.

Propriété :

Soit (M, ®) une variété différentiable, soit O un ouvert

de M et soit p un point de O. Alors, il existe un voisinage U

de p contenu dans O et un systéme de coordonnées locales

(xT) cee, X)) de (M, ®) définies sans U tels que

x1(p) = ees = X(p) = O,

En effet, dans ¥, (plus grand atlas de D), il existe une
carte (V, ¢) telle que p €V . Si U=V A O et si
o' =@ | VN O, alors (U, ') est une carte locale apparte-
nant a .
Soit
a=o'(p) €R"
et soit T-a. la translation dans BRY { x —> X - a s, soit

b=1__ o9

les coordonndes locales définies par la carte (U, ¢) ont 1la
propriété voulue.
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§2. FONCTIONS DIFFERENTIABLES SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

Dorénavant on entendra par "variété différentiable" une
- 7 r - e » m
variété différentiable de classe C .

On écrira souvent M pour (M, ®) .

Soit O un ouvert de M et f une fonction & valeurs réelles
définie dans O. Soit a un point de O. Il existe U, voisinage
de a contenu dans O, avec une carte locale (U, ¥) ,

v ¢« U > §(U) <R

telle que

W1 est définie sur Y(U) et f o $1 est une application de
¥(U) dans R.

Définition :

Lg fonction f est dite différentiable au point a (sous-
entendu de classe C¥) si la fonection f o @ est de classe C
dans un voisinage de O dans RrR™ .

Lg fonction f est dite différentiable sur O si elle est
différentiable en tout point de O.

Cette définition ne dépend pas du choix des coordonnées
locales car les cartes différentes sont C -lides.

Germes de fonctions différentiables :

Soit p un point de M. Soit Fp l'ensemble des fonctions
définies au voisinage de p et différentiables. Soient £ et £
dans Fp , soient Uf et Uf, les voisinages de p sur les-~
quelles elles sont respectivement définies. On dit que
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f et f' sont équivalentes au point p si il existe un voisinage V
de p, contenu dans U, N U,, tel que f|V et £'|V coinci-

dent. C'est une relation d'équivalence dans Fp 3 une classe
d'équivalence est par définition un germe de fonctions diffé-
rentiqg}es au point p. On notera fp le germe de £ au point p.
Soit iﬁp l'ensemble des germes de fonctions différentiables

au point p, c'est une algdbre associative sur B (on définit 1la
somme et les multiplications & 1l'aide d'un représentant de
chaque classe et on vérifie que c'est indépendant du choix de
ce représentant). C'est 1'algébre locale de M au point p.

Soit CW(M) 1t'ensemble de toutes les fonctions différentiables

(de classe Cw) définies sur tout M, c'est aussi une algébre
associgtive sur R. Pour p € M on considére 1l'application qui
a une fonction différentiable, associe son germe au point p ;
c'est un homomorphisme d'algebre.

Théoreme :
Pour tout p € M , 1'homomorphisme de C (M) dans fﬁb
qui, & toute fonction associe son germe en p, est surjectif.

Clest-a-dire que si h est une fonction différentiable
définie dans un voisinage U de p, il existe un voisinage V de p,
contenu dans U et une fonction f différentiable définie sur M
tout entier, tels que sur V, £ et h colncident. Pour démontrer
ce théoreme, on démontrera d'abord deux lemmes
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Lemme 1
Soit p un point de M et U un voisinage de p, alors il

existe un voisinage V de p tel que V < U et une fonction
f € Cm(M) tels que

f(x) = T pour x €V
- 0 pour x € EU

En effet, il existe un voisinage U' de p tel que T'cU
(car dans U, il y a un voisinage de p isomorphe & un ouvert
de Bn) et tel que sur U, on ait un systéme de coordonnées
locales (x1 eee, ¥%) vérifiant

X1(p) = see = Xn(p) = 0 .

Soit a un nombre réel positif suffisamment petit pour que

W= {q €U |xHa)] <a v i} vérifie WcU' .,

Soit b < a et soit

V={q et ; |x¥g)] <v v ik

W et V sont des voisinages de p et V est contenu dans W, lequel
est contenu dans U', donc dans U. On sait qu'on peut trouver
une fonction g de classe C® sur R telle que

g(t) = 1 pour t <b,

0 < g(t) <1 pour b < |t] < a
et

g(t) = 0 pour |t] =z a .
Soit alors f la fonction définie par

() = g (x1(q)> X eee X 8 (Xn(q)) si q€T!

et f(q) = 0 ei q € [IU' . Cette fonction f répond & la

question ; en effet si q € V chaque |x*(q)| est

p 9



IT.8

inférieur & b et g (xi(q)> = 1 pour tout i, donc
f(q) = 1
et si q € [ U, alors
q€ (U et f£(q) =0 j

et £ est différentiable : elle 1l'est par définition sur U' et
sur {jﬁ‘ ; Il reste & le montrer, si q appartient & la frontiére
de U' : alors q n'est pas adhérent & W, et il existe v voisi-
nage de g ne rencontrant pas W, pour x € v A U' |

f(X) = 0
car |xT(x)] > a pour tout i et pour x € v A (LU' ,
f(X) = 0

par définition, donc f = O sur v, voisinage de g, donc
f est différentiable.

Lemme 2 :
Soit p un point de M, U un voisinage de p et h une

fonction différentiable définie sur U, alors il existe un

voigsinage V de p tel que

VU ,

et une fonction £ € C°(M) , tels que

f(x) = { h(x) si x €V .
0 si xelU .

En effet, soit U' un voisinage de p tel que

Tr cU .

Digpres le lemme 1, il existe un voisinage V de p tel que

VvV cU
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et g € C®(M) tels que

glx) = 1 si x €V
et
g(x) = 0 si x €U .
Soit £ 1la fonction sur M définie par
f(x) = g(x) hix) si x €U
et
g(x) =0 si x € EU’ .
Cette fonction répond & la question, en effet f(x) = h(x) ,
si x €V, car alors g(x) = 1 ;
f(x) = O si x € [U

car {;U est contenu dans [U' ou g(x) vaut O, et f est
différentiable ; en effet elle 1l'est sur U car g et h le sont,
elle l'est sur [jﬁ car elle y est nulle, et si X0 appartient
& la frontiere de U, alors il existe v voisinage de X, ne
rencontrant pas U', sur v N U, f est nulle car g est nulle
sur [U‘ et sur v N EU , T est nulle par définition, elle

est donc nulle sur v voisinage de X, , elle est donc diffé-

rentigble au point xnH .

De ce lemme découle le théoréme, car si on considére un
germe de fonctions différentiables en p, c'est une classe
dtéquivalence dans laquelle on peut choisir un représentant h
gqui est une fonction différentiable définie sur un ouvert U
contenant p ; alors d'apres le lemme 2, il existe une fonction
f € C(M) qui coincide avec h sur un voisinage V de p, donc
qui a méme germe gue h. On peut donc trouver une fonction
f € C°(l) de germe donné en p, 1l'homomorphisme est donc

surjectif.



IT.10

Définition d‘'une Notation :

Si f est une fonction différentiable définie dans un
voisinage de p sur lequel on a des coordonnées locales, c'est
une fonction définie sur un ouvert de R" par l'intermédiaire

. 1 n
des coordonnées locales X jyeeeX « On a

£(p) = F(x1(D), «vvs x())

ou F (u1, oney un> est une fonction réelle sur R s pourvue

de dérivées particlles oo— . Alors par définition 2ir (p)
i ox

désignera
F
%ﬁf (X1(P), ey K(n)(P)>
i

et éﬁf dégignera la fonction de U dans R qui & p fait
9X
correspondre Eﬁ{ (p) -
dXx

Autre notation :
On écrira
1 n
f(x'y veey X)),

ce qui signifiera que f(p) est sous la forme

F(x1(p), coey xn(p)) .

Exemple de variété : L'espace projectif réel In(ﬁ) .

Par définition P*(R) est 1l'ensemble des sougs-espaces
vectoriels de dimension 1 de l'espace vectoriel Bn+1 « Soit
p la projection canonique de R+ _ {0} dans PHR) qui & x

. . n+1
fait correspondre le sous-espace vectoriel de R

engendré
par x. On peut définir une topologie 11 sur PY(R) de 1la

facon suivante : un sous-ensemble U de F(R) sera un ouvert
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si et seulement si 51(U) est un ouvert de R - {o} .

D'gutre part, le groupe GL(n +1, R) opdre transiti-
vement dans PY(R) et le groupe d'isotropie en p(e1) est
l'ensemble H des matrices de la forme

A FE- IR e

b

swe O

0

o b € GL(n, R) , (on désigne par e; le vecteur (1, O,".,Of)
Lt'espace projectif TPA(R) est égal & la variété grassmanienne

G .40 1=0CL(n+ 1, B)/H

dont la topologie 32 est la suivante : un sous-ensemble U
de G/H est un ouvert si et seulement si 51(U) est un
ouvert de G, (n désignant la projection canonique de
G = GL(n + 1, R)

sur G/H) . On va voir que les topologies 31 et 32 sur
P(R) sont les mémes.

Si on considére la loi d'opération de GL(n + 1, R) dans
ro+1 _ {0} , le groupe d'isotropie en e, est l'ensemble H des
matrices de la forme |

auz"'aumw\

)

ou b € GL{(n, R) , et Rt {0} est égal au quotient

L3 3 ] o -

GL(n+1, R)/E .

Soit T la projection canonique de GL(n + 1, R) dans ce
quotient, et soit p' l'application de G/ﬁ dans G/H définie
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par p'(af) = aH , le diagramme
. G

_E S
G/H '
1Y

est commutatif et U est un ouvert de G/H 81 et seulement si

Al = 8 (51(W)
est un ouvert de G, c'est-a-dire si et seulement si §J(U)
est un ouvert de G/H .

Soient
i : G/H

s G/H

> PHR)

et

T . /8 > 2T _ 10}

les applications identiques. Un sous-ensemble U de Iﬂ(m) est
un ouvert pour 12 si et seulement si

(i 0 p)~ (V)
est un ouvert de G/H , clest-i-dire si et seulement si 51(U)
est un ouvert de ro+T {0} car le diagramme

a/H p! > G/H
i i
\j,’
R 1_103 - > PA(R)

est commutatif. Clest-a-dire que les deux topologies 51 et
T, sur PY(R) sont les mémess
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Soit @« = p(x) un point de PH(R) +tel que

x = (K19 cee, Xn+1)

. 1 n+ 1 . 3
on dit que X 4, eeey X gsont des coordonnées homogenes de a.

9

Si i est un nombre entre 1 et n + 1 , la condition x" #0
ne dépend pas du choix de x tel que

a = p(x) .
Soit

U, = {a € P® 5 0= p(x), < # 0}

alors
=1 n+ 1 -1
p(Ui)z{xélR - {0} : x ;éo}

est un ouvert de R+ {0} . La famille des Ui .
i= 1, eee, n+ 1 forme un recouvrement ouvert de I .
J
Les rapports EE ne dépendent pas du choix de x tel que
X
a = p(x) ,

on peut donc définir les applications

1
> Bn par \bi(a) pond (Xi, c ooy XI.1>

s U,
vy i i
ol .
J X . . .
Xy = =% si 1< j=<i
X
et 3 Yj+1
X% = = i i < j < .
X3 T si i J n

X
Ces applications wi sont des homéomorphismes et PY(R) .
muni de l'atlas

{(Ui9 ¢i), i= 1, eeey N + 1}

est une variété différentiable de dimension n ; c'est une

variété différentiable compacte.
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§3. VECTEURS TANGENTS

Soit M une variété différentiable de dimensionm Soit O,
lt'algebre locale en p. A tout a € Zﬁ; , on peut faire P
correspondre

a(p) = £(p)

ol f est une fonction représentant la classe a et a(p) ne
dépend pas de f choisi dans la classe.

Définition :

Un vecteur tangent d'origine p est une application

. , . .’N(, ’ - . - . .
lineégire v de M dans R vérifiant 1la condition suivante :

Pour tout @ et tout B de Sﬁb 3

v(aB) = v(a) 8(p) + a(p) v(B) .

Soit TP(M) l'engemble des vecteurs tangents d'origine p.
C'est un espace vectoriel sur R. En effet, si wu, v € Tp(M) .

alors u + v est linéaire et

(u + v)(aB) u(aB) + v(aB)
u(e) 8(p) + al(p) u(B) + v(a) B(p) + alp) v(B) .
[+ @] 8 +a@[+nm®] .

Proposition
L'espace vectoriel Tp(M) peut &tre identifié & 1'espace

vectoriel T'p(M) des applications lindaires v' de C (M)

dans R vérifiant la condition : pour tout f et tout g € CT(M) ,

vi(fg) = v'(f) g(p) + £(p) v'(g) .
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Lemme
Soit ! € T'p(M) et soit f € Cm(M) identiquement nulle
sur un voisinage de p, alors v'(f) = O .

Soit U le voisinage de pou £ =0 . Il existe V et W,
voisinagesde p tels que

WevVeyu ;

et g € C°(M) tels que

g(x) = 1 si x €W
et

g(x) =0 si xelv .
Soit

hix) = 1 - g(x) .
Alors en tout point

f(x) = f(x) h(x)

en effet
si x €U, f(x) = O
et
si x € ng R g(x) = O
donc
hix) = 1.
Donc
v'(£) = v'(fh) = v'(£f) h(p) + £(p) v'(g) = O
car ‘
f(p) = h(p) = O . CeqeFodo

L'identification de Tp(M) avec T'P(M) est la suivante:
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soit v € T_(M) , on lui fait corre pondre v' € T'p(M) défini
par v'(f) = v(f ) (c'est—é—dire que pour f € C®(M) , on
consideére son germe f , sur lequel on fait agir v) . Cette

. . o
application v' : C (M)

> R est bien linéaire et vérifie
v'(fg) = v'(f) glp) + £{p) v'(g)

car v est un vecteur tangent. L'gpplication qui a v fait
correspondre v' est une application lindaire de TP(M) sur
T'p(M) ; elle est injective car si

vi(f) = O pour tout £ € C(M)

alors v est nul pour tout germe, car tout germe est le germe
d'une fonction de Cm(M) ; elle est surjective, en effet soit
w € T'p(M) , on considére v € Tp(M) défini par v(a) = w(f)
ol T est une fonction dont le germe est a, (si g est une autre
fonction dont le germe est aussi a, d'aprés le lemme

w(f - g) = 0, donc

w(f) = w(g)

et v(a) ne dépend pas du choix de f) . Au vecteur tangent v
correspond dans T’p(M) , v! défini par

vi(f) = v(fp) = w(L)

donc w correspond & v, l'application est donc surjective.

Et TP(M) et T'p(M) peuvent &tre identifiés. Et on notera
souvent de la méme facon 1'élément de Tp(M) et son corres-
pondant dans T'p(M) .

Si, autour du point p, on a un systéme de coordonnées
locales (x1, con, xn) , 1'application qui & a, germe de f,
associe (méz>p(a) - 957 (p) est un vecteur tangent d'originep

A 3x™
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Théoreme :

Soit (xt ceny X0)  un systéme de coordonnées locales

définies dans un voisinage de p. Alors les n vecteurs

tangents,
5} o)
(b Gk

constituent une base de l'espace vectoriel TP(M) .

Et ce théoreme entrainera que la dimension de TP(M)
est égale & celle de M.
D'abord les n vecteurs tangents (—§—> sont linéaire-—
axt P

F

ment indépendants car si il existe une relation

X Ay (———) ol A € R |,

i=n

alors en faisant agir ce vecteur nul sur les fonctions coor-

données, on a
Z K (p) = )\ pOU.I' j = 19 LI Y n .

I1 faut montrer maintenant que tout élément de T_(IM)

s'exprime linéairement en fonction des (———)
90X
Soit v un élément de TP(M) . Soit f_ le germe d'une

b
fonction différentiable f en p, il existe un voisinage de p
ol f s'exprime par f(g) = F (x1(q), cee, xn(q)> ol F est une
fonction différentisble définie sur un ouvert de R® conte-

nant le point (x1(p), cos, Xn(p)> = ug .
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D'gprés la formule de Taylor, on a

F(uo,.unlo> E: —_— (u —uo> E: (u)(u —uo>(u -uo) + eoene

et la fonction f s'exprime par :

= f(p) + E: :f (p)(x —uo> E: Hﬁg (x —u0> (Y -uo) ¥ oeeane

Py

i=1 i,J

ol Hij est une fonction différentiable dans un voisinage de p-.
Sia et B sont des germes de fonctions différentiables nulles
au point p, alors

i
O

v(aB) pour tout v € Tp(M)

car

v(a) B(p) + a(p) v(B) 3

donc en appliquant v & fp , les termes & partir de 1l'ordre 2

v(aB)

it

gseront nuls et on gura
n . n .
V(fp) = E: %{I (©) v(xfp> = [ E: VQX%p) (g§5>p] (fp) !
i=1 ¥ i=1
ceci pour toult germe fp . Donc
Z ) (o

d
et les n vecteurs (g;7>p, ooy (3;3>p forment une base de
T (M .
L0
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Courbes différentiasbles :

Par définition une courbe différentiable est une

application continue ® d'un intervalle Ja, b[ de R, dans M
telle que pour toute f € C°(M) 1a fonction f o @ soit

différentiable sur Ja, bl .

Soit %, wun point de la, bl , on considére 1l'applica-
tion qui au germe d'une fonction f différentiable autour du
point m(to) de M, fait correspondre

[é‘if (f o cP)]t: ty

on vérifie que c'est un vecteur tangent & M d'origine m(to) ,
c'est par définition le vecteur tangent & la courbe @ au point
w(to) , on le note &(ty) . Si (Xir...,xn

coordonnées locales autour du point m(to) , 11 existe des
fonctions f1, ces, ' de C(M) qui coincident respecti-

sont des

1 n .
vement gavec X , .ss, X dans un voisinage de m(to) .

Les fonctions _
cplzflocp

sont différentiables et
ot (1) = x{ o(t))

pour t assez voisin de 5 . Pagr rapport & la base
o)
—o ,
(=2 o 5y)

le vecteur tangent ¢(to) stexprime de la fagon suivante

n
$(t0) = 21 [3620) 2] (g
1=
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n

Z [“’E (£ o ‘p)]t = tg (_‘">cp(to)

i="1

n

S (a l>t = t, (—_">cp(JtO) g

Définition :

Une forme linéaire & sur 1l'espace vectoriel TP(M)
(c'est-é~dire un élément du dual T;(M)) est appelée un
covecteur de M d'origine p.

Par exemple si f est une fonction différentiable dans un
voisinage de p, soit (df)p la différentielle de f en p qui
4 v € Tp(M) associe

(@) (v) = v(z)

. . 1 n
c'est un covecteur de M d'origine p. Si (x', ¢ee, X') est
un systéme de coordonnées locales au voisinage de p,

(de)p .o (dxn)p

forment une base de T;(M) s, duale de la base
3 [s)
— , eee, (==
(ax )p (an>p

de TP(M) , en effet ce sont n formes linédaires sur TP(M)
linéairement indépendantes car si

n
i
) A (@) =0
i=1
en appliquant cette forme nulle & (n—*> , ON a

.l

}: A ( >(Yl)
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car

3 iy _ ;.
(ax3)P (x7) = 61j {symbole de Kronecker)
et
3 i
3X3>p (x7) = 85

signifie que

((axb) (—-a-—.) ) = 6,

c'est-a-dire que cette base est duale de la base (———) de
9X
Tp(M) . Pour une fonction f € C°(M) , on g :
n
(a£) 2 s (p) (@)
i=1
car
af =
( )p(VJ V(fp)
n
i\ af
= 2: V'(xp — (p)
i=1 *
n
of i
=1 90X
n
of ( i
) ! ) (V)

i=1
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§4. APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

Soient M et M' deux variétés différentigbles et ® une
application de M dans M',

Définitions :

L'gpplication o est différentiable si les deux conditions

suivantes sont rdédaglisdes :

1) v est continue.

2)  Pour tout Ff € CO(M') , f o o € C (M) .

L'application ¢ est un difféomorphisme de M sur M' si

c'est une application bijective et si o et 51 sont différen-
tigbles.

Différentielle d'une application différentiable :

Soit © une application différentiable de M dans M'.
Soit

. (1
(@*)p o Tp(-ﬂ)

1l'application définie de la fagon suivante : soit v € Tp(M) ,

> Tm(p)(M')

v est une application de Cm(M) dang R. On lui fait correspondre
(o) (V) = u

application de CT(M') dans R, définie par u(f) = v(f o o) .
" p)(M') (c'est—é—dire que u est lindaire
g+ T u(g)> .

On vérifie que u € T (
et vérifie u(fg) = u(f)
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On vérifie que (o) est une application linéaire de TP(M)
dans T@(p)(M') s, c'est par définition la différentielle de
1'application © au point p ; elle est définie par

(@), v) £ = v(£ o @) vredtan .

Soit (cp*)p la transposée de (®*)p « C'est une application

¥* .
di Tw(p)(M') (espace vectoriel dual de Tm(p)(M')> dans
. . 3
TP(M) (espace vectoriel dual de TP(M)) s a4 a € T¢(p)(M'),

elle fait correspondre (CP*)p a telle que

(V, (cp*)p Q.) = ((cp*)p Vy CT,) .

Si f est une application différentiable définie dans un
voisinage de ®(p) , on a :

(#) (@) 5y = (&0 0 @) )

o(p)

Définition :

Le rang de l'application différentiable @ au point p est

le rang de la différentielle (ox)_ (en tant qu'application

linéaire de l'espace vectoriel TP%M) dans l'espace vectoriel

q"ca(p)(r""[')> )

On =

rang (¢) < Min (aim M, aim M') .

Soit (x1, cee, X1)  un systéme de coordonnées locales
dans un voisinage de p et (y1, ceey, ¥ un systéme de coor-
données locales dans un voisinage de p' = ¢(p) -
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I1 existe
1

£y vee, I € CT(MY)
et un voisinage U de p' tels que sur U,
fi _ yi
(prolongement d'une fonction définie sur un ouvert) pour
i: 1, I..,II]_C

Soit V un voisinage de p tel que

Soit ml = 1 o ® , ce sont des fonctions différentiables sur M,
et si q €V ,

o1(a) = ot (x1(q), vees X)) .

Si on regarde l'action de (m*)p sur les vecteurs de base de
TP(M) , On g

m .
3 ). o2l (g (2 :
(o), (25) = ]-; 22 () (aya)p.

Le rang de 1l'application ¢, qui est par définition le rang de
(CP*)p est donc le rang de la matrice

J

a n lignes et m colonnes.

Définitions :

Une application @ différentiable de M dans M' est dite

une immersion si (m*)p est injective pour tout p € M .

L'application @ est dite un plongement si c'est une immersion

et si elle est injective.
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Le fait que (CP*)p soit injective signifie que le rang
de ® au point p est égal & la dimension de M ; et pour cela il
est nécessaire que la dimension de M! soit supérieure ou égale
a4 celle de M.

Théoréme (Whitney) :

Toute variété différentiable de dimension n, & base

dénombrable peut &tre plongée dans REDHT

Ici on démontrera seulement le théoréme suivant :

Théoréme :

Toute variété différentiable compacte peut &tre plongée

dans R pour N assez grand.

En effet pour tout point p € M , il existe un voisinage

Up de p et n fonctions f1 cosy f; différentiables sur M

p’
telles que sur Up ’

1
(55«20 T5)

soit un systéme de coordonnées locales. La famille {Up}p €M
est un recouvrement ouvert de M, dont on peut extraire un
recouvrement fini Up1’ UPZ’ N Upk « Pour tout Upj ,

il existe une fonction fg. € Cm(M) , nulle sur le complémen-
taire de Up' et strictement positive sur Up_ (car les Up

peuvent &tre choisis isomorphes & la boule unité de RT et

alors 5
2 2 2
1 - (X1) - (x°)° e = ()

répond a la question)- On considere l'application @ de M dans

E(n+1)k qui & q fait correspondre
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0 1 0 n i
(fpj(q)y fp1((1)y ey %1((3.)’ fpz(Q)a sey fp2(Q)9 crey fpj(Q)a

0 1 n
oo, fpk(q), fpk(q), ooy fpk(q) ) -

C'est une application différentiable. Elle est injective, en
effet si o(q) = o) , le point g appartient & su moins un Up
pour lequel fg (g) est donc positif, donc fg (q") , qui lui Y
est égal, est positif ce qui signifie que q' € Up et pour

tout i de 1 & n,

£5(a) = £ (@)

J J
or tout point de Ub est caractérisé par ses coordonnées f;
J J
donc
q' = q_ .
L'gpplication (o) est injective pour tout q € M , en effet

9
i

soit wu € Tq(M) y S (m*)q u= 0, alors

i
x> = O
[(w*)q u:l X
pour toutes les fonctions coordonnées x§ (i =0, eee, n et

j = 1, *s e, k) de E(n+1)k ] O'est—é—dire
i
w X, o = 0
(x5 0 @)

, donc
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pour tout i (de O & n) et tout j (de 1 & k). Le point g
appartient & au moins un Up. et u est nul sur les n fonctions

coordonnées de cet ouvert, donc u = O . L'gpplication (cp*)q

est donc injective pour tout gq € M et 9 est donc un plongement
de M dans B(n+1)k .

§5. METRIQUES RIEMANNIENNES ET ISOMETRIES

Définition

Une métrique riemannienne g sur M est une application
qui & tout point p de M fait correspondre un produit scalaire g
de l'espace vectoriel TP(M) .

b

. 1 n .
Si X'y ese, X sont des coordonnées locales dans un

voisinage U du point p, soit
d d i
g;5(a) = &, ((axi>q,<axj)q) ;
sont des fonctions définies sur U, appelées

les gij
composantes de g par rapport & (x1, coe, xn) « La matrice
(gij(q)> est symétrique, définie positive, puisque par défini-

tion gq est un produit scalaire.

Lg métrique g est dite différentiable si ses composantes

sont différentiables (ce qui ne dépend pas du choix des coor-
données locales). Dorénavant on sous-entendre toujours diffé-

rentiable pour une métrique riemannienne.

Si u est un verteur tangent d'origine p, alors
lull = Jgp(u, w) est la norme de u (ou longueur de u).
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Définition :

Une variété riemsnnienne est un couple, d'une variété

différentiable et d'une métrique riemannienne sur elle.

Soit ® une application différentiable d'une variété
riemannienne M dans une variété riemannienne M', on dit que

¢ est isométrique si pour tout p € M et tout u € Tp(M) ,
la norme (cp*)p u est égale & lg norme de u.

Si o est un difféomorphisme isométrique de M, variété
riemannienne, on dit que c'est une isométrie.

Exemple : Espace Euclidien.

Soit V un espace vectoriel de dimension n et soit
(91, vy en) une base de V. S1i v € V ,
n
i
v = z x(v) e
i=1
et on peut introduire une structure de variété différentiable
dans V telle que

1 n
X , .‘., X

solent des coordonnées locales, elles seront des coordonnées
globales car elles sont valsbles autour de tous les points de V.
Soit IM(V) 1a variété différentiable ainsi obtenue. Sur MN(V) .
on peut définir une métrigue riemannienne de la fagon suivante
. d d
our €M T (P) est engendré T oo (= :
b b ’ p( ) g ba (3;7>P ann>p ;

on prendra
g ((—§+) , (=) ) =5, (symbole de Kronecker).
D ax+t P 3xd P 1J

. 7 rd . . . . n
La variété riemannienne ainsi obtenue est E~ , espace
euclidien de dimension n. C'est bien l'espace euclidien
habituel et une isométrie est une isométrie au sens habituel.
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§6. SOUS-VARIETES

Définition :

Une variété différentiable M est dite une sous-variété
d'une variété différentiable M' si les deux conditions sui-
vantes sont réalisées :

1) En tant qu'ensemble, M est un sous-ensemble de IM'.

2) L'application identique de M dans M' est un plonge-
ment de M dans M'.

Remarque :

La topologie de M peut ne pas &tre la topologie induite
par celle de M'. Si 1la topologie de M est celle induite par M!,
alors M est dite sous variété régulicre de M! (ou régulidrement
plongée dans M'). Si,de plus, M est un sous-ensemble fermé
de M', on dit que c'est une sous-variété fermée de M'.

Exemgle 2

Soit M!' = R et M =R x R' ou R' est l'ensemble des
réels muni de la topologie discrete, alors M est une variété

2

différentiable de dimension 1 (car autour de tout point (a, b),
on peut choisir 1l'ouvert B x {b} , isomorphe & B) . En tant
qu'ensemble M = M' et 1l'application identique i de M dans M!
est un plongement (car i est injective et (i*)(a, b) fait

correspondre au vecteur tangent a 2 le vecteur tangent

ot
a —QT , elle est bien injective> « Donc M est une sous-variété
X

de M', mais ce n'est pas une sous-variété réguliére.
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Lemme :
Soit M une variété différentiable de dimension n, et M'

une variété différentiable de dimension m. Soit ©® une appli-

cation différentiable de M dang M' telle que (w*)p soit
injective (ce qui suppose m = n). Alors il existe des

systémes de coordonnées locales (§1, ver, )  autour de D

et (§1, cee, 7B autour de o(p) tels que

ilowz;{l

pour i =1, ees, n et

ya OCP::O
:QO'LILI‘ j: n <+ 1, LA ) m *

En effet, soit (x1, cev, X)) un systéme de coordonnées
locales de M agutour de p tel gue

xi(p) = O pour tout i

et soit (y1, ceey ¥ un systime de coordonnées locales

(y1, cee, ¥ de M' autour de o(p) tel que
yi(m(p)) =0 pour tout i .
Si on pose
i i .
e =y o ® pour i = T, eee X, see m ,

le fait que (cp*)p est injective signifie que la matrice &
m lignes et n colonnes,

2yt
(BXJ (p))

est de rang n ; on suppose (question de numérotage) que la
matrice carrée d'ordre n

i
3 \ .
Q—% (p)) owu i = 1, sy n
aX et J: 1, s 0y n

a un déterminant non nul.
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Soit
¥t = ot pour i= 1, eee, n ,

—1 —l’l \ 2
alors (X', «ee, X') est un systéme de coordonnées locales

autour de p (Car les wl sont n fonctions différentiables de M

dans R dont le déterminant jacobien

5
1225 (»)
=D )

est non nul) « Pour j=n+ 1, ¢ee, m , les fonctions ot

s'expriment par
ol = PI(ET, ..., T

ou les 7d sont des fonctions différentiables dans un
voisinage de O dans R™ . Soit

7 = yi pour i= 1, «ee, n
et .
ij =¥y - Fa(y1, see, ) pour j=n+ 1, eeey, m
alors le déterminant_de la matrice

(:i% (9(p) ) U =1y eee,m
J

e‘b kz 1, -"9m

est non nul et (§1,... 7%  est un systéme de coordomnées

locales dans M' autour de o(p) « Pour i=1, «co, n , on a
§lom=ylom=ml=§l

et pour j=n+ 1, ¢es, m , On g

. 4 Ly . L1 -

Fooo=3F o0 - F(yop,w,yop) =y o0 -~ F(X, ..., )

CPJ—CpJ:O .

-l

Les systémes (§1, ceey, ¥ et (

, see, ¥ répondent donc

bien & la question.
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Si M (de dimension n) est une sous-variété de M' (de
dimension m) par définition d'une sous-variété 1l'application
identique 1 est telle que (i*)p est injective, donc d'apres
ce lemme, il existe des coordonnées locales (x1, o vy xn)
de M gu voisinage de p et (y1, ceey, ) de M' au voisinage
de p telles que

Yi o 1= xt pour i = 1, eee, n
et
yi o i=20 pour j=n+ 1, eee, m

Pour € > 0 , soit
UB’Iz {q e 1\1.[9 le(q)l < € i = 1, LI Il}

et soit .
U=heMu!me<€ i=“’“9ﬂ

Uy = {q €U ; ™) = .vv = ) = 0} .

Si M est une sous-variété réguliére de M', il existe un

alors

voisinage V de p dans IM' tel que
VecU

et tel que

VM =V AU

Soit l'ensemble
{aev; (@ = o = ™ =0} .
Clest-a~-dire que la sous variété M est localement définie par

les équations

yn+1=o’ se g ym..":O .

Le théoréme suivant est une sorte de réciproque de cette

propriété.
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Théoréme :

Soit M!' une variédté différentiagble de dimension m et

soit M un sous—-ensemble de M! et k un entier vérifiant les

conditions

1) Pour tout p € M , il existe un voisinage U de p

dans M' et des fonctions f1, oo, £

tels gue
1 k
UﬂM—_—{qEU;f(q):...:f(q):O}

différentiables sur U

2) Les différentielles

(df1)p, e, (dfk)p

sont linéairement indépendantes.

Alors M est une sous-variété réguliere de M' de

dimension m - k .

De ce théoréme, on déduit le résultat suivant :

Corollaire :

Si M!' est une variété différentiable de dimension m et
5

1

£f', «o., £ des fonctions appartenant & C(M') . Soit

M= {qem ;5 £7(q) = .00 = £5(q) = O} .

Si legs différentielles

1 Kk
(af )q, ees, (af )q

sont linéairement indépendantes pour tout point g € M , alors
M est une sous-variété fermée de M'de dimension m - k .

Cette sous-variété est fermée car clest l'intersection
des images réciproques de O par les applications continues
1 k

f,“.,f .
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Démonstration du théoréme :

Introduisons dans M la topologie induite par celle de M'.
Pour tout p € M , on peut trouver m - k Tfonctions
y1, ceay ym'k définies et différentiables autour de p telles

gue les différentielles
1 m-k 1 k
(dy )p9 LR ) (dym )p9 (af )P’ 00, (af )P

soient linéairement indépendantes. Posons

n+1 i
i_ fl

n=m-+-x% et N pour i =1, 2, «ee, k .

Alors les fonctions y1, eee, ¥ forment un systime de

coordonnées locgles de M' dans un voisinage V de p. En choi-
sissant V suffisamment petit, on peut supposer, d'apres
1'hypothése du lemme, que

V..": {q_ ; 1yi(q){< e, l: 1, se 0y, m}
et
Vnu-= {q €V ; yn+1(q) = vee = ¥H(q) = O} .

Alors l'application ¥ du voisinage V N M de p (dans M)
dans R® définie par

1 n
W) = ('@, «oey 7))
est un homéomorphisme de V N M sur le cube
{u e R" , luil <e, di=1, veu, n} ,

M est alors une variété topologique de dimension n et on peut
montrer sans peine que M est une sous-variété de M.

Exemple :
La spheére s aéfinie par l'équation

2 2 2
(X1) + ese + (xn+1) = D

pa s n+
est une sous-variédté de R 1

L
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§7. CHAMPS DE VECTEURS

Soit toujours M une variété différentiable de dimension n.

Définition :

Un champ de vecteurs X dans un sous-ensemble A de M est
une application qui & tout point p de A fait correspondre un
vecteur tangent Xé appartenant & TP(M) .

Si le champ de vecteurs X est défini dans un ouvert U,
soit p un point de U et soient x1,...,xn des coordonnées
locales dans V, voisinage de p contenu dans U. Pour tout

qg €V, le vecteur X  s'exprime par rapport & la base (_é,
a 3xt’4

de Tq(M) par ]
n
i d
E: £t (q) (—_T)q .
. X
l=1
Les §1 sont les composantes du champ de vecteur relativement

. n
aux coordonnees x1,...,x .

Définition :

o . s i . S e P e

Le champ de vecteur X est différentigble dans un

voiginage de p, si, dans ce voisinage, §1, oo ey gn gsont des
fonctions différentiables. Si (ET,...,§n) est un autre
systeme de coordonnées locales autour de p, les composantes
de X sont . n
o )

i=1

i

o/
»

|

J
axJ g (Q) 9

ce qui montre que cette définition est indépendante du choix
des coordonnées.
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Doréngvant, par "champ de vecteurs", on entendra un
champ de vecteurs défini et différentiable sur M tout entier.

Soit %(M) 1'ensemble de tous les champs de vecteurs
définis sur M,; c'est un espace vectoriel sur R si on définit

la multiplication par un scalaire )\ par

X) =1 X
(a )p X

et la somme par

X = X Y °
(X + Y)p ot Ty i

d'autre part c'est un module sur Cw(M) car on peut définir

la multiplication d'un champ de vecteur X par une fonction
f e C®(M) par :

(fX) = f X
( )p (p) .

et alors on a
f(X+Y) = fX + fY
et
(fg)X = f(gX) .

Définition :

——— . o P o e 2o

Soit ¥ une algébre sur un corps k. Une dérivation D de ¥

est un endomorphisme d'espace vectoriel de ¥ tel que

D(xy) = Ox)y + x(Dy) .

Définition :

Une algebre ¢ sur k, dont la loi de composition est

notée

(x, ¥) > [x, ¥]
est une algtbre de Lie si les propriétés suivantes sont

vérifides :
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1) [x, x] = O pour tout x € & .

2) [X9 Ly, Z)] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] =0

pour tous X, y, z € 8 .

Remargue :

—— e e i, T ey

La propriété 1) entraine que :

0= [x+y, x+y] = [x,x] + [x,y] + [y,x] + [y,y] = [x,y] + [y,x

c'est-h-dire que la multiplication est anticommutative, et
réciproquement l'anticommutativité entraine la propriété 1)
si la caractéristique de k est différente de 2..

Exemple 1 ¢

Soit V un espace vectoriel. Soit €4(V) 1'espace vecto-
riel de tous les endomorphismes de V. Si on considére la
multiplication

[a, B] = aB - B ,

GL(V) est une algébre de Lie.

Exemple 2

Soit ¥ une algebre et soit A¥(¥) 1'espace vectoriel

des dérivations de ¥ ; si
D, D' € 14w

ce sont en particulier des endomorphismes de V, on vérifie que
[D, D'] = DD' - D'D

est une dérivation de ¥ et iﬁ(m) est donc une sous-algébre
de Lie de @L(¥) .
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Dérivation associéed un champ de vecteurs:

Soit %(M) 1'espace vectoriel de tous les champs de
vecteurs sur M. Soit X € %¥(M) ; on considére l'application DX
de C™(M) dans CT(1) qui & f associe

Dy £f=Xf ,

Xf étant défini par

(X£)(p) = Xp f pour tout p €M .
Car Xf est bien dans C®(M) , car f s'exprime localement par
une fonction

cp(x1> vy )

différentiable des coordonnées xl ceoy X0 et si

n
3
S
i=1 *

alors

n
1 n
Xf = E El ach_X g 2 X )

l=1 ox

qui est une fonction différentiable. L'application DX est
une dérivation de l'algdbre CQ(M) ;s en effet

(Px(£8) ) (p) = (X £g) = X (fg)

et comme Xp est un vecteur tangent

Xp(fg) = pr « g(p) + £(p) - ng

(D) (p) &(p) + £(p) ((Dgg)(p)
ceci pour tout point p, donc
Dy(fg) = (Dyf)g + £(Dy8) -

Réciproquement :

I

il
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Proposition

Etant donnée une dérivation D de 1l'algdbre C (M) ,

il existe un champ de vecteurs X et un seul tel que

D = DX .

En effet pour p ¢ M , on considére la fonction Xb de
C®(M) dans R gui & f associe
Xp f= (Df)(P) 3
c'est un vecteur tangent car

Xf(fg) = (pr) g(p) + f(p)(ng)

du fait que D est une dérivation. D'autre part, le champ de
vecteur

> X
P

est différentiable, car pour p € M , il existe n fonctions

1, .., £ e o™

X :p

telles que les restrictions x* des f* & um voisinage V de p

forment un systéme de coordonnées locales, et le champ de
vecteurs X gs'exprime par

n
) e
. oX
1:1
dans V, ol pour ¢q € V

g7(a) = X, " = X - (peh)(q)

ce qul montre que les gi sont des fonctions différentiables.
Donc X est un champ de vecteur différentiable et il est tel que

DX =D .

C'est le seul jouissant de cette propriété, en effet si Y en
est un autre, on considere autour du point p 1@5 fonctions
f1
sont égaux car ils sont égaux 2 (Dfi)(q) , or Xq fi “repré-
sente les coordonnées de Xq et Yq £+ celles de Yé par

y oeey £t susdites, alors pour q € V , X 1 et Y £t
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rapport &

o) o)
——'T 9 o e @ 9 ———— L]
dX ax™

Donc X et Y ont mémes coordonnées locales autour de tout
point p, donc ils coincident.

Crochet de deux champs de vecteurs :

Si D et D' sont deux dérivations de Cm(M) , alors

(D, D'] = DD' - D'D

b

est aussi une dérivation de CT(M) . Donc étant donnés deux
champs de vecteurs X et Y, [DX’ DY] est une dérivation et
d'aprés la proposition précédente il existe un champ de
vecteur Z et un seul tel que

D, = [Dy, Dy| -
Par définition, ce champ Z est le crochet de Poisson (ou de
Lie) de X et Y, on 1le note [X, Y] et il est défini par

[px, Dy] - oix, v

Par définition, il agit sur une fonction f de la fagon

suivante :
[%, YIt =Dy, v £ = (D, DY]f = Dy(Dyf) - Dy(Dyf) .
Ce crochet jouit des propriétés suivantes :
1) [X, Y+ 2] [x, Y1 + [X, 2]
X+ Y, 21 =1I[X, 27 + [Y, 2]
[X, 2Y] = [AX, Y] = 2fX, Y] pour 2 €R
(bilinéarité) .

2y  [X, Y] =-[Y, X] .

» [z 0y 2]+ [y 0z m] [z, 05, 0] =0
(identité de Jacobi).

i
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4) [fX, gY] = fglX, Y] + £f(Xg)Y - g(¥f)X  pour
f, g € C®(M) .

Les 3 premiéres de ces propriétés montrent que, munie
du crochet de Poisson, 2%(M) est une algtbre de Lie, isomorphe
4 1'algtbre de Lie des dérivations de CZ(M) .

Soient maintenant M et M' deux variétés différentiables
et ® une aprlication différentiable de M dans M'. On peut
considérer l'application ©* de CT(M') dans CY(M) qui
4 f associz T o ¢ . Soient D et D' des dérivations respec-
tivement de CT(M) et de CT(M') . On dit que le couple

(D, D') est compatible avec ® si le diagramme suivant est

commutatif

ey —2 5 o®a)

" % clest-a-dire :

o ® *
CP*OD':DOCP .

c® (1) 5 > C¥(m)

De méme si X et X' sont des champs de vecteurs sur
M et M' respectivement, on dit que le couple (X, X') est
compatible avec @ si (DX, DX') est compatible avec ®.

La condition nécessaire et suffisante pour que (X, X')
soit compatible avec ® est gue, pour tout p de M, on ait

r

Lop) = (Pudp Xy -

En effet dire que (X, X') est compatible avec @,
c'est dire que (DX’ DX') l'est, donc que

(CP*ost)f = (DX 0 CP*)f

pour tout f € C®(M') ; or
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(p* o Dyy)f = X' o ©

et

(Dg © 9*) = X(£ o )
et

X'f o = X(f o 1)
gignifie que

X'yipy T = [(cp*)p Xp] £ . Coq.Tode

Si (D1, D'1) d'une part et (D29 D'2) dtautre part,
sont compatibles avec ®, alors
(D1 + D

Dr, + D

27 Y1 2)

est compatible avec ® et

([p4, 2], [214, 215])

est compatible avec ® ; et on a les propriétés analogues
pour les champs de vecteurs.

Si maintenant M' = M , si @ est un difféomorphisme de M,
alors ©* est un automorphisme de C (M) . De manidre générale,
sia et D sont respectivement un automorphisme et une
dérivation d'une algébre A, alors 51 Da est une dérivation
de A. Ici -1
(p*)~ " Dy o*
est donc une dérivation de C®(M) , donc il existe un champ
de vecteur X' et un seul tel que

DX' = (cp"")"1 DX 0¥
clest-a~dire tel que
¢* o Dy, = Dy o o*
c'est-a-dire que (X, X') est compatible avec ®. Donc étant

donnés ® etX, il existe X' unique tel que (X, X') soit

compatible avec 9. Or, X' est défini par X'w(p) = (m*)p X,
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donc

XV = oy X
ol 9, est un sutomorphisme de 1l'algébre de Lie Z%(M) , car si
(X, 94X) et (Y, v,Y) sont compatibles avec ®, alors

([X, Y], [oyX, m*Y]>

est compatible avec @, donc

[CP*Xg CP*YJ = CP*[X, Y] .

Lemme :

Soient U un ouvert de M et Y un champ de vecteurs

différentisbles, dans U. Soit p un point de U. Alors il existe

un voisirage V de p tel gue

VecU

et un champ de vecteurs X dans M tels que
X=X

dans V et
X=20

sur le complémentaire de U.

On sait en effet qu'il existe un tel voisinage V et une
fonction f € C®(M) +telle que
f(g) = 1 si g €V

et
f(q) = O si qe[:U.

Alors le champ de vecteur X : q —> Xq = f(q) Yé , pour

g €U et q —~——> Xq = 0, pour q € EU répond & la question.
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Proposition :

Etant donné un vecteur tangent v en un point p, il
existe un champ de vecteur X tel que

. 1 n c
En effet, si x ;... X sont des coordonnées locales
dans U, voisinage de p, si

n
_ i 3
vV = .Z A (g;T>p 9
i=1 B
on consideére le champ de vecteur défini dans U par
n
3 .
el Mg
i=1 *

alors un champ de vecteur X, existant d'aprés le lemme, tel

que
X=X

dans un voisinage de p, répond & la question.

§8. CHAMPS DE VECTEURS ET GROUPES DE TRANSFORMATIONS A 1 PARAMETRE.

Soit M une variété différentiable. On désigne par %(M)
1l'ensemble des champs de vecteurs définis sur M. Soit X € %(M).

Définition :

Une courbe différentiable
C : Ja, bl

> M

est appelée une courbe intégrale du champ de vecteur X si

pour tout t de Ja, b[ , on a

&(t) = Xc(t) .
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Lemme :
Soient C1 et C, deux courbes intégrales d4'un champ

de vecteur X, définies sur les intervalles I1 et I, de R,

contenant O, telles que

¢,(0)

1l

C,(0) .
Alors
CT(t) = Cy(%) pour t €I, NI, .

Ceci découle de l'unicité de la solution d'un systéme
d'éguations différentielles.

Définition :
Une famille {mt}t € R de difféomorphismes P, de M est

appelée un groupe de transformations & un paramétre si les deux

conditions suivantes sont réalisées :

1) ® 09 =09 . pour tout s et tout t de R.

2) L'application de R x M dans M qui & (%, p) fait

correspondre mt(p) est différentiable. (R x M é&tant muni

de la structure canonique de variété différentiable).

Ceci entraine que ) est l'application identique et que
pour tout t € R ,

-1
(CQ't) = cp_-z .

Soit %, un groupe de transformations & 1 paramétre ;
si f € C®(l) , f[mt(p)] est fonction différentiable de t si
p est fixe, et on considere

a fo,{p))
I Tt - /]t -0 -

X f =
Y
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L'gpplication
> R

X s C%(M
o (3M)

est un vecteur tangent, et 1l'application X qui & p fait
correspondre Xp est différentiable. On a donc défini & partir
de {mt} un champ de vecteur différentiasble sur M, on 1l'appelle
la transformstion infinitésimale du groupe de transformations
{mt} . On considere la courbe

Cp s J-o, 4ol

> M

définie par
Cp(t) = cp.t(p) 9

c'est une courbe intégrale de X, en effet

cp(tO) _ [d £ (Zf(t”]t e f[cp(to + s)g3 - f[cip(to)]

= 1lim
g —> 0

—  lim f[wto+s(pﬂ - f[@tO(P)]
s —> 0 S

 im f[ms(¢to(p))]-f[mtb(p)]
g —> 0 s

v o ( o ()] - f[cpo(cp(to))]
g —> 0 s
afle (C (1))

= ds[ s\p: O ] 60 = ch(to) . f

(L*ensemble des mt(p) pour t € R s'appelle l'orbite de p
par mt>. Si deux groupes de transformations & un parametre {mt}

et {Wt} ont méme transformation infinitésimale X, ils coinci-

dent. En effet les courbes
t > mt(p) et t

> ¥.(p)

sont des courbes intégrales du champ X et



IT.48

0o(p) = V(D)
car @5 = Vo5 = l'identité ; donc 4'aprés le lemme ci-dessus
v.(p) = ¥.(p) pour tout t € R

et cette égalité est vraie pour tout p € M , donc

Cp_tz ll’t °

Définition :

Un champ de vecteur X est dit complet s'il existe un

groupe de transformations & un paramétre {mt} dont X est la

transformation infinitésimale (et il en existe alors un seul,

d'aprés ce qui préceéde). Le groupe de transformations {mt
est dit engendré par X et on pose par définition

9, = Exp tX .

On considdre (Bxp tX)* , automorphisme de C (M) défini

par B
(Exp tX)* £ = f o Exp tX .

Cet automorphisme s'exprime de la facon suivante

oo

(Exp tX)* = t L ¥

m.—_O

en un sens que l'on précisera, et cela justifie la notation
exponentielle. En effet, pour p € M , soit

F(t, p) = ((Exp tX)* £)(p) = (£ o Exp tX)(p) ,

c'est une fonction différentiable sur R X M et d'aprés la
formule de Taylor, on peut écrire

4 amF o1 ym+ g
F(t,p) = F(O,p) + t 5% = (0,0) 4 es e (0,p) + @ tm+—f(9t,p)

ol 8 est compris entre O et 1. Par récurrence sur n, on va
montrer que ,

(%) (» =25 (0, )



IT.49

en effet pour k=1, on a

(Dg)(p) = X, £ = 33 (0, ») .

Si on suppose le résultat montré juscgu'd k =n , on a pour

(D§+1f) (p) = (Dx(Dy f))(p) . DYf =
- Slig o [(D f) o Exp sX (p) - D§f> (P)]
= lim =+ [2 FQO Exp sX (p)) - 2 (o, p)]
s > 0 8 Lyt at

d'aprés l'hypotheése de récurrence.

: 1 ed"
= lim = |[Z— f( Exp tX(Exp sX) (p) )] -

n
[% #( Exp X (p) )]t _ o] ,

et comme
Exp tX Exp sX(p) ) = Exp(t+s)X (p)

cette limite vaut :

Exp sX(Exp tX(p))

]

n+1 an+1

[""'—IT:T f( LED tX)(p)]t:O -a-_-t-r-ﬁ'-T F(O, p) . Caq_of-d-

il

Et alors d'apres la formule de Taylor, on a
m

((Exp tX)* f)(p) = Z %l: Dl§§ £(p) + o(t™)

k=1
ol c(tm) est, pour +t infiniment petit, un infiniment petit
d'ordre supérieur & t& .
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Exemple : Exponentielle de matrices

Soit g4(n, k) 1l'ensemble des matrices de degré n &
coefficients dans k¥ (k = R ou €). Soit GIL(n, k) le sous-
ensemble de g4(n, k) des matrices inversibles. On considdre
l'application

exp : giln, k) > gb(n, k)

définie par

exXp X = Ej %ﬁ
n=0
(cette série converge pour tout x). Cette spplication jouit des
proprié¢tés suivantes 3

1) Si xy = yx alors
EXP X « €XpP Y = €XP ¥ « eXp X = exp (x + y) .

2) Pour toute x € gi({n, kK , exp x est inversible.
Donc exp est une application &e 24(n, k) dans GL(n,k) .

3) C'est une application différentiable.
Pour +t € R , on considére exp(tx) . On a

(exp tx)(exp sx) = exp(t + 9)x

d'aprés la propriété 1). Cl'est-a-dire que exp tx,, t € R
est un sous-groupe & un paramétre de GL{n, k) . Et
é% (cxp tx) = x . exp tx
car
lim %i[exp (t + Bx - exp tx] = lim (exp hx - 1) exp tx
h— 0 h-> 0

X exp tx .

1l

On suppose k=R . Alors exptx est une transformation
lindaire inversible de R"™ , c'est un difféomorphisme de R™ .
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Soit X un champ de vecteur linéaire de R™ , c'est-a-dire de

la forme
n n
_ i )
i=1  j=1 :
Un tel champ de vecteurs est complet et pour tout p € R™ , on a

(Exp tX)(p) = (exp ta)(p)

ol a est la matrice (a%) . En effet, exp ta, t €R est un
groupe de transformations & un parametre de R™ . Soit Y sa

transformation infinitésimale, on a

Lo [pplen ],

Y - L]
p X
Or la matrice colonne (Xl (exp ta)(p)) est €gale & :
x1(p) >
exp ta E
xH(p).
et en dérivant par rapport & t, pour t = O , on obtient :
. 1
p ¥ \ x 1 (p)
. d .
Pol=(gmew )y o -
Y %) x*(p)
P
x1(p)
= a x (exp ta), _ o - :
x"(p)

1 )

(
=a.’\£
< (p)

/X
/
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donc

i_ i3 -
Yﬁ X" = z: ay X (p) = X
J=1
Le groupe de transformations exp ta

x* pour tout i € [1, n] .

est donc engendré par X.
"Définition 1 3

AL

Un difféomorphisme @ d'un ouvert U de M sur un ouvert V
de M ezv appeld un

de but V.

sransformation locale de source U et

Si ® est une transformation locale de source U et de

but V et @' une transformation locale de source U' et de but V!,
alors o©' o ©

est une transformation locale de source

o~ (v 0 ur)
et de but

o' (VA 7

Définition 2

Un groupe local (&% un paramdtre) G
triplets

L est un ensemble de
U s €4 9F)

olt @ parcourt un ensemble A, vérifiantles cing conditions
suivantes :

1) {Ué}a ¢ A £8t un recouvrement ouvert de M.

2) €, £st un nombre positif et w% ot || < €y
est une transformation locale dont la source contient Ua .

3 Llzppidnsiroa de I-ep, 46 L x U dans Mogui &
(t, p) fait corrsspondre @%(p)
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4)  8i |tl, lsl et |t + s] sont plus petits que

Qa

: a + A
la source de Py o P contient U& et

a (o4 (24
Py 0 Py = Piig

dans Q& .

5) Si a, B € A sont tels que

Ud N UB

est non vide, alors pour tout p dans Ud nu

il existe

€

voisinage de p conftcnu dans U& N UB , et €, nombre positif,

tels que pour |tl < e ,
a 8

dans U.

Soient deux groupes locaux

GL:; Ua9 €

et

o'y = Vs o5y Vih €1

ils sont dits équivalents si pour tout

tels que

v. n U
1 44

est non vide, pour tout p dans Vi N U& s 11 existe un voisi-

a’ ‘p(}c}a € A

nage U de p contenu dans Vi N Ud et un nombre € positif,

tels que pour |t] <e ,
o :
9 =V
dans U. La relation "G, est équivalent

relation d'équivalence.

est une

a

U,
i

et tout a € A

9

9
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Soit
~ a
Ty = Uﬁ’ a7’ mt}a € A
un groupe local. Soit p € M , il existe un a € A tel gue
p € U
et on définit le vecteur tangent X

c e T8 f(mt(p))]

b
d'aprés la condition 5) de la définition d'un groupe local,

cette définition ne dépend pas du a tel que
p € Ud .

L'application qui & p associe Xp est un champ de vecteur
qu'on appelle la transformetion infinitésimale de GL .

(On retrouve la définition vue pour un groupe de transformation
qgui est un cas particulier de groupe local). Si Gl et G'L
sont deux groupes locaux €quivalents, alors leurstransformations
infinitésimales coincident.

Propogition :

Soit X un champ de vecteurs sur M. I1 existe un groupe

local dont la transformation infinitésimale est X.

Deux groupes locaux ayant la méme transformation inlini-

tésimale sont éguivalents.

En effet, soit p un point de M et soient x1,...,xn des

coordonnées locales dans un voisinage U de p telles que

x1(p) = ees = xn(p) = 0 .

Si §l(x1, ces, X)) sont les composantes de X dans U, on
considére le systéme d'équations différentielles
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Pour & > O, soit U(8) 1'ensemble des points g de U tels que

ix*(q)| < 8
pour tout i. Il existe €4 s 61 et n fonctions m1(t, Q) s eees

mn(t, q) différentiables définies dans ]—61, +e1[ X U(61) ,
vérifiant ce systéme différentiel et la condition initiale
1

»1(0, q) = x*(q) .

Alors pour q appartenant & U(61) et |t < €, , soit mg(q)

le point de U de coordonnées @1(t, Q) , eee, 0 (t, q)
o1 €y et 51 sont suffisamment petits,

{v(s), ey, @E}p € u

est un groupe local dont la transformation infinitésimale est X.
S0it maintenant deux groupes locaux

a
{Ud’ €as c‘Ot}oz € A
et
i
{70 il e s
dontla transformation infinitésimale est X. Pour tout point p,
il existe un ¢ et un i1 tels que
X € Da N Vi 5

N

soit € un nombre positif inférieur & €y et & U alors pour

ft] < € 1les courbes t —> @% et t —> W% sont des
courbes intégrales de X et

%(p) = ¥5(p)

car ils sont tous les deux égaux & p, donc
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5 (p) = ¥i(p)
pour tout t tel que |t] < e , les deux groupes locaux
considérés sont donc équivalents.
Un groupe local dont la transformation infinitésimale
est X, est dit engendré par X, (de méme que pour un groupe de
transformations global).

Proposition s

Soit X un champ de vecteursg sur M. Pour que X soit complet

il faut et il suffit qu'il existe un groupe local

{Uoc’ o’ Cp?c}a € A

engendré par X tel gue

1nf& € A ea

s0it strictement positif.

En effet si

(s
{Ucc’ €a? ‘*”t}a € A

est un tel groupe local, soit

e = infa € A ea 3

alors pour |t| < € soit ¢, la transformation de M qui & p
agsocie
a
v (p) = ¢.(p)
ol & est tel que U, contient p. Cette définition ne dépend

a
pas du choix de a tel que U& contienne p, car si p € U& N UB

les deux courbes t ———> @%(p) et t > ¢2(P)
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pour |t] < € , sont des courbes intégrales de X et

oB(p) = ob() =0
donc

3 (p) = o5 (p)
pour tout t tel que |t] <€ . On a donc défini sur M une
transformation Py . Cette transformation est différentiable
car localement elle coincide avec les m% « L'application de
J-¢, +el x M dans M qui & (%, p) fait correspondre mt(p)
est différentiable car dans J-¢, +el x U

Q0
0. (p) = o (p)
et 1l'application
(t, p) > 0% (p)

est différentiable. Si |s|, |t] et |s + t] sont inférieurs

4 €, soit p € M , il appartient & un certain Ug et ms(p)
appartient & un certain Ud , et par définition

0 0 o (p) = of (0B(m))
mais m% (wz(p)) coincide avec mg (m:(p)> car les courbes
a B8 B 8
> o (ms(p)) et t > o) (ms(p))
sont courbes intégrales de X et coincident en +t = O (la courbe

t — mg@z(@) étantdéfinie autour de t = 0 d'aprés la condi-
tion 4) de la définition de groupe local ), donc

o3 (v2(p))

t

B
v, (D)

et donc
Pp 0 Oy = Pyyg
Pour t = 0, o, est 1l'application identique car w% est
1'application identique pour tout a, et pour |t| < ¢ ,
g 0Py et p0 @y

sont égaux & ©y donc

() 1= .



I1.58

I1 faut maintenant définir %, pour tout t : pour t €ER ,
il existe un entier positif m tel que |Z| soit inférieur x e,
et ©, est aéfini. On définira ®, par o, = (cpt)m , mais il

m m
faut vérifier que cette définition est indépendante de

1l'entier m tel que I%l soit inférieur & € : soit 4 un autre
entier tel que

121 <e

- N t .
on considére ®. , on a lx x EZ' < ¢ , pour tous les entiers

nl

k =4 et alors
@ = O o &+
% &
m @ g
ce qui permet de montrer par récurrence que
CP_t = C'D»Lt = (m_E_)L
m mk nt
et on montrerait de méme que mt = (wt >m donc (mt>m et
z nl m

m
(mt>L sont égaux car égaux tous les deux & (wi)mL . On a donc

T mi
défini ®©, pour tout t € R . On vérifie que c'est un groupe

de transformationsd un parametre et que sa transformation
infinitésimale est X, donc X est complet.

Réciproquement si X est complet, soit ?, = Exp tX alors
G{ = {m, €, mt} est un groupe local engendré par X et inf € =
est strictement positif.

€
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Corollaire :

Sur une variété différentiable compacte, tout champ de
vecteurs est complet.

En effet, si

{Uﬁ’ o m%}a € A

est un groupe local engendré par X (il en existe toujours),
du recouvrement
{Ua}oc € A 7

on peut extraire un recouvrement fini

{Ud}a € B ¢

alors
(o4
{Ud’ %o wt}a € 3B
est un groupe local engendré par X et puisque B est fini la
borne inférieure des € est positive. D'aprés la propriété

a
précédente, X est donc complet.

Proposition :

Soient X un champ de vecteurs sur M,

a
Gy = {Ua’ € mt}a €A
un groupe local engendré par X, et 6 un difféomorphisme de M.
Alors

0 a 1
G& = {eU&, e,s 8 0 @ o 2 }a c A

est un groupe local et sa transformation infinitésimale est
8, X .
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On vérifie sans difficulté que Gg posséde les 5 proprié-
tés requises pour un groupe local. Soit Y sa transformation
infinitésimale, elle est définie par

a(6oole 5(p))
[ Z‘t - ]t:O

Y f =
b

ol a est tel que
al(p) €U,

ce qui s'éerit

o4 1
[a<f o 8)(oF o §'(p))
" ce qui est l'expression de la transformation infinitésimale X
de GL , appliquée au point §1(p) 4 la fonction f o 6 ,
c'est-a-dire

X

_1 foe L
8 (p)

D'autre part

(S*X)p.: (9*)_1 X

8 (p) 6 (p)
donc
(80,X)_ £ = X_ fobo .
*p 51 (p)
Done
X = Y
(e* )p f D f

pour toute £ € C°(M) . La transformation infinitésimale de

8
G, est 84X .

Corollaire :

Si X est complet, alors 6,X l'est aussi et on a

Exp t(084X) = 8 . (Exp tX). 5! pour tout t € R .
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En effet, si X est complet,

{M, e, Exp tX}
pour € quelcongue, est un groupe local engendré par X, alors
d'aprés la proposition

{1, e,00 BDtX o 8}

est un groupe local engendré par 6, X , il vérifie inf ¢ > O ,
donc 064 X est complet et le groupe de transformations
(global) que l'on construit & partir de ce groupe local est

6 o Exp tX o B

lui-méme, donc
Fxp $(0,X) = 6(Exp +X)8 ]

pour tout t € R .

Soit X un champ de vecteur engendrant le groupe local

{Ud’ “a’ $%}

et soit Y un autre champ de vecteurs. Alors pour tout point p,

le crochet de Xp et Yb s'exprime par

- . 1 n .
En effet, soient X 4 .s.9X des coordonnees locales dans

. 1 a
X, Y |= (Y - Y
[ p’ P] tl_lgl o% ( P (%) o~ (p)

un voisinage U de p, contenu dans Ud . On suppose que

n
fs)
.L, i 3¢+
1:1
et
n

i ls)
Y = nt(x) == .
.21 dxT
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On pose
ot (t, ) = x ($5(x))

pour X ¢ U et |t| assez petit, alors puisque le groupe
local est engendré par X, on a
i dmi N 1 n
To () ¥ =g (8 0 = 8 (0706, 10, vy 98, )
Pour alléger 1l'écriture, on notera o le point m_t(p) .
Soit Qi(t) les composantes par rapport & la base (_§T>p du
o

vecteur tangent (m%>* Yb . On g
.t

((CP%)* Y xt

i
¢ (%) b,

th (Xl ) @%)

n .
k dept
= E: n (py) e (t, p)
k=1 *
On considére la dérivée de gi(t) par rapport & t, prise
pour t = O
. an e
k P
act(+) = (py) —— (ty, D) |y _ o +
(T ) = o ;;1 [z (2 ]t = 0 [ax 2 e o
u i
), n(») [%? (&2 G, pt))]t -0
ax
k=1
D'une part
n .
an ; k J
k _ 3N de  (-t, D)
aET'(Pt)]t _o =1 ) | (p.) It ]t -0
=17
n

k .
=- ) T Pm
=1 %%
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d'autre part

[—QE @i(t D )] = éﬁi = 8% (symbole de Kronecker)
3¢ * Pyl = 07 k= 71

X

donc lz premiere partie de l'expression de

ag (t)
(L], .
vaut s
n n n i
Z 6 j —”—3<p> e(p) = - ) gl .
C L dX .7, OX
D'gutre part la seconde partie
o i
k d o])
Yoo (& (3 6, )]y - o
9x
k=1
est égale &
e 0
) e 2 (5% e )y Lo
K= 1 ox
n
3
=) (o) 28 -
k=1 oxX
Donc
n i n
ag (t) 3 N ] k d
[ - -‘Z;C‘*XE(P)‘“E“(P)X;E%
j=1 k=1 :
i
= -Xpn + Yp El

= Xp (Yb xi> + Yﬁ (Xp Xi>

- - [X xt .
X, Y]P X



Or les (' sont par hypothtses les composantes de (m% Yb R
* t

c'est-a-dire que
n

ay vy = Lepy( 2
(cpt>* by ié ¢ (t)(axl )p
donc

n
(& (69w thﬂt ~0 = _21 EeRaato) . (S;a{-i'}p
1=

n
- X, ) (=2
121 (L% 5y = >(6Xl>p

=-[x, .
Or
d . 1
T (0D T )l o = 2in 3 (odu ¥ - 1)

car on peut remplacer m% par @, gsimplement car il s'agit
de prendre une limite lorsque t —> O , donc de considérer
des t tres petits.
Donc pour tout p, on a
. 1
X = - (Y - Y .
[x, Yy L2 5 (T = (994 cp,_t(p)>

On peut donc exprimer le crochet [X, Y] de la fagon suivante :

. 1 ¢ + |
X, Y= 1 Y - Y) |
: ] + iﬁ o) %b( (mt)* >
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§9. VARIETES PARACOMPACTES ET PARTITIONS DE L'UNITE

Définition 1 :

Une famille

{Uﬁ}a € A

de sous-engsembles d'un esgspace topologique X est dite localement

finie si la condition suivante est vérifiée : Pour tout point p

de X, il existe un voisinage V de p tel que l'ensemble des a

vérifient
- Uaﬂv#gs

soit fini.

Définition 2
Soit

u={Ua}aeA et ‘3={Vi}ie1

deux recouvrements ouverts d'un espace topologique X. On dit

que B est plus fin que U (et 1'on écrit B < U) si la
T

condition suivante est réalisée : il existe une application a

de I dans A telle gue

v < U&(i)
quel que goit 1 € I .

Définition 3 :

Un espace topologigue X est dit paracompact si les

deux conditions suivantes sont réalisées :

-

1) X est séparé.

2) Pour tout recouvrement ouvert 1l de X, il existe

un recouvrement ouvert B, localement fini, plus fin que U.
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Une variété différentiable est dite paracompacte si

l'espace topologigue sous-jacent est paracompact.

Définition 4 :
Soit

{ch}cc € A

un recouvrement ouvert localement fini d'une variété aiffé-

rentiable M. Une famille {fa}a ¢ 5 de fonctions différen-

tiables est appelée une partition de 1l'unité associée au

recouvrement {Ud} si les 3 conditions suivantes sont

réalisées :

1) Pour tout a de A et tout x de M, on a

0 =< fa(x) < 1

2) Pour tout a de A, le support de fa est contenu

dans U& .

3) Pour tout x de M, on a
Z fﬁ.(X) = 1 .
a € A
Remarque

— o oy S e e

E‘ fa(x) est bien défini car {Ud} étant un recouvre-
a € A
ment localement fini, l'ensemble des a tels que x € U& est
fini donc
fO.’.(X) = 0

sauf pour un nombre fini d'indices a.
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Théoréme :
Soit I une variété différentigble paracompacte et

Ud)a € A

Ua soit compact pour tout a € A .« Alors il existe une parti-

un_recouvrement ouvert de M, localement fini tel que

tion de l1'unité associée au recouvrement {Ud} .

Pour démontrer ce théoreme, on utilise les deux lemmes

suivants :

Lemme 1 3

Soit M une variété paracompacte et soit {Uﬁ}a € 4 o
recouvrement ouvert de M. Alors il existe un recouvrement
v } de M. te
ouvert { oJo € A e bl 1 que

pour tout o € A .

En effet, pour tout p € ! , soit Vp un voisinage de p
tel qu'il existe un o € A vérifiant

——

V <U .
P o

La famille {Vp}p €N est un recouvrement ouvert de M et comme
M est paracompact, il existe un recouvrement localement fini

{Ui}i ¢ 1 Plus fin que {Vp}p e -
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— 3
Soit Ia = {1 ; 1 €1, Ui - Udj o Alors I = U Ia .
o € A
3 — 3 T
Soit Va = . g . Ui « La famille {‘a}a € A forme un
o

recouvrement ouvert de M. On g

V = U T. o U T.
@ 5 e1 T 4 e1 %
(a4 Q.

mais on a aussi

U U.c U T.
i€I, 1 3 e 1t

. g : E; , pour tout i € I ,
a

car si p n'appartient pas &

p n'appartient pas & ﬁ; , donc 11 existe un voisinage W& de p

ne rencontrant pas Ui s or {Ui} est un recouvrement locale-
ment fini, donc un point guelconque est adhérent au plus &

un nomobre fini de Ui et dire que p n'est pas adhérent a

chaque Ui , 1 € IOL , C'est-a-dire qu'il existe un voisinage

Wi de p ne rencontrant pas Ui , ceci pour tout i € Ja fini
(Ja c Ia) et Wi ne rencontrant pas les Uj pour j € Jq selors

N Wi est un voisinage de p qui ne rencontre aucun des Ui’
i€ Ia

donc p n'est pas adhérent & U U. . Donc
€
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or pour tout i € Ia R ﬁ; c Ua par définition de IOL , donc

vV cu .
a a

Lemme 2 @
Soit K un sous-ensemble compact d'une variété différen-

tiable quelconque M et soit U un ouvert de M contenant K. Alors
il existe une fonction f € Cm(M) vérifiant les 3 conditions

suivantes

1) Pour tout p €M, O=< f(p) =1 .

2) Pour tout p € K , f(p) >0 .
3) Pour tout p & U , f(p) = 0 .

En effet, soit p € K , il existe un voisinage Vp de p
et une fonction f. € CT(M) +tels que

b
Vp cU ,
0 < fp(q) < 1 pour tout g € M ,
= €V
fp(q) 1 pour a D’
et
fp(q) = 0 pour a¢U .

Comme K est compact, il est contenu dans la réunion d'un nombre

fini de V_ , soit

P k
uy v
i=1 Pi
et la fonction

~

g
f = e (fp1 + Ip2 + aee + fpk>

répond & la question.
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On démontre alors le théoreme de la fagon suivante :

D'apres le lemme 1, il existe un recouvrement ouvert

= {Wa}a €A

de M tel que “& soit contenu dans U& pour tout a € A et
il existe un recouvrement ouvert

B = {Va}a € A .

de M tel que V; soit contenu dans W& pour tout a. Comme Vd
est compact (puisqu'il est fermé et contenu dans ﬁ; qui est
supposé compact), d'apres le lemme 2 il existe une fonction

g € CT(M) +telle que
OSgas‘l,

8y > 0 sur v; et 8y nulle sur le complémentaire de W& .

Alors pour tout x € M , on considére

g(x) = ) g%
a € A
cette somme étant bien définie puisque le recouvrement

{W&}a € A

est localement fini (puisque par hypotheése Ud est localement
fini) et donc gque x ne peut pas étre commun & une infinité de

W& . La fonction g ainsi définie est différentiable car au
voisinage de chaque point elle coincide avec une fonction
différentiable. La fonction g est strictement positive car tout
point x appartient au moins & un Va puisque {Va}a € A est un
recouvrement de M, on peut donc pour tout a € A considérer la
fonction

o) g

f, =
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cette fonction f& est de classe C° , elle est comprise entre
O et 1 en chague point et son support est contenu dans le

support de g

q Qui est contenu dans U& . Pour un point x € M ,

on a
1 .
z fa(X) = g‘-(—}?)- Z ga(..{) = 1 .
a € A o € A
On a donc obtenu une partition de 1l'unité associée au recou-

vrement
{
LUa}a € A *

Exemples d'applications de ce théoreéme

Exemple 1 :

Sur une variété paracompacte, il existe toujours une

métrique riemannienne. En effet pour chaque point p de M, on

preut trouver un voisinage Vp tel que Vp solt compact et
sur lequel sont définies des coordonnées locales. Alors

{Vp}p € 1

est un recouvrement ouvert de M et puisque M est paracompact,
il existe un recouvrement ouvert localement fini

{Ua}a € A

de M tel que pour tout a € A , il existe p € M tel que

U C ."7- L]

a iY
D'gpres le théoréme, il existe une partition de 1l'unité fﬁ
associée gu recouvrement

ﬁ%h,eA ‘

Sur U& , 11 existe une métrique riemannienne ga . Alors
pour p € M , on considére la fonction 85 qui & u, v € TP(M)
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associe

gp(uy V) = Z fd,(p) ga(uv V)

a € A
b

ou Ap désigne l'ensemble fini des a tels que p € Ud .
Alors gp est une forme bilinéaire symétrique sur TP(M) ,
définie positive et la métrique riemannienne ainsi définie est
différentiable car il existe un voisinage de p dans lequel
elle l'est.

Exemgle 2

Soit M une variété paracompacte, soient U et V des ouverts

de M tels que

VcU
et soit h une fonction différentiable sur V. Alors il existe
f € C°(M) telle que
f=n"h
sur V. En effet, pour tout p dans V, il exigﬁe un voisinage Vp
de p et une fonction &p € C®(M) +tels que Vp soit compact
et contenu dans U et que 8y coincide avec h sur Vp et soit

nulle sur le complémentaire de U ; et pour tout p dans le

complémentaire de V, il existe un voisinage Vp tel que Vp
soit compact ne rencontrant pas V ;5 et on pose gp = o .
Lo famille {V_}

plp € I
peut extraire un recouvrement localement fini {Vd}a €A °

eat un recouvrement ouvert de M dont on

Diopres le théoréme, il exigte une partition de 1l'unité
R

«<f >
"aja € A
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associée & ce recouvrement. On peut vérifier que la fonction

répond & la question.

Voici 1'énoncé de conditions suffisantes pour qu'un
espace topologique soit paracompact

Propogition 1 :

Soit X un espace topologique localement compact et

o-compacie. Alors X est paracompacte.

(Rappel de 1z définition d'un espace o-compact : X est o-compact
gi il existe une suite de parties Ki compactes telles que

X = u K, ).
i::1,2,.-.,®

Corollaire

Un groupe topologique localement compact et connexe est

paracompacte.

En effet, si G est un tel groupe, il est o-compact ; car

il existe un voisinage de 1l'unité, V tel que

=1
vV =V

et tel que YV soit compact. Alors

G = U (H ™
Ne=lye0e,®

et (-V:)n est compact, car c'est 1l'image du compact

Tx7%x ... xV {(n fois)

de
G XGX ere X G (n fois)
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par l'application continue de G X +¢« X G dans G qui &

Bqs e0rs 8y associe le produitd 8y o0 8 .

n

Proposition 2 :

Soit X une variété topologique, alors les trois

conditions suivantes sont équivalentes

1) X est & base dénombrable.

2) X est o-compact.

3) X est paracompact et le nombre de composantes

connexes de X egt dénombrable.

§10. SYSTEMES DIFFERENTIELS COMPLETEMENT INTEGRABLES

Définitions

Soit M une variété différentisble. Un systéme différen-

tiel D de dimension r sur M est une gpplication qui & p € U

Talt correspondre un sous-espace vectoriel Dp de dimension r

de TP(M) , de telle sorte que : pour tout p € M , il existe
U, voisinage de p, et r champs de vecteurs différentiables

X

1

coe, X} définis sur U tels que

r
{(xp L wees (X))

engendre DY pour tout x € U .

Py
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La famille {X1, ooy Xr} est dite une base locale de D.

S3i X est un champ de vecteur défini dans un ouvert V, on
dit que X gppartient 3 D si x € DX pour ‘tout x dans V.

Soit N une sous-variété de dimension r de M, c'est une
variété intégrale de D gi 1l'on a

D= I_(W)

pour tout x € I .
Un systéme différentiel D est dit complément intégrable

si pour tout p de M, 11 existe une base locale {X1, coey Xr}

de D, définie dans un voisinage U de p, telle que le crochet

7
[Xi %5

appartienne & D pour tout i et tout j entre 1 et r ; clest-a-dire

! 4
que LXi’ le € Dx pour tout =x € U .

Théoréme de Frobénius :

Pour qu'un systéeme différentiel D, sur lg variété

différentielle M, soit complétement intégrable, il est

nécegsaire et suffisant gue pour tout p € M , il existe des

. 1 n ..
coordonnées locales (x', eee, X, de M dans un voisinage U de p

telles que

L
¢

3 fs) }
= 9 . o @ , n———
5;7 axr

forme une base locale de D.
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Pour tout i et tout j dans [1, r] , le crochet

[géf’ géj] est nul donc appartient au sous-—espace engendré par
X X
=)

A 3%_ , Ce gqui montre que la condition est suffisante.
1 2
On zdmettra ici que la condition est nécessaire (pour la

démonstration, c.f. Chevalley, Theory of Lie groups, p. 89).

Etant donné un systéme différentiel D complétement intégra-
ble sur la variété différentiable !, on dit que des coordonnées
(x1, cee, X)) de I sont des coordonnées distingudes de M

autour de p si elles vérifient les deux conditions :

1) Xi(p) = 0 pour tout i € [1, n]l .

2) {géﬁ, cee, gég} forme une base locale de D.
X bis

Soit un systeme de telles coordonnées, pour un nombre €

positif, on considére Q. ensemble des q € II tels que

|x*(q)] < e pour tout i € [1, nl ,

on dit que c'est un voisinage distingué de p. Soit g un point
de Q€ 9
tels que

soit at = xT{(q) et soit Wq l'ensemble des y de Qg

w2 H{y) = a pour j=r+ 1, e, n ,

clest la section de Q_ ©passant par q. Alors Wé est une

e
sous-variété régulidtre de M et c'est une variété intégrale de D
- p 3 3
car pour € W T (W est engendré par { eoe ———)Y}
ar pour y g’ y( q) ba (g;7>y’ ’(axr

donc c'lest Dy .
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Lemme :
Soit N une variété intégrale de D et soit p un point de N.

Pour € > 0 soit Q. un voisinage distingué de p et soit Wp

la section de Q€ passant par le point p. Alors si € est

suffigamment petit, Wﬁ est une sous-variété ouverte de N.

En effet, soit V_ 1la composante connexe (pour la
topologie de W) de Qe nyN . Vp est un ouvert de N car dans
un espace localement connexe, une composante connexe es?t
ouverte, Vp est une variété intégralede D car c'est une

sous-variété ouverte de N. Soit yl la restriction de x

a Vp , 1=1, eeo, n + En tout point de Vp s
d L)
9 ..G’ easaw—
37| 3y~

engendrent l'espace tangent & Vp (parce que les x* sont
des coordonnées distinguées), donc pour tout g € Vp , On a

x @) = »ee = ¥(q) = 0O
et y1, ees, y sont des coordonndes locales de Vp , qui est
contenu dans Wb . Si € est assez petit, pour tout (ai,...,ar)
tel que '

la*] < e , i=1, eeey, T,
il existe q € Vp tel que

yl(q) = Xl(Q) = ai 4 i= 17 LEC I r Y
Donc

V =W
b b

en tant que varidté différentiable (car mémes coordonnées

locales). Donc Wb est une sous-variété ouverte de N.

On va définir une nouvelle topologie dans l'ensemble M,
sous~-jacent & la variété différentiable M. On appelle M
1'espace topologique obtenu : par définition, un sous-ensemble O
sera un ouvert de M si :
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ou bien O=9¢ .
ou bien O #¢ et pour tout p € O, il existe une
sous~-variété intégrale N de D, contenant p et contenue dans O.

On vérifie que
1) Il et ¢ sont des ouverts de M.

2) Si Oi , 1 € I sont des ouverts de M, alors

U 0.
ier *
est un ouvert de .
3) Si O1 et O, sont des ouverts de M, alors

O1 N 02

est un ouvert de M.

L'gssertion 3) résulte du fait que si N1 et N, sont des
variétés intégrales de D passant par p, d'aprés le lemme, on
peut trouver Qe tel que Wb soit une sous-variété de N1
et de N2 .

L'espace topologique ™M ginsi défini est un espace topologique
séparé : car si p, g €M, p#q , dans M, il existe Qe
voisinage distingué de p et Q'e, voisinage distingué de g
tels que

Q Narg, =9 .
Alors Wp et W'q sont des ouverts de ™ tels que

WO W = .
p Wg=?

On considére 1l'application identique
i M > M
elle est continue car si U est un ouvert de !, pour p € U ,

?

il existe un voisinage distingué Q. de p contenu dans U

€
tel que Wp s0it une sous-variété intégrale de D, donc un

ouvert de M, donc
1w
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est un ouvert de M. On considére la restriction de i 2 Wb .
Soit O un ouvert de M contenu dans Wb , pour tout p € O ,
il existe une sous-variété intégrale N de D telle que

p€e€ENcO .
Mais au voisinage de p, cette sous-variété coincide avec

W0 Qg

pour un €' assez petit, et W_N Q_, est un ouvert de W
pour la topologie induite par M, et il est contenu dans O,
donc O est voisinage de chacun de ses points pour la topologie
induite par M sur Wb , c'est donc un ouvert. L'imasge par i
d'un ouvert de WP est donc un ouvert de Wb . La restriction
i|W_ est donc un homéomorphisme, ou sutrement dit :

™ et M induisent sur Wb la méme topologie.

On a le dizgramme suivant

wo—t ooy —d s q ¥ S Pl
P P € €
('m) (M)
1Y
®
r
Pi c R
ol j est l'application identique de W_ dans Q. , ¥ l'appli-

€
cation

>(x(@), +vy x™a))

de Qe dans le cube PE , et p la restriction & Iﬁ de la

projection canonique de R® sur RY . Alors
©=DPo Vo J

q

est un homéomorphisme de Wb sur Ei et donc l'application

8 =9 o i, qui & g fait correspondre (x1(q), cos, Xr(q)> '
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est un homéomorphisme de Wb sur Ii . Or pour tout point p
de M, il existe un tel Wb , ouvert de M contenant p, donc
M est une variété topologique de dimension r. On vérifie

sans difficulté que T est une variété différentiable (pour la

structure différentiable déduite de celle de IM).

Propogition :

L'gpplication identigue

i > M

est un plongement. Et
i T (™M )=D € M .,
i ( p( )> . pour tout D

Ceci est immédiat, d'apres les structures de M et M.
Donc M est une sous-variété de M, et c'est une variété
intégrale de D.
Soit p un point de M et soit Fp la composante conpnexe de T
contenant p. C'est un ouvert de ™, donc une sous~-variété régu-
liere de M, c'est donc une sous-variété de M, intégrale de N.

Proposition :
Soit p € M et soit Fp la composante conhexe de T

contenant p. Toute variété intégrale connexe N de D passant
par p est un ouvert de Fp (pour la topologie de M).

Dégignons par N' le sous-espace de T dont l'ensemble
gsous-jacent est celui de N. Alors, par la définition méme de
la topologie de M, N' est un ouvert de M, et donc une sous-
variété ouverte de M. L'application identique de N sur N' est
un difféomorphisme, d'aprés le lemme et 1la définition de 1s
structure différentiable de ™.
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Définition
Une variété intégrale connexe N de D est une feuille de D

si toute variété intégrale connexe de D contenant N coincide

avec N.

D'aprés ce qui précede, les feuilles de D sont les
sous-ensembles Fp , C'est-a-dire les composantes connexes

de M. Et par tout point de lI, il passe une feuille et une
seule.

Théoréeme :
Soit I une variété différentiable & base dénombrable et

soit D un systéme différentiel complétement intégrable sur M.

Soit M' une variété différentisble et soit @ une application
différentiable de M' dans M telle que

o (M)
soit contenu dans une feuille F de D. Alors ® induit une

application différentiable de M' dans F.

Lz démonstration s'appuie sur les lemmes suivants :

Lemme 1 :
Soient M et M' des variédtés différentiables et F une

sous-variété de M. Soit © une application différentiable de M!

dans M telle que

o(M'") ¢ F .

Si l'application induite

> F

est continue, alors elle est différentiable.

o s IM?

(Démonstration facile).
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Lemme 2 :
Soit M une variété différentiable 2 base dénombrable.

Soit N une sous-variété connexe de M. Alors N est aussi & base

dénombrable.

(Pour la démonstration, c.f. Chevalley : Theory of Lie
Groups, p. 92).

Lemme 3 :
Avec les notations du théoréme, soit p € F et soit

(x1, von, 29

un systéme de coordonnées distinguées autour de p tel que

L) 9
’ ...’ St ——
axl 3%

engendrent D, soit Q. voisinage distingué de p et soit Wp

la section de Q. passant par p. Alors Wb est la composante

€

connexe de

Qe N F

contenant p, pour la topologie de M.

En effet, les composantes connexes de Q. N F pour la

topologie de F, sont des sections de Q. , soient W_ , alors

¢ ¢ €4 Y%
D'apreés le lemme 2, F est & base dénombrable, (puisque F est

connexe) donc g-compact :

F = _U Ki
i=1

ol les Ki sont compacts. Chaque Ki ne rencontre gqu'un nombre
fini de W , parcequ'il est compact et que les W sont des
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ouverts vérifiant W_ N Wq =¢ , pour a # B , d'autre part
8
chaque W rencontre au moins un Ki , donc l'ensemble des

indices a est dénombrable. Soit ¥ : Qe —> BT l'applica-
tion qui & q associe Y(q) = (xr+1(q), ceny Xn(q)> , l'image

par ¥ d'une section W6 est un point, donc l'image par ¥ de
0 ~
Qe N F est dénombrable. Si W est la composante connexe de

Q. N F contenant p pour la topologie de I, ¢(Wb) est un sous-
ensemble connexe et il est dénombrable car il est contenu dans
¥(Q, N F) donc W(Wb) est un point, c'est {0} puisque

p € Wb et que xr+1(p) = eee = xn+1(p) = 0 , donec
W ocw
1Y b

car Wb = 61(0) . Or Wb est connexe, donc

W o= W . Cogefed.
p= p 4

Alors, soit V un ouvert de F, soit x un point de M!
appartenant & l'image réciproque de V par © et soit p = 9(x)

I1 existe un voisinage distingué Q. de p tel que Wé soit

€
contenu dans V, et il existe un voisinage U de x tel que

9(U0) < Q
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car ¢ est continue, et il existe un tel U connexe. Alors
v(U) c Qe nrer

puisque (') ¢ F , et o(U) est connexe, donc ®(U) est
contenu dans la composante connexe de P N F contenant p,
c'est~a-dire dans Wb d'aprés le lemme 3. Or W? c Vv,
donc

o(U) €V

1'image réciproque de V par ¢ est donc voisinage de chacun de
ses points, c'est-a-dire que ¥ est continue comme application
de M' dans F.

Et le lemme 1, entralne que ¥ est une gpplication différentiable
de M' dans F.

Proposition :

Soit D un systéme différentiel completement intégrable

sur M et soit @ un difféormorphisme de M qui laisse D invariant

. xﬁ\ .
Q_:_L__ee. Py DX = Dcp(x) s, Y x €M) . Alors ® appligue toute

feuille de D sur une feuille de D.

En effet, soit Fp une feuille de D passant par Py et
0
goit i Fp —> 1 1'application identique, alors o = @ o i
0

est un plongemnnt de FP dans . On peut définir une structure
0
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différentiable sur & (F_ ) telle que & soit un difféomorphisme

Po

de FPO sur ® (F . Puisque ® est un plongement,

Po
5 (%)

est une sous-variété de M ; c'est une sous-variété intégrale
de D parce que ® laisse D invariant ; c'est donc une sous-

variété ouverte de Eﬁ(p y Done ¢ induit un difféomorphisme
0
de F sur une sous-variété ouverte de F « On montre-
Po ; v(pg)
rait de manidre analogue que ®  induit un difféomorphisme de
F sur une sous-variété ouverte de F Qcar 51 laisse
o(pg) Po
aussi invariant D). Donc ® induit un difféomorphisme de Fp
0
sur F ; en particulier ® est une bijection de F sur
o Po) Do
F .
o Po)

Définition :

Une courbe différentiable dans M est appelée une courbe

intégrale du systéme différentiel D si tous les vecteurs

tangents a cette courbe appartiennent & D.

On peut montrer la proposition suivante :

Proposition :
Soit

o : T cR > I

une courbe intégrale d'un systéme différentiel D complétement

intégrable. Alors 1l'image ®(I) est contenue dans une

feuille de D (car I est un intervalle connexe).




