Y0Z0O MATSUSHIMA
Chapitre I Groupes topologiques

Cours de Uinstitut Fourier, tome 1 (1966), p. 1-31
<http://www.numdam.org/item?id=CIF_1966__1__A1_0>

© Institut Fourier — Université de Grenoble, 1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Cours de I’institut Fourier » implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CIF_1966__1__A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Chapitre I

GROUPES TOPOLOGIQUES

§1. DEFINITION D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE

Définition :

On dit gqu'un ensemble G est un groupe topologique s'il

vérifie les conditions suivantes :

1) G est un groupe.

2) G est un espace topologique.

3) L'gpplication

> G

Py 3 G x G

qui & (x, y) fait correspondre XjJ est continue,
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Soit G un groupe topologique, pour tout g € G , on définit
la translation & gauche Ig $ G —> G par Lg(X) = gx et

by

la translation & droite R _: G —> G par Rg(x) = Xg
Pour tout g € G , les translations Lg et R_ sont des

&
homé omorphismes de G sur G ; car L_ est continue puigque

(=)

=1
Lg(X) = Cp—](ga X )
et d'autre part Lg est bijective et

(Lg)"1 - Iz .

De méme pour Rg .

La topologie d'un groupe topologique G est uniforme :
clest-a-dire que pour tous a, b € G , il existe un homéomor-
phisme f ¢ G —> G tel que

On peut en effet choisir
£f) L .
b3

Exemple 1 :

Le groupe additif des réels R est un groupe topologigue.

Exemple 2 :

Soit M(n, R) 1l'ensemble des matrices de degré n 3

coefficients réels, il peut &tre identifié & R et muni de
2
la topologie habituelle sur R™ ; alors pour la multiplication

\
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des matrices, M(n, B) est un groupe topologique. Soit

GL(n, R)
lesous~-ensemble de M(n, R) des matrices inversibles.
Lt'application qui & une matrice fait correspondre son déter-
minant est une fonction continue sur M(n, R) , puisque le
déterminant d'une matrice est un polyndme en ses coefficients ;
et GL(n, R) est l'image réciprogue par cette application de
l'ouvert R - {0} de R, c'est donc un ouvert de M(n, R) et,
muni de la topologie induite, c'est un groupe topologique.
On 1'appelle le groupe linéaire général de degré n.

Soient A et B des sous-ensembles d'un groupe topologique G.
on notera A 1'ensemble de tous les éléments de la forme a
ol a € A : on notera AB 1l'ensemble de tous les éléments de
la forme ab , ol a € A et b € B, et on notera aB pour
{alB et Ab pour A{b} .

Propriétés

Si A (ou B) est un sous-ensemble ouvert de G, alors AB

est un sous-ensemble ouvert de G. Car

AB= U _R(h)
b € B

et chaque Rb(A) est ouvert puisque Rb est un homéomorphisme

de G sur G. (Si cl'est B qui est ouvert, le résultat découle de

1'égalité

AB= U L (B) ).
a €A 8

D'autre part, si A est un ouvert de G, alors A est un

ouvert de G. Car A 1 est 1'image réciproque de A par

l'application continue V.
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Dans ce chapitre et dans les suivants, on appellera
voiginage d'un point x d'un espace topologique X, un sous-
ensemble ouvert de X contenant Xx.

Soit G un groupe topologigue, on notera e son élément
neutre. On considére l'ensemble ¥ de tousles voisinages de e
dans G. Alors pour tout g € G , l'ensemble g¥ = {gU ; U €d
est l'ensemble des voisinages de g ; en effet, si U est un
ouvert contenant e, gU = Lg(U) est un ouvert et il contient
ge = g ; réciproquement si V est un ouvert contenant g, alors
U= gV est un ouvert contenant e et

V= gU .

L'ensemble ¥ des voisinages de e dans G jouit des cing

propriétés suivantes :

1) L'ensemble ¥ n'est pas vide. En effet, il contient G.

2) Pour tous U19 U, € ¥ , il existe U3 € 4 tel que

U3 soit contenu dans U1 n U2 . On peut en effet choisir
pour U3 , Uy N Uy lui-méme.

3) Pour tout U € ¥ , il existe V € ¥ +tel que yv '
soit contenu dans U. En effet, 1l'application

v+ G x G

est continue, donc

> G

5 (U)
est un ouvert de G X G , contenant (e, e) , et donc il existe
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un voisinage V de e tel que V X V , soit contenu dans 51(U)
et on a bien
wlecu .
4) Pour tout U € ¥ , pour tout a € U , il existe
V€YU tel que aV soit contenu dans U. En effet V = 51U est
un ouvert qui contient

_1
a'a= e )
clest donc un élément de ¥ et aV = U est contenu dans U.

5) Pour tout U € ¥ et pour tout g € G , il existe
V €4 tel que

-1
gVg

soit contenu dans U. En effet V = 51

Ug est un ouvert de G,

il contient
geEl = e
clest donc un élément de ¥ et gVEg1 = U est contenu dans U.

Réciproquement, étant donnés un groupe G et une famille ¥
de sous-ensembles de G contenant 1'élément neutre e et ayant
les cing propriétés ci-dessus, alors il existe sur G une
topologie et une seule telle que G soit un groupe topologique
et telle que % soit un systéme fondamental de voisinages de
1'é1lément neutre e« Ceci est le cas par exemple si G est un

cr

groupe commutatif et ¥ un ensemble de sous-groupes de G tel que
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si H,, Hy € # , alors

f:
H1 N H2 € ¥ .
On dira gu'un groupe topologique est séparé, s'il est
séparé en tant qu'espace topologique.

Proposition :
Soit G un groupe topologique et soit ¥ 1l'ensemble des
voisinages de 1'élément neutre e de G. La condition nécessaire

et suffisante pour que G soit séparé est que

n U = {e} .
U e ¥

En effet, si G est séparé, pour tout point s de G, il
existe un voisinage U de e qui ne contient pas s, alors

n U ne contient pas s. Réciproquement, on suppose que
Ued¥
N U = {e}
Ued

et soient s et + deux points distincts de G ; alors Tt est

distinct de e et il existe U € ¥ qui ne contient pas sty .

D'gprés la propriété 3) de ¥, il existe V € ¥ +tel que
vwlecu .

St'il existait un point a qui appartienne & lg fois & sV et &

tV , alors s serait dans A ; 5! serait dans V3. , et

t serait dans av1 , donc s'% serait dans VV , donc dans U

ce qui est contraire & l'hypothese. Donc sV et 1tV sont

disjoints, or ce sont des voisinages respectivement de s et t ;

donc G est séparé.
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§2. SOUS-GROUPES D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE

Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe
de G. La topologie de G induit une topologie sur H et les
applications

1 =1

> Xy > X

o : (x, y) et vV x
gont continues sur H pour cette topologie. Donc H est un groupe

topologique. On dit que H est un sous-groupe (opologigue) du

groupe topologique G.

Proposition :

Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G,

alors :

1) L'adhérence de H est aussi un sous-groupe de G ;

et si H est distingué, H 1l'est aussi.

2) Si H est ouvert, alors il est fermé.

En effet, soient s et t deux éléments de B et soit U un
voisinage quelconque de §1t . Puisque l'application qui &
(s, t) fait correspondre 5't est continue sur G x G ,

il existe un voisinage V de s et un voisinage W de t tels que
7w soit conterv dans U. Puisque s et t sont adhérentsd H,

il existe h apuvartenant & V N H et il existe h' appartenant

% WAH . Alors & 'n' appartient & 7w , donc & U, et
d'autre part E1h' appartient & H puisque H est un sous-groupe.
Donc tout voisinage de §1t rencontre H, donc §1t €H ,

donc H est un sous-groupe. D'autre part, pour tout s € G ,
l'application

f=1I_o0kR_
S

est un homéomorphisme de G, donc

T = £(B)
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donc
sH5 | = £(H) = £(H) = ;557 = H ,
c'est-a-dire que H est distingué, ce qui montre la premiére
asgsertion.
La seconde assertion résulte du fait que si H est ouvert,
alors les classes & gauche suivant H sont ouvertes et du fait
que H est le complémentaire de la réunion des classes & gauche

aH,, a € G , distinctes de H.

Exenmple :

On considére G = GL(n, B) . Alors l'ensemble GL+(n, R)
des matrices de G de déterminant positif, est un sous-groupe
de G, ouvert (car image réciproque de 1l'ouvert E%). 11 est
donc aussi ferm? d'aprés la prorosition ci-dessus.

Soit SL{n, B) 1l'ensemble des matrices de G de détermi-
nant égal & + 1 , on 1l'appelle le groupe linéaire spécial de

degré n, c'est un sous-groupe fermé de GL(n, R) .
Soit O(n) 1'ensemble des matrices de GL(n, R) qui sont
orthogonales, (c'est-a~dire des matrices a telles que

-ta e &8 = 1 )-

Les é1éments de 0O(n) sont donc les matrices a = (aik) qui
vérifient

Z By By = 513 (symbole de Kronecker).
k

fi.

L'gpplication qui & a fait correspondre

J

Z i Bk
k

est une application continmue de GL{(n, R) dans R et les
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applications fij sont en nombre fini, donc O(n) est
l'intersection finie des images réciproques de O ou 1, c'est
donc un fermé ; d'autre part O(n) est un groupe ; donc

O(n) , groupe orthogonal, est unsous-groupe fermé de GL(n, R) .

§3. ESPACES QUOTIENTS D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On consi-
dére le gquotient G/H , ensemble des classes 2 gauche de G
selon H et on désigne par m la projection canonique de G sur
G/H .

Si G a une structure de groupe topologique, on peut définir
sur G/H une topolozie de la manidre suivante : un sous-
ensemble O de G/H =era un ouvert si et seulement si ﬁ1(0)
est un ouvert de G. (On vérifie facilement que ceci définit
bien une topologie). On a alors les propriétés suivantes

1) La projection canonigue

m s G > G/H

est continue. Car par définition méme de la topologie, 1l'image

réciprogue d'un cuvert est un ouvert.

2) La projection canonique
mse G > G/H
est une application ouverte. Car si U est un ouvert de G, alors
=1
i (n(U))

est un ouvert de G puisqu'il est égal & UH .
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Remarque :

Tout sous-ensemble ouvert O de G/H est de la forme m(U)
o U est un ouvert de G, car U = 51(0) est un ouvert de G,
d'apres la définition de la topologie et

0= m (F1(0))

puisque 1 est surjective.

On considére la loi d'opération & gauche de G dans G/H |
clest-a-dire l'application o' : G x G/H —> G/H qui 2
(s, ﬂ(X)) fait correspondre m(sx) « Pour s € G , on consi-
dere 1'application T : G/H —> G/H définie par
Ts(g) = CP'(S, g) .

On a les propriétés suivantes :

1) L'applic-tion o' : G x G/H -——> G/E est continue.
Car si O est un ouvert contenant m(sx) , d'aprés la remarque

précédente
0 = TT(U)

ou U est un ouvert de G et puisque ® est continue il existe un
voisinage U1 de s et un voisinage U2 de t tels que

CP(U-p Ug) cU 3

d'autre part

o' (Uy, m(Uy) ) = 7 (@(Uy, Uy))
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donc
o' (Ugy m(T))

est contenu dans m(U) , c'est-a-dire dans O, ce qui signifie
gue o' est continue car U1 X ﬂ(U2) est un voisinage de
(s, ﬂ(X)) . On a le diagramme commutatif suivant :

G
id.J
G

ou @ représente lg multiplication.

x G kd > G

m

k1l
x G/H N > G/H

2) L'gpplication Ts est un homéomorphisme de G/H

sur G/H . D'gbord, elle est continue, car si O est un ouvert
de G/H , il est de 1la forme O = m(U) ol U est un ouvert de G
et T;1(O) est l'ensemble des é1éments de la forme m(x) tels

que
sx € U

donc
. -1

7 (g (0)) = L_ (V)

qui est ouvert et donc T;1(O) est ouvert. D'autre part,

1ltapplication T est inversible, son inverse faisant

s
correspondre & & = m(a) 1'élément

(7)77(8) = n(5a)

qui est bien indépendant du choix du représentant a ;
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et cette application inverse est continue, car si O = n(U)

est un ouvert de G/H , U étant ouvert de G, alors TS(O)

est l'ensemble des éléments de la forme w(sx) ol x € U,

il est donc ouvert car son image réciproque par m est l'ouvert
LS(U) .

Si H est un sous-groupe distingué de G, le quotient G/H
est alors muni d'une structure de groupe. Si © : G X G ——> G
dégigne la multiplication dans G et ¢ : G —> G le passage
4 1'inverse dans G, alors la multiplication dans G/H ,
représentée par © est définie par le diagramme commutatif :

G x G @ > G

1
TT 1T j/ﬂ’
G/H x G/H P > G/H

et le passage & 1l'inverse, représenté par ¥ est définie par
le diagramme commutatif :

G ¥ > G
- .
l -

G/H v > G/H

On voit, & 1l'aide de ce dernier diagramme, que l'application ¥
est continue : en effet, si O est un ouvert de G/H , de 1la
forme O = m(U) ol U est un ouvert de G, alors $1(U) est
ouvert puisque ¥ est continue (car G est supposé &tre un groupe
topologique) et
1 1
T0) = (FHW))

est ouvert. De fagon analogue, en s'appuyant sur le premier
diagramme commutatif, on montre que l'application ¥ est continue.
Donc, si H est distingué, le groupe G/H a une structure de

groupe topologigue.




I.13

Dans le cas général (c'est-a-dire H pas obligatoirement
distingué) :

Proposition :

Soit G un groupe topologique séparé et soit H un sous-

groupe de G. Pour gue l'espace topologique G/H soit séparé,

il faut et il suffit que H soit fermé.

Car si G/H est séparé, le point {m(e)}l est un fermé

H= 7' ({n(e)})

est fermé puisque m est continue.

et

Réciproquement, on suppose H fermé ; soient & = m(s)
et m = m(t) deux points de G/H , g'ils sont distincts,
§1t n'appartient pas & H et puisque H est fermé, il existe un
voisinage V de sty qui ne rencontre pas H. D'aprés une
propriété des voisinages dans un groupe topologique, il existe
un voisinage V1 de s et un voisinage V2 de t ftels que le

voisinage V} vV, de 5t soit contenu dans V. Aloss Vg = ﬂ(VT)
est un voisingge de E et Vn = n(VZ) est un voisinage de n ;
s'il existait un élément o de G/H appartenant i Ve et d V.,
oen agurait

o n(v1)

H

avec Vy € V1 et
a = n(v2)
avec Vo € V2 s Vy et Vo seraient dang la méme classe

selon H, c'est-a-dire que 91 Vo seralt un é1lément de 51 Vs,



I.14

appartenant & H, ce qui est absurde, donc & et m ont des
volsinages respectifs Vg et Vﬂ qui sont disjoints, donc
G/H est séparé.

§4. HOMOMORPHISMES ET ISOMORPHISMES DE GROUPES TOPOLOGIQUES

Définitions :

Soient G et G' deux groupes topologiques et soit ¢ une
application de G dans G'. On dit que ® est un homomorghisme
du groupe topologique G dans le groupe topologique G' si c'est
un homomorphisme de groupes qui est une application continue.
L'application ® est un isomorphisme (de groupes topologiques)
de G sur G', si c'est un isomorphisme de groupes et un

homé omorphisme d'espaces topologigues.
Un homomorphisme de groupe topologique est un homomor-

phisme ouvert si c'est une application ouverte.

Exemple :

Si H est un sous-groupe distingué du groupe topologique G,
la projection canonique
m: G > G/H

est un homomorphisme ouvert de groupes topologigues.

Théoréme
Soient G et G' deux groupes topologiques et

> G
un homomorphisme ouvert, surjectif. Soit N le noyau de 9. Alors
il existe un isomorphisme ¥ de G/N sur G' tel que le

v 2 G

diagramme suivant soit commutatif :
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En effet, d'abord le noyau N est un sous-groupe distingud
de G, et G/N est donc bien muni d'une structure de groupe
topologique. On peut définir 1l'application

v : G/N > GY

paxr

7 (m(x)) = o(x)

pour x € G , cette application est un isomorphisme de groupes.
Cette application ©® est continue car si O est un ouvert de G',
alors 6‘1(0) est un ouvert de G/N , car c'est

n (87(0))

de la continuité de © n'utilise pas le fait que © est ouverte
ce fait n'est utile que pour montrer la continuité de @1).
L'gpplication 51 est continue car si O est un ouvert de G/N ,
alors

U = 71(0)
est un ouvert de G et
%(0) = o(U)

est ouvert puisque ® est supposée ouverte.

Remarque :

On montrera ultérieurement que si G et G' sont des
groupes topologiques localement compacts et & base dénombrable,
alors tout homomorphisme de G sur G' est ouvert, clest-a-dire
que la conclusion du théoréme précédent vaut alors pour tout
homomorphisme surjectif.
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§5. COMPOSANTES CONNEXES D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE

Définition :

Un groupe topologique est dit connexe s'il est connexe

en tant qu'espace topologigue.

Théoréme :
Soit G un groupe topologique connexe et U un voisinage

de 1'élément neutre e tel que

-[—J””:_"U [
Alors G est engendré par U.

Remarque :

Pour tout voisinage W de e, il existe un voisinage U de e,
contenu dans W et tel que

il - v

(en effet, -
U=WN W
répond & la question) ; l'hypotheése du théoréme n'est donc pas
restrictive.

Démonstration du théoréme :

o — . "t v — oy — A —— > v — S Mo ke gy e Ty e vt oy

Pour tout entier positif k, soit Uk 1l'ensemble des
é1léments de G de la forme Sq Sy see 8 ou les s; appar-
tiennent & U. Pour k= 1,

kU
est ouvert, pour k > 1 ,
vk - u vk’

ce qui montre par récurrence que Uk est ouvert pour tout k.
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Soit G' la réunion des Uk pour tous les entiers k, c'est un
sous-groupe de G car si s, t € G' , si s = Sq +++ 8, alors

-1 -1 -1
S

=Sk s e S.]
et les 5; appartiennent & U puisque
VA | S
donc 5' € UX donc 5 € G' et si t = LR t, » alors

st € gk donc st € G' . Puisque chaque Uk est ouvert,

G' est ouvert, or tout sous-groupe ouvert d'un groupe topolo-
gique est fermé ; le sous-ensemble G' est donc ouvert et fermé
dans G, c'est donc G lui-méme puisque G est supposé connexe,
donc pour tout élément s de G, il existe un entier k et

k éléments Sy e 5 de U tels que s soit égal au produit

81 oo Sk .

Proposition :

Soit G un groupe topologigue et soit H un sous-groupe de G.

Si H et G/H gont connexes, alors G est connexe.

En effet, si G est réunion de deux ouverts disjoints O1
et 0, , alors G/H est réunion des deux ouverts m(0,) et
w(Og) . 3'il1 existait un élément & commun 3 n(O1) et n(02) ,
on aurait

€ = TT(S1) = TT(SZ)
ol Sy € O1 et s, € 02 , et 1la classe s1H = 82H serait
réunion des deux ouverts s1H N O1 et s1H N O2 qui sont
disjoints puisque O1 et O2 le sont ; or s1H = Ls1(H) est

connexe puisque H est connexe, donc un des ouverts
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s1H n O1 et s2H N 02 est vide, ce qui est absurde car

s4 € O1 et s, € O, , donc un tel § n'existe pas. Alors
l'espace connexe G/H est réunion des deux ouverts disjoints
ﬂ(01) et n(02) , donc 1'un de ces deux ouverts est vide et
donc 1l'un des deux ouverts O1 et O2 est vide, c'est-a-dire

que G est connexe.

Cette proposition est trés souvent utilisée pour montrer

gu'un groupe topologique est connexe.

Exemple 3
Le groupe GL+(n, R) est connexe : pour n = 1,

GLY(1, B) = ®"
est connexe. Si n > 1, soit H le sous-groupe de G = GL+(n, R)

des matrices de la forme

812 *** 8qpn)\

B =

1
0
: A
0

ot A € GL*(n - 1, R) . Par 1l'application
B

> (A; aqpy ceey ayy)
l'espace topologique H est homéomorphe a
GL*(n -1, B) x BT
donc si 1l'on suppose, par récurrence, que GL+(n-1, R) est
connexe, alors H est connexe. On considére le quo.ient

GL*(n, R)/H .
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deux matrices B et C sont dans la méme classe selon H si 3o € H,
c'est-a~-dire si et seulement si la premidére ligne de B est
identique & la premiére ligne de C ; 1l'application de

GL*(n, R)/H dans R™ - {0} qui & w(B) fait correspondre

la premiére ligne de B, est un homéomorphisme, on peut donc
identifier le quotient G/H & R™ - {0} qui est connexe

puisque n > 1 . Alors, d'apres la proposition précédente,

G est connexe puisque H et G/H 1le sont.

Autre exemple de groupe topologigue connexe :

— —— - Tt — " ——— T S ——— —— T T S S S S e e s S T e oty ey T i o e S Sy ey Sl Ay S St e St

On peut montrer que
GL(n, C)
est connexe, par récurrence sur n & partir de GL(1, €) qui
est connexe, car il est égal & € - {0} . (Ceci n'est pas vrai
pour GL(n, B) car R - {0} n'est pas connexe) .

Théoréme :
Soit G un groupe topologigue et soit GO la composante

connexe de G contenant 1'é1ément neutre e. Alors GO est un

sous~groupe, fermé, distingué, de G et la composante connexe

de G contenant un élément s est la classe

sG G

O= OS .

D'abord, G, est fermé car c'est une composante connexe.
C'est un sous-groupe car si s € Gy , alors §1GO contient e

et est connexe puisque L_1 est continue, donc §1GO est
S
contenu dans 1ln composante connexe GO , donc pour tout +t € GO,

§1t € G, . Ce sous-groupe est distingué car pour tout s € G ,
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sGOE1 est contenu dans GO puisque c'est un connexe conte-
nant e.
Soit GS la composante connexe de G contenant 1'élément s.
La classe sGO est connexe et contient s, donc
sGO C GS R

-1 i
d'autre part s G est connexe et contient e, donc

n

et d'autre part
SG’O = G‘OS H

puisque GO est un sous-groupe distingué.

Exemple
La composante connexe neutre de GL(n, R) est GL+(n, R) .
En effet, on a vu que GL+(n, R) était connexe, il contient 1
et si G, est la composante connexe de 1 de GL"(n, R) , alors
1'image o(G,) de Gy par l'application © = G —> R - {0}
qui & une matrice associe son déterminant, est connexe ; donc
m(GO) c R ’
donc Gy GL"(n, B) , domc
+

Autre exemple

v Yt o Pt et e et i e et T e Bt

On verra plus loin gue la composante connexe neutre du

groupe orthogonal O(n) est
SO(n) = O(n) N GL*(n, BR) .
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§6. ESPACE HOMOGENE D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE ET GROUPES TOPOLOGIQUES
LOCALEMENT COMPACTS.

Définitions :

Soient X un espace topologique et G un groupe topologique.
On dit que G est un groupe de transformations de X si il existe
une application continue ® de G X X dans X vérifiant les deux
conditions suivantes :

1) v(st, x) = ® (s, o(t, x)) pour tous s et t dans G
et tout x dans X.

2) v(e, x) = x pour tout x dans X.

On dit aussi que G opére dans X.
Pour s € G et x € X, on note en général

o(s, X) = sx

Soit TS s X —> X 1'agpplication définie par
Ts(x) = 8X .

Pour tout s € G, TS est un homéomorphisme et
-1
(P )y~ - .
S 51

On dit que G opére effectivement dans X si T, n'est
1'identité que pour s = e ; c'est-a-dire si 1a conaition
"sx = X pour tout x € X" entrsine s = e .

Soit x5 wun point de X. Soit H 1l'ensemble des é1léments s
de G tels que

SXO = XO 9

c'est un sous-groupe de G. Ce sous-groupe H est appelé le
groupe d'isotropie (ou de stabilité) de G au point xp
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Propriété :
Si X est séparé, le groupe de stabilité H d'un point Xq

est fermé. Car l'application

B : G > X
qui & s € G fait correspondre SXy » est continue et

H= B ({xo})
est donc image réciproque de f{xy} qui est fermé.

On dit que G opere transitivement dans X si pour tous

points x, y de X, il existe s € G tel que

SX: y .

Si G opere transitivement dans X, on dit que X est un

espace homogéne de G.

Exemple 1 :

Si G est un groupe topologique et H un sous-groupe de G,
le quotient G/H est un espace homogdne de G. La loi d'opération
est définie par
(s, tH) = stH .

Exemgle 2 :

La sphére S" est un espace homogene du groupe

orthogonal O(n + 1) : 1la sphére s™ 4de dimension n est le

sous-ensemble de Rn+1 des points (x1, cee, xn+1) vérifiant
2 + + 2 1
X—' + X2 L2 J Xn+1 = .
On considére l'application
® : O(n + 1) x s™ > st

qui & (a, (X1, ceay Xn+1)> fait correspondre le transformé de
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(x4 weey % 09)

bien & S% puisque a est orthogonale. On vérifie immédiatement
que c'est une loi d'opération du groupe O(n + 1) dans st .

par la matrice a ; ce transformé appartient

Cette loi d'opération est transitive, car il existe toujours
une matrice orthogonale d'ordre n + 1 qui fait passer d'un
point de S™ & un autre. Quel est le groupe de stabilité du
point e, = (1, 0, «es, 0) , par exemple ? : on a toujours

; * e e a R ) N
;211 1,n+1 1 aqq A
A1 0 A1
/
Ant1, 1 fn+ 1,0+ 1 0 S

Pour que lamatrice (aij) laisse invariant e, , il faut donc
gu'elle soit de la forme

Tajpp o002y nyq

A .

O e O

Une telle matrice orthogonale est de la forme

70 0. O
/o
A
\o

o A € O(n) . Le groupe d'isotropie de €, est le sous-

ensemble de O(n + 1) des matrices de la forme

10 ... O

/ . \
E A
0

ol A € O(n) ;3 il peut 8&tre identifié & O(n) .
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Soit G un groupe topologique et X un espace homogéne de G.
Soit X5 un point de X et soit H le groupe d'isotropie de G
en Xy » On considére le gquotient G/H et on note toujours m
la projection canonique : G —> G/H . Si s et t sont deux
éléments de G tels que

m(s) m(t)

alors
SXg = tXO

car §1t = h , élément de H et donc

txo = shxo = 8X(
Réciproquement si sxy = txy , alors
1

StXO:XO ’

c'est-a~dire que stem ; c'est-&-dire que s et t sont dans
la méme classe selon H. Ceci permet de définir une application

a:G/H

> X

par a (n(s)) = sXgy

Propogition :

Soit X un espace homogeéne d'un groupe topologique G.

Soit H le groupe d'isotropie en un point Xg Alors

1'application canonique a : G/H —> X est bijective et

continue.



I.25

En effet, a est surjective puisque G opere transitivement
dans X ; elle est injective par sa définition méme. Le
diagramme

G B > X

i

G/H
est commutatif, B étant 1l'application définie par

B(s) = sxg 3
l'application B est continue. Si O est un ouvert de X alors
il@lo) =8
et 51(0) est ouvert, donc & (0) est un ouvert de G/H ,
donc a est continue.

On rappelle gu'un espace topologigue est dit localement

compact s'il est séparé et si tout point posséde un voisinage

dont 1l'adhérence est compacte.

Théoréme
Soit X un espace homogéne d'un groupe topologique G.

On suppose que X et G sont localement compacts et & base

dénombrable. Soit H le groupe d'isotropie de G en un point X

Alors l'application canonique

a : G/H
est un homéomorphisme.

> X




I.26

Lemme :
Soit X un espace topologique localement compact tel que

o]

X= |1 X
IE;ﬁn

ou les Xn sont des fermés de X. Alors un des sous-ensembles

conticnt un ouvert de X.

En effet, si chaque Xh ne chtenait pas d'ouvert de X,
si Uy est un ouvert de X tel que Uy soit compact (Uy existe
puisque X est localement compact), alors Us N LX1 serait un
ouvert non vide, et on pourrait trouver un ouvert U1 contenu
dans Uy N £X1 tel que 51 serait compact et

U1 n X1 = ¢ .

Alors U1 N LXz seralt un ouvert non vide et on pourrait trouver

un ouverdt U2 contenu dans U1 N EX2 tel que U2 serait
compact et

e« et ginsi de suite, on construirait une suite d'ouverts Un
de X tels que

et —
U NX = ¢ .
n n

Dans le compact Uy , la suite ﬁO’ 31, eeey U,

suite décroissante (car ﬁn-1 o) Uﬁ) de fermés, dont l'intersec-

see sSergit une

tion serait donc non vide ; or cette intersection ne rencontre-
i X s U NX = .
rait aucun , Pulsque n " ]
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ceci est impossible puisque X est réunion des Xh « Donc un au
moins des sous-ensembles Xh contient un ouvert de X. ceg.fed.

Démonstration du théorime

On va montrer que l'application
B : G > X
qui & s fait correspondre SXgy est ouverte. Soit V un ouvert

de G, soit x un point de B(V) , il est 1'image par 8 d'un

certain g € V
x = B(s) .

L'gpplication
b — > &% Tt
est continue et
se e = s
appartient & V, donc il existe un voisinage U de e tel que
sﬁ1U cV
et il existe un tel U dont 1l'adhérence est compacte (car G est
localement compact) et tel que

Twev .

La famille {tU}t € G forme un recouvrement ouvert de G et
puisque G est & base dénombrable, on peut trouver un sous-ensemble

dénombrable {t1, cee, & ...} tel que

n,

{tnU}n=1,...,w

soit un recouvrement ouvert de G. On g

) 8, U= |] ¢0
n="1

et si on pose —
X, = 8(t.0) ,

alors
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Pour chaque n, tnU est compact et l'image continue par B d'un
compact dans l'espace séparé X est compacte, donc Xn est
compact et puisque X est séparé, Xn est fermé. Donc X est

réunion dénombrgble des fermés Xn et le lemme dit qu'il existe

n tel que

X

n B ( tl’lﬁ)

contienne un ouvert 72 de X. Or B(tﬁﬁ) = tﬁﬁxo , donc

It

—— —— _1 —
8(U) = Uxg = T, B(tnU)

et puisque l'application x —> %ix est un homéomorphisme et
que B(tnU) contient un ouvert %, B(U) contient 1'ouvert

W= %;Z . Soit y un point de W, y est dans B(U) donc il
existe h € U +tel que

¥ = B(h) = 1’1.}(.'0 :
alors ~4

B(s) = sh hx
appartient & sE1W ; d'autre part, SE1W est contenu dans
s | B(U) = sh1ﬁko et puisque

siﬁj c sﬁ_1 cV ’

S£1W est contenu dans Vxq = B(V) . On a donc trouvé un
ouvert s£1W gui contient

X = B(s)
et qui est contenu dans B(V) , donc B(V) est voisinage de
chacun de ses points, donc il est ouvert. L'application B est
donc ouverte. On en déduit facilement que 1l'application a est
ouverte : en effet, si O est un ouvert de G/H , alors
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a(0) = 8 (71(0))

qui est ouvert. L'application o qui est bijective, continue est
ouverte est donc bien un homéomorphisme de G/H sur X.

Application 1 :

Le groupe
SO(n) = O(n) N GI™(n, R)
est connexe : le groupe

SO(n + 1)
opére transitivement sur la sphere s™ de dimension n :
le groupe d'isotropie de SO(n + 1) au point ey = (1, 0, 5., 0)
est le sous-groupe de SO0(n + 1) des matrices de la forme

10... O
0
0

7

N

o A € SO(n) . Donc, d'apres le théordme précédent, le quotient

SO(n + 1)/50(n)
est hom€omorphe & Sn , donc il est connexe. Alors si SO(n)
est connexe, S0(n + 1) est connexe, ceci montre par récurrence
que pour tout n, SO0(n) est connexe.

La composante connexe neutre de O(n) est contenue dans
lt'image réciproque de + 1 par l'application qui & une matrice
associe son déterminant, cette image réciproque est S0(n) .
Puisque SO0(n) est connexe, c'est la composante neutre de O(n).
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Application 2 :

On a montré au §5 que GL+(n, R) était connexe. Dans
cette démonstration, le fait que

GL*(n, R)/H

est homéomorphe & R" - {O} peut s'obtenir en appliquant le
théoréme précédent car GL+(n, R) opére transitivement sur
R™ - {0} et H est le groupe d'isotropie de eq = (1, Ogyeeee, 0O).

Application 3 :

Soit X un ensemble et G un groupe opérant transitivement
sur X (ceci sans topologie). Soit H le groupe d'isotropie de G
en un point x; de X. Soit o 1l'application canonique de G/H
sur X. Alors si G est muni d'une topologie, on peut définir
sur X une topologie et une seule telle que a seit un
homéomorphisme.

Variété grassmannienne 3

Soit V un espace vectoriel réel de dimension N. Soit
GN,n 1l'ensemble de tous les sous-—egpaces vectoriels de dimen-
sion n de V. On considére le groupe topologique

GL(V) = GL(N, R)

il opére transitivement sur GN,n de la fagon suivante :
si WEe€ GN,n et s € GL(V) alors sW est l'ensemble des
transformés par s des vecteurs de W (sW est bien un élément
de GN,n puisque s est un sutomorphisme). Si W et W' sont des

é1éments de GN,n , 11 existe des bases {e1, ey €5 eeey eN}

et {e'1, P e'n, cos, e'N} de V telles que

{81’ tety en}
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soit une base de W et

une base de W', glors il existe un automorphisme s tel que

s(ei) = e'i

pour tout 1 de 1 & N, donc tel que
aW =W

ce qui prouve que la loi d'opération est transitive. On iden-

tifie V& R™ et soit {e1, coey eN} sa base usuelle ;

9

solt W, lesous-espace engendré par {e1, cuey en} ; le groupe
d'isotropie de GL(n, R) en Wy est l'ensemble H des matrices
de la forme

0 C
et GN,n est, d'aprés le théoréme précédent, homéomorphe &
GL(N,R)/H . L'ensemble Gy o, ©'appelle une variété
9
grassmannienne. On peut montrer que GN n est compacte et
9

connexeo.



