
LES CAHIERS DE L’ANALYSE DES DONNÉES

M. ROUX
Sur la valeur maxima des indices de niveau en
classification ascendante hiérarchique dans le cas
de l’agrégation par la distance moyenne
Les cahiers de l’analyse des données, tome 7, no 2 (1982),
p. 155-161
<http://www.numdam.org/item?id=CAD_1982__7_2_155_0>

© Les cahiers de l’analyse des données, Dunod, 1982, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Les cahiers de l’analyse des don-
nées » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:
//www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CAD_1982__7_2_155_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Les Cahiers de VAnalyse des Données 
Vol VII - 1982 - n°2 - p. 155-161 

SUR LA VALEUR MAXIMA DES INDICES DE NIVEAU 

EN CLASSIFICATION ASCENDANTE HIÉRARCHIQUE 

DANS LE CAS DE L'AGRÉGATION PAR LA DISTANCE MOYENNE 

{BORNES NIV. C.A.H.] 

par M. Roux (x) 

1 Introduction 

En classification ascendante hiérarchique, l'un des principaux 
obstacles à la mise en oeuvre de l'algorithme des voisinages réduc­
tibles (cf. Bruynooghe, Jambu) est le choix a priori d'un seuil de 
stratification, en particulier si l'on utilise comme point de départ 
un indice de distance, comme celui de Jaccard, couramment employé 
sur les données booléennes. C'est pourquoi nous avons cherché s'il 
n'était pas possible de calculer, en même temps que la matrice des 
distances, les limites entre lesquelles le plus grand indice de dia­
mètre peut varier* On pourrait alors choisir le seuil de stratifica­
tion avec plus de précision et améliorer du même coup l'efficacité 
de cet algorithme. 

Le cas de l'agrégation par la distance moyenne nous a paru impor­
tant à résoudre à cause des bons résultats que fournit en général cet­
te stratégie. La difficulté du problème provient de ce qu'à chaque pas 
de l'algorithme, l'indice de niveau ne représente pas la moyenne des 
distances à l'intérieur du sous-ensemble créé mais la moyenne (Jes dis­
tances entre les deux groupes qui l'ont formé. Le plus grand indice de 
niveau n'échappe pas â cette règle et dépend donc de 1' histoire des 
agglomérations précédentes. 

Nous exposerons d'abord l'aspect mathématique du problème, on ju­
gera ensuite, sur des exemples réels, 1|intérêt des bornes trouvées 
pour le plus grand indice de niveau. 

Dans les démonstrations qui suivent, on supposera que les points 
i de l'ensemble I (qui doit être muni d'une classification) sont tous 
de même masse, cette restriction n'est toutefois pas requise pour la 
validité de nos résultats. 

2 Qu.zlquz& tLzm<itiqu2.& tkè\o ligue.* àur l'agrégation par la distance, 

moyznnz 

Dans tout ce qui suit on ne considérera que des distances entre 
des points distincts, celles-ci pouvant cependant être nulles (on ex­
clut la diagonale principale de la matrice des distances). 

2. 7 Relation entre. Indice, dz nlvaau zt moyenne, de* distance* : On 
appelle I l'ensemble des objets, ou terminaux, de l'arbre hiërarchi-
que, d(i,i') la distance initiale (ou l'indice de distance) entre les 
points i et i' de I : on considère la classification obtenue grâce 
à l'agglomération par la distance moyenne; soit q et q' des parties 

(1) Chargé de recherches CNRS. 
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de la partition Q. correspondant à une étape quelconque h de l'algo­
rithme ) on appelle ô(q,q') l'indice de niveau associé à une éventuelle 
fusion des classes q et q'. Cet indice est celui qui provient des mo­
difications successives de la matrice d des distances. Enfin on dé­
signe par N(q) = Card q x (Card q -1)/2 le nombre de paires d'éléments 
distincts de q . 

Proposition 1 

La moyenne des distances entre objets appartenant à la réunion 
de deux classes est inférieure ou égale à l'indice de niveau associé 
à cette réunion. 

V q £ Q, Vq'eQ:E{d(i,i')l icquq' ; i ' equq ' }/N (quq' ) < ô(q,q') 

Pour la démonstration nous procéderons par récurrence. Au début 
de l'algorithme toutes les classes ne contiennent qu'un seul objet . 
La relation à démontrer se réduit donc à : 

V i e l , V i' e I : d(i,i') < 6({i}, U'} ) = d(i,i') 

Elle est donc vraie dans ce cas. Supposons qu'elle le soit enco­
re au pas h, et que le pas h+X consiste à fusionner les deux clas­
ses q' et q". Il faut alors montrer que la relation tient encore avec 
la nouvelle classe q'u q" : 

V q ^ q',q" : T. {d (i ,i ' ) | i , i ' equq'uq" }/N (quq ' uq" ) < 6 (q,q'uq" ) 

Les classes q, q' et q" étant d'intersections vides, on peut cal­
culer la moyenne M , qui constitue la partie gauche de cette inégalité, 
à l'aide de 3 moyennes partielles. 

M a Kdfi.i') li,i'eq}+ BS{d(i.i') i.i'eq'uq1'} + v£{d(i.i' lieq.i'eq'uq"} 
w " N ( q ) Ntq'uq") CardqCard(q'uq") 

où les coefficients a, 3 et y sont de somme égale à l'unité. Considé­
rons le premier terme de cette somme. Si la classe q est réduite à 
un seul objet ce terme n'existe pas, mais cela n'entache pas la suite 
de la démonstration. Si la classe q a au moins deux objets c'est 
qu'elle provient de la fusion de deux classes q et q« à une étape an­
térieure. Par l'hypothèse de récurrence on a donc : 

Z{d(i,i') |i,i' €q}/N(q) < 6(qL , q2) 

d'autre part, le principe même de la construction hiérarchique fait 
que 6 (qx ,q2> ^ 6(q,q'uq") puisque q1 et q2 ont déjà été fusionnées 

au pas h alors que q ne 1 ' est pas encore avec q * uq". 

Considérons maintenant le deuxième terme de la décomposition de 
M. Par l'hypothèse de récurrence on a : 

ï{d(i,i') |i,i' eq,uq")/fcï(q,uq") * ô(q' ,q") 

Et <S(q',q") < <S(q,q'uq" ) car on sait qu'il ne peut y avoir in­
version de niveaux dans l'agrégation par la distance moyenne. 

Enfin le troisième terme de la décomposition de M n'est autre que 
6(q,q'uq") lui-même comme les coefficients a , B et y sont tels que 
a + 3 + Y = l il en résulte que M < Ô(q,q'uq") ce qui achève la dé­
monstration. 
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Remarque 1 

I l peut arr iver que c e r t a i n e s d i s t a n c e s i n t r a - c l a s s e s soient su­
périeures à une d i s t a n c e i n t e r c l a s s e ( indice de diamètre) a i n s i dans 
l 'exemple suivant : I = {r, u , v , w} 
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d(u,v) ~ d(v,w) ; on choisit d'agglomérer d'abord u et v ; si l'on 
prend la classe q = (u, v, w} , d(u , w) = 2 est plus grand que 
<5(q, (r}) = 1.79 ; cependant la moyenne des distances internes à la 
classe q n'est que de 1.33 ; mais ce que dit la proposition précé­
dente est plus contraignant : la moyenne des distances internes à 
qu{r} = I est inférieure à 6(q,{r}). Cette moyenne est en effet éga­
le à 1.56. 

2.2 Borne supérieure de l'Indice de niveau : Pour tout i on pose : 
t(i) = max {d (i, i ' ) | i ' e I - ti} } ; q et q* désignent maintenant les 
deux dernières classes de la hiérarchie à fusionner au dernier pas de 
l'algorithme de la distance moyenne : quq' = I ? 6(q,q') représente 
donc la plus grande valeur de l'indice de niveau, nous l'écrirons 
PGiN en abrégé. 

Proposition 2 

La moyenne sur l'ensemble I des longueurs maxima t(i), des seg­
ments issus d'un même point i, est supérieure ou égale au plus haut 
niveau de la hiérarchie de la distance moyenne (PGiN) 

E(t(i)|i€l}/Card I > 6(q,q') 

En effet : 

6(q,q') = I{d(i,i') i eq,|i' eq'}/(Cardq Card q ' ) 

En remplaçant les d{i,i') par les t(i) qui leur sont supérieurs : 

6(q,q')< Z{t(i)|ieq, i'eq'}/ Cardq Cardq' 

Les termes à additionner ne dépendant pas de i' cela s'écrit : 

6(q,q') < Cardq» E {t (i) | i e q}/Cardq Cardq' 

<5(q,q') < I{t(i) |i €q}/Cardq 

d'une façon analogue on aurait pu obtenir 

ô(q,q') < Z{t(i')tL'€q'}/Cardq' 

En multipliant la première de ces deux inégalités par Card q , la 
seconde par Card q ' , et en ajoutant membre à membre : 

s o i t 

(Card q + C a r d q ' ) 6 ( q , q ' ) s I { t ( i ) I i e q u q '} 

ô ( q , q ' ) < Z { t ( i ) | i e ! } / C a r d I 
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Remarque 2 

On peut trouver des exemples où cette borne supérieure est attein­
te, comme dans la situation plane suivante où r se trouve au centre 
d'un cercle de rayon 2 passant par les points u, v, w qui sont entre 
eux à des distances plus petites que 2. 

A. 

AA. 

4/-

JUL AJ- <Uf-

o 

Z 

z 
z 

o 

À 

4%k 

0 

4 0 

A AT-

A 

AJL 1/" / W X 

t(r) = t(u) = t(v) = t(w) = 2 ; la moyenne des t(i) vaut donc 
aussi 2... comme le plus haut niveau de la hiérarchie. 

On appellera désormais h cette borne supérieure du PGiN. 

Remarque 3 

Si l'on considère la hiérarchie obtenue par le saut minimum q 
et q' étant toujours les deux dernières classes agglomérées on a : 

ô(q,q') = min{d(i,i') |i eq, i' eq'} 

En remplaçant les d(i,i') par les t(i) 

ô(q,q*) < min{t(i)|i e q} = mini maxitd(i,i') 

Là encore cette borne supérieure peut être atteinte. Reprenons 
l'exemple de la remarque 1 ; on prend encore q = {u, v, w} 

A.C--

A . . 

0-. 

6(q, {r}) = 1.6 

t(u) = 2 ; t(v) =1.6 ; t(w) =2 ; 

t(r) = 1.89 

min.t(i) 1.6 

AJU nh /Uh 

Enfin dans le cas de la hiérarchie de l'agglomération par le dia­
mètre on a évidemment dans tous les cas : 

ô(q,q') = max(d(i,i') |i eq, i' eq') 

= max{d(i,i') |i, i' e 1} 

car à l'intérieur d'une partie q de la hiérarchie toutes les distan­
ces sont inférieures à celles qui impliquent des points de q. 
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En résumé, pour les trois stratégies élémentaires d'agrégation -
saut minimum, distance moyenne, diamètre - la borne supérieure des in 
dices de niveau s'obtient en prenant respectivement le minimum, la 
moyenne et le maximum, des longueurs maxima des segments issus d'un 
même point. 

2.3 Borne Inférieure du plu* grand Indice de niveau [PGIN] •; Nous ne 
traiterons ici que de l'agglomération par la distance moyenne. La dé­
monstration de la proposition 2 du § précédent peut se conduire de fa 
çon analogue, en inversant le sens de l'inégalité, pour obtenir un mi­
norant de PGiN. 

Posons s(i) = min{d(i,i') |i' e I - {i}} 

on obtient : ô(q,q') > I{s(i)|i el}/Card I 

Mais on peut obtenir une borne inférieure du PGiN. 

Proposition 3 

Le PGiN est supérieur ou égal à la moyenne de toutes les distan­
ces deux à deux entre points de I. 

q et q' étant comme ci-dessus les deux dernières classes à réu­
nir : 

<5Cq,q') > £{d(i,i') |i el, i ' e I}/(Card I . (Card I-1 )/2) 

c'est une conséquence immédiate de la Proposition 1. 

Comme pour la borne supérieure h, la borne inférieure du PGiN, 
que nous appellerons désormais l peut être atteinte dans des cas très 
particuliers : 3 points aux sommets d'un triangle équilatéral, ou 4 
points aux sommets d'un tétraèdre dont toutes les arêtes sont égales, 
etc. . 

Remarque 4 

Ces cas particuliers correspondent à une distribution sphérique 
donc parfaitement non classifiable. Reprenons alors l'exemple de la 
remarque 2 ; si l'on y fait d(u,v) = d(v,w) = e, d(u,w) est de l'or­
dre de 2e. Lorsque e tend vers zéro les 3 points u, v, w tendent à 
se confondre et l'arbre hiérarchique tend vers un arbre à deux niveaux 
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où les 3 points u, v, w seraient agrégés ensemble au niveau 0, le PGiN 
restant égal à 2. On voit bien qu'il s'agit là d'une situation extrême 
opposée qu'on peut qualifier de parfaitement classifiable. 

Quoi qu'il en soit, la diversité des situations classifiables 
ne se résume pas â ce seul cas aussi n'irons-nous pas plus loin dans 
cette direction. 
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3 Application* 

En vue de l'utilisation de l'algorithme des voisinages réducti­
bles il est tout à fait possible de calculer les bornes du PGiN au 
fur et à mesure du calcul des distances initiales (ce qui implique 
de les calculer toutes) , qui est la phase préliminaire à la plupart 
des programmes de classification ascendante hiérarchique. (On note­
ra toutefois que l'agrégation préalable des individus à classer en 
boules de rayon égal, permet d'éviter de calculer toutes les distan­
ces initiales). 

Nous nous sommes limités à 4 exemples de données booléennes pour 
lesquelles on a calculé l'indice de distance de Jaccard qui s'est a-
véré utile notamment pour les données phytosociologiques. Pour chacun 
de ces exemples on donne les bornes inférieure et supérieure du PGiN, 
la vraie valeur du PGiN obtenue dans l'agglomération par la distance 
moyenne, le nombre et le pourcentage de distances supérieures à la 
borne suoérieure (qui ne seraient pas prises en comote dans l'algorith­
me des voisinages réductibles). Voici une description succinte de ces 
exemples. 

1) Exemple "NVZD" 

L'étude porte sur la Nouvelle-Zélande et quelques îlots avoisi-
nants, soient 11 îles au total. Les données ont été publiées par To-
bler,Mielke et Detwyler (cf. bibliographie) sous forme d'une matrice 
carrée donnant pour chaque paire i, i' d'îles, le nombre d' espèces 
végétales communes à i et à i ' ; la diagonale comprenant le nombre 
total d'espèces de chacune des îles, cela permet de calculer aisément 
l'indice de Jaccard. 

2) Exemple "CENCOM" 

Les données publiées initialement par Berry, dans le livre de 
Garrison et Marble reprises par J.C. Chevailler puis par nous dans une 
autre étude, (cf. Roux 1976) sont constituées par 36 centres commer­
ciaux, d'une même agglomération urbaine, pour lesquels on a relevé la 
présence ou l'absence de 34 types de commerces. La classification por­
te sur les 3 6 centres commerciaux. 

3) Exemple "ALP.MAR" 

Il s'agit de l'exemple phytosociologique déjà étudié dans Benzé-
cri et coll., 1973 (TI C n° 3') dont on a extrait un sous -ensemble 
aussi représentatif que possible et comportant 28 relevés et 240 es­
pèces végétales (cf. A. Lacoste 1971). 

4) Exemple "ALPES" 

C'est encore un ensemble de relevés de phytosociologie alpine , 
figurant également dans Benzécri et coll., 1973 (TI C n° s 2 et 3) . 
Il comporte 55 relevés pour 174 espèces. 

Voici les résultats : 

NVZD 

CENCOM 

ALP.MAR 

ALPES 

nb. d'ob­
jets 

11 

36 

28 

55 

Borne 
inf. 

.906 

.786 

.835 

.846 

Borne 
sup. 

.990 

.988 

.981 

.984 

PGiN 

.970 

.884 

.938 

.921 

dist.> 
b. sup. 

7 

55 

18 

47 

nb. de 
dist. 

55 

630 

378 

1485 

% 

13% 

9% 

5% 

3% 
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Quelques remarques s'imposent : le PGiN est dans tous les cas re­
lativement proche de sa borne supérieure ; malgré cela le pourcentage 
de distances éliminées parce que supérieures à cette borne supérieure 
est faible et ne permet donc pas d'augurer un bon profit pour l'algo­
rithme des voisinages réductibles. 

4 Conclusion 

Par des raisonnements assez simples nous sommes arrivés à donner 
une "fourchette" pour la valeur du plus grand indice de niveau asso­
cié à la hiérarchie de la distance moyenne. Sur des exemples de don­
nées booléennes, le calcul effectif de la borne supérieure, comparé à 
la vraie valeur de cet indice, a donné des résultats satisfaisants . 

L'application de ces considérations à l'algorithme des voisina­
ges réductibles est tout à fait possible puisqu'il est très facile de 
calculer, en même temps que la matrice des distances, les bornes 'de 
l'indice de niveau. Cependant si l'on fixe le seuil initial égal à la 
borne supérieure, bien que cela évite toute réévaluation du seuil en 
cours de route, le nombre des distances ainsi éliminées semble trop 
faible pour améliorer substantiellement les temps de calcul. La bonne 
solution réside certainement dans le choix d'un seuil plus petit qui 
ne sera réévalué qu'une fois ou deux au cours du calcul. Nos inégali­
tés aideront alors à choisir plus précisément ce seuil. 
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