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L’ANALYSE DE CERTAINS TABLEAUX
RECTANGULAIRES DECOMPOSES EN BLOCS :
GENERALISATION DES PROPRIETES RENCONTREES
DANS L'’ETUDE DES CORRESPONDANCES MULTIPLES.
I. DEFINITIONS ET APPLICATIONS A L’ANALYSE

CANONIQUE DES VARIABLES QUALITATIVES
[ANA. BLOCS 1] (2 suivre).

par P. Cazes ()
1 Introduction

Les correspondances &tudifes ici peuvent &tre considérées comme
des généralisations du tableau de BURT construit. dans 1l'é&tude des co=
respondances multiples : ce sont des tableaux kIJ juxtaposition de ta-
bleaux quJq' et qui sont tels que pour tout g (resp. q') le centre
de gravité du nuage des profils des lignes i de Iq (resp. colonne 3j

de Jq,) est confondu avec le centre de gravité global. Au § 2 on donne
les conditions pour qu'il en soit ainsi, et on étudie les propriétés
de la correspondance kIJ. On montre en particulier gque l'inertie tota-
le de kIJ est égale 3 la moyenne des inerties de chaque sous-tableau
quJq' ; et que la valeur propre la plus élevée issue de kIJ est in-
férieure ou égale & la moyenne des valeurs propres les plus &levées
A?q' issues des tableaux kI

qJq

Au § 3, on examine le cas particulier d'un tableau kIJ , ou J

est l'union disjointe d'ensembles Jq , I pouvant étre un ensemble d'in-

dividus ou d’'observations, et on &tudie les propriétés de ce tableau
et des tableaux dérivés obtenus en croisant, comme dans les correspon-
dances multiples, J avec lui-méme, ou deux sous-ensembles de J.

Ce dernier cas revét une grande importance pratique . En effet
pour expliquer un ensemble Q de variables qualitatives dont 1'ensem-
ble des modalité@s est L par un autre ensemble Q' de variables qua-
litatives dont l'ensemble des modalités est L', il est d'usage d'a-
nalyser le sous-tableau de Burt L xL' ; (construit d'aprés un ensem-
ble I d'individus de base). A tout individu nouveau is est alors
associée une ligne (description de is par les modalités explicati-
ves L') qui par ses similitudes aux lignes décrivant les individus de
base permet de prédire ou d'estimer la colonne inconnue des modalités
L des variables & expliquer afférentes & is. Or l'efficacité de ce
procédé repose sur l'hypothé&se que pour les individus de base a moins,
les valeurs des facteurs calculés en les adjoignant au sous - tableau
de Burt Lx L' soit comme ligne (d'apré&s les variables explicatives)
soit comme colonne (d'apré&s les variables & expliquer) sont fortement
corrélées entre elles. Au §3.2.2, nous donnons pour les coefficients de
corrélation en cause des bornes précises.

(1) Maftre-assistant, laboratoire de statistique. Univ. P. et M. Curie
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Au § 4, on donne plusieurs généralisations des correspondances muk
tiples, généralisations obtenues soit par codage flou, soit en codant
par o _ (et non plus par 1) la présence & une modalité d'une question

q (codage pondé&ré).

On fait des rappels sur le tableau de Burt modifié et sur les com
tributions d'une question (contributions totales ou sur un facteur )
dans un tableau disjonctif complet, un tableau de Burt ou un sous-ta-
bleau de ce tableau ; on indique comment égaliser ces contributions &
1'aide du codage pondéré&. On donne enfin guelques caractéristiques as-
sociées aux questions, ce qui permet d'une part de les représenter sur
les axes factoriels déterminés par leurs modalités, et d 'autre part
d'avoir des aides 3 l'interprétation, analogues a celles données pour
les modalités, et utiles pour "nettoyer" un questionnaire comportant
beaucoup de questions.

Au § 5, approfondissant une idée de B. Escofier (cf [Qualitatives
et quantitatives], Cakiers Vol IV n® 2, pp 137-146), on traite de 1'é&
tude simultanée de variables qualitatives et quantitatives, générali-
sant ainsi d'une autre fagon les correspondances multiples , tandis
qu'au § 6 on étudie quelques cas modéles associés aux tableaux défi-
nis aux §§ 4 et 5, ce qui permet en particulier de montrer 1l'utilité
de raisonner sur le tableau de Burt modifié.

2 Etude de tableaux composés de blocs et tels que Le centre de gra-
vité de chaque bloc s04if confondu avec Le centre de ghaviié gfobal.

2.1 Notations : Conditions poun que Le centre de gravité de chaque
bloc 404t confondu avec e centrhe de graviié global.

On considére un tableau de correspondance kIJ sur le produit de

deux ensembles finis I et J, et l'on suppose que I (resp. J) est
l'union disjointe d'ensembles Iq (resp. Jq.) :

u {I lgexk}
q } (1)
J=uv {Jq.IqEK}

I

On suppose de plus gue pour tout couple (g, q') dppartenant &

K x K', on a une correspondance (k_ _,) (on notera aussi k__, ou
k 1 1 k (llq fada, iti 4
Iqu.) et que le tableau 17 est la juxtaposition des (qu.&qu.

Pour que le nuage des profils des lignes i de Iq , associées au

tableau kIJ ait méme centre de gravité que le nuage des profils de
toutes les lignes i de kIJ ,on doit avoir, en désignant par k(i) ,
k (3), respectivement la somme de la ligne i et de la colonne ‘j du
tableau kIJ et par k le total des &€léments de ce tableau :

¥ 3T : k(i) /K) (k(i,3)/k (1D 1eT /G Lk (1) /k) 1T D)=k (3) /k
Posant : ag = t{k (i) ]i qu}/k (2)
on déduit de la relation précédente que :
N s k(i) |1 - .

jedg {k(i J)|1EIq} ag k (3) (3)

De méme pour que le nuage des profils des colonnes j de Jq'
associées & kIJ ait méme centre de gravité que le centre de gravité

global, on doit avoir : ¥ ieI :I{k(i,j)]] eJq.} =bq, k(i) (4)
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avec
b = E{ k j je J ] k 5

Nous supposerons dans tout ce § 2 gue pour tout gq (resp. q') ap-
partenant 3 K (resp. K') la relation (3) (resp.(4)) est vérifiée, au-
quel cas le centre de gravité de tout sous-ensemble Iq de I (resp. Jq.

de J) est confondu avec le centre de gravité de I (resp. J) ; nous
verrons gque tous les tableaux considérés aux §§ suivants vérifient ces
relations, K (ou K') pouvant se réduire & un élément, ce'qui est le
cas pour un tableau disjonctif complet.

Remarque : aq (resp. b_,) est le poids du sous-ensemble Iq (resp.

Jq') de I (resp. J), et l'on a par construction :

Z{aqlqc K} = Z{bq.lq' €K'} =1 (6)
ay = {aq|qe K} (resp. b
babilité sur K (resp. K').

K= {bq.lq'e K'}) est donc une loi de pro-

2.2 Lodis mangdinales - Lois conditionnelles - équation des facteuns
454us du Tabfeau hlJ'

Nous noterons respectivement £ les lois de probabi-

13 % Prqaq' -

lités associées aux tableaux kI et & ses blocs Iq XJq. H

fIJ = kIJ/k ; pIqu' =(qu Iqul/k [ (7)

qu, étant le total des éléments du tableau (k ,) , et nous dé-

IgqJq'
1 I J :
signerons par fI ,fJ, fJ., fI (resp. pIq ,pJq, ’pJg' 'pIq) les lois
marginales et les lois conditionnelles associées au tableau fIJ (resp.

pIqu.).
De (3) et (4) il est facile de déduire que :
k = b k
aq' ~ % “q’ 8
et que si £ = {fIqu € K}, £, = {qu,Iq’ €K'}, ona :
f19 = 2q P1q 7 f3q' = Pq' Pyq e
De méme, l'on tire de (7), (8), (9) que les blocs fgg et fIq
de fﬁ et fI s'écrivent :
Jq'_ Jq' . Ig Ig
fIq ag Prq qu- bq- Pyq'
si (pl = {quIqs K}, ¢7 = (79" |[g' € K'}) est un couple de fac-

teurs associés issu de k

et relatif & la valeur propre A, il .véri-
fie donc les relations :

g’

ag ¢'9 . pIq lg ek} = /X 7%

(10)
9, ]q'e k" = /X 919

Jq’
Z{bql“’ ° PJq

Notons que du fait des relations (3) et (4), tous les facteurs non
triviaux de kIJ sont centrés sur chaque Iq (resp. Jq.), et que si wK
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(resp. llix') est une fonction de moyenne nulle sur K (resp. K') muni de
(resp. byt), la fonction wI (resp. «pJ) constante sur I_ (resp.

K '
J_,) et égale & e (resp. ve ) est un facteur associé& a la valeur propre
: CJ; CK.) pour

nulle. I1 y a donc au plus, en notant CI (resp. Cx s
CardI (resp. CardK ; CardJ ; Cardk') * min(CI-CK ,CJ-CK.) facteurs

la loi a

non triviaux issus de kIJ'

2.3 Décomposition de L'inentie de kIJ en fonction de celle de ses blocs:

L'inertie totale In associée au tableau kIJ s'écrit :

2, s .
In—Z{(fij-fifj)/(fifj)heI, jeJ} (11)
Or pour (i,j) e Iqx Jq' ,on a d'aprés (7), (8) et (9) :
ELo= b i j
£ j = agPqe pIq(l) pJq.(J) (12)

fij aqbql PIqul(irj)

Des relations (11) et (12, 1'on dé&duit que :
In= E{aqbq. Inqq.lqu, q'eK'} (13)
o In__, désigne 1l'inertie associée au tableau k__, ; In est donc la

aq
moyenne sur K x K' des In , KxK' &tant muni de la loi ag ® bK"

qq’

La contribution du bloc I qu. d In est égale a aq bq' Inqq. ’

tandis que les contributions de I_ et J_, & In s'écrivent réspective-
ment : q g

CR(I =a_I{b In 'eK'

CR(Ig) = ag Hbg: Inggulat <X’} (14)

CR(J =b,L I
( q|) a {aq nq

Si {)\ala € Aqq'} désigne l'ensemble des valeurs propres non tri-
viales issues de qu. , la formule (13) s'écrit encore :

, K
qlqE }

In= I Z{x ' K, ' ' 5
n {aqbq. {aldeAqq}Iqe q' eK'} (15)

Remarques
1) Si 1'on pose :

B k(i,3)

¥ (i,j) € Iquq' s k'(i,3) = uq q'
ol les aq (resp. B_,) sont des quantités fixées, le tableau k'IJ ainsi
construit vérifie les &quations (3) et (4) od k(i,3), k(i), k(j), a

et b_, sont respectivement remplacés par k'(i,3j), k'(i), k'(3), a'q et

b'q. ) avec :

a'
q

b’
q

aq aq /z{aq" aqul q e K }
L] b L] z n " " '
Bq o / {Bq bq | g" € K"}

(16)

* Pour simplifier l'éeriture, nous noterons souvent €, au lieu de Card A

pour désigner le cardinal d'un ensemble A.
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Les formules (13) et (14) ol aq et bq. sont respectivement rempla-
cés par a'q et b'_, donnent alors respectivement la décomposition de
l'inertie de k'IJ et les contributions de Iq et Jq. 8 cette inertie .
On voit en particulier que si tous les B_sont &gaux & 1, la contribu-
tion de I est multipliée par aq/):{aq.. agn | " € XK} ; il en résulte que
si 1'on désire que cette contribution soit proportionnelle & une gquan-
tité 4 fixée, il suffira de poser aq = dq/CR(Iq), auquel cas la con-

tribution de Iq sera égale &
d 1} " R I " " K -
g/ (Flagn dgu/CR(I, ) g" e Kb

On peut de méme en prenant aq =1, B, =e ,/CR(Jq,) (q' €« K') ren-
dre la contribution de J_, proportionnelle & la quantité eq, ,mais 1'on
ne peut pas par le procédé précédent rendre simultanément les contribu-
tions des I_ proportionnelles aux d_ et celles des J_, proportionnelles
aux eq,. a 9 9

2) Soit (Fi ’ Gg) un couple de facteurs associés issus de kIJ , de
variance la valeur propre Au’ Les contributions de Iq(q € K) et de Jq.
(g' €eK') a 1l'inertie de l'axe o s'écrivent respectivement :

_ 2,00,

CTRu(Iq) = I{k (i) Fu(l)lls Iq}/k
R

CTRa(Jq.) = £{k(j) G (3)|je Jq.}/k

et on a :
In = Z{CTRa(Iq)IOLsA, geK} = ):{c'rRa(Jq.)laeA, q' €K'}
A désignant l'ensemble des facteurs non triviaux issus de kIJ

On peut rapporter CTR, (I ) (resp. CTRa(J 1)) soit & )‘a , soit a
CTR(I ) (resp. CTR(J ). 4

Ces con51dérat10ns seront explicitées au § 4.5.2 pour définir des
aides & l'interprétation basées sur les questions dans le cas de 1l'ana-
lyse des correspondances multiples.

3) Dans le cas ol les tableaux k__, ont le méme total, ce qui est
en général réalisé, les formules (1 0)‘;1q(12) d (15) se simplifient car :
¥geK : a_=1/C
q K (17)
¥ q'eK' : bq, = 1/Cp,

ol on a noté rappelons-le CK pour Cardk et CK' pour CardK'.

Ce cas est en particulier réalisé& si chaque tableau qu. est le
tableau croisant deux variables qualitatives dont 1l'ensemble des mo-
dalités est respectivement Iq et Jq, ; le total de chaque sous-tableau
qq étant égal au nombre de sujets enquétés. Dans ce cas In_,est le ¢2(~)

e!11tre les variables q et q', que l'on notera ¢ aq’ ; la formule (13) s'écrit
alors :

(*) rappelons que le ¢ associé da deux variables qualitatives X et Y
est la quantitéi,%(pij -pipj)e/(pip .) associée au tableau de corres-
pondance Prg crotsant 1'ensemble des modalités I de X avec l'ensemble des mo-
dalités J de Y.
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In = z{¢§q. gek, q'e K'}/(cK Cxr) (18)

formule daja donnée en terme de chi-deux par A. Leclerc (Thé&se 3° cy-
cle, Paris 1973).
Si de plus K = K', et que ¥ geK : Iq = Jq , le tableau kIJ qui

est symétrique est un tableau de Burt, et la formule précédente s'é-
crit encore :

In = Z{¢2 J1eX, g' e K}/(CK-)2
- Ll 1
R €g-Cg+ilo i lack, q' ek, q #q'H/(Cy)
i = d -1.
puisque ¢qq Car Jq

On retrouve ainsi une formule classique d&ja donnée par Saporta
(thése 3° cycle, Paris, 1975).

2.4 Majoration de La plus grande valeur propre issue de kIJ en _fonc-
tion des plus grandes valeurs propres issues des sous-tableaux qu.

)
Théoréme 1 : Soit A, (resp. A?q ) la valeur propre la plus é&levée
(autre que la valeur propre triviale) issue du tableau kIJ (resp. du
sous-tableau quJq')’ alors on a :

A € XKK' (20)
XKK' désignant la moyenne des X?q' sur KXK' muni de la loi produit
axe bK,.

Yexr = Hag boy 23 g ek, ' ex) (21)

Ce théoréme est une conséquence directe du théordme 2 &noncé ci-
dessous.

A partir de fIJ (resp. pIqu.) qui est une loi de probabilité sur IxJ(resp,
E;Jéo,on paut définir la covaria?ce et la corrélation entre deux fonc-
tions wI et wJ (resp. qu et qu ) considérées comme des fonctions sur
IxJ (resp. Iq x Jq,), la premiére ne dépendant que de I (resp. Iq) et
la seconde que de J (resp. Jq.). On a alors :

L}
Théoréme 2 : Si Corr? (wI, WJ)(resp. Corrz(qu'wJq )} désigne le

L}
carré de la corrélation entre WI et wJ (resp. qu et qu ), on a :
v
Corrz(wI, wJ) < Z{aqbq, Corrz(qu, vJd Jlaek, " € K'} (22)
Igq Jq' . s I J
14 (resp. ¢ ) désignant la restriction de ¥~ (resp. ¥°) & Iq (resp.
J ). '
q

Si (wI, wJ) désigne le couple de facteurs associés, relatif 3 la
plus grande valeur propre X; de kIJ ;on a alors :

L]
A = Corrz(wI, wJ) SZ{aqbq, Corrz(qu, qu ) g€k, q' €K'}
L]
SZ{aqbq, A?q gek, g'e K'}

1]
la derniére inégalité résultant de ce que qu réalise le maximum du
carré de la corrélation entre une fonction sur Iq et une fonction sur

Jq" On obtient ainsi le théoréme 1.
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V;{,w(“{:@%& = {e‘q(‘ f‘?’—(d ) ~ ?ﬁgg,;?ql
s (S
Notons qu'il résulte en particulier de (6), (20) et (21) que : Hﬂ
Ay o< SUP{A?q'I(q, q') €eKxK'} (23) ﬂ“T.—;
A
Il nous reste maintenant a3 démontrer le théoréme 2 ; &
e/
£ Si Cov(wI, sPJ) désigne la covariance entre !PI et wJ, et moy (tPI) P;
[’
'{ (resp. moy(vJ)) la moyenne de \OI (resp. WJ), on a : “;
3 Cov(¢I,¢J) =Z{fij Wi vlie1, 3¢} -moy(wI) moy(ﬂPJ) Q‘
y . . 6— F]
; _ _ i 3y, . )
9‘5‘ —)3{(fij fifj)v v'lieI, jed} ﬁ"ﬁ
b Compte-tenu de (12), on a : u.&;
3
Y coviw®,0’) = zlagp . Cove™, v’qhlq <K, q' ¢ K} (24) ?ﬁy
", Si Var(lPI) (resp. Var(wJ)) désigne la variance de WI Sresp. wJ) et
.
{¢-, si 02q (resp. 0;,) désigne la variance de tPIq (resp. qu ), on a de
“méme :
" /" var(el) = r{a o2 | qgexk?} S
\ 7 1 3 / (25)
\’ Var (%) = Z{bq, cq.l q'e K" ¢
On pourra supposer, sans perte de généralités que WI et th sont
de variance 1, auquel cas Cov(&pI, vJJ) est &gal & Corr(wI, spJ). On a a-
.
lors si pqq' désigne la corrélation entre thq et qu :
I J v [}
Corr(y~,» )=£{aqbq. och, oqq,lqu, q' € K'} (26)
avec
z{aq Uzq Iq e R} = Z{bq, ozq. |[g'e K'} =1 (27)
On déduit alors de (26) et (27) en appliquant deux fois 1l'inégali-
té de Schwarz, la premi&re fois sur K muni de la loi ay et la seconde
sur K' muni de la loi bK' que:
ICorr(wI,wJ)l < Z{bq.oq,z{achlpqq,l lqe K}2|q' €K'}
< Z'{bq,oq,(Z{aq oqq,Iq € K})l/ la' e x'}
< (Z{bq. (Z{aq péq, | geKl) | q' e K'})l/2
' 1/2
= (Z{aq bqv pqqllq €K, g' ¢ K'}) /
d'olt en &levant au carré 1'inégalité recherchée.
3 Application au cas d'un tableau k composé de blocs h , et aux
1] 1Jq
tableaux dénivés croisant deux sous-ensembles de J.
3.1 Les tableaux généraux considénés.
On considére ici un tableau kIJ + et l'on suppose que 1l'ensemble
J est muni d'une partition :
J=u {Jqlq e Q} (28)
. Fa Yaqo
0 D whh aw drge 99 Ty
Pak 184 o, G " A £
-t L S N T AR C
4 f 7y, E \’f ew;‘fc ok g . i{ b;
S . N 1T i 2 @‘éw}
R L A W APRIR SR S L
{ﬁ (@7 “a i 6@ i k\\r%\' i 2 Qf‘ Q-
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le tableau ky, étant tel qu'il existe un systéme ¢ = {cq|q € Q} de nom-
bres positifs de total 1 :

E{cqlq e Ql =1 (29)
avec le systé&me des relations :

¥V iel: Z{k(i,j)ljeJq}=cq£{k(i,j)|jeJ} 30)
=ch(i)

Le tableau kIJ peut &tre un tableau dédoublé, auquel cas, V q €Q,
Carqu = 2 ; ce peut &tre un tableau disjonctif complet, ou une généra-
lisation de ce dernier tableau, par exemple si on utilise un codage
pondéré ou un codage flou (cf § 4.2).

Le tableau k]:J vérifiant la relation (4) (ol bq est remplacé par
cq) , on en déduit que dans l'analyse des correspondances de ce tableau
le centre de gravité des éléments de Jq est confondu avec le centre de
gravité des éléments de J.

Au tableau kIJ on associe le tableau symétrique BJJ qu'on appelle-
ra tableau de Burt et qui est défini par :

¥ jed, j'ed :B(3,i")={k(i,Nk(i,3")/k(i)|ie T} (31)

On sait (cf Traité TII B n® 9 § 5) que l'analyse de B,
valente & celle de kIJ + B

I est &qui-

33 et kIJ ayant mémes facteurs de variance 1

sur J, tandis que les valeurs propres issues de B sont les carrés de

JJ
celles issues de kIJ‘ Dans le cas ol kIJ est un tableau disjonctif com-
plet, BJJ est au facteur 1/CardQ(=1/k(i)) prés le tableau de Burt usuel

associé a kIJ'

Soit maintenant K et K' deux parties de Q, L (resp. L') l'union
disjointe des Jq pour q appartenant & K (resp. K') :

L=U{Jq|qu}. L' =u{Jq|qu'} (32)
On considére le tableau CLL' suivant :

quK,Vq'eK',VjeJq,Vj'eJq.:

Cc(3,3") = Z{k(i,3)k(i,3")/k(i) |1 e1} (33)

CLL' est un sous-tableau de BJJ que 1l'on appellera sous-tableau de Burt.

Si K =K', et donc L =1L"', Cpp+ est un tableau de Burt (associé au
sous~tableau kIL de kIJ) qui est, si K=K'=(Q, identique a By
donc considérer que B

g ° On peut

33 L' ¢ les propriétés
établies ci-dessous pour CLL' sont donc &galement valables pour B

est un cas particulier de C
JJ-°
De (30) et (33) 1l'on déduit que :

¥ jeL, ¥ g'ek' : z{cl3,i") |3 eJq,}= cq.):{k(i,j) |ie1}
= Cq-k(j) (34)
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d'ol 1'on tire, en posant :

b , = cq,/):{cqlqu'}, (35)

ql
¥ jeL, ¥ q'eK' :Z{C(j,j')Ij'eJq.}=bq,Z{C(j,j')|j'eL'} (36)

De mé&me, on a en posant :

= ' 37
ag cq/ 2{cq,|q e K} (37)

¥ j'eL', ¥ geK: Z{C(j,j')|jeJq} =an{C(j,j’)]je L} (38)

Le tableau Copt vérifie donc (3) et (4) (on kIJ est remplacé par
CLL') : toutes les propriétés données au § 2 (décomposition de l'iner-
tie, majoration de la plus grande valeur propre) s'appliquent donc a

C
LL'
(resp. Jq. » 9' € K') est confondu avec le centre de gravité global.Nous

; en particulier le centre de gravité des é&léments de Jq (@ € K))

donnons au § suivant d'autres caractéristiques de l'analyse des cor-
respondances de CLL" caractéristiques traduisant la structure particu-
liére de CLL' , et généralisant les propriétés d'un sous-tableau de Burt usuel
(i.e. issu d'un questionnaire sous forme disjonctive compléte).

Remarques
1) Dans le cas du tableau de Burt (K = K' = Q), on dé&duit de (29),

35 t (37 =b_ =
(35) et ( )que_aq q cq

2) Si k(i) est &gal 3 une constante A, dans les formules (31) et
(33) définissant BJJ et CLL' ,on ne divise pas en général par k(i) , ce

. . v ' -
qui revient 3 considérer les tableaux BJJ ABJJ et C LL' ACLL' .

3.2 Efude des propriétés de CLL'

3.2.1 Proprittés extrnimales des facteuns

Les propriétés extrémales des facteurs d'un sous-tableau d'un ta-
bleau de Burt données dans [EXTR. FAC.] (cf Cahiers, Vol II n° 2,
pp 143-160) se gé&néralisent aisément. Nous raisonnerons dans l1' espace

rT pour énoncer ces propriétés. A toute fonction qu on associera la

fonction qu de RI définie par :

I _ Jq I
vg =% o bz (39)

I . y
pJq étant la transition associée au sous-tableau kIJq de kIJ'

On supposera RI muni de la métrique définie a partir du tableau

kIJ +i.e. de la métrique dont la matrice dans la base canonique de RI

est diagonale et de i-&me terme diagonal k(i)/k.
I1 est facile de voir que l'on a alors :

<¢I,¢I,>

=X j'ed }
q q {pJqu 13 '

(G ) i eay g

ol pJqu, est le tableau croisant gq et g' et dont la somme des &lé&-

ments vaut 1, tableau qui est proportionnel au sous-tableau de

CJqu.
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CLL' et qui pour g = q' n'est pas forcément diagonal.

Nous allons supposer dans un premier temps les tableaux pJqqu

(g e K uK') diagonaux pour énoncer les propriétés extrémales, puis ver-
rons dans un deuxi&me temps comment lever cette hypothése.

Soit (¢ . WI" ) un couple de facteurs issus de C LL' ¢ et relatif a

la valeur propre A e
L} L}
= [thq|qu} ; WL = {qu |gq* ex'} (40)
Posons :

"K
o= Z{b pigilatex

= z{a wI lgeKl
q (41)

aq et bq' étant donnés par (37) et (35) respectivement, tandis que wlél
1
et wI. , sont les fonctions sur I associées a qu et qu respective -

ment et définies 3 partir de (39).

Al
I1 est facile de voir que si wL et wL sont de variance un,v’IK et
WII<. sont les facteurs obtenus en adjoignant respectivement les sous -

tableaux’ ki, et kip+ en €lément supplémentaire de Cpp+ Nous étudierons
les propriétés de ces facteurs au § 3.2.2.

Posons :
I I
T = <P'p +19gs>
R = z{aq bq Jle I -wI.Ilzlq €K, q' €K'}

N = z{a et llzlqu}

I.u |

N'= I 'eX'}
[qul(Pq q'eR

1
Alors les facteurs WL et ¢L rendent extrémum R (resp. T) sous

les conditions de normalisation a), b), ¢), d) (resp. a), b)) suivan-
tes

a) N=N' =1

b) (N+N'}/2=1

c) N=1

d) N'=1

Sous les conditions a) et b), ona : N=N' =1, R=2 (1L-T) =
2(1 -v%).

Sous la condition c¢) (resp. d)) , ona N =1, N' = X (resp. N =},
N'* =1), R=1-2A.

Si pJqu n'est pas diagonal, les résultats précédents restent va-

lables & condltlon de remplacer N par Z{a o9 ZJ |g e K} et N' par
Jq'

z{l; e IIpJq

ciée a pJqu (resp. pJq Jq’)

la' ex'}, pJ (resp. pJq,) étant la loi marginale asso-
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Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires
sur l'analyse du tableau CLL' quand les deux hypothé&ses suivantes sont
réalisées :

1) ¥ geKuK' est diagonal

* Paqaq
2 2 .
2) ¥lg, q') X" VK'Y, g # 9" = Pyogqr = PgPPgq:

Dans le cas oll les variables gq et g' sont qualitatives, 1l'hypo-
thése 2) correspond 3 l'indépendance de g et q'. Si g et q' sont
quantitatives (non découpées en classes), cette hypothé&se traduit, a-
vec le tableau kIJ étudié au § 5 la non-corrélation entre q et q' ,

tandis que si g est qualitative et g' quantitative, cette hypothése
exprime le fait gque la variance interclasse de q' relativement & la
partition induite par g est nulle.

Notons que si g est une variable gualitative, 1'hypothé&se 1) est
vérifiée avec le codage disjonctif complet usuel, ou le codage pondéré
(§ 4.2.2), mais pas avec le codage flou du § 4.2.3, tandis que si g
est quantitative, avec le modéle du § 5, cette hypothé&se n'est vérifiée
que si g est centrée réduite.

Pour interpréter géométriquement les hypothé&ses 1) et 2), intro-
duisons quelques notations :

Soit W_ le sous-espace de RI engendré par les fonctions ne dépen-
Jqgq I Jg Jgq, .
(7 o PJq (¢ e R %)

dant que de Jq ,1i.e. par les fonctions WI =
cet espace contient la droite des contantes GI. Nous désignerons par

W_q le sous-espace de W orthogonal a &%,

Alors 1l'hypothése 2) est équivalente 3 la condition suivante

q
tandis que 1l'hypothése 1) est équivalente & la condition suivante :

¥ (q,9') % uK'2, q#q' = w'q est orthogonal & W_,

L}
¥geQ, ¥ g'e KukK' : pgq est l'opérateur de projection de
q
wq sur Wq, .

On a alors le résultat suivant plus général que celui donné dans
[Extr. Fac.] (§ 5)mais dont la démonstration est tré&s voisine :

Si les hypothéses 1) et 2) sont vérifiées, l'analyse des corres-
pondances du tableau C ne se raméne 3 celle du tableau de Burt

LL'
BLUL',LUL' croisant l'union disjointe LuL' avec elle-méme que si :
. = [ [ -
Vqu.aq 1/CK,Vq e K 'bq' 1/CK,.

Dans ce cas, ces deux analyses sont respectivement équivalentes a
1l'analyse canonique des sous-espaces W et W' respectivement engendrés
par les Wq (g e K) et les Wq' (q' €eK'). A une valeur propre non trivia-

le ) issue de CLL' , correspond dans 1'analyse canonique de W et W' la valeur pro-
pre )‘CKCK’ ; 11 en résulte en particulier que )X est plus petite ou é&-
gale a 1/(CKCK.) résultat que l'on redémontrera de fagon différente au §
3.2.2. Notons que ACKCK. n'est autre que le carré de la corrélation en-

tre les fonctions ¢ et WI:'[(' définies plus haut (cf e.g. (40) et

K
(41)) , et que si g e KnK', auquel cas Wq eWnW', 1 est valeur propre

d'ordre Carqu de l'analyse canonique de W et W', et donc 1/(cK CK. )
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valeur propre d'ordre Carqu -1 (on a retiré la valeur propre triviale
associée a 61) issue de Cpp- Par ailleurs /Ty WIK f— WK. qui appar-
tiennent respectivement & W et W' sont les facteurs canoniques sur I, qui sont de va-
riance 1, si les facteurs WL et wL' issus de l'amalyse des correspondances de Lt le
sc”“:.L'hypotht‘ése aq = 1/CK pour q € K (resp. bq’ = 1/CK, pour q' €. K')
qui est équivalente d'aprés (37) (resp. (35)) & 1'&galité des cq pour
g e K (resp. cq. pour q' € K') s'obtient en &crivant que les équations

des facteurs issus de CLL' et de B (o

LuL',LuL’'

2 Jg  _ (94’
PJq (" oPJq

pour un facteur non trivial) sont compatibles. Notons que les pondéra-

¥ (q,q") €K uk'?, g # q' =977, 0 6%9= o

tions ¢ _(=c) pour geK et cq,(=c') pour q' € K' peuvent &tre diff éren-

tes. L'équivalence entre l'analyse de C L' et l'analyse canonique de W

L
et W' résulte de 1l'équation des facteurs de CLL' et de 1l'orthogonalité

des W-q pour ge K (resp. geK').

Remarque : On sait que l'analyse canonique de deux sous-espaces W
et W' revient & rechercher les couples de droites (A,A') avec A e W,

A' e W', faisant un angle 6 extrémal, la valeur propre associée j étant
égale a cosze.

L'analyse canonlque de W et W' peut aussi &tre déflnle comme la
recherche des vecteurs '1' et lp'I, lP de support A w' de support A',

rendant extrémum Rl =] lP - w' 2 (resp. T1 —<w ’ w’I>) sous les condi-

tions de normalisation a), b), ¢), d) (resp. a), b)) ol N est remplacé

par N, : ||th||2 =1, et N' par N'1 : II'I"III2=1- Sous les conditions a)et

1

b) on est amené 3 rendre extrémum R, = 2(1 - cosbB) =4sin29/2 (resp.

Tl = cos®), tandis que sous les conditions c) et d) on est amené 3 ren-

dre extrémum Rl = sinze, ce qui revient bien dans les deux cas & rendre

6 extrémum. Ces propriétés qui se démontrent aisément permettent de re-
trouver par une voie plus rapide que celle donnée au § 3.2rde [Extr. Facl
les propriétés extrémales des facteurs issus de 1l'analyse des corres-
pondances du tableau CLL' énoncées ci-dessus : il suffit d'abord de con-

sidérer le cas binaire (Q = KuK', Cg = Cxgs = 1) ob l'analyse des cor-
respondances de Cppr est équivalente a l'analyse canonlque de W et W'
pour déduire les propriétés extrémales des fonctions np k et wlI(. défi-
nies plus haut, propriétés extrémales que l'on peut traduire uniquement
en fonction des facteurs wL et upI" du tableau Cppr » des éléments de ce
tableau et de ses marges. Les propriétés extrémales ainsi trouvées de
qu et wL' ne dépendant que des &léments du tableau CLL' sont caracté-
ristiques de l'analyse des correspondances de ce tableau, et sont donc

valables pour n'importe quel tableau Cyrre Il suffit alors dans le cas

général (c KK # 1) d'interpréter dans RT (& 1'aide des fonctions ¢IK

et wK,) les propriétés extrémales de !PL et WL

tenir les propriétés données.

ainsi trouvées pour ob-
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3.2.2 Etude des fpacteuns sun 1 obtenus en adjoignant hIL et kIL,_QE
supplémentaine de Crype

Soit :

1
- (Wg ,WE ) un couple de facteurs non triviaux associés, de va-
riance 1 , issu de CLL’ , et relatif & la valeur propre Aa

- (Fir Gz) les facteurs obtenus en adjoignant respectivement les
sous-tableaux kIL' et kIL de kIJ en é€léments supplémentaires de C

I
K

LL'
(facteurs notés wi, et v au § 3.2.1).
On a, en posant :
= I{c €K }
Y gl

'Y'= Z{cqlqu'},

Py (1) =Z{k(1,3) 9|5 € L3/ (r "k (1) } )
G, (1) =Z{k(i,3) ¢ [5eL }/ (v k(i)

FI (resp. Gg) ayant méme moyenne que wi (resp. wg) comme il est faci-

a
le de vérifier est donc centré.

Faisons le calcul par exemple pour Fi ; ona :

Moy (Fg) = Z{k(1)F (i) i€ I}/k

o{k(i,3) wgli €I, jeL'}Y/(ky")

2{k(3) ¢33 eL 3/ (k")

. L]
z{c(j) vl|jer'}/c = Moy(wpL ) =0 c.q.£.4.
a P

od {C(j)|ljeLr'} désigne la loi marginale sur L' de Crpv et C le total
de ce tableau (&gal 3 kYy').

Ll
Par ailleurs il est facile de vérifier que si (wg ,w% ) est un au-

tre couple de facteurs issu de CLL' et relatif & la valeur propre AB ’

et si Fg et G% sont les facteurs correspondants sur I, on a :

I I B
Cov (Fy ,GB) /T; s

(43)

/Aa si a = B, 0 sinon

On a en effet :

Cov (F, ,G:;) Ik (1) Fy (1) Gg(i)/k|i e T}

@/ Gyy'n 2lctiitel ediser, 30 et
azcxzie3n o3 03 3 cnhvrg

B _ B
/TE 8% = /X; a
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Dans ces calculs, on a tenu compte de la dé&finition de CLL' , et
appliqué la formule de transition ; l'on s'est &galement souvenu de
1l'orthonormalité des facteurs sur L',

Nous allons maintenant donner une majoration de la variance de Fi
I

ainsi que de celle de Gy v d'ol résultera une minoration de la corréla-
. I I
tion entre Fa et Ga'
Nous montrerons en particulier que Fi et GZ sont de variance

plus petite ou égale a3 1, et donc que la corrélation entre Fi et GIa

est supérieure ou égale & '/}‘-a mais nous donnerons des bornes plus pré-
cises pour ces variances et donc pour cette corrélation.

En fait nous donnerons des majorations de la valeur absolue de la
covariance entre Fi et FII; (resp. G: et Gz) valables si o =8,donc pour

la variance de Fé (resp. Gi).
Désignons par XKK (resp. XK'K') la moyenne pour la loi produit

L}
ag @ ay (resp. bK' ® bK.) des plus grandes valeurs propres Aqu issues

des sous-tableaux croisant q et g' pour (g,q') € K~ (resp. K'") ; et par
- L)
X;K (resp. X;,K,) la moyenne des A?q pour g # g’ ; on a :
L
XKK = Z{aqaq, A9 | geK, q' €K }(*)
2 2 %
=>:{aq A?q}qex}ﬂl—z{aqlqex})AKK (44)
L]
XK'K"_' Z{bqbq,h?q lgeK', q' €K'}
2 2 =%
= Equ Aqulqex'uu-z{bqlqex-})xK.K, (45)
Si l'on pose :
u = Sup{aq/hqqlq<1<}+((1 -Z{aququ})X;K)l/z
46
p' = supib_/A39qex}+ (1 -2{b2 | q ek TS ) Y/2 e
q 1 q q AK'K'
m = Inf(u, (XKK)I/Z)
T 1/2 {47)
m' = Inf(u'y (Agegd™ ")

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3 : On a les inégalités suivantes :

1) ICOV(Fi , Fé)l < m'
2) [cov(el , Gg)l s m

3) Corr(Fi , G(f)z (Aa/(mm'))l/z

4) A < mm'
[+

(x) M9 est la plus grande valeur propre non triviale issue du tableaw
pJqu » qui est égale a 1 si ce tableau est diagonal.
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5) Si ¥ qeK', pJqu est diagonal et bq = 1/CK. ,On a pour o #B:

ICov(FL , FR) I € (1 = 1/C ) Kiguye 02

6) Si de méme, ¥ qeK, pJqu est:1 c;iagonal et aq —l/C ,on a pour
o # B: |Cov(Gl,Gp)| = (1 -1/c)Tx )Y

m et m' é&tant indépendantes de o, il résulte du théoréme que la plus
grande valeur propre A, est inférieure @ mm' et donc d’aprés (47) a

(XKK K' K.) ; cette inégalité qui est une sorte d'inégalité de Schwarz

généralisée ne fait intervenir que les liaisons entre variables d'un mé&

me groupe, contrairement & la majoration de A1 donnée par le théoréme },

majoration qui est égale rappelons-le & la moyenne (sur Kx K' muni de
- L]

la loi ag e bK')AKK' des plus grandes valeur propres A?q pour g € K ,

gq' € K', et qui ne fait donc intervenir que les liaisons entre les va-

riables de K et celles de K'.

Le point 3) du théoréme 3 se déduisant immédiatement des points 1)
et 2) oll 1'on fait a = B, et de (43), tandis que le point 4) se déduit

de fagon évidente du point 3), il nous reste pour démontrer ce théoré-
me & vérifier que les p01nts 1), 2), 5), 6) sont exacts . Nous allons

raisonner sur Cov(G 'GB)’ i,e. vérifier les points 2) et 6), les cal-
culs étant analogues dans le cas de Cov(F ,F ).

On a, compte-tenu de (31) et (42) et en procédant de la méme fa-
gon que pour le calcul de cov(Fé ,GI) :

cov(ct ,GB) -):{k(:.)c; ()64 (i)/kl:. €1}
=z{B(5,3") ¢J ¢ IJ€ L, j'e L}/(ky )

=ilaa .z{pJqu‘j,j')&& IjeJq,j'eJ Jgek, q'c K}
formule ol {B(],J )ljeL, j' €L} n'est autre que le tableau de Burt
croisant L avec lui-mé&me, et qui est un sous - tableau du tableau de
Burt total B 33

Posons :

HPgqaq (33007 13 € 30 13" e 3 ) =o°c;0§.o;g. (48)

2 . j .
avec (oa) 2{pJq(J)(¢g)2|J€ Jq}

(c"3 2

(49)

):{pJq.(j') (v’g') 2I j'e Jq.}
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1]
oag. (*) n'est autre que la corrélation entre les fonctions wgq et w‘;q

restrictions de wz‘ et wlé' a Jq et Jq. respectivement.

On a alors :

I - o B aﬂ
Cov(Ga,GB) II{a.qaq 0glq qq.lqel(, q' e K} (50)

avec les conditions de normalisation exprimant que wL et w]é' sont de varian-
ce 1l :

Iag (a") lq ek} = £la (o] By2lger } =1 (51)
Opérant comme dans la démonstrat:.on du théoréme 2 du § 2.4, en ap-
pliquant deux fois 1l'inégalité de Schwarz a 1'expre551on (50), en tenant
compte de (51), et en majorant |p B.I par A?q , on montre que
|Cov(G§ . GE)I est majoré par (XKK)V2 .

Il reste & montrer que ICov(Gi , G:;)l est majoré aussi par u pour

démontrer le point 2). Pour cela on isole les termes en a des termes
en aqaq. (g # q') dans (50) : q

- a_B uB
Cov(Ga ,G ) =z{a q ch qqleqex} +
Z{aqaq. q q' pqq.|qu, q'eX, g#q'(52)

Nous désignerons par P la premidre expression du second membre
de (52) et par P' la seconde. On a alors

| gl SSup{aq/).?qu € K} E{aqa;cg} < Sup{a /239| q e K} (53)
la premiére inégalité& ré&sultant de ce queipasl est majoré par n‘qq, et

azl)‘qq par Sup{aqv/)\ M@|q e K}aq , et la seconde résultant de 1'inégalité
de Schwarz et de (51). Il nous reste a majorer |P'| ; on a :

. _ a
|p lSE{a (1 ay )o (2{(a /(1= aq))cq.]pqq,l |g'e K, q' # q})| gek} (54)

Appliquant deux fois l 1négalité de Schwarz au terme de droite de
(54) (ou {aq./(l-aq) la'e X, g' # q} constitue une loi de probabilité sur

-{g}), on obtient en Observant que ):{a ' (a )2|q € K, q' #q} est infé-
rieur ou égal (d'aprés (51) a 1, et en majorant (p 8 )2 par )‘qq :

Ip'| s (s{a_a_, A% | q -k, q' ¢k, q # q' D>
qa4q
. ) (55)
=«1->:(a21qexm*KK 4

De (53) et (55)1'on déduit que | Cov (G ,G )| est majoré par u et
donc par m c.q.f.d.

(%) St Pyqiq (qui est tougjours symétrique} n'est pas diagonal, et sio=g,

p:qa est la corrélation entre ¢, Jq considérée comme fonction sur le.

premier ensemble J_ et ¢ q conszdéree comme fonction sur le deuxié—

me ensemble J_ , et (p*% ) est plus petit ou égal a la plus gran-

de valeur propre non triviale Aqq issue de pJqu SZ pJqu est dia-

1 %% = 1,
gona Paq ~
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Il nous reste & démontrer le point 6). Il résulte immé&diatement
qu'avec les hypothéses faites, P est nul en raison de l'orthogonalité
de wL et wg (e #8) . lCov(Ga,GB)I qui est alors &gale 3 |P'| est majo-
rée par la borne donnée en (55), borne qui est &gale a «1-1Aaax /2,

puisque tous les a_ sont &gaux a 1/CK. On obtient bien 1'inégalité an-
noncée. a

Remarques
1) Si les hypothéses du point 6) sont vérifiées on a :
5 /2 _ - 172
Ay = (/¢ + 1 -1/C )).KK)
- - yi/2
u -J./CK + @@ l/CK))\KK

‘et la majoration de Var(G ) est fournie par O‘KK) si XIZK> (I-VCKV4,et paru si-

non. On a un résultat analogue sur Var(FI) si les hypothé&ses du point
5) sont vérifiées.

2) Supposons les hypothéses des points 5) et 6) vérifiées, et que

de plus X;K = X;,K. = 0, auquel cas deux variables quelconques de K
sont indépendantes et de méme pour deux variables de K'. On dé&duit a-
lors des équations (44) 3 (47) que m =y = 1/CK et que m' = u' = 1/CK,.

Les inégalités des points 1) et 2) ol a = B, i.e. les inégalités con-
cernant les variances deviennent des &galités ; de méme que les inéga-
lités des points 5) et 6) deviennent aussi des égalltés, puisque ces i-

négalités entrainent la non corrélation d'une part de F et Fg, et d'au-
tre part de GI et GB' On a donc :

I -_— - I - -
var F, = 1/CK. ; Var Ga = 1/ck 3
I I, _ I I,
CoV(Fcl 'FB —Cov(Gu ,G ) =0

et l'on retrouve le fait que A oS CK' qui est le carré de la corrélation

entre Fi et Gz est plus petit que 1 (cf § 3.2.1 Zn fine).



