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UNE GENERALISATION DES CORRESPONDANCES MULTIPLES

ET DES CORRESPONDANCES HIERARCHIQUES

P. CAZES
CEREMADE (Université de Paris 9 Dauphine)

On étudie Lcd dans quelles conditions £'analyse des corrnespondan-
ces d'un tableau partitionné en blocs fowwmnit des factewrs dont L'une
des deux variances Anterclasse cu Lntraclasse est nulle.

On obtient dinsi un modele qui comprend comme cas particuliens
Les comrnespondances multiples et Les cornespondances niérarchiques.
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I. INTRODUCTION

On considére ici un tableau de nombres positifs kIJ défini sur Te
produit de deux ensembles finis I et J, et on désignera par PIJ (ou
plus simplement P) le tableau de probabilités associé (PIJ= kIJ/k si
k est le total des éléments du tableau kIJ)‘ On supposera que I et J
sont munis d'une partition dont les classes sont respectivement indi-
cées par K et K' :

[
1]

U{Iq]q € K}

Ca
I

U{J jq'€e K
{ qiq € K}

et on supposera que les couples de facteurs non triviaux* (g}g) issus
de 1'analyse factorielle des correspondances (A.F.C.) de kIJ peuvent
se répartir (par un choix convenable d'un systéme complet de facteurs,
Tequel n'est unique que s'il n'y a pas de valeurs propres nultiples)
dans 1'un des deux’groupes A et B suivants :

), @ € A) est un couple de facteurs du premier groupe,

¥ q € K, les conposantes L de a, prennent la méme valeur pour i € Iq

¥ gq'€ K', les composantes bja ae Ea prennent la méme valeur pour jE€ Jq.

1 - '
En d'autres termes le sous-vecteur éqa (resp. Eq' ) de a, (resp.

o

Qa) dont les composantes sont indicées par Iq (resp. Jq.) a toutes ses

composantes égales.

2) Si (QB,QB) (B € B) est un couple de facteurs du second groupe,
alors

* {.e. facteurs associés d une valeur propre non nulle et
différents du facteur constant associé d la valeur propre 1 .
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¥qekK, est de moyenne nulle sur Iq

3

¥q'€ K, b, est de moyenne nulle sur Jq.

B

En d'autres termes, si pp = {pi [ € 1} et Py ={p jlj € J} dési-
gnent Tes Tois marginales du tableau P , on a :

¥q€eK: Z{pi.aisli € Iq} =0
(2)

|
o

¥qeK: Z{p,jbjglj € Jq.} =

3ig (resp. bjB) désignant la jene (resp. jéme) composante de a, (resp.
by

8

On obtient ainsi une généralisation des correspondances multiples
(cf. [4al, [4b]) et du modele de correspondance hiérarchique a un ni-
veau introduit par J.P. BENZECRI et B. ESCOFIER (cf. {1b], §2.5, [ic],

(51 et [6]).

Aprés avoir fixé les notations et donné deux caractérisations
des tableaux obéissant au nodele précédent (§II), on donne au §111
quelques propriétés de ces tableaux (décomposition de 1'inertie, majo-
ration de la plus grande valeur propre des facteurs du groupe B). En-
fin au §IV, prenant un tableau P quelconque, on impose des contraintes
aux facteurs issus de 1'A.F.C. de P pour qu'ils rentrent dans 1'une
des deux catégories définies ci-dessus.

I11. NOTATIONS - CARACTERISATIONS TU MODELE

11.1 Notations - Premiénes phopriétés

pij désignant le terme général de P, on pose :

¥Viel,¥j€ed, ¥qek, ¥q €K'
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piq' = Z{pij lje Jq.}
Pgj = Z{pij | i€ Iq }
P’ = Z{pij | i€ Iq, je€ Jq.}

= z{piq.| i€ Iq} = z{qu | i€ Jq.}

(3)

Pq. = Z{pi. | i€ Iq} = z{qu | § € J}

= z{pqq.l g'e K'}
P~y liedd=xlp el

= z{pqq.I q ¢ K} _U//ﬁ

et on désignera par Q le tableau de terme général pqq,(q €K, q" € K")
tableau défini sur le produit K x K' et déduit du tableau P en rempla-
¢ant chaque bloc Iq X Jq. par son total.

On désignera par a (resp. b ; ¢ ; d) une fonction sur I (resp. J;
K ; K') qu'on identifiera au vecteur a (resp. b ; ¢ ; d)* des valeurs
a; (i € I)(resp. bj(j €J) ; ¢ (g€ K) ; dq.(q' € K')) qu'elle prend
sur I (resp. J; K;K'), et on supposera dans toute la suite, que I et
J sont respectivenent munis des mesures P et p, marges du tableau P,
tandis que K et K' sont nunis des mesures associées aux marges du ta-
bleau Q .

qo (fesp. dq'u) la va-
Teur a, (resp. b, ) du facteur 3, (resp. Ea) pour i € Iq (resp.

63
Jj € J_.), puisque par hypothese, cette valeur ne dépend que de g

Pour o appartenant & A, on désignera par c

(resp. q'), et on notera < (resp. ga) le vecteur de composantes

{an | g € K} (resp. {dq.al q'€K'}).

* dans la suite on écrira indifferemment a ou & (resp. b ou b ; ¢ ou

¢ ; dou d) suivant que l'on considére la fonction ou le vecteur
associé.
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On dira que le vecteur [ (resp. ga) est associé au vecteur a,
(resp. b ).
—0

On posera enfin, si Aa (resp. AB) désigne la valeur propre asso-
ciée au couple (ga,ga) (resp. (EB{EB)) :

¥ g€eK, ¥ q'eK' : y =
q q'e€ raq {c e q o V2 | a € A} "

¥iel, ¥j €Jd P Sy =>:{a1.BbJ.B \/ABISEB}

On supposera que les facteurs précédents sont normés, soit en
omettant Tes indices a et B pour simplifier 1'écriture :

£lp; (@) i€} = xlp. (bj)ZIjEJ}=
La formule de reconstitution des données (cf. [1al) s'écrit alors :
q

¥ qEK, ¥a'ek', ¥ el , Vel

p1J =p1" P.j(1+r‘qq.+51~j) (5)

Remanrques

1) De (2) et (4), 1'on déduit les relations suivantes dont on se
servira plus loin :

n
o

¥ jed, ¥ geK : Z{p]-' SU-ITEIq}
(6)

|
o

¥iel, ¥ gek': Z{p.j Sij"je‘]q'} =
2) Si r=Card K-1-CardA (resp. r'=CardK'-1- Card A} est positif,
on peut compléter les facteurs a, (resp. Ea) de A par r (resp. r') fac-
teurs triviaux Tinéairement indépendants*, de moyenne nulle, et
constants sur chaque Iq (q€K) (resp. Jq. (q' €K')). On désignera par
A' (resp. A") 1'ensemble (qui peut &tre vide) de ces facteurs.

* ¢f. bas de la page suivante.
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Les vecteurs ¢ (resp. d ) associés & a_ (resp. b_) constituent
—a —0 - 0

pour o € A U A' (resp. A U A") une base de 1'espace des fonctions sur
K (resp. K') de moyenne nulle (pour la mesure définie, rappelons-le,
par 1a marge sur K (resp. K') du tableau Q), et on verra (cf. §II.2),
résultat pratiquement évident, qu'ils sont facteurs sur K (resp. K')
issus de T'A.F.C. de Q . (facteurs non triviaux si a € A, triviaux
sinon).

De méme si s=CardI -Card K~ CardB (resp. s'=Card J-CardK'- Card B)

)
B
du groupe B par un systéme B' {resp. B") de s (resp. s') facteurs tri-

est positif, on peut compléter les facteurs non triviaux g (resp. b

viaux, linéairenent indépendants*, de moyenne nulle sur chaque

I (qeK) (resp. Jq.(q'E,K')), ce qui permet d'obtenir une base (de fac-
teurs) dans 1'espace des fonctions sur I (resp. J) centrées sur chaque
Iq (g€ K) (resp. Jq.(q'E K')).

3) Deux fonctions sur I (resp. J), 1'une constante sur chaque Iq

(resp. Jq.), 1'autre centrée sur chaque I_ (resp. J_,) étant par
construction non corrélées, tout facteur a, de AUA' (resp. ga de

AUA"} est non corrélé a tout facteur a, de BUB' (resp. b, de BUB").

B B

I11.2 Premiéne caracténisation du modéle : Théonome 1

IT.2.1 Enonce
Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'on puisse trou-
ver un systene complet de facteurs non triviaux issus de 1'A.F.C. de P
et se répartissant suivant les deux groupes A et B précédents est que
soient vérifiées les deux conditions suivantes :

1) & tout couple non trivial de facteurs associés (c,d) (avec
c = {cqlqe K}, d= {dq.lq‘E K'}), issu de 1'A.F.C. de Q correspond un

* que l'on peut choisir non corrélés.
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couple non trivial (a,b) (avec a={a;|i€1l}, b= {bjleJ}) de facteurs
i de 1'A.F.C. de P , et défini . = i q .=d_, si
TSSS e e et défini par a, °q si i €Iq et bJ dq si

€d .
I57%

2) a tout facteur ¢ sur K (resp. d sur K') issu de 1'A.F.C. de Q

et correspondant & la valeur propre nulle, est associé un facteur a
sur I (resp. b sur J) issu de 1'A.F.C. de P et correspondant a la va-
leur propre nulle, avec 3y =cq si i EIq (resp. bj =dq. si J EJq.).

Remarque

Les couples de facteurs (a,b) et (c,d) définis dans 1a condition
1) sont relatifs a la méme valeur propre.

11.2.2 Démonstration de La_condition nécessaire
Les facteurs non triviaux issus de 1'A.F.C. de P se répartissent
donc suivant les groupes A et B .

Soit (3}9) un couple de facteurs associés du groupe A, et dési-
gnons par ¢ {resp. dq,) la valeur commune des a. pour i€ Iq (resp.
b. pour j€e€J_,).

5 pour q.)

La premiére formule de transition (cf. [1al)qui s'écrit, si X dé-
signe la valeur propre associée a (a,b) :

¥ 1€Iq : Z{pijbj }jEJ}=\/>\p1.. a].=\/>\p1..cq

peut se mettre sous la forme suivante, puisque :

..b.|j )= ..d ,ljed =p. ,d
z{pUbJ\JeJq} z{p1J q lj€ q.} Piqt dqr

¥iel : }Z{piq.dq.|q'€K'}=\/)\p]. c

q q

d'ol en sommant cette relation sur Iq :
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Z{pqq.dq.]q €K }=\/qu. < (7)

Opérant de méme avec la seconde formule de transition, on obtient :

’ = |d|
Z{pqq CquE K}=vip q (8)

q
Les relations (7) et (8) correspondent aux formules de transition

dans 1'A.F.C. du tableau Q , ce qui prouve que le couple (c,d) avec

c = {c_|qeK}, d ={d ,|q"' €K'} est un couple de facteurs associés is-

su de 1'A.F.C. de Q , et relatif a la valeur propre X .

On obtient ainsi un systéme de CardA facteurs non triviaux sur K
(resp. K') linéairement indépendants, et issus de 1'A.F.C. de Q . Nous
allons voir que les facteurs restants sont associés a la valeur propre
nulle.

En effet, on peut noter que si A=0 , Tes formules (7) et (8) res-
tent valables. I1 suffit alors de considérer les facteurs triviaux a
(resp. ga) du groupe A' (resp. A"), facteurs définis dans la deuxiéme
remarque située a la fin du §II.1, pour en déduire que les vecteurs
<, (resp. ga) associés, sont facteurs sur K (resp. K') issus de
1'A.F.C. de Q et relatifs a la valeur propre nulle, ce qui termine la
démonstration de la condition nécessaire.

Nous supposons donc les conditions 1) et 2) satisfaites. Désignons
par A un systéme complet de couples de facteurs non triviaux (Ea’ga)
issus e 1'A.F.C. de Q . Les facteurs (ga,ga) associés et définis par
1a condition 1) correspondent au groupe A de facteurs issus de 1'A.F.C.
de P .

Les couples de facteurs non triviaux restants (gB,QB) correspon-
dent aux facteurs du groupe B .
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En effet g (resp. QB) étant non corrélé aux facteurs a, (resp.
ga) du groupe A, ainsi qu'aux facteurs sur I (resp. J) définis par la
condition 2) et associés a la valeur propre 0, est non corrélé a toute
fonction sur I (resp. J) constante sur les I_ (resp. J_,). Il en résul-
te immédiatement que g (resp. QB) est centré sur chaque Iq (resp. JqJ.

c.q.f.d.

11.3 Seconde caracténisation du modéle : Théonéme 2

I1.3.1 Enonce
Pour que 1'on puisse trouver un systéme compliet de facteurs non
triviaux, issus de 1'A.F.C. de P et se répartissant suivant les deux
groupes A et B précédents, il faut et il suffit que les relations sui-
vantes soient vérifiées :

¥ K,¥q' €K', ¥iel_ ,V¥jed,
q € q 1€ q J q

qj/ p

p | p.j/p_q. (9)

qq

pqu pqq' pi./pq.

Remanque

Les relations (9) traduisent simplement le fait que les marges de
chaque bloc I Jq' du tableau P sont proportionnelles aux marges res-

q
treintes correspondantes du tableau P tout entier.

11.3.2 Démonstration de La_condition nécessaire
Les facteurs issus de 1'A.F.C. de P se répartissant suivant les
groupes A et B, la formule (5) est valable. Sommant cette formule sur

Iq , OU sur Jq., ou sur Iqx Jq. , on obtient compte tenu de‘(3) et (6):
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j J ., o . = (1 .
¥3€dg tpgs = pg P s(Tergq)
¥ i I :P., = P , .
Tely @ Pig =Py P g (1+rqq ) (10)
= 1 1 ]
Pag' = Pq. Pq (1*gqr)

Faisant le rapport de chacune des deux premiéres équations (10)
avec la troisieme, on obtient les relations (9).

Supposons donc les relations (9) vérifiées, et soit (a,b) un cou-
ple de facteurs associés issu de 1'A.F.C. de P .

Considérant a (resp. b) comme une fonction sur I (resp. J), on
peut écrire a (resp. E) d'une maniére unique comme la somme d'une fonc-
tion constante sur chaque I_ (resp. Jq.) et d'une fonction de moyenne
nulle sur chaque Iq (resp. Jq.) :

¥qgeK,¥i € Iq toay = cq + e,
(11)
' 'Y ] . s .=d, .
Vaek, ¥ el by = dy, + f
N = . b=
avec Z{p1'e]| i€ Iq} ):{p_J J| JjE€ Jq } =0 (12)

Les fornules de transition (cf. [1al) s'écrivent alors, si A dési-
gne la valeur propre associée au couple (Eag) :

¥ i : ..{(d
i€ Iq Z{p1J(aq

1 ] t
,+fj)|3 € Jq.,q €K'} = va pigcq+ei)

(13)

¥ jed ,:lp.

q (c,+e.)|i el

ij S+ »q €K

(d_,+f.
9 vap jdgefy)
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Compte tenu de ce que, d'aprés (3) et (9), on a :
sHp.,.d . |je€d t=p;, ., d, = : d ., ,
Py dgrld € 9g3 = Pigr dgv = by /Py Jpgqs dg
la preniére relation (13) s'écrit :

(pi'/pq )z{pqq g g e Y+ xlpss ljedr=vap, (cq+e1-) (14)

Sommant cette derniére relation pour i décrivant I_ , on obtient
compte tenu de (12) :

X . = 5
{qu q g ek’ }+Z{p fJIJEJ} \/>\pq.cq (15)

Compte tenu de (9) et de (12), on a :

quJIJEJ} Z{(p q'’P. .)Z{p flJEJ }g' €K'} =

L'équation (15) s'écrit donc :

1 1 ! ' = 6
z{pqq dq |q' €K'} \/>\pq'cq (16)

On déduit alors de (14) et (16) que :

>{p Pi fJ[J €J} = APy ey 17)

Opérant sur la seconde formule de transition, on obtiendrait de
méme :

z{pqq. c | gek}

A v d
9 v P.q

(18)

1}

oy e |i€1} =v A5 fs (19)

Si ¢ (resp. d) désigne le vecteur de composantes c_ (q€K) (resp.
dq. (g' €K')), on déduit de (16) et (18) que (c,d) est un couple de
facteurs associés issu de 1'A.F.C. du tableau Q .

Pour résoudre les équations (16) a (19), il suffit
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- soit de résoudre les équations (16) et (18) en posant e1=fj=0 s
auquel cas on obtient les facteurs non triviaux du groupe A, ainsi que
les facteurs triviaux a (resp. b) constants sur chaque Iq (resp. Jq.)

- soit de résoudre les équations (17) et (19) en posant cq=dq.=0
auquel cas, les facteurs obtenus étant orthogonaux aux facteurs trou-
vés précédemment, vérifient automatiquement (12) et correspondent donc
aux facteurs du groupe B .

On a bien obtenu la décomposition souhaitée des facteurs suivant
les groupes A et B .

11.4 Cas particuliers

Si: ¥(g,q') e KxK :p ¢ (19bis)
alors tous les facteurs jssus de 1'A.F.C. de Q sont triviaux, et donc
les facteurs correépondants issus de 1'A.F.C. de P (i.e. les facteurs
constants sur chaque sous-ensemble Iq ou Jq.)sont triviaux.

Tous les facteurs non triviaux issus de 1'A.F.C. de P sont donc de
moyenne nulle sur chaque sous-ensemble I ou J_, . Dans ce cas, dans
1'A.F.C. de P , le centre de gravité des i de Iq {(qgeK) (resp. j de Jq.
(g' €K')) affectés des masses pi.(resp. p.j) est identique au centre de
gravité de tous les i de I (resp. j de J). On obtient 1'analyse des cor-
respondances multiples et ses généralisations (cf. |4al, 4b)).

SionakK-=K', etsion fait 1'hypothése que pour q # q', Ta quan-
tite Sij définie par (4) est nulle pour i €Iq et j €Jq. , on a d'apres
(5) et la derniere relation (10) :

Vq,q'EK,q#q';Vielq,VjeJq,

pU = p.i.P.j(Hl"qq.) = qu,(PL/Pq.)(P.J/p.qu) (20)
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On obtient alors la relation caractéristique d'une correspondance
hiérarchique a un niveau (cf. [6]).

Si outre (20), (19bis) est vérifié, on a une correspondance qui
est a la fois multiple et hiérarchique, avec le méme ensemble K indi-
cant les partitions de I et J dans les deux modéles.

Dans ce cas, qui est réalisé, comme i1 est facile de le vérifier,
si et seulement si pij = pi-p.j pour tout couple (i,j) n'appartenant
pas a un bloc diagonal (i.e, i EIq, J GJq., q'#q), les seuls facteurs
non triviaux issus de 1'A,F.C. de P proviennent des facteurs issus de
1'A.F.C. des blocs diagonaux. Un tel cas a été rencontré par A. BOHY
(cf. [2]).

Envisageons encore deux autres cas particuliers 1iés & la nature
des partitions de I ou de J, disons I pour fixer les idées.

Si CardK=1, on n'a que des facteurs du groupe B, puisque tout
facteur non trivial sur I est centré ; tout facteur non trivial sur J
est donc centré sur chaque Jq. (g' €K'). C'est un cas encore plus par-
ticulier de correspondance multiple, cas dans lequel rentrent les ta-
bleaux disjonctifs complets.

Si maintenant Card K=Card I, auquel cas on a la partition trivia-
le de I ol tout élément de I constitue une classe, les seuls facteurs
non triviaux sont des facteurs du groupe A : tout facteur non trivial
sur J est constant sur chaque J_, (q'€K'). Dans ce cas, toutes les
colonnes du bloc IxJ_, sont proportionnelles, et 1'A,F.C. de P est
équivalente a 1'A.F.C. de Q.

De facon plus générale, K et K' étant quelconques,1'A.F.C. de P
ne se réduit a 1'A.F.C. de § (i.e. P a pour facteurs non triviaux uni-
quement que des facteurs du groupe A) que si et seulement si :

a) ¥ q € K, toutes les lignes du bloc Iq x J sont proportionnelles

b) ¥ q'¢ Ku'toutes les colonnes du bloc Ix Jq, sont proportion-
nelles
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ce résultat découlant de (5) (ou 1'on fait sij = ) et de (10),0u de
fagon plus immédiate du principe d'équivalence distributionnelle.

Remarque :

Quel que soit le tableau P considéré, les relations (9) sont tri-
vialement vérifiées si 1'on considere les partitions triviales telles
que CardK=Card K' =1 (resp. CardK=Card I, CardK' =CardJ), tout fac-
teur non trivial issu de 1'A,F.C. de P étant alors considéré comme un
facteur du groupe B (resp. A).

111. PROPRIETES

111.1 Décomposition de £'inerntie

On déduit de (5) et de (6) que 1'inertie totale obtenue dans
1'AF.C. de P, inertie gqui s'écrit :

I.= %

2
s {pis-p; pI/{p: pJ)
i€l jed ij 1.7, i.n

J

peut se décomposer sous la forme suivante :

avec Ig= £ £ p.p e (22)
qEKqEK'q"q a9
2
I, = £ £ p.p.sS. (23)
Woierjeg -1

IB correspond a 1'inertie interclasse, qui d'aprés la troisiéme
relation (10) est égale a 1'inertie totale

)3 r {p..-p.p )2/(P p q') obtenuedans 1'AFC du tableau G .

g€k qekr 99' a.7.q’ q

Iw correspond a T'inertie intraclasse, que 1'on va décomposer en

fonction des inerties In obtenues en faisant 1'A.F.C, de chaque bloc
qQq’
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Iqx Jq, du tableau P .

En effet, compte tenu de (5) et de la troisieme relation (10), on
a pour (i,j) € Iqx.J. :

q
.. :_._pi—j - (1+r |) = p1J - pqql
1J Qqq
PiPj PiPi Pq.Pg
__Pagr (P i Py,
pi.p.j pqq' pq. p.q'
d'ou 1'on déduit :
Iw = I b3 z T pqq' ( pij Py, p.j )2
qeK q'e€K' i€l je€d,
q Q' PiPy Per  Pq. P
p2
a€k q'€k’ po P . Taq
Des relations (21) a (24) 1'on déduit que I; peut se mettre sous
la forme :
I.= £ pX CR_, (25)
T geK €K' 9

la contribution Cqu. du bloc Iqx Jq. a cette inertie valant :

2 2
= t 1 |I ]
Cqu Pq.P.q'"aq" *Paq nqq'/(pq’p‘q )
(26)
= (pv-p p . 0%+p2 T V(p p o))
aq g.".q aq' ‘n_ q. " -q

aq

Dans Te cas particulier des correspondances multiples

aq' ~ Pq.

1'inertie interclasse est nulle, et 1'on retrouve la formule (13) don-

(p p q.) les formules précédentes se simplifient, puisque

née dans [4a], p. 148 :
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I = Z{pq.p. I I| gekK, g' €K'}

9 Ngq

Si K=K, et siles Sij sont nuls pour les blocs non diagonaux
(cas des correspondances hiérarchiques), tous les blocs non diagonaux
étant des blocs produits, In est nul pour g#q' ; on a alors :

qq
2 2
= = _Paq I+ 5 s (qu' pq-p.q')
K n €K qekK .
9€k po P o 9 q qe Pq. P.q

Cette décomposition était évidente, dans Ta mesure ol les facteurs
issus d'une correspondance hiérarchique a un niveau s'obtiennent d'une
part a partir des facteurs de Q avec la méme valeur propre, et d'autre
part, par prolongement des facteurs issus des blocs diagonaux Iqx Jq s
les valeurs propres issues de ces blocs devant étre multipliées par
péq/(pq'p.q) (cf. [1b], [5)).

111.2 Majoration de €a valeur propre La plus grande des gacteurs
du ghoupe B

Considérons une fonction a sur I (resp. b sur J), qu'on identifie-
ra (cf. §II.1) au vecteur a (resp. b) des valeurs a; (resp. bj) qu'elle
prend sur I (resp. J). On suppose que a (resp. b) est centré sur chaque
sous-ensenble Iq (resp. Jq.). IxJ étant muni de la mesure PIJ , On va
donner une majoration du carré de la corrélation entre a et b (considé-
rées comne des fonctions sur I x J dont la premiére ne daépend que de I
et la seconde que de J) indépendante du couple (a,b) choisi. Cette ma-
joration étant valable pour tout couple de facteurs associés du groupe
B nous fournira la majoration recherchée.

Si Cov(a,b) désigne la covariance entre a et b, et si Cov(aq,bq.)

désigne la covariance entre les restrictions de a et b a Iq et Jq.
respectivement, I xJ_, étant muni de la mes P =ips s .

P a" g e quq'/pqq tPi3/Pgq|
i€ Iq, J € Jq.}, op a
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C ,b T , . yJa. b, i s J ) K, q' !
ov(a,b) {pqq Z{(pu/pqq )a1 i liel , je€ Jq Haek, qg'eK'}

q

b3 , C ,b €K, q' €K'
{pqq ov(aq q.)lq q' €K'} (27)

Si Var(a) (resp. Var(b)) désigne la variance de a (resp. b) et

og (resp. og.) la variance de aq (resp. bq.), on a de méme :

Var(a) Z{Pq.Ogl g€ K}

(28)

b) = 12| ! !
Var(b) z{p'qoqlq €K'}

Désirant majorer le carré de la corrélation entre a et b, on pour-
ra supposer, sans perte de généralités que ces deux fonctions sont de
variance unité, auguel cas :

2 _ 2 | 1 =
z{pq.oql gekK} = z{p.q.oq.[ q' €K'} =1 (29)

La corrélation entre a et b s'écrit alors d'apres (27) et en de-

signant par p__, la corrélation entre aq et bq.

qq
Co = . . , €K,q' € K' 30
rr(a,b) ):{pqq 9% pqq [ g q'€ K"} (30)
Posons
5 1/2
, = . X
tq (Z{pqq % [ geK}) (
31)
U =(Z{p .DZ-}QEK})UZ
q 99 99
Conpte tenu ce ce que pqq. < pq on ceéduit de (29) que :
2 1/2
t 1 < =
q (z{pq_oq | g€K}) 1 , (32)

On a alors en appliquant 1'inégalité de Schwarz sur K runi de la
Toi {pqq./p q.}q € K} et en tenant compte de (32) :
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rr - (o3 > ) ) 1 qéK qIEKI
q| ql ql ' K'

<z {p_q. o-.uq./p.q.lq €K'}

q

Appliguant une seconde fois 1'inégalité de Schwarz sur K' muni
de Ta loi {p q.[q'e.K'}, on a, compte tenu de (29) :

iCorr(a,b) | < (zp . uZ/p% ] q ek /2
9 q -q
ou encore en remplagant Uqr Par sa valeur :

2 2
C ’b z 1 1 ¥ K’ ! Kl 34
orr“(a,b) < {pqq Poq /P_q lgeK, q' €K'} (34)

Si on avait appliqué 1'inégalité de Schwarz, d'abord sur K', puis
sur K, on aurait obtenu de fagon symétrique :

2 2 .
C b)) <<z . ' €K, q' €K’ 35
orr©(a,b) {qu °qq /Dq_ lq q' €K'} (35)
Désignons par A?q la valeur propre la plus eélevée (autre que la

valeur propre triviale 1 associée au facteur constant) dans 1'A.F.C.
du bloc I_xJ_, , et posons
a” g P

- qq' C e
Uu==s Y €k, K
{Pgqr M /Pq. 19€K, a' €K'}
- aq' Ve
V=sx Y Jaek, g ek
hgqt M /P g lq q }
W =min(y,V)

Compte tenu de ce que péq. < A?q , On a :
2
Corr®(a,b) < W .
Si A1 désigne la valeur propre la plus grande des facteurs du

groupe B, et si (34,94) désigne le couple de facteurs associés cor-
respondant, on a :
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_ 2
A1 = Corr (a1,b1) <V
qui est la majoration recherchée.

Cette majoration ne présente bien sur de 1'intérét que si W est
plus petit que 1

Dans le cas des correspondances multiples (pqql =Pg.P q.) ol
tous les facteurs non triviaux appartiennent au groupe B, on a obtenu

'
dans [4a] une majoration plus précise, a savoir I pq p q.A?q s
q.q" 9

majoration obtenue dans la démonstration précédente en remplagant t_,
par sa valeur (facile a calculer cans ce cas, compte tenu de (29) et
(31)) vp q' au lieu de le majorer par 1

Dans le cas des correspondances hiérarchiques (K= K‘,x?q'= 0 si
g #9'), la majoration précédente ne présente pas d'intérét, puisque
Tes valeurs propres non triviales du groupe B sont obtenues, comme on
1'a rappelé ci-dessus, a partir des valeurs propres non triviales des

).

. . Lo . 2
d Jd_ o, 1tipl
blocs diagonaux Iq X q apres multiplication par pqq/(pq.p.q

1V, RECHERCHE DES FACTEURS DE TYPE A et B DANS LE CAS D'UN TABLEAU P
QUELCONQUE

1V.7 Posdltion du probléme

Considérons un tableau P ne vérifiant plus la condition de sépa-
ration des facteurs suivant les groupes A et B, ou, ce qui est équiva-

lent, ne vérifiant plus les relations (9). On sait que, faire 1'analy-
se ues correspondances cu tableau P revient a rechercher les couples

de fonctions (a,b) centrées, ce variance 1, et de corrélation extréma-
le, soit :

Z{pij 3 bj|1 €1, j€J} extrémum (36)

avec :
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£p, a, | 1€1} = =p bj|jEJ} =0 (37)
2. 2.

zlp; (a,)%[1€1} = Z{p_j(bj) |jed}t =1 (38)

On cherchera ici des couples de fonctions (a,b) vérifiant les
conditions précédentes, sous 1'une des deux contraintes suijvantes :

- a et b sont constantes sur chaque sous-ensemble Iq et Jq. res-

pectivement.
- a et b sont centrées sur chaque sous-ensemble Iq et Jq.

Dans le premier cas, on obtient des fonctions de corrélation in-
terclasse extrémale (on parlera encore par abus de langage de facteurs
ue type A), tandis que dans le second, on obtient des fonctions de cor-
rélation intraclasse maximale (on parlera de facteurs de type B). On
verra que ces fonctions peuvent s'obtenir & partir de 1'A.F.C. a'un
tableau T .

1V.2 Rechenche des jactewns de type A

On suppose ici que :

It
o

¥q €K, ¥1¢€ Iq : ai

n
a.

Vg €K, ¥5€d,: b,
q =Yg i~ Tq

Les équations (36) a (38) s'écrivent alors :

E{qu. Cq dq.lqE K, q' €K'} extremui

z €K} =% d v |g'eK'} =0
trg, cqla€kl = xlp (idoifq" €K'

q
sp (c )?qeks = 5{p ,(d )%[q" €K'} = 1
4. 9 .q'' g

On retrouve, résultat pratiquement évident, Ta caractérisation
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des facteurs {c,d) issus de 1'A.F.C. du tableau Q des pqq. .

1V.3 Recherche des facteurs de type B

On suppose ici que :

n
o

¥geK: Z{pi.ailiﬁ Iq}
(39)

1}
o

¥ q'e K': bl |
q'e X{p_J JIJeJq}
conditions qui impliquent (37).

On est donc ramené & rendre extrémum (36) sous les conditions
(38) et (39).

ésolvant le probléme précédent a 1'aide de la technique des mul-
tiplicateurs de Lagrange, on obtient les équations suivantes :

Vi€l :xlpy bl j€dl-ap; ag-aopy = 0 (40)

n
[and

¥jed ,: s{p,.a.|i€l}-pup .b.-up (41)
ij i 2377

9 q'P.g

oli A/2 et u/2 correspondent aux nultiplicateurs de Lagrange associés
aux contraintes de normalisation (38), tandis que Aq et p_, sont les
multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de centrage (39).

Montrons c'abord que

A=y o= Z{pij a; bj]1 €I, jed} (42)
IT suffit pour cela de multiplier (40) par s s puis de sommer
sur I, en tenant compte de (38) et (39), et d'opérer de facon analogue

sur (41) apres multiplication par bj et sommation sur J .

Déterminons. maintenant Aq et ”q‘
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11 suffit pour cela de sommer (40) (resp. (41)) pour i (resp. j)
décrivant Iq (resp. Jq.), en tenant compte de (3) et (39). On obtient
alors :

It
o

.b.1jedt -
={p 50 1jedt

q q°q.

1
[
)
—_
N
w
=

z{piq.aihel}-uq.p.q.

Reportant les valeurs ainsi trouvées de Aq et “q' dans les équa-
tions (40) et (41), et posant

VTGt Uy = Py T Py, Poj /Pq
(44)
¥ EJq.: Vij < P TP piq./p.q.
On obtient (compte tenu de ce que A=u) :
Z{uij bj|J€ Jb = Ap, 2,
(45)

Z{Vij ail1 €I} = A P ; bj

qui sont les équations de transition vérifiées par le couple (a,b).

Compte tenu de ce que :

}=Z 1= s
Z{u1J]1 € Iq {V]JIJ € Jq }=0
il apparait que si (a,b) vérifie (45), avec A différent de zéro, a et
b sont centrés sur chaque sous-ensenble Iq ou Jq.

1V.4 Obtention des facteuns de type A et de type B a ¢'aide de
Llanalyse des correspondances usueffes

Soit TIJ (ou plus simplement T) Te tableau défini sur le produit
I x J et dont le terme général est donné par :
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Viel ,¥j€d , t..=p..-(p: p.. “(p. ap /p ) )
Tel, ¥ Je Jq 27 Pi; (py qu/pq.) (p1q p.J/p.q ) ‘3 (46)

+2(py /Pg 1P 5/P g1 )Pgq

Avec des notations analogues a celles définies dans (3) mais en rem-
placant p;j par tij , on déduit de (46) que :

Vie Iy» ¥jce Jq. : tqj = (P'j/P_q-)qun
tigr (pi_/pq_)pqq.
taq' = Paq"
ti. 7P, (47)
b TP
tq. = Pq,
tg =Py

t; = {ti i€}, et ty = {t jlje J} désignant les marges du ta-
bleau T .

On déduit alors des relations précédentes que :

e d L it L/t L=t ./t
V38 dg0 t tg5/tgq R

(48)

¥ i€l st o/t =t/
Telg g tee Tt/

Le tableau T est donc un tableau, pouvant comporter des termes né-
gatifs, mais dont les marges de tous les blocs Iqx Jq., ainsi que les
marges totales ne comportent que des éléments positifs (ou nuls).

Les équations (48) correspondant aux équations (9), on déduit du
théoréme 2 que les facteurs issus de 1'A.F.C. de T se divisent suivant
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les deux groupes A et B définis dans 1'introduction.

Comme d'apres (47) le tableau déduit de T en remplacant chaque
bloc Iq x J_, par son total t__, est identique au tableau Q , Tes fac-
teurs du groupe A issus de 1'A.F.C. de T sont identiques aux facteurs
de type A du tableau P .

Par ailleurs, on constate a partir des formules de transition ob-
tenues dans 1'A.F.C. du tableau T, que Tes facteurs du groupe B issus
de 1'A.F.C. de T vérifient, du fait qu'ils sont centrés sur chaque sous-
ensemble I ou J , , les équations (45). Les facteurs de type B du ta-
bleau P s'obtiennent donc & partir des facteurs du groupe B issus de
1'A.F.C. de T .

L'analyse des correspondances de T permet donc d'obtenir les fac-
teurs interclasse et intraclasse du tableau P .

Remargues :

1) Si Te tableau P vérifie les relations (9), il est identique au
tableau T .

2) L'A.F.C. de T revient a comparer le tableau P,. au tableau mo-

1J
dele WIJ dont le terme général wij est donné (pour i€ Iq, Jje€ Jq.) par :

wij = pij - tij + pi.p.j = (Pi. qu/pq.) + (P1q| p'j/P.q.)

- Z(Pi./Pq')(P.j/p_qn)qu| + pi. p.j

En effet, W ayant mémes marges que P, la corparaison de P et de W

revient (cf. [7]) a effectuer 1'A.F.C. du tableau de terme général
- 1 !
pij wij PPy i.e, T'A.F.C. du tableau T .

3) Dans 1e cas ol 1'on ne dispose d'une partition que sur un seul
des deux ensembles I ou J, disons J pour fixer les idées, tous Tes ré-
sultats précédents s'appliquent en raisonnant sur le tableau de Burt
Byg de terme général défini par :
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¥ j,jted: bjj' = Z{pij pij'/pi.]1€ 1},

tableau qui a mémesfacteurs de variance 1sur J, que les facteurs sur J
issus de 1'A.F.C. de P .

Dans ce cas, compte tenu de la symétrie du tableau B, si B vérifie
la premiére relation (9), i1 vérifie automatiquement la seconde.
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