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UNE GÉNÉRALISATION DES CORRESPONDANCES MULTIPLES 

ET DES CORRESPONDANCES HIÉRARCHIQUES 

P. CAZES 

CEREMADE (Université de Paris 9 Dauphine) 

On étudia tct da.nl quelles conditions V analyse doA cosuitepondan-

ici d'un tableau positionné m btocà fiouAntt d(U> iactcu/u, dont Vunc 

icà deux vcviianceA intoAclaiic ou tntAaclcu>ic &>t nulle. 

On obtient atnAt un modèle qui, comprend comme, ccu> paAticuLi&u> 

tel conAeipondancel multiple et tel conAZApondancei ktéàOAckiqute. 

http://da.nl
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I. INTROVUCTIOH 

On considère ici un tableau de nombres positifs kjj défini sur le 

produit de deux ensembles finis I et J, et on désignera par P ^ (ou 

plus simplement P) le tableau de probabilités associé ( P j j ^ j j / k S 1 

k est le total des éléments du tableau kjj). On supposera que I et J 

sont munis d'une partition dont les classes sont respectivement indi­

cées par K et K' : 

I = U{I q|q G K} 1 

[ (D 
J = U{Jq,|q'€ K'} ̂  

et on supposera que les couples de facteurs non triviaux* (a_,_b) issus 

de l'analyse factorielle des correspondances (A.F.C.) de kjj peuvent 

se répartir (par un choix convenable d'un système complet de facteurs, 

lequel n'est unique que s'il n'y a pas de valeurs propres multiples) 

dans l'un des deux groupes A et B suivants : 

1) Si U^b^)* (a € A) est un couple de facteurs du premier groupe, 

alors : 

V q G K, les composantes a ^ de a^ prennent la même valeur pour i G I 

V q'G K', les composantes b ^ de b^ prennent la même valeur pour j e , 

En d'autres termes le sous-vecteur a (resp. b , ) de a (resp. 

-qa r —q a —a K 

b^) dont les composantes sont indicées par I q (resp. J q l) a toutes ses 

composantes égales. 

2) Si (a^jbg) (3 G B) est un couple de facteurs du second groupe, 

alors : 

* i.e. facteurs associés à une valeur propre non nulle et 
différents du facteur constant associé à la valeur propre 1 . 
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V q G K , a 0 est de moyenne nulle sur I 
—P q 

V q 1 G K' , bD est de moyenne nulle sur J , 
- P q 

En d'autres termes, si = {p.. |i G I} et Pj ={p . |j € J} dési­

gnent les lois marginales du tableau P , on a : 

V q € K : z{p. a.g|i € I } = 0. 1 
) (2) 

V q'G K' : * { P j b j g | j € J qJ = 0 J 

a ^ (resp. b. g) désignant la i e r , i e (resp. j e m e ) composante de a_g (resp. 

V • 
On obtient ainsi une généralisation des correspondances multiples 

(cf. [4a], [4b]) et du modèle de correspondance hiérarchique à un ni­

veau introduit par J.P. BENZECRI et B. ESCOFIER (cf. [1b], §2.5, [1c], 

[5] et [6]). 

Après avoir fixé les notations et donné deux caractérisations 

des tableaux obéissant au modèle précédent (§11), on donne au §111 

quelques propriétés de ces tableaux (décomposition de l'inertie, majo­

ration de la plus grande valeur propre des facteurs du groupe B). En­

fin au §IV, prenant un tableau P quelconque, on impose des contraintes 

aux facteurs issus de 1'A.F.C. de P pour qu'ils rentrent dans l'une 

des deux catégories définies ci-dessus. 

II. NOTATIONS - CARACTERISATIONS VU MOVELE 

11.1 NotcuLLonA - P/iejnîë̂ &ô ptiopnÂ.Q.£Q.t> 

p^. désignant le terme général de P, on pose : 

V i € I, V j G J, V q G K, V q' G K' : 
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Piq" = l { P i j I j € J q ' } ^ 

Pqq' = l { P i j I 1 £ l q » j G J q ' } / 

= Z { p i q l | T € I } - Z { p j | J 6 J ,} l 

? O) 

Pq. = Z { P i . I " e I q } = l { p q j I j € J } 

= * P q q , | q'GK'} \ 

P.q' = I t p . j I j G V =
 I { p i q ' l

 1 £ I} 

= K p q q , I q £ K} 

et on désignera par Q le tableau de terme général Pqq»(cl £ K, q' e k') 

tableau défini sur le produit K x K' et déduit du tableau P en rempla­

çant chaque bloc I q x J , par son total. 

On désignera par a (resp. b ; c ; d) une fonction sur I (resp. J ; 

K ; K') qu'on identifiera au vecteur a (resp. b ; c ; d_)* des valeurs 

ài (i G I)(resp. b. (je J) ; c q ( q e K) ; d , (q
1 e K*)) qu'elle prend 

sur I (resp. J ; K ; K ' ) , et on supposera dans toute la suite, que I et 

J sont respectivement munis des mesures et Pj marges du tableau P , 

tandis que K et K' sont munis des mesures associées aux marges du ta­

bleau Q . 

Pour a appartenant à A, on désignera par c q a (resp. d ,̂ 1 la va­

leur a. (resp. b. ) du facteur a^ (resp. b ) pour i G I. (resp. 
ict —u —u q 

j € Jqi)» puisque par hypothèse, cette valeur ne dépend que de q 

(resp. q'), et on notera (resp. c^) le vecteur de composantes 

{ c q a | q G K} (resp. {d q>Jq ' G K'}). 

* dans la suite on écrira indifféremment a ou (resp. b ou b_ ; o ou 
c_ ; d ou d) suivant que l fon considère la fonction ou le vecteur 
associé. 
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On dira que le vecteur c (resp. d ) est associé au vecteur a 

(resp. bj. 

On posera enfin, si A^ (resp. A^) désigne la valeur propre asso­

ciée au couple ( a ^ b j (resp. (a^b^)) : 

V qeK,• V q» €K' : r . = I{c d . \/A I a € A} 1 
^ ^ qq qa q a a 1 / 

V (4) 

V i € l , V j € J : S . . = I{a. 3 b j 3 | 6 € B> J 

On supposera que les facteurs précédents sont normes, soit en 

omettant les indices a et 3 pour simplifier l'écriture : 

l { p i > ( a i )
2 | i€l} = 2={PBJ(b.j)

2 I J^J} = 1 

La formule de reconstitution des données (cf. [1a]) s'écrit alors : 

V qeK, V q 1 € K', V i € I , V j £ j q l : 

p . . = p . p • ( 1 + r , + s . . ) (5) 

1) De (2) et (4), l'on déduit les relations suivantes dont on se 

servira plus loin : 

V j e J , V q e K : z { P . s.. | i e i q> = 0 Y 

f (6) 

V i E l , V q'€K': I{p . s.. | j € J ,} = 0 
• J ' J H w 

2) Si r = Card K-1-CardA (resp. r ' = Card K'-1-Card A) est positif, 

on peut compléter les facteurs a^ (resp. b ) de A par r (resp. r') fac­

teurs triviaux linéairement indépendants*, de moyenne nulle, et 

constants sur chaque I (q€K) (resp. J , (q'€K')). On désignera par 

A' (resp. A") l'ensemble (qui peut être vide) de ces facteurs. 

* cf. bas de la -page suivante. 
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Les vecteurs c (resp. d ) associés à a (resp. b ) constituent 
-a ^ -a -a r -a 

pour a e A U A' (resp. A U A") une base de l'espace des fonctions sur 

K (resp. K') de moyenne nulle (pour la mesure définie, rappelons-le, 

par la marge sur K (resp. K') du tableau Q), et on verra (cf. §11.2), 

résultat pratiquement évident, qu'ils sont facteurs sur K (resp. K') 

issus de l'A.F.C. de Q . (facteurs non triviaux si a € A, triviaux 

sinon). 

De même si s = Card I - Card K - Card B (resp. s'= Card J-Card K'- Card B) 

est positif, on peut compléter les facteurs non triviaux a^ (resp. b^) 

du groupe B par un système B' (resp. B") de s (resp. s*) facteurs tri­

viaux, linéairement indépendants*, de moyenne nulle sur chaque 

I (q G K) (resp. J iCq ' eK ' ) ) , ce qui permet d'obtenir une base (de fac-

teurs) dans l'espace des fonctions sur I (resp. J) centrées sur chaque 

I q (q€K) (resp. J q l ( q ' €K')). 

3) Deux fonctions sur I (resp. J), l'une constante sur chaque I 

(resp. J , ) , l'autre centrée sur chaque I (resp. J ,) étant par 

H H H 
construction non corrélées, tout facteur a de AU A' (resp. b de 

9 -a K -a 
AU A") est non corrélé à tout facteur a^ de B U B ' (resp. de B U B " ) . 

II.2 Psiemièsic caMictétiÂAouLLon du modèle : Tkeosième 7 

II.2.7 Enonce 

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse trou­

ver un système complet de facteurs non triviaux issus de l'A.F.C. de P 

et se répartissant suivant les deux groupes A et B précédents est que 

soient vérifiées les deux conditions suivantes : 

1) à tout couple non trivial de facteurs associés (c9d) (avec 

c = { c q | q € K } , d = {d q, |q' e K'}), issu de l'A.F.C. de Q correspond un 

* que l'on peut choisir non corrélés. 



4 5 

couple non trivial (a_,b) (avec <a = {a. | i G I}, b = {b. | j € J}) de facteurs 

issu de 1'A.F.C. de P , et défini par a^ = c q si i G I q et bj = d q l si 

J € J q l . 

2) à tout facteur £ sur K (resp. d sur K') issu de 1'A.F.C. de Q 

et correspondant à la valeur propre nulle, est associé un facteur a. 

sur I (resp. b sur J) issu de 1'A.F.C. de P et correspondant à la va­

leur propre nulle, avec a^ = c q si i G I q (resp. b^ = d q , si j G J q • ). 

RmaJiquz 

Les couples de facteurs {à,b) et (ç9d) définis dans la condition 

1) sont relatifs à la même valeur propre. 

11,1.2 Vémqn^t^uvtlqn dt_^_çqndÂ^qn^mc^6a^^ 

Les facteurs non triviaux issus de l'A.F.C de P se répartissent 

donc suivant les groupes A et B . 

Soit (a,b) un couple de facteurs associés du groupe A, et dési­

gnons par c q (resp. d q l) la valeur commune des pour i G I q (resp. 

bj pour j G J q l ) . 

La première formule de transition (cf. [1a]) qui s'écrit, si À dé­

signe la valeur propre associée à U,j>) : 

V i € I q : ̂ P ^ . |jGJ} = \ Z A P i ï a ^ V X p ^ C q 

peut se mettre sous la forme suivante, puisque : 

z { p i j b j . | j e J q , } = z { p i j c i q l | j e J q l } = p i q l d q l : 

V i 6 l q : r { p i q , d q ) | q ' £ K ' } = V A P i > c q 

d'où en sommant cette relation sur I : 
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* P q q . d q , | q ' e K - } = V A P q > c q (7) 

Opérant de même avec la seconde formule de transition, on obtient : 

* P q q , c q | q € K > = y / X P < q l d q l (8) 

Les relations (7) et (8) correspondent aux formules de transition 

dans l'A.F.C. du tableau Q , ce qui prouve que le couple (ç_,d) avec 

£ = (Cq|q € K} 5 d̂  = {d^,|q' e K'} est un couple de facteurs associés is­

su de l'A.F.C. de Q , et relatif à la valeur propre A . 

On obtient ainsi un système de CardA facteurs non triviaux sur K 

(resp. K') linéairement indépendants, et issus de l'A.F.C. de Q . Nous 

allons voir que les facteurs restants sont associés à la valeur propre 

nulle. 

En effet, on peut noter que si X = 0 , les formules (7) et (8) res­

tent valables. Il suffit alors de considérer les facteurs triviaux a 
-a 

(resp. b ) du groupe A' (resp. A"), facteurs définis dans la deuxième 
remarque située à la fin du §11.1, pour en déduire que les vecteurs 

c (resp. d ) associés, sont facteurs sur K (resp. K') issus de 
—a K -a ' 

l'A.F.C. de Q et relatifs à la valeur propre nulle, ce qui termine la 

démonstration de la condition nécessaire. 

11.2.3 Démoj]MJyx^o 

flous supposons donc les conditions 1) et 2) satisfaites. Désignons 

par A un système complet de couples de facteurs non triviaux (c^ 5d^) 

issus ce l'A.F.C. de Q . Les facteurs (a ,b ) associés et définis par 

-a -a v 

la condition 1) correspondent au groupe A de facteurs issus de l'A.F.C. 

de P . 

Les couples de facteurs non triviaux restants (a^,b^) correspon­

dent aux facteurs du groupe B . 
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En effet a_£ (resp. Jb̂ ) étant non corrélé aux facteurs a^ (resp. 

b^) du groupe A, ainsi qu'aux facteurs sur I (resp. J) définis par la 

condition 2) et associés à la valeur propre 0, est non corrélé à toute 

fonction sur I (resp. J) constante sur les I q (resp. J q i ) . H en résul­

te immédiatement que a_̂  (resp. bî ) est centré sur chaque I q (resp. J q l ) . 

c.q.f.d. 

II.3 Seconde caAacXe.suj>cuU.on du modèle. : Tho.on.2.m<i 1 

11.3.1 Enoncé 

Pour que l'on puisse trouver un système complet de facteurs non 

triviaux, issus de l'A.F.C. de P et se répartissant suivant les deux 

groupes A et B précédents, il faut et il suffit que les relations sui­

vantes soient vérifiées : 

V q € K , V q' € K', V i € I q , V j € J q l : ^ 

W = PJ / P.q' ( ( 9 ) 

Piq'/Pqq' = Pi/Pq. J 

Rema/ique 

Les relations (9) traduisent simplement le fait que les marges de 

chaque bloc I q x J i du tableau P sont proportionnelles aux marges res­

treintes correspondantes du tableau P tout entier. 

11.3.2 VëmonAtia^on_d<i_la_c^ 

Les facteurs issus de l'A.F.C. de P se répartissant suivant les 

groupes A et B, la formule (5) est valable. Sommant cette formule sur 

I , ou sur J ,, ou sur I x J , , on obtient compte tenu de (3) et (6) : 

H H H H 
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V 1 £ \ Piq' = Pi. P.q'C 1 + rqq'> V ( 1 0 ) 

Pqq' = P q . P . q -
( 1 + V } J 

Faisant le rapport de chacune des deux premières équations (10) 

avec la troisième, on obtient les relations (9). 

11.3 ,3 VëmonAt&a^on do, _la _cqnd^i^qn _6u^A^ant^. 

Supposons donc les relations (9) vérifiées, et soit U 5b) un cou­

ple de facteurs associés issu de l'A.F.C. de P . 

Considérant a_ (resp. b) comme une fonction sur I (resp. J), on 

peut écrire a_ (resp. j)) d'une manière unique comme la somme d'une fonc­

tion constante sur chaque I (resp. J ,) et d'une fonction de moyenne 

H H 
nulle sur chaque I q (resp. J q l) : 

V q £ K , V i e I q : . a 1 = c q + e. ") 

i (11) 

V q ' e K', V j e o q l : b. = d q , + f. J 

avec z{p i_e i | i e I q} = Kp^.fj | j e J q I} = 0 (12) 

Les formules de transition (cf. [1a]) s'écrivent alors, si X dési­

gne la valeur propre associée au couple (a,b) : 

V i € I q : tfP^Cdq.+fjHJ £ J q.,q'€K'} = y/Ap^ye.) "] 
V (13) 

V j 6 J q , : ̂ PijtCq +e 1) |1 € I q ,q € K } = y/X P j ^ + f j ) J 
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Compte tenu de ce que, d'après (3) et (9), on a : 

i { P i j d q l|j e J q,} = p . q l d q l = ( P i < / P q > ) p q q ) d q , , 

la première relation (13) s'écrit : 

( P i y P q ) z { P q q I d q I |q' eK ' } + l { p . . f j | j e j } = \ / xp i^(c q + e i) (14) 

Sommant cette dernière relation pour i décrivant I , on obtient 

compte tenu de (12) : 

* P q q « %. I q ' e K '} +1{ P q . f. | j e J} = V A P q a c q (15) 

Compte tenu de (9) et de (12), on a : 

KP q j f j l J € J } = Z { ( p q q . / P - q l ) x { P B J f j | j € J q l } | q ' €K ' } = 0 . 

L'équation (15) s'écrit donc : 

l { p q q , d q , | q ' € K ' } = \ Z A P q C q (16) 

On déduit alors de (14) et (16) que : 

Z { p i j f j ! j e J } = ^ A p i . ei ( 1 7 ) 

Opérant sur la seconde formule de transition, on obtiendrait de 

même : 

l { P q q ' c

q l ^ K > = ^ P . q ' d q » < 1 8> 

! { P i j e. | i€l} = V A P j f. (19) 

Si c (resp. d) désigne le vecteur de composantes c q (qeK) (resp. 

dqi (q'€K')), on déduit de (16) et (18) que (c,d) est un couple de 

facteurs associés issu de l'A.F.C. du tableau Q . 

Pour résoudre les équations (16) à (19), il suffit 



5 0 

- soit de résoudre les équations (16) et (18) en posant e ^ f ^ O , 

auquel cas on obtient les facteurs non triviaux du groupe A, ainsi que 

les facteurs triviaux a (resp. b) constants sur chaque I (resp. J , ) 

H H 

- soit de résoudre les équations (17) et (19) en posant c q=d q l=0 

auquel cas, les facteurs obtenus étant orthogonaux aux facteurs trou­

vés précédemment, vérifient automatiquement (12) et correspondent donc 

aux facteurs du groupe B . 

On a bien obtenu la décomposition souhaitée des facteurs suivant 

les groupes A et B . 

Il A Ccu> pcVLtlcuLLesiA 

Si : V (q,q') € K x K' : p q q l = p q ^ q l , (19bis) 

alors tous les facteurs issus de l'A.F.C. de Q sont triviaux, et donc 

les facteurs correspondants issus de l'A.F.C. de P (i.e. les facteurs 

constants sur chaque sous-ensemble I ou J ,) sont triviaux. 

H H 

Tous les facteurs non triviaux issus de l'A.F.C. de P sont donc de 

moyenne nulle sur chaque sous-ensemble I q ou J^, . Dans ce cas, dans 

l'A.F.C. de P , le centre de gravité des i de I q (q£K) (resp. j de J q , 

(q'eK')) affectés des masses p^ (resp. p j) est identique au centre de 

gravité de tous les i de I (resp. j de J). On obtient l'analyse des cor­

respondances multiples et ses généralisations (cf. |4a], [4b]). 

Si on a K = K', et si on fait l'hypothèse que pour q ^ q', la quan­

tité s., définie par (4) est nulle pour i € I et j e J , , on a d'après 

' J H H 
(5) et la dernière relation (10) : 

V q,q' € K , q fi q' ; V i € I q , V j € J q , : 

p.. = p. p .(1+r ,) = p ,(p. /p )(p ./p ,) (20) 
KiJ "i • • J qq K q q , V H i . / H q . ; v p . J / H . q ' ; v ' 
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On obtient alors la relation caractéristique d'une correspondance 

hiérarchique à un niveau (cf. [6]). 

Si outre (20), (19bis) est vérifié, on a une correspondance qui 

est à la fois multiple et hiérarchique, avec le même ensemble K indi-

çant les partitions de I et J dans les deux modèles. 

Dans ce cas, qui est réalisé, comme il est facile de le vérifier, 

si et seulement si p.. = p. p . pour tout couple (i,j) n'appartenant 

pas à un bloc diagonal (i.e. i € l , j ^ J ,, q ' ^ q ) , les seuls facteurs 
H H 

non triviaux issus de l'A.F.C. de P proviennent des facteurs issus de 

VA.F.C. des blocs diagonaux. Un tel cas a été rencontré par A. BOHY 

(cf. [2]). 

Envisageons encore deux autres cas particuliers liés à la nature 

des partitions de I ou de J, disons I pour fixer les idées. 

Si Card K = 1 , on n'a que des facteurs du groupe B, puisque tout 

facteur non trivial sur I est centré ; tout facteur non trivial sur J 

est donc centré sur chaque J^, (q' G K ' ) . C'est un cas encore plus par­

ticulier de correspondance multiple, cas dans lequel rentrent les ta­

bleaux disjonctifs complets. 

Si maintenant Card K = Card I, auquel cas on a la partition trivia­

le de I où tout élément de I constitue une classe, les seuls facteurs 

non triviaux sont des facteurs du groupe A : tout facteur non trivial 

sur J est constant sur chaque J q , (q
1 E K 1 ) , Dans ce cas, toutes les 

colonnes du bloc I*Jq» sont proportionnelles, et l'A.F.C. de P est 

équivalente à l'A.F.C. de Q. 

De façon plus générale, K et K' étant quelconques,1'A.F.C. de P 

ne se réduit à l'A.F.C. de Q (i.e. P a pour facteurs non triviaux uni­

quement que des facteurs du groupe A) que si et seulement si : 

a) V q G K, toutes les lignes du bloc I x J sont proportionnelles 

b) V q'G K', toutes les colonnes du bloc I x J , sont proportion­

nelles 
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ce résultat découlant de (5) (où l'on fait s^. = 0) et de (10),ou de 

façon plus immédiate du principe d'équivalence distributionnelle. 

Rmcuiquz : 

Quel que soit le tableau P considéré, les relations (9) sont tri­

vialement vérifiées si l'on considère les partitions triviales telles 

que Card K = Card K' = 1 (resp. Card K = Cardi, Card K' = Card J), tout fac­

teur non trivial issu de l'A.F.C. de P étant alors considéré comme un 

facteur du groupe B (resp. A). 

III. PROPRIETES 

111.1 VécompoAction da V wioxtid 

On déduit de (5) et de (6) que l'inertie totale obtenue dans 

l'A.F.C. de P, inertie qui s'écrit : 

1 = 1 I ( p i , - p i P i)
2/(p i P,) 

peut se décomposer sous la forme suivante : 

I T = I B + I W (21) 

avec 1 = 1 i p p ,r2 , (22) 
b q e K q'€K' q' , q q q 

I w = I 1 Pi P i (23) 
w i e I j e J • 'J J 

Ig correspond à l'inertie interclasse, qui d'après la troisième 

relation (10) est égale à l'inertie totale 

I i (p , - p p .) 2/(p n p .) obtenuedans T A F C du tableau Q . 
qeK q t K' q q q' * q q* > q 

I w correspond à l'inertie intraclasse, que l'on va décomposer en 

fonction des inerties I obtenues en faisant l'A.F.C. de chaque bloc 

V 
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Iq x J q l du tableau P . 

En effet, compte tenu de (5) et de la troisième relation (10), on 

a pour (i,j) € I q

x J q . : 

Pi. P.j ^ Pi.P.j Pq.P.q' 

- Pqq- (Zìi . !k Lj.) 
Pi.P.j Pqq' Pq. P.q' 

d'où 1'on déduit : 

h - z
 1 1 1 _ ! k p - j ) 2 

q £ K q'eK' 1 € I J € J . Vp . p p , 
H H Kqq K q . H . q ' 

= I I - S 9 _ i (24) 
q € K q'€K' P q p q , "qq ' 

Des relations (21) à (24) l'on déduit que lj peut se mettre sous 

la forme : 

I T = I I CR , (25) 
1 q e k q ' e K ' q q 

la contribution CR , du bloc I x J , à cette inertie valant : 
qq q q 

C R q q ' = Pq.P.q'r5q'+P5q'Inqq.
/{Pq.P.q') 1 

Ì (26) 

= ( ( P q q ' - P q . P . q ^ ^ P q q ' ^ q ^ ^ q . P . q ^ J 

Dans le cas particulier des correspondances multiples 

(p , = p p , ) les formules précédentes se simplifient, puisque 

l'inertie interclasse est nulle, et l'on retrouve la formule (13) don­

née dans [4a], p. 148 : 
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I = E{p p . I | q £ K , q'€K'} . 
qq' 

Si K = K' , et si les s.. . sont nuls pour les blocs non diagonaux 

(cas des correspondances hiérarchiques), tous les blocs non diagonaux 

étant des blocs produits, I est nul pour q / q ' ; on a alors : 

V 

I T . z -A-i + z z

 { ^ ' - p ^ . ï ) 2 

q(Ek P q - P - q

 n q q q € K q'eK p q > p > q l 

Cette décomposition était évidente, dans la mesure où les facteurs 

issus d'une correspondance hiérarchique à un niveau s'obtiennent d'une 

part à partir des facteurs de Q avec la même valeur propre, et d'autre 

part, par prolongement des facteurs issus des blocs diagonaux I x J , 
H H 

les valeurs propres issues de ces blocs devant être multipliées par 

P q q / ( p q . P . q ) ( c f ' [ 1 b ] ' [ 5 ] ) ' 

III.2 Majoration de la valeur propre la plus glande de* ^acteun 

du groupe B 

Considérons une fonction a sur I (resp. b sur J), qu'on identifie­

ra (cf. §11.1) au vecteur a_ (resp. b) des valeurs a., (resp. b.) qu'elle 

prend sur I (resp. J). On suppose que a (resp. b) est centré sur chaque 

sous-ensemble I (resp. vJ .). I x J étant muni de la mesure P T , , on va q q ij 

donner une majoration du carré de la corrélation entre a et b (considé­

rées comme des fonctions sur I x J dont la première ne dépend que de I 

et la seconde que de J) indépendante du couple (a,b) choisi. Cette ma­

joration étant valable pour tout couple de facteurs associés du groupe 

B nous fournira la majoration recherchée. 

Si Cov(a,b) désigne la covariance entre a et b, et si Cov(a ,b ,) 

désigne la covariance entre les restrictions de a et b à I et J , 
q q 

respectivement, I x J , étant muni de la mesure P T , /p .={p../p J 
q q I q J q ' q q 1 J q q 

i G I q , j € J ,}, on a : 
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Cov(a,b) = i { P q q l i { ( p i j / p q q , ) a i b. | i e I q, j e J q l}|q e K, q' e K'} 

= I { p q q l Cov(a q,b q,)|q€K 5 q' €K'} (27) 

Si Var(a) (resp. Var(b)) désigne la variance de a (resp. b) et 
2 2 

a (resp. a ,) la variance de a (resp.' b , ) , on a lie même : 
H H H H 

Var(a) = Z{p q | q € K } ~J f (28) 

Var(b) = z{p>qlaJ|q'€K'} J 

Désirant majorer le carré de la corrélation entre a et b, on pour­

ra supposer, sans perte de généralités que ces deux fonctions sont de 

variance unité, auquel cas : 

Z { P q . a q N e K } = l { P . q ' V I ^ € K ' } = 1 ( 2 9> 

La corrélation entre a et b s'écrit alors d'après (27) et en dé­
signant par p . la corrélation entre a„ et b r t, : 

qq q q 

Corr(a,b) = £ { p q q . a q a q , P q q , | q e K , q ' e K ' } (30) 

Posons 

? 1/2 -] v= fcv°5|q6K}) 

2 1/2 < 3 1 > 
U q ' = ( l { P q q ' P q q ' | q 6 K } ) J 

Compte tenu de ce que p q q , < p q on déduit de (29) que : 

t q I < (Upq/q | q e K } ) 1 / 2 = 1 (32) 

On a alors en appliquant l'inégalité de Schwarz sur K muni de la 

loi (p u Q./P .|q G K} et en tenant compte de (32) : 
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|Corr(a,b)| < Z {aql I { p q q l o q|p q q,||q€K}|q'eK'} ^ 

< ^ (oq, t q , u q,|q'€K'} / (33) 

Appliquant une seconde fois l'inégalité de Schwarz sur K' muni 
de la loi {p q l | q ' e K ' } , on a, compte tenu de (29) : 

|Corr(a,b)| < ( K p ^ , U q . / P % . I q' C K ' } ) 1 / 2 

ou encore en remplaçant u , par sa valeur : 

Corr 2(a,b) < I { p q q , P q q . / P > q . h ^ K , q'eK'} (34) 

Si on avait appliqué l'inégalité de Schwarz, d'abord sur K', puis 
sur K, on aurait obtenu de façon symétrique : 

Corr 2(a,b) < I { p q q , P q q . / P q > |q€K, q' €K'} (35) 

Désignons par A^ q la valeur propre la plus élevée (autre que la 
valeur propre triviale 1 associée au facteur constant) dans l'A.F.C. 
du bloc I q x J q l , et posons 

U = I { p q q , A j q ' / P q ! |q€K, q'eK 1} 

v = z { P q q l A q q , / P i q , | q e K , q'eK'} 

W = min(U,V) 

Compte tenu de ce que p q q l < A q q , on a : 

Corr 2(a,b) < W . 

Si Â  désigne la valeur propre la plus grande des facteurs du 
groupe B, et si U^b^) désigne le couple de facteurs associés cor­
respondant, on a : 
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X 1 = Corr 2(a 1,b 1) < U 

qui est la majoration recherchée. 

Cette majoration ne présente bien sur de l'intérêt que si W est 

plus petit que 1 . 

Dans le cas des correspondances multiples (p , = p q p q l) où 

tous les facteurs non triviaux appartiennent au groupe B, on a obtenu 

dans [4a] une majoration plus précise, à savoir I p p , X?^ , 
q,q' q- * q 1 

majoration obtenue dans la démonstration précédente en remplaçant t , 
M 

par sa valeur (facile à calculer dans ce cas, compte tenu de (29) et 

(31)) \/ p q. au lieu de le majorer par 1 . 

Dans le cas des correspondances hiérarchiques (K = K ' , A ^ = 0 si 

q i q'), la majoration précédente ne présente pas d'intérêt, puisque 

les valeurs propres non triviales du groupe B sont obtenues, comme on 

l'a rappelé ci-dessus, à partir des valeurs propres non triviales des 

blocs diagonaux I q x J q , après multiplication par Pqq/(Pq P q)« 

11/. RECHERCHE VES FACTEURS VE TYPE A <U B VANS LE CAS V'UN TABLEAU P  

QUELCONQUE 

11/. 1 Vo^Âjbion dm pKoblzmn 

Considérons un tableau P ne vérifiant plus la condition de sépa­

ration des facteurs suivant les groupes A et B, ou, ce qui est équiva­

lent, ne vérifiant plus les relations (9). On sait que, faire l'analy­

se des correspondances du tableau P revient à rechercher les couples 

de fonctions (a,b) centrées, de variance 1, et de corrélation extréma-

le, soit : 

l{p_... a., b. |i€l, j £ J } extrêmum (36) 

avec : 
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I{p. a i | i € 1} = Zip . b.|j G J} = 0 (37) 

K p ^ l a ^ l i e l } = z{p > j(b j)
2|jeJ} = 1 (38) 

On cherchera ici des couples de fonctions (a,b) vérifiant les 

conditions précédentes, sous l'une des deux contraintes suivantes : 

- a et b sont constantes sur chaque sous-ensemble I et J , res-
q q 

pecti veinent. 

- a et b sont centrées sur chaque sous-ensemble I et J , . 
H H 

Dans le premier cas, on obtient des fonctions de corrélation in­

terclasse extrémale (on parlera encore par abus de langage de facteurs 

de type A), tandis que dans le second, on obtient des fonctions de cor­

rélation intraclasse maximale (on parlera de facteurs de type B). On 

verra que ces fonctions peuvent s'obtenir à partir de l'A.F.C. d'un 

tableau T . 

11/. 1 Reckercke d<¿¿ /¿acteuAA de type A 

On suppose ici que : 

V q G K, V i G I : a. = c 
q 1 q 

V q' G K', V j G J , : b. = d , 
q j q 

Les équations (36) à (38) s'écrivent alors : 

l{p , c d , | q e K, q'€K'} extremum 

qq q q 

I { p q . C q l q € K } = l { P . q ' d q ' | q ' £ K ' } = ° 

I{p q (c q)
2|q€K} = I{p > q,(d q,)

2|q' 6K'} = 1 . 

On retrouve, résultat pratiquement évident, la caractérisation 
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des facteurs (c,d) issus de l'A.F.C. du tableau Q des p , . 

IV. 3 Re.cheAc.ke. deA AactejuAA de. type. B 

On suppose ici que : 

V q G K : Kp^a-M 6 I q} = 0 1 

l 09) 
V q'e K' : I{p .b . | j € J ,} = 0 

J 
conditions qui impliquent (37). 

On est donc ramené à rendre extrêmum (36) sous les conditions 

(38) et (39). 

Résolvant le problème précédent à l'aide de la technique des mul­

tiplicateurs de Lagrange, on obtient les équations suivantes : 

V i € l q : Kp.jbjl j€J}-Ap i Ba.-X q p.B = 0 (40) 

V j€J q l: Z{p i j ai | î e D - M P j b j - M q . P j = 0 (4D 

où À/2 et M/2 correspondent aux multiplicateurs de Lagrange associés 

aux contraintes de normalisation (38), tandis que À et p , sont les 
H q 

multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de centrage (39). 

Montrons d'abord que 

A = M = z{pi. ai bj|i e I, j e J} (42) 

Il suffit pour cela de multiplier (40) par a. , puis de sommer 

sur I, en tenant compte de (38) et (39), et d'opérer de façon analogue 

sur (41) après multiplication par b. et sommation sur J . 
J 

Déterminons maintenant X et M N « : 

http://Re.cheAc.ke
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Il suffit pour cela de sommer (40) (resp. (41)) pour i (resp. j) 
décrivant 1^ (resp. , ), en tenant compte de (3) et (39). On obtient 
alors : 

> (43) 
i { p i q l a i | i e I } - u q , P _ q , = 0 J 

Reportant les valeurs ainsi trouvées de X et m^. dans les équa­
tions (40) et (41), et posant 

V i € I : u.. = d • . - P• p . /p 
q ij piJ H i . Hqj / H q . 

(44) 

V i € J , : v . . = p . . - p . p - , / p , 

On obtient (compte tenu de ce que X = m) : 

1 { u i j b j i j e J } = A P i . a i 1 

[ (45) 
I { v i j a i l i € l } = X P . j b j J 

qui sont les équations de transition vérifiées par le couple (a,b). 

Compte tenu de ce que : 

i { u . . | i e l q } ^ { v ^ l j e J q , } = 0 , 
il apparait que si (a,b) vérifie (45), avec X différent de zéro, a et 
b sont centrés sur chaque sous-ensemble 1^ ou , . 

11/.4 Obtention doj> fiactejuLnA do. type, A oX de type B à l'aide, de.  
Vanalysa dej> cottAeApondcinceA uAuetteA 

Soit Tjj (ou plus simplement T) le tableau défini sur le produit 
I x J et dont le terme général est donné par : 
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v i e i q ) V j e o q , : t..-P..-(P.pq./Pq)-(P.q,P./Pq>) ) (46) 

+ 2 (Pl. /Pq. , {P.Aq' )Pqq' 3 

Avec des notations analogues à celles définies dans (3) mais en rem­
plaçant p. . par t. . , on déduit de (46) que : 

• j ' j 

V U V V J £ V : t q j = (P . /P .q^Pqq ' ^ 

t i q " = ( P i / P q . ^ q q ' 

V = Pqq' / 

t i . = P i . V <47> 

V = p q -

t . q ' = P . q ' J 

t T = {t. l i e l } , et t, = {t . I j e J } désignant les marges du ta-

bleau T . 

On déduit alors des relations précédentes que : 

V j 6 J q ' = W ' V* '̂ \ 
> (48) 

V i £ l q : W ^ A . J 

Le tableau T est donc un tableau, pouvant comporter des termes né­

gatifs, mais dont les marges de tous les blocs I x J ,, ainsi que les 

marges totales ne comportent que des éléments positifs (ou nuls). 

Les équations (48) correspondant aux équations (9), on déduit du 

théorème 2 que les facteurs issus de l'A.F.C. de T se divisent suivant 
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les deux groupes A et B définis dans l'introduction. 

Comme d'après (47) le tableau déduit de T en remplaçant chaque 

bloc I x J , par son total t , est identique au tableau Q , les fac-
q q K qq H 

teurs du groupe A issus de l'A.F.C. de T sont identiques aux facteurs 

de type A du tableau P . 

Par ailleurs, on constate à partir des formules de transition ob­

tenues dans l'A.F.C. du tableau T, que les facteurs du groupe B issus 

de l'A.F.C. de T vérifient, du fait qu'ils sont centrés sur chaque sous-

ensemble I ou J , , les équations (45). Les facteurs de type B du ta-
q q 

bleau P s'obtiennent donc à partir des facteurs du groupe B issus de 

l'A.F.C. de T . 

L'analyse des correspondances de T permet donc d'obtenir les fac­

teurs interclasse et intraclasse du tableau P . 

1) Si le tableau P vérifie les relations (9), il est identique au 

tableau T . 

2) L'A.F.C. de T revient à comparer le tableau P J J au tableau mo­

dèle W J J dont le terme général w^. est donné (pour i e I q , j E J Q , ) par : 

Wij = Pij " tij + Pi.P.j = ( P 1 . P q j V + ( f V P.j / P.q , } 

" 2(pi/pq.)(p.j/p.q-)pqq' + Pi. P.j ' 

En effet, W ayant mêmes marges que P, la comparaison de P et de W 

revient (cf. [71) à effectuer l'A.F.C. du tableau de terme général 

p.. - w. . + p. p • , i.e. l'A.F.C. du tableau T . 

3) Dans le cas où l'on ne dispose d'une partition que sur un seul 

des deux ensembles I ou J, disons J pour fixer les idées, tous les ré­

sultats précédents s'appliquent en raisonnant sur le tableau de Burt 

Bjj de terme général défini par : 
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v € J : b.., =i{ P.. P i j l / P i J i e i } , 

tableau qui a mêmes facteurs de variance 1 sur J, que les facteurs sur J 

issus de 1'A.F.C. de P . 

Dans ce cas, compte tenu de la symétrie du tableau B, si B vérifie 

la première relation (9), il vérifie automatiquement la seconde. 
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