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STATISTIQUES SUR DES ENSEMBLES FINIS

G. LEWY
Centre de Recherche I.P.9
Université de Paris IX - Dauphine

Objectif : Nous avons L'intention d'obienin par des procédés
combinatoines centains nésuliats de La théonie de'ﬂ'échantétﬂonnage.

Nous serons amenés @ précisen Les notions de familles d'échantillonnages
Linéairement et quadratiquement équiréparties et a nechercher des
familles qui ont ces caractéristiques.

Du gait qu'on dispose d'algornithmes efficaces pour construire de telles
familles, Les nésubtats obtenus présentent un inténét dans Les méthodes
de simulation puisqu'ils penmettent de prévoin centaines caracténistiques
de ces familles.


http://pKise.nte.nt

STATISTIQUES SUR DES ENSEMBLES FINIS

I. Définitions - Notations

Soit E une population finie de taille N que nous identifierons &

E = il, 2,...Nj =[1, N]
Soit X un caractére a valeurs réelles dont on étudie la distribution sur E.
X : E 7R associe 3 tout élément e de E un réel X(e) que nous noterons Xy
Soit n un entier < N. On appelle échantillon de taille n de E toute appli-
cation £ : I - E, o0 I ={1, 2,0ens n} =[1,nl.
Lorsque f est injective on parle d'échantillon ou de tirage sans remise,
sinon on dit qu'il s'agit d'un échantillon avec remise.
On sait que si f est strictement croissante il lui correspond de facon
bijective la partie if (1)) eens f_(n)} de E de cardinal n; que si f est
simplement croissante il s'agit d'un tir.age avec remise ne tenant pas camp-
te de 1'ordre.
Nous serons amenés a étudier quatre familles d'échantillons ;
Tl : ensenble EI de toutes les applications de I dans E,
cy 2t enserble des applications strictement croissantes de I dans E,
3,3 : ensenble des applications simplement croissantes de I dans E,

C3« 4 ensenble des applications injectives de I dans E.



soit donc &' c ET une famille d'&chantillon f.
Pour chaque échantillon f: I - E, la distribution du caractére X sur f est
la suite (xf(l)""’ xf(n))

Nous nous intéressons aux moyennes et variances empiricquesde X sur la po-

pulation E et les &chantillons £ GT. Rappelons leurs définitions.

1 N
La moyenne deXsurEest)x=—ﬁ— (Z xi) (1,1)
i=1
La variance de X sur E est 1 N
2 _ " _ a2
(o} —N T (Xl F) (112)

1 n
*=a 4L X)) (1,3)
sa variance est
1 n
2 _ 1 = 2
or “w L, ®ew %) (1,4)

La moyenne de §f sur 1'ensemble $ d'échantillons est

- l —
§<§=E(x =—(fo)avecF=[(f| (1,5)
£ F
£e¥
Sa variance est
2 2 ! 2
Oy =0 7 =— I (& -E&)) (1,6)
£ F fey

De méme la moyenne et la variance de o;’f sont

3
2
--F-; z Of (1,7)

=¥

E (o) =

2 2 2
var (op) =— o - E( 5p))? (1,8)

z (
r ¥



II. Etude de la moyenne d'é&chantillonnage §‘3"
Soit ¥ ¢ E' une famille d'échantillons f.

n
Pour toute,fef?'onaif=-rli— z

X o
- £
Du faitque £ : I - E onalcg f(i) < N.

Pour tout k de E, 1l'ensarble des i de I tels que f(i) = k est f—l(k).

Posons atfk) = £ ) | VEKETF xE (2,1)
Alors I Xepsy o L L RN I
ier EW S (§ el B =gt W% (2,2)
- 1
et X =—= I a(f,k) (2,3)
£ n oy eg *x

Les coefficients a(f,k) ont les propriétés suivantes :

puisque Yk, 1 €EE k41 entraine £ (k) N£ (1) =g (2,4)
-1

etque f "(E) =1

ona fFlx) =1

kK €E
etz . |flm)] =/ I|=n
k €EE
donc W(£k) € FxE 0<alEk <n (2,5)
et¥ee® I a(fk) =n (2,6)

kEE

Avec ces notations, on obtient

- 1% = _ 1°7¢ 1z a(f,k)

=T =Y TF £€R n k€E *
= _1 I (Z al(fk)) (2,7)
W T oF kEE *

Posons Y ke E Rk) =L  a(fk) =%  |£im)] (2,8)
¥ X



Définition : On dit que la famille ﬁ d'échantillons est linéairement équi-
répartie (1,e) si

n[ k, 1€E K(k) = K(1) (2,9)

cette valeur camure indéperdante de k et 1 sera appelée K

donc dk €E Kk) =K (2,10)

Donc dire que(:w est l.eq. &quivaut & dire que dans _};Qtous les % sont

~

affectés du méme coefficient.
Propriété Siyest linéairement équirépartie alors
x =L (¥ (2,11)

Relation entre K et F

Soit A 13 matrice d F lignes et N colonnes constituée des coefficients
a(f,k), a(f,k) se trouvant dans la ligne de f et la colonne k.
Calculons la somme des coefficients de ce tableau :

(2,6) et (2,10) expriment que la samme des termes de chaque 7. =2de A

vaut n et que celle des termes de chagque colonne vaut K.

b a(f,k) =2 ¢ alfk)) =X _n d'apras (2,6)
EPINB'S fc¥ k€E R
=n (& 1) =n [¥| =nF (2,12)
£ ER
b a(f,k) =L (Z a(f,k)) =2 K(k) (2,13)
(£,K)EF x E k €EE f €X k EE
Donc en général pX K(k) = nF (2,14)
k €EE

et si(jest linSairement équipartie

F = § K=K(Z 1) =K |[|E| =N
k €E k €E



donc si (jest l.eq

NK=nF,K=%F (2,15)
- K

et X =—= (I )
T gk
— 1
3 = —= (L ) = (2,16)
W % b |

D'oll le théoréme 2.1: Pour toute famille d'échantillons ?hnéairement

&quirépartie la moyenne d'échantillonnage est égale 3@ la moyemne de la

population.
III.Etude de L i 2 (:ﬁ inéai ire i
. a variance ¢ oy pour Slinéairement &quirepartie
2 1 = 2
On a O;y =5 (xf—r)
fe¥
1 2
= = (Z X ) -
. F £ e(f £ f
X =iz
d'apras(2,3) Xe = yep alEXx
donc =Lz adlx ] (I ax)]
n ke E le E
=1
=— z a(g,k)a(f,l)xk %
n (k,1)€EE
1 2 2
=~ [Z a“(f£,k) + X L a{f,k)a(£f,l) %, ]
n’ ke *yeE 1€k .
k+1
2, =2 2 2 f
etn” I xp=1 [ £ a“(£,k)] x + I [z a(fkalf,lxx
feyY ke Y k,1DEE fe¥

k# 1



2

_ 2 _ -1 (3,1)
Posons b’kGE L §e:>,a (£,k) = %G‘S( |f (k) |
¥ x,1) € g2 Moo= I alfkalgl) (3,2)
k1 fe¥
Mo,= I £ a0 | 157 W | (3,3)
£eY

on obtient ainsi

2 =2 _ 2
i X = I Lyx+l kL %k 1 (.4)
k €E (k,1)EE
k+1

¢ :
Définition on dit que(S( l.eq est quadratiquemment équirepartie (q,eq) si

n

Vk,k'€E L =L, (3,5)
YD), ',10) €E% k41, k'$1' et (e, 1D Mg =My, (36
autrement dit si

ke E L =L (3,7)
et Y, DEE® , k4l M, =M (3,8)

si¥est g. eq alors (3,4) devient

n? 3 32% =L(Z xﬁ ) +M (T xk:érl) (3,9)
£ KEE K,1DEE
k$1
~u ¥ D ram (o 50 (3,10)
k=1 1 k <1

Donc si fS‘jest q.eq tous les xi sont affectés du méme coefficient, tous les

X ¥ sont affectés d'un méme coefficient.



Posons S= I { (3,11)
k=1
T = z X (3,12)
1 k <1 gN % "1 !
1 2
alogs 02 = 1 [Is+2mM -y (3,13)
n%F

Expression de 02 et 02(&-

On suppose dorénavant‘jq. eq

N N 2
2 _ 1 21 2 1
ona 0" =-— I (xk ’,1) = (z xk)_}l"_s'}l
N k= N i=l N
. N
=—— (Z )
P N
N
2 _ 1 2
}1 = (z xk)+2 T X ¥
N° k=1 1< k <1 gN
}12 =——1N5(s+zr) (3,14)
Don¢c 0. = —— -—1—2 (S + 2T)
N N
N-1
? = s--2 7 (3,15)
N N2



2 L 1 1 M
o= (-2 - —)8 -2 (== =T (3,16)
CSQ nZE‘ N2 N2 n2F

Les relations (3,15) et (3,16) expriment une similitude d'expression entre
g 2 et 0% , que nous allons préciser.
Auparavant nous allons établir une relation entre K, L, M

Relation entre K, L, M.

Théorame : si¥est q.eq alors ik =L + (N - 1)M. (3,17

Preuve D'aprés (2,16), on a

Vee¥ . a(£,k) = n
k €E
donc J£¥ n2-p; a(£,k) 2
ke E
2 _
n” =[z a(f,k)] [z a(f, 1)
kecE leE
2 2
n“ = ¥ a‘(£k) +5 al(fk). a(f,1)
k €E k,1) € E?
k:':l
2 2
et s n =7 ra (£,k) + 3 5 g atfk) alf,l)
fe¥ keEfe¥ k,1) € E° feF®
k -+1
, 2
soit n“F =3 + 3 (3,18)
Wer k x,1) € 2 " '
k31
Si?est q. eq alors
2
n“F =L(z 1 +M(1 1 )
kKEE (k,1) € E
k1
2

n“F =N. +NN-1) M (3,19)
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Or nF =N d'aprés (2,15)

d'oll le résultat (3,17) annoncé.

Relation de proportionnalité entre 02 et 0,2,.9
X

Revenons & 1l'expression(3,16) Ie coefficient de S est

oz=nL -LNz, celui de -2T est 8 =N—;— —-n—Mz;
or d'aprés (3,19)

n%F =N @+ (1) M)
donc 4 =2 4L M

N n nZF

L 1 1 1 _ (DM

I B o D !
N2 n2F
: 1 M
soit @ = (N-1) = - =-1 = (N-1) B
N2 nZE‘
ainsi 02 = &S - 2T B = (N-1) B S - 2T B
_ 8lm-1)s -o2r]
@ (Ml 2T
N N
soit o% = N° B oé,z R (3,20)
2 N.2 M 2
et OS~'J= [l_(T) "‘ET‘] ¢ (3,21)

ce qui établit la proportionnalité des deux variances.

Comparaisons entre F, K, L, M; 02 et Ué}?

On sait que Y(f,k) € Rx E 0¢alfk) ¢n



1
dxeE K=Kk =% _alfklgnzl  =nF.
£ eR feEW

a’(f,k) snIalfk) =nkK
£

dk €k L=1I

ka,l :
M=M, =Z a(f,k).a(f,1) <n <t alf,k) =nk
k 1:1 £ £

=1z
fe

Montrons que L > M.
EneffetZL-2’1=]’_.k+Ll—ZMkl

=3 al(£,k) - 2 T a(£,k).a(f,1) + £ a(£,1)
£ £ £

donc 2(L - M =% [ alf,k) -a(£,1)] 2 3o0. (3,22)
£ EV

Cette samme est d'ailleurs strictément positive. En effet, il existe
certairement k, 1 €E k # 1 et une £ €F telle que a(£,k) F a(£,1).

Sinon pour toute £ ¥ et tous les &léments k, 1 de E on aurait

£ ) | = £ .

€ ] = €@ ] =.. (£

1l
=}

£ ]+ @) ] +.. +E T |
De telles égalités ne sont compatibles que si N = n et
fi)=1 , 1<1igN
Donc : sauf si(y se réduit § 1l'application identique de E, L -~ M > O.
De (3,19)il résulte que
2 2

2 F =N M+ N - M
2 F - N° M= N(L - M)
2
R R
n F n" F

Ceci é&tablit que >\2 > 0 en général et que

0 < A%< 1. (3,23)
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Une autre fagon de retrouver (3,17)

Yk, 1€EE, k41 M= £ a(f,k)al(f,1)
¥ M = L

J1eE z =3 g alfkalf,1)
yep K kE E £
M., +3 =73 X a(f,k)a(f,1)
ntrog £ keE
k:‘;l ,
=7t a(f,D{zx a(f, k)]
£ k €E
=n I a(f,l) d'aprés (2,16)
£
\( 1€E +3 =nkK (3,24)
My P M 1 ,
kK E€EE

orM11=L, Mkl=M etKl=K

donc L+ (N-1)M=nK.

\Jl €E L 4T M, =nK (3,25)
k+1
2
k,1) €E

De (3,25) on voit que la connaissance des K., Mkl entraine celle des L

ll
et que leur invariance induit celle des Ll'
IV Etude de la moyenne de 052
Résultat préliminaire E
A
Si on a le diagramme g
I S \R
7
I=[1,n], E=[1,N] go £

U £ k) , les £ 1(k) étant disjoints

alors I=
k€EE


file:///jlGE
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donc
z g(f(i)) =12 z g(£(i))
ierl KEEief k)
x5 9k
kKEEie€f k)
=13 (z 1 ) gtk)
k€E i€fli
-1
=1z | £ )] gk)
KE E
d'ol z g(f(i)) =12 a(f,k)g(k) 4,1)
i€1 X €E
avec |£ 1 k)| = a(f,k) (4,2)
2, 2
par exemple I g2 (£(1)) = 7 a(f,k) g%(k) (4,3)
i€1 k €E
.2
Revenons a ”f
2 1 n —
0L = — ) (X,.,. x.)
£ [, CE@ T
=1 g0 2 . —§2
n i= fHTE
21 2 -2
g =—— L a(f,k) - X
£ lex X T X¢
2 1 2
E(o, ) =— I o©
£ . .t
2 1 . 2 1 2
E(op ) =— £ (I alfk)x )-— (Ox¢)
£ "I fex z |k F £ T
1t (r agnd - (2@
nF kE€E fewW F f

Si (Fest quadratiquement &wmirépartie, on a, campte tenu de (3,10) :



E(o§)=i(2 Xi)-—%—[L(Z x]f)+2m Ioxox]
nF k€E nF k €E 1k <1
=—K—S——E—S—2—D§—T
nf nZF nF

B o) =BT g2 By (4,4)

n’F nF

or d'aprés (3,7) nK - L = (N -1)M.

2 (N - )M M
Donc E(of)=B_UM o _, M,
£ nF n%r
=M i w-ps-27]
n
B 2) SN (N-1g_ 2T
£ n%‘ N2 N2

soit E (02) =(1? (4,5)

n F

En reprenart les calculs qui ont conduit & (3,21), on voit que

0 <r? <1 (4,6)
2 2 2
et que o?+E(of)=0 (4,7)

Résué : Soient E=[1,N] et I =[1, nl, ng N, E' 1'ensembl
On appelle &chantillon tout &lément de EI et famille d'échanti
Posons | k € E \{f e¥ atfk) = |£ k) |

VK1€E KM =7 algl L, =%  al(£k), 4,
£ e¥ £ eV 14k

edes f :I > E.

llons toute¥C EI .

=1 a(f,k)a(f,1)
f
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on dit que S linsairement &quirdpartie si e kK€E Kk) =K

on dit quecgest quadratiquement équirépartie si de plus
Jxex L =L, {x1¢er Kl Mg =M

Résultats F, K, L, M sont dans les relations

nF =NK, nK=L+ (N-1)M
s P ¥ -y _= _ . _1
Théoréme 1 : SiJ est 1. eg alors E(xf)-x —)1—-——(2 xk)
’y N kE€E
Théoréme 2 : si(}) est g. eq alors
-y _ 2 _.,2 2 2_, _/ N.2 M
Var(xf)— qS(—A o° avec AT =1 (n) T
[ Be]
E(o%):A'Zoz,avecl2=1->\'2eto<>\2,)\“<l
etozzNgl S——Z—T,avecs= ) xlz(,T= z xkxl
N N° kK €E 1. k<1l&N



16

V. Etude de 1'équirepartition de certaines familles

Pour n et N fixés nous allons étudier les familles gt yn suivantes :
N
Fo

(yl El = ensanble de toutes les applications ,

ensemble des applications constantes,

(:9?2 = ensenble des applications strictement croissantes (n S N),
‘33 = ensemble des applications simplement croissantes,
(j 4= ensenble des applications injectives (n ¢ N)

Nous allons établir que chacune est lin&airement et quadratiquement équi-
répartie et déterminer ses coefficients F, K, L, M,'A .

Plutit que de les examiner & tour de rSle, nous allons nous donner des
définitions et notations assez générales pour les examiner toutes de la
méme fagon en un premier temps, puis pour préndre en compte leurs spécifi-
cités.

Définitions - Notations

Pour N et n donnés et?;rs{g , NOUs posons

¥ x er, Viec(on I & = £ eI |t =iy (5,1)
N,i N

oy es? kF1

4(i,j)E[o,n] 2,0<i+j<n

~

n
i, 0ol = 1 Eﬁ%?l!f_l(k)l =iet |[£11)]= ) (5,2)

Pour tout k de E fixé, i parcourant [o,n ], 1es§?n (k) réalisent un partage
N,i

de‘f=<§n (ils sont disjoints et leur réunion est égale 2y )
N . N



‘ n n n
ponc ¥ k € E F-F - v¥ (5,3)

¥k er =F=:" F & ,ouF=|P| (5,4)
N i=0 N,i
De méme pour tout k € E, tout i € [o,n] , alors pour tout 1 € E - {k },
j parcourant [o,n - i] , lescs‘n (k,1) réalisent un partage de‘&n (k) et
N,i,3j N,i

“k €E, ‘dl €E - {k }, \)li € [o,n] 3‘7“ k) = n:)l ‘Efn k,1) (5,5)
N,i

j=o N,i,j

n n-i n
N,i j=o N,i,J
) n n n n-i _.n
De plus \}k,l F_ U “:WN =uu ¥ oD (5,7)
71 N,i,]
k:t 1 i=o i=o j=o
= U ZﬂfN'“i'j (k,1) (5,8)
(i,3) € lo,n]
ogitig¢n
et S S 9 B (5,9)
N i=o Jj=o N,i,j
=73 ' (k1) (5,10)

o 2 N,i
(i,9) € fo,n 1% 717)
og i+jg<n

Nous allons étre amenés & effectuer de nambreuses sommations. Elles se
raménent presque toutes au schéma suivant :

Soit Fun ensemble et{%fbl b € B} un partage d¥.
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Alors pour toute h :?-»R, on a

S= I h(f)=: hf) =2 (I  hE) =2 s (51D
£fey £eu®, besfe¥ b€EB

b €EB

Expression des coefficients F, K, L, M.

Rappelons que pour C:)‘J=LYH

N
blk €E K(k) =K'k) = L k) | (5,12)
N eyn
N
LK) =1"(K) = £ 0 |2
. £ eyn | | (5,13)
N
‘] 2
k,1) € E°, k ¥1
Mk, =M k1) =1 e £ W] (5,14)
N f eS‘N

Relativement au partage (5,3), la somation (5,12) devient

n

\Qlk €EE K& =K'k =" (@ | £71
N i £ €3 k)
N, i

x)h

Soit Tk €EE KK =K (1) =% iF (k) (5,15)
N i=o N,i
De méme
n
Yxee oo =1le =2 1257 L&) (5,16)
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Relativement aux partages (5,8) et (5,7), la sammation (5,14) devient

y x,1) €E?, k$1

=1 ~1
Mk, 1) =My &,1) =2 RN E SN I ¢ Y )
" (i, )€ oml 2 fe® (k1)
o< itk < n N,i,3
=L pi 3 (x 1 )
(1,3) € o] fe% k,1)
ogitj<n N,i,7

n n

soit Mk,1) =M‘.; k1) =1 , 13 Fy g 4 (D) (5,17)
(i,3)€ lo,n] 113
og itj¢n
" n n-i n
et Motk 1) = §=o i3 Eg g D) (5,18)
J=0
En résumé, avec I =[1,n], ona :
n
Yxegr VYier - {k} F=F;=Z F;’i(k) (5,4)

1=0

n
K(k) = Ky (k) =3 Fy, 1 ®) =Li Fy &) (5,15)

n
L) = k) =7 i2 ) i2 B ) (5,16)

=1I
i=o i€x
M(k,1) = Mg(k,l) =(zi Jer? i Fgrilj(k,l) (5,17)
1 gi+tj<n
n—-i

=1 i1 jpgli,j(k,l) (5,18)
i€ j=1

Proposition : I1 suffit que les navbres F; j_(k) et Fg i j(k,l) soient indé-
r 7 ’

pendants de k et 1 pour que‘§'=(5§qn soit linéairement et quadratiquement é&qui-

répartie.

En effet, si';’N,Jn, \';i o< i< n, on alkex FS ;) =F§i (5,19)
r ’
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£iF! . est indépendant de k et
e W e N
n JES O )
Kt =Ky =2t e (5,20)
(k) = L7 =3 12F31=LE (5,21)
I
. , V ol . vl 2
De méme, si §N,yn, {(i,7)€I" 1 L i+j < n, on a ¥(k,1)E E", k-.rl
P15 %D =Fuig (5.22)
alors
M) =5, ijFg;osbl) =D, djFp, jest
(i,j€r (i,3)€r
lgi+j<n l1gitijsnn
indépendant de k,1
n-i
et M =1 R, . = ii FER. .
M’E (i,j)612 N,i,3 €1 3=1 N,i,j (5,23)

Il suffit donc d'&tablir 1'invariance des Fﬁ 1,5k et F;‘I 1,%1) pour prou-
I r ’

ver 1'&quirépartition d'un famille Y JS‘:.
Nous allons a présent examiner les fanilles(yo,(ﬁjl,'fz,‘y?’, ‘?4.

1/ Famille‘sl0 des applications constantes de I =[1,n| dans E = [ 1,NI

q(est constituée des N applications fk: I >E, k€EE tellesque

#eex £ (@) =k.

De sorte que
Ve |£00]=n, Vim-& (5w =0

, n . .
Ainsi ‘Jk&: FN,n(k) =1, E‘g'i(k) =0 si0g&i<n

lea Jles -t} ¥, e’ Fy 1,5k =0
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les FU . et F* . . sont bien indépendanty de k et 1. De plus

N,i " "N,i,3
F=F§=n,K=n,M=0 (5,24)

et‘sg0 est bien é&quirépartie.

2/ }E'amille‘:g"2 des applications strictement croissantes de I dans E (DSN)

Chaque £ ES; = '§§ est strictement croissante, donc injective; de sorte

¥ Jke 1
E |f (k)] =0ouletque (5,25)

s n — =
\-/ i>1 )‘N,i'j(k) =fet Fg,i(k) =0 (5,26)

De méme

n = P - P .
‘Z?N,i,j(k,l) g sij>let Fg’i,j(k) 0sii*louipl (527

Pourfs’?z, les relations (5,4), (5,15), (5,16), (5,17) deviennent

deE F; = fﬁ,o k) + Fgll(k) (5,28)
Kytk) = Fy | () (5,29)

N k) = Fy &) = Ky (k) (5,30)

Vi es- 00D =E | k) (5,31)
_ 5,32

or F; = c§ 15,32)

et 352 0(k) est l'ensemble des applications strictement croissantes
’

de I dans E -{k}
_ n _ n _
Donc Fg'o b =fFF 00 | =I9g ) |- -1 (5,33)

et d'aprés (5,28)

Fg,l(k) =Fy - F;ll,o tk) = (% - Ctn\l—l = "{i:i (5,34)

D'od l'invariance des Fﬁ i(k) par rapport a k.
14
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Quant awx F (k,1), on obtient par utilisation de (5,6), pour n > 2
N,i,)

pour i=0  Fy (k) =Fy o o0k,1) + Fy o (k1) (5,35)

or 33;} 0 0(k,l) est 1'ensemble des applications croissantes de I dans E-{k,1}
rvrs

Donc Fglolo(k,l) = Fy_p = Qo (5,36)
n
et Fyo,1 %1 = Fn,o‘k) - rglo’o(k,l) (5,37)

= c;_l - ‘%-z indépendant de k,1 (5,38)

Pour i=1, (5,6) donnre

EJI\;,l(k) =Fyqoll) + FI‘;'l,l(k,l) (5,39)
Donc Fg’l'l(k,l) = F;,l(k) I’q‘ k,1) = Fgll(k) N 0,1 kD) (5,40
=Gy "y ) = et~ ez = Grs (54D
Ainsi Y kKEE Fy, &) = S —i- 4 (5,42)

VieE -k} P . D) = "2 _ o7l pnonintl) g (5,43)
N,1,1 C§2 1 Nl N

Aussi a-t-on :

_ o1 _ =2 _n(n-1)
F=0Cy, KIqp )  M=Cp 5=l F (5,44)

N(N-1)
ce qui établit 1'quirépartition de ¥ .

3/ Cas de3€ 4 ensemble des applications injectives de T dans E  (ng N)

Nous allons nous ramener a celui de‘S?z.
Soit S l'ensemble des bijections de I.
A chaque application strictement croissante f 6'37"2 de I dans E faisons
correspordre l'ensemble @(f) = {g= s, £| s € S}. Chagque g de F(f) se d&duit
de f par ure permmtation des valeurs £(1)...f(n). £ &tant injective, g l'est

aussi et @(f) Cﬁ?‘l.
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On voit facilement que {g(f)| £ EGI;} réalise une partition def}"l.

De plus Yo €g(8) Yki1€e  |glm| = £l (5,45)
et lg 7t o) = £ ] 1 F W] (5,46
et t}f € 912 |g(f) | = |s] =n! (5,47)

Pour N et n fixés, on a donc

Y = U_{g = U U {g} = U _g(f) (5,48)
n 96@4 fe‘S*Z g € g(f) fe‘j‘g
F = fégf |9(B)] = Is| F, =n!F, {5,49)
2
beer Koo = I lole =2 g tml=z |f'ml (z1 )
4 g €¥, £ e‘é?fz g € g(f) £ e‘iLZ g € g(f)

6?12

R -1 -1
soit K, (k) = . b [£0] 9] =]s| fz@lf x)| = |s] K, (k) (5,50)
2

On montre de méme que

L, (k) = Is| L, (k) (5,51)

M, (k,1)= |s| M, (k,1) (5,52)

. . 5 n n
avec Fi’ Ki k), Li(k) , Mi(k,l) respectivement égaux a Fg, KN(k) ’ IN(k) et
My, 1) pour les familles ¥, i=1,2.

On a donc établi 1'équirépartition linéaire et quadratique de‘sﬁ; et

Fg(k) = n! c:; = N@=1)...(8-n+l) = [N] (5,53)

frer Qo =& =i = 1 = mcil = Dqich) =2 =R (5,50
N

Jxeefier - k1) = 2 = plc) o _nmol) g, o) o

N(N-1) N(N-1)
n(n-1) (N = n(n-1) FE (5,55)
N(N-1) TONN-L)
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4/ Famille (S(l des applications de I dans E

Pour établir 1'invariance des K(k), Lg(k) et Mg(k,l) nous allons
procéder par récurrence sur n. Une partie des raisonnements et notations

que nous allons utiliser ici servira aussi pour 1'étude de 3

- =1 _
Pour n=1 , 311 =95 {fl, f2,...fN}

avecdkEE, f],(l) =k

1 1
sonc  [Sl-El - (5,56)
,J o ! . 1 S|
kE€E  Op ) ={f) ,Fy, (k) =1 =Fy, (5,57)
1_ .1 1 1 S e
et Fy = FN,O(k) + FN,l(k) ' FN,O(k) = Fy FNll =N-1 (5,58)
De plus F. . .(k,1) =Opour (i 31 et j 3 1) (5,59)
N,i,J
nc O, est bien é&quirépartie pour n = 1. Il en est de méme de 3 qui se

confond avec (331 pour n = 1.
Procédons a présent par récurrence. Supposons avoir &tabli que
\fN. \/n' <n, Vi',0\< i'¢n, blke E dleﬁl - {k}

Fg,i-(k) = F:u (5,60)

1
e

3% =g g (5,61)

Il s'agit.de montrer que

\}N, \;li 05isn+1,\/k€E, \1[1€E-{k}

indépendant de k
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1 o+l ,
Fg:'i,j(k,l) = F‘b;,*i’j indépendant de k,1

Soit I ={1,n] , I' =[1,n+1] = IV {n+l}

Pour toute f€ 2 Nn+1 soit g fI la restrictionde £f A I et

h = f{n—l-l}= f(n+1)

alors)(‘eel 1{egn f(e) = g(e) et £(n+l) =h

on remargue que,tant pourcg1 que pourc\!?y si fecgti =(j;+l , alors
. ayn
g est de méme nmature que f et g& N
Pour tout p € E soit
<_§n+1,p . n+l
N = {fe 3N | £(n+1) = p} (5,62)
_ n+l,p n+1
{‘Q§ | p €EE} est un partage de : et
N N

qm]: U Fnl,p L R PP (5,63)

N pEE N N pEE N
Posons aussi
nl,p n+l -
hlk €EE 3" k) = {f ER | £ 1(k) |=1i et £(n+l)=p} (5,64)
N,i N
\Ili 0gignhl
Campte tenu de (5,1) et (5,3), on obtient
1 ntl,p
\/k €E F = v ¥ (k) (5,65)
N,i PEE N,i
nl ntl,p
FN’i(k) = ¢ F N,i (k) (5,6B)

PEE
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Revenons maintenant au cas de l'ensarble desi.applications £ : I's E.

#"IIP -
si £ €9 (k) c'est que £(ntl) =pet |1k | = i.
Ni
Sip=kalors |g l(k)| = i~1 et la restriction de £ & I-g * (k) est une

application d'un ensemble de n-(i-1) é&léments dans E - {k} qui en a N-1.
i,k n—-i+l

ponc | x| =F (5,67)
N,i N-1

Si p # k alors |g"l (k)| =i et la restriction de £ & I—g—1 (k) est une

application d'un ensamble N-i &lé&ments dans E-{ k,p} qui en a N-2.

n+l,p n-i
b YPEE Pk ¥ K |=F (5,68)
N,i N-2
n+l n-i+1 n-i
D'ol F (k) =F +(N~-1) F (5,69)
N, i N-1 N-2
1
Ce qui &tablit l'invariance des FN,i (k) pour 0 < i § n;si i=ntl et
[£1 k)| =1 = n+l c'est que £(1) = ..=f(n) = £(n+l) =k
n+l
etWk €E FN’n_H k) =1 (5,70)
bl \} ntl n+l
donc Uk €E i 0g&ignn FN,i(k) = FN,i c.q.f.4

de cette propriété découle 1'invariance des K;}(k);

n n
aonc Yx € & Kek) = i Fg k) =I iFg Ky (5,71)

i=1 i= N =
n
etd'apres(2,15) 1 iFy, =L F =-2"-m (5,72)
1
i=1 N N

Autre facon de calculer l&sF;i(k) 0gign, kKE€EE
I
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si £€¥” (k), soit £ (k) = J et J' = I-J. Alors | J| =i,|J'|= n-i et
N,i

fJ,est une application d'un ensemble de n—i &lé&ments dans E -{k}quizenza
N-1.

Inversfanentdk €E, \',l i €lo,n] ily a C;L1 sous enseanbles J de I de cardinal
i. Soit J' =I-J. Il y a F]I\}:i applications g de J' dans E-{k}. Pour chaque

g il y a une application f : IsE telle que £, = g et £(J) = {k}

Donc dk €E, \! i€ [o,nl P k) =c P (5,75)
N,1i n N-1
Ce qui &tablit 1'imvariance des Fy , (k).
1
oy o2 e e
De méme ¥ k € E, \{1€E—{k},3ql (1,€[ onl” 0 itjgn (5,76)

-1

Si f e?; 5,3 (k,1), soient J = £ *(k), J' = £ (1), J"=W J', J"' =I~J"
r r

ona [J]=1, [3] =3, |3"] = i+§,13"| = n-i-j

La restriction fJ,, .

éléments dans E - {k,1} qui en a N-2.

de £ & J"' est une application d'un ensemble de n-i-j

Inversement pour tous i,j,k,l tels qu'en (5,76) :

ilya Cll:J maniéres de cheisir un ensemble J" de cardinal i+j dans I;

pour chaque J" ily a Cj::ﬂ. maniéres de choisirt un ensemble J de cardinal i

dang J".

Ia connaissance de J" entraine celle de J%' = I - J", celle de J ehtraine
celle de J'.

Pour chaque couple (J", J) il yea ngiz'j applications g de J"' dans E-{k,1}.

Et 3 g on peut faire correspondre une £ : I» E telle que

£

Jn =g, £(J) = {k}, £(3') ={1}
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n i+ i n-i-j
Donc F (k,1) =C C F
N,i,7 n i+ N-2
n al n-i-j
k €E, \}lGE-{k} F . k1) ~ F (5,77)
N,i,3J itjt(n-i-j)t N2
- 2 -
(1,)€ lom]” 0gitign
Ce qui établit 1'invariance de ces coefficients.
La relation (5,75) peut d'ailleurs se vérifier par récurrence. En effet
Pl = e+ oD P oK) a'aprés (5,66)
N,i N,i-1 N,i
= o) e 4 T et
_ (nqoqyDF1-i i i-1, _ ntl-i i
= (N-1) (c:l +C ) = (D) Co,y C-a-fud

Il en va de méme pour (5,77).

On a donc équirépartition linéaire et quadratique de S’; Et

n n . N
_ - . - RS RS S
0 Ky(k) = Ky A Fy,1 &) AL (5,78)
or 1{\;=—n—}3n=n1\f“'1 (5,79)
N N
n i n-i -1
Done I i1 =n N (5,80)
i=0
n n n n-i
=M, 1) =3 1 JEy Lok = 5i -2y gl (D
N i=0  §=0 +1ed i=0 il §=0  j!(n-i-j)!
n n! P (i) n=i-j
=3 i/=—(3z j = 2 )

i=0  il(m-i)!  F=0 j!(n-i-j)!

n-i-j
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En posant n-i=m, on obtient en utilisant (5,80)

m- m! mj_ ™ L mj _ m-1
I j ——— (N-2) = I Jct (N-2) = m(N-1)
=0 )t j=0 T
= (n-1) (v-1)"2

n X . n . . n .
et ME = i c; (i) D" =g £ o4 C;(N—l)n_l-l- z :chrl1 (v-p7i-l

i=0 i=0 i=0
n 2 on 024 i
(1M =n Nt - it et ™t
. n
i=0
2 n-1 n 2.4 1
=nNn - (N-1) z i® ¢ x , avec X ==
. n N-1
i=0
n 2 i
Calculons S = ¥ 1Clx
1=
n n i i
on a (1+x) = I Clx
i=0
n N .
()™ = 3 it
i=n
n . . N N .
nin-1) ()™ 2 = § 0 igi-1) c L7225 42 c 23534 ck %
i=0
n . .
nn-1)x2 (14072 5 nx()™ 1 = 1 12t it
. n
i=0
o244 n-2 1
soit Z i C X = nx(1+x) (nx+1) avec X = ——
i=0 n N-1
n-2 N+n— =2
_n (N Ml _N“_n
N-1 N-1 N-1 (N-1)

D'ol (N—l)M;; =2 7 s -2 = 0 N2 (N -n-N+1) = n(n-1) (N-1)NT2
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et M) = nn-1)N""2 (5,81)

En résumé ()Ylest bien linéairement et quadratiquement &quirépartie et

F=F§=Nn,K=K;=nNn_l ,M=M§=n(n—1)Nn'2=n—(9-'—l—)F

)
on cbtient L par (3,17) L = I = n(n-1) N2 (5,82)
5/ Famille ‘3’3 des applications croissantes.
on a F; =,[L{= N(H1)... (#n-1) _ (Mn-1)..... (N+1) Cgm_l (5,83)
n! n! n!

Nous utiliserons plusieurs fois le résultat suivant :

¥nso, dis1smmo =R+ ¢ st O, =ChE (5,84)
La propriété est vraie pour k=1. Supposons 1l'avoir é&tablie pour k-1.
alors S(n,k) = S(n,k-i) + c?th = cg:}l{ + C2+k = c“n:,iﬂ .c.q.f.d.
Montrans quefk €2 Vi oci<n P g =ELE (5,85)

En effet si £€ ‘3*’§ 1), soit J = £l (k) et J' = 1-J; alors |J] =i et
1

| 3'| = n-i. La restriction £, de £ & J' est une application croissante

de J' de cardinal n-i dans E -{ klde cardinal N-1. Inversement & partir d'une
application eroissante g de {1,..., n-1} dans E -{ k} on peut construire

une seule application croissante f : I» E telle que If_l(k) |=i. On l'cbtient en
insérant i valeurs k consécutives dans la suite des valeurs de g.

s s o . n _ _ei . n-i
Ainsi 1'on a bien l?N,i(k) = F;’i(k) =Fy1 = c§-1+N—i—1
De la méme fagon, on é&tablit que

\)lk €E \}1 €E - {k} "I(i,j) € [o,n]2 0gitjgn

n _ n-i-j
Fy,i,5%/ D) = F“N_2 (5,86)
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g

De sorte que 03 est bien linéairement et quadratiquement équirépartie.

Caloulons les ocoefficients deff"3

=k =z iF (k= I 1iF"
i= i ¥l

or}ﬁ——ll—-lﬁn=—n-:\~x en-1)... DN _ (MHn-1)... (W)
1.2... (n-1)N 1.2... (n-1)

z

N

_ n-1 _ on-1
n-1 - F;\II-H -
R T
' i = i =

D'old la relation KE .Z 1Fe N+ (5,86)
i=0

On obtient maintenant

ME n n-i n n-i Fn—i—j
=z i I k,1) = i(z 3 )
i=0  §=0 N4 i0 j=0 = N2

En posant m =n -i, et en utilisant (5,86), on trouve

m
. 1 —i-]
2 Fnh = Fy 54 = Fy
3=0
n -1 n-1 —1-i -1 n-1 -1
Donc ME =3 i FE ! pﬁ +nFg = I i F; 1
i=0 i=0 i=0

Car F;]l = 0; et en utilisant 4 nouveau (5,86), on arrive a

_ on=1-1 _ _n-2
My = P2 = P (5,87)

B et M) = F"‘2 n-1 gn _ nin-1) F o (5,88)

< 2 gl _ . n
En résumé K:I = F;_'_l -——-N N - “N NV L)

Conclusion : Chacune des familles S, 0 < i ¢ 4, est bien linsairement
et quadratiquement équirépartie. Si on désigne pour N et n fixés, par

. n
Fi, Ki' Mi et Li les valeurs respectives de Fg ' ME, et LN et en posant



2 N, 2
B2= B mry 2% =1-2% , onale tablean
"2 2
F, K, M, L A A
Y F. =N =n 0 L.= n2
0 0 KO 0 0 1
_ -1 _ '2_n-1
<y F. =M K= nN" M.=rin~-1)N" 2 [ L= n(¥n-1)| A =5 2= L
1 1 1 1 { 1
Nn..z 1 n
_ -1 -2 ~1 ‘2 n-1 N 2_N-n
F = E=3 M= ——— em— ——
¥, 2= 2~ &1 )= Ga Ly RN S RIS
(n ¢ N)
F. = =0 nin-1) =0 N- ‘2n-1 N 2 _Mn
T, 3" Gy |5 F Fs SR B3 | DTN wrY M mn W03 T ntwD
. - _ _ _ 2 .2 2 .2
Y, |F,=nF, |K=nK, M, = niM, L,= nlL, ST PV RE R
(n & N)
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