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0. Introduction 

Л apparaZt quelquefois que les premiers facteurs isóuó d'uni 

analyóe de correspondance révèlent des dichotomies aóóociées à une 

clasóification hiérarchique. Les valeurs propres aóóociéeó à ces fac­

teurs boni en génial relativement élevées [óupérieures à 0,5) et ne 

prennent óouvent en compte, qu'une. Rouble, pari de. l'inertie totale. ; 

leo facteurs óuivants restent interprétable.^, et traduisent les liai-

óonó entre 1ел óous-enóembles obtenue рол dicho tomiscution lors de. 
l'étude, des premiers facteurs. 

. Ve. tels reóuliató ont en particulier été obtenus Ions de Véta-

bíÁSóement de. nomenclatures économiques et ont permió de. batir des no­

menclatures óatÁsfcUsantes (c¿ - [ О ] ) . 

Un autre, exemple est fourni рал l'étude, de la ótructure des échan­
ges commerciaux de 25 payó européens {cf. tableau et résultats en an­
nexe) . Le tableau analysé est un tableau салле kjj ой I est l'ensemble 
des payó considérée et k[i,i') le total des exportations du payó i • 

vers le payó l' . Le premier facteur oppoóe les payó de l'Europe de 

VOuest aux payó ue l'Europe de l'Eót qui óont tréó regroupéó [óauf 

la Vougoólovie) . Le óecond facteur permet de voir la dispersion des 

payó de l'Europe ae l'Eót, tandis que les facteurs óuivants traduisent 

les échanges aes payó de l'Europe de l'Ouest, 

Benzecri [cf. [1b])a modélisé les óttuationó précédentes. Le mo­

dèle introduit par Benzecri comprend en particulier le cas d'un ta­

bleau diagonal par blocs, ainsi que le cas plus général ou les blocs 

non diagonaux óonx ues blocó produitó {i.e. des blocó dont toutes les 

lignes ou toux.es les colonnes óont proportionnelles). On généralise 

ici ce modèle qu,i est relatif à la construction d'une óérie de tableaux 

* Nous remercions J.P. Pages qui nous a fourni cet exemple pour 
illustrer le modèle étudié dans cet article. 

http://toux.es
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de pKobabltité [ou tableaux, de coK/iebpondance), en Liaison avec leb 
noeudb d'un акЬке connexe А : роил chaque noeud п de А , on be donne 
un tableau de coKAebpondance Qn dé/slnl ьик S xS , S étant V епьет-1 u n n n 
ble deb ьиссольеикл immédiate de n danb A ; de тете, роил chaque ele­
ment tenmlnal t de A , on be donne un tableau de pKobablllté , 
défini ьик le pKodulX ï ^ x ^ de deux enbembleb {¡Inlb. A ракХлл de сел 
données, le modele obbocle à chaque noeud n de A un tableau ?n devint 
à ракЛлл de Qn et deb tableaux J^1 (m e SJ . La conbtKuctlon culmine 
au bommet b de VaKbKe, avec un tableau P* , note aubbl V, et on dÀX 

que P ebt une coKAebpondance hléKoKchlque. 

Vano le % l y on rappelle le modèle &¿ on pKéclbe leb tienb en­

frie leb tableaux V, ?n, Qn alnbl qu* entxe leu/a lolb moKglnaleb. On 

montre en panXlcutieK comment on peut obtenlK leb tableaux Pn et Qn , 

connalbbant P . On pKéclbe enbuvte leb tienb entKe lojb {acteuKb Ibbub 

de Vanalybe ^actoK^ieVie deb coKK.ebponda.nceb (A.F.C.) deb tableaux 
n 

[t étant un teKmlnal de A), () (w- étant un noeud de A) qui ont beKvl 

à conbtAulKe le modèle et leb {acteunb Ibbub de £'A.F.C. de P . On 

détermine en ракХ1сиИгл leb éléments de gn à ракЛлл deb &acteu/u> 
Ibbub de £'A.F.C. de P . Leb Kébultatb депекаих établib danb ce § I 
donnent comme cab pa/uticutieKA la bo luteo n deb excKclceb ркороьеь 
danb [1b] . On teKmlne ce poKagKaphe en généKatibant le modèle pKé-

cédent au cab où ceKtalnb enbembleb 1̂  ou peuvent etKe video 

[t étant un teKmlnal de A). 

Au § II, on donne, à paKtlK de la notion d1 enbemble caKactéKÀM-

tlque deb caKactéKjj>ationb deb coKXebpondanceb P obélbbant au behéma 

précédent. Une ркет1еке coJvxctéKÁM atto n ebt babée bu/i leb pKopKlétéb 
dU iacteuKA Ibbub de Vk.VX. de P (§ II.2), tandis qu'une beconde 
ca/iactéKlAotlon (§ II.4) conduit à la notion d1 enbembleb abbocléb qui 
ьека étudiée au § III. On montre égalment (§ II.3) comment danb сек-
talnb cab, on peut conbtKulKe plubleuKb modèleb de décompobÁXÁon hlé-

KoKchlque de P . 

Comme on vient de le dOie, le § III ebt conbacKé à Vétude deb 

coupleb d'enbembleb abbocléb danb un tableau de eoKjiebpondance P . 

http://coKK.ebponda.nceb
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La structure et les propriétés de ces ensembles h ont étudiées au 

§ III A , tandis que les Liaisons entre ensembles as&octék et fac­

teurs ¿6406 de £'A.F.C. de P sont établies au § II 1.2. Enfin au 

§ III.3, on construit plusieurs modèles de correspondances hiérarchi­

ques connaissant plusieurs couples d'ensembles assoctés dam ? . 

Il importe de noter que, comme it est de règle en analyse des 

données, et comme on Va déjà dit au début, le modèle de correspon­

dance hiérarchique a été conçu comme, une schématisation de structu­

res rencontrées Ions d'études concrètes. La vole descendante suivie 

au § I pour découvrir les Q n et les à panttr du tableau ? , aiml 

que les caractères ations basées sur les facteurs et données au § II, 

cohA.espondent à la démarche du statisticien découvrant les éléments 

d'une structure d'après les résultats de l'analyse du tableau global; 

avec cette différence toutefois, qu'on suppose que les résultats sont 

exactement conformes au modèle, alors que dans la pratique Uaccord 

n'est qu'approché. 

http://hA.es
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I . Définition et propriétés des correspondances hiérarchiques. 

I.1 Rappel du modèle. Notations. 

On considère un arbre connexe A (i.e. ayant un sommet unique), 

non nécessairement binaire. On désignera par : 

s : le sommet de A . 

- Nod A : l'ensemble des noeuds de A . 

S ou Sn : l'ensemble des successeurs immédiats d'un noeud 
n 

n G Nod A . 

- Ter A : l'ensemble des éléments terminaux de A . 

- pr(n) : le prédécesseur immédiat de n (n G A , ri ̂  s) , 

i.e. l'élément de A situé juste au dessus de n . 

- Pred(n) : l'ensemble des prédécesseurs de n,y compris n , 

i.e. l'ensemble formé de n et des noeuds situés au dessus de n . 

Ces conventions sont résumées sur la figure 1 : 

Pred (n) • pr (n) 

VA Ah A\ 1 

t 

Figure 1. 
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A tout élément terminal t G Ter A est associée une loi de proba­

bilité (ou tableau de correspondance) P*1 sur le produit de deux 

ensembles finis I (ou It ) et J t (ou Jt ) * : 

P C = { P ^ | i e it , j e jt} 

A tout noeud n G Nod A est associé une loi de probabilité (non 

nécessairement symétrique) Q N sur le produit S r x S N : 

? = {<W I - e sn , m- e sn} 

A partir de ces données, on associe à tout noeud n une loi de 

probabilité P n sur le produit de deux ensembles finis I et J R . 

La construction est ascendante : la loi P n est définie à partir de Q n 

et des tableaux {P m I m G S } par les formules suivantes ; 1 n 

f . I = U {I | m 6 S n} 

n m 1 n 

(1) 
. J = U {j | m G S ) ^ n m 1 n 

où l'on suppose qu'il s'agit d'union disjointe, i.e. que les X forment 

une partition de I et de même pour J ; 

n n 

V m,m' G S , V i G l , V j G J f , m ^ m ' => ' n ' m ' J m ' 

/ o X n n m m' 
(2) . p. . = q f p. p . 

(*) les ensembles I t et J peuvent être des ensembles réduits à un 

élément. 
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où on a noté : 

f P". - I tP?j N e J.} 

(3) J 
p . = Y {p.. 1 G I f} 

n m m' . . , ^ 
Pij ' Pij * pij d e s l 8 n a n t respectivement les termes généraux des tableaux 

p n , p m , p m ' . 

V m G S n , V i £ I m , V j € J m : 

,. s n n m 

(4) . p. . = q p. . 

Si P n , désigne le sous-tableau de P n croisant I et J' , 
mm 0 m m ' 

les relations précédentes peuvent encore s'écrire matriciellement ; 

r / t _̂  ^n n m . m ' . * 
m f m' => P t = q t P-r (p T t) 

mm T Hmm —Im v£jm' y 

(4 bis) 

P n - q11 P m  

v mm mm 

£ j m (resp. P.mjmt) désignant le vecteur colonne des {P^. | î ^ 

(resp. {p m^ | j e J m,} ). 

Les tableaux P ^ et P m sont donc proportionnels, tandis que 

les tableaux P^mi (m ï m 1) correspondent à des lois produits. 

Il est facile de vérifier que si les P m (m G S n) sont des lois 

de probabilité, P n est bien une loi de probabilité. Comme par hypothèse 

les P*" (t £ Ter A) sont des lois de probabilité, il en résulte que 
k 

tous les P (k £ A) sont des lois de probabilité. 

(*) De façon générale, un élément souligné a. correspond à un vecteur 
colonne, tandis que £ f correspond au vecteur ligne transposé de a. , 
le prime correspondant, comme il est d'usage en statistique à la 
transposition. 
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La construction culmine dans le tableau P S que l'on notera aussi 
P , et qui est une loi de probabilité sur I x J = I x J , avec : 

s s ' 

' I g = I = U {i t | t E Ter A} 
(5) j 

J g = J = U {j t | t e Ter A} 

et l'on dira que P est une correspondance hiérarchique à Card (Nod A) 
niveaux. 

On désignera par p ^ le terme général de P , et par 
P-|- = (p^. | i ̂  1} et Pj = {p.j I j ^ les lois maginales associées. 

Soient m,mf.,n trois éléments de A ; on posera : 

<6> " P.. = l <Pi- I i 6 V 
P , = y { p . | j ^ j , } 

^ K»m' L F , j 1 J m' p est donc la masse du sous-tableau P (défini sur I x J ) de P , rmn mn m n ' 
tandis que p^^ (resp. p # n ) est la masse de (resp. J n ) dans 
ce tableau. 

Soit n un noeud de A , on désignera par cljgn
 = | ̂  G $ n} 

et q 0 0 = {q11 I m G S } les lois marginales associées à Q n ; n2Sn ^»m 1 n & x 

f q" = Y {qn , | m' G S } m» L nom 1 n J 

(7) 
q11 = Y {q11, I m' G S } V M«m L LHTn'm I n J 
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On posera encore : 

V n G A , n + s : r(n) = n { q p r ( m ) I m G Pred(n) , n + s} 

mm 1 

r.(n) = n { q p r ( m ) | m € Pred(n) , n + s} 

(8) • 1 

r 2(n) = n { q ^ ( m > | m € Pred(n) , n * s} 

r(s) = rj(s) = r 2(s) = 1 

et nous verrons au § suivant que r(n) ,rj (n) .^(n) s'expriment très 

simplement en fonction de p n n , p n^ et p > n . 
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1.2 Lois marginales. Liens entre les tableaux P,P n et Q n . 

1.2.1 Lois marginales. 

On a les résultats suivants : 

1 ) V n G Nod A , V m G S n , V i G I m , V j G J m : 

r n m n p. = p. q r 1 • î • m • 
(9) 

n m n p . = p . q 

2) v n e A , v i e i n , v j e j n : 

' P°. = Pi./r,(n) = P i , / P n , 

P?j = P.j/r2(n) = P.j/P^ 
(10) 

r,(n) = P n. 

. r 2 ( n ) = p-n 
3) V n G Nod A , V m e S n ; 

' V • l { p i . I i e i m } " V / rl ( n) " Pm./Pn< 
( H ) | 

( q?m = l {P?j M e V = P. m/r 2<n) - P. m/P. n 

Démontrons le point 1) ; on a pour i € i et compte tenu de (2) 
et (4) : 
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P i . I Pii = l Pii + . I l Pii 
1 j G J 1 J j G J 1 J m G S -{m} j G J 1 J 

J n J m n J m 

v n m , v v m m T n 
. 4 _ nmm *ij , -̂ r -| . 4 t i # *J mm' 
J G J J m G S -{m} j G J , J 

m n m 

_ n m + m y n _ m y n 

%an Pi« pi* . „ r -i ^mm' Pi» . 4 _ ^mm1 

m G S -{m} m G S 
n n 

m n 
= p. q 

ce qui démontre la première relation du point 1). On démontrerait de façon 

analogue la seconde. On a alors : 

m n , n pr(n),, pr(n) n v / / \ 
p. = p. /q = p. /(q q ) = . . . = p. /r,(m) 

Ecrivant que £ p m

# vaut 1 , on obtient rj(m) = p m^ . 
i G I 

m 

Remplaçant m par n , on obtient la première et la troisième 

relation du point 2), les deux autres se démontrant de façon analogue. 

Les deux relations du point 3) résultent immédiatement des points 

1) et 2) et du fait que P m étant une loi de probabilité, on a 
V m r m . 

i G I 1 j G j J 

m J m 

Remarque : On déduit du point 2) que : 

V t G Ter A , V i G i t > v j G J t : 

/ .\ t t 
P.- r, (t) p. = p. 

p . = r 0(t) p . = p . p . 
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1.2.2 Liens entre les tableaux P, P n et Q n . 

On a les résultats suivants : 

1) ¥ n G A , V i G I n , V j G J n : 

p n. = p../r(n) = p../p 

(12) 

r(n) = p 

2) V n G Nod A , V m G S , V m 1 G s : 
* n ' n 

mm L *ij 1 m ' J m 

(13) j 
= P m m ' / r ( n ) = Pmm'/Pnn 

En particulier, si m = m T , on a : 

(14) = r(»)/r(n) = P i m n / p n n 

3) ¥ n G Nod A , V m G S n : 

r n / 
Q - P / P TU* rmn rnn 

(15) 
n _ . 

k ^ •m ^nm ^nn 

Le point 1) se démontre à partir de la relation (4) en remontant 

l'arbre, puis en remplaçant m par n . 

Le point 2) se déduit de la relation (2) (ou de (4) si m - m* ) 

sommée sur I x J f et du point 1). 
m m 1 v 
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On a enfin, compte tenu de (13), (1) et (12) : 

C • i { w Iml G s n > 

= l <P?j I 1 G Xm > J G Jm< > m ' e Sn> 

= y { P

n . l i e i , - p /p 
L Fij 1 m ' J n *mn *nn 

ce qui démontre la première relation (15), la seconde se démontrant de 

façon symétrique. 

Remarque : La relation (12) traduit le fait que le tableau P n est 

proportionnel au sous-tableau P n n de P croisant I n et J n , tandis 

que (13) exprime le fait que le tableau se déduit (au coefficient 

1/p près) du tableau P en remplaçant chaque bloc P t croisant 
nn mm 

I et J t (m,m' ^ S ) par la somme de ses éléments, 
m m n 
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1.3 Etude des facteurs et des valeurs propres. 

Nous rappelons ici quelques résultats établis dans [ 1 b ] et 

permettant d'obtenir les facteurs issus de l1analyse factorielle des 

correspondances (A.F.C.) du tableau P N (n G Nod A) à partir des 

facteurs issus de lfA.F.C. des tableaux P M (m G s^) et Q n ; ce qui 

nous permettra en remontant l'arbre de voir les liens existant entre les 

facteurs du tableau. P , et ceux des tableaux P N et Q n et de déduire 

les facteurs de P à partir des facteurs des tableaux P T (t G Ter A) 

et Q n (n G Nod A) . 

1.3 .1 Facteurs de P N obtenus à partir des facteurs de p m (m ̂  S n) . 

Soit donc n un noeud de A , m un élément de S et (a^.b10) 

• n 

un couple de facteurs canoniques issus de 1'A.F.C, du tableau P et 

relatifs à la valeur propre À . A ce couple, on peut associer (cf [1 b ]) 

un couple de facteurs canoniques (f^*^) issus de l'A.F.C. de P R . 

Si l'on pose : 

f (a11)' = {(aV | m S s n } — —m 1 n 
d e ) 

(bV = {(]£)• I m € s n> 

où a 1 1 (resp. b n ) désigne la restriction du facteur a 1 1 (resp. bn ) 
—m —m — — 

à I m (resp. J m ) , on a : 

( n , n N-l/2 m 
^m " («m.* ± ; 

(17) b^ = ( q 1 1 ) " 1 7 2 b m 

—m »m — 

V m' E S , m' ^ m : a11, = 0 ; b n , = 0 v n —m — —m — 

(*) différent du couple trivial de facteurs constants. 
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Considërant a 1 1 , b n , a m , b m comme des fonctions sur I , J 
—• — _ _ n n 

, J m respectivement, on peut dire que a. a pour support I et 

correspond à un coefficient près au prolongement de a.m à I r tandis 

que b 1 1 a pour support J m et est à un coefficient près le prolongement 

de b m à J — n 

La valeur propre associée au couple (£.n>^n) e t Q u e l'on notera 

À est reliée à X par la formule : 
nm 

< 1 8 > L = x(qL)2/(q" qn

m) 
nm mm m» «m 

On en déduit en remontant l1arbre un couple de facteurs (3»b) 

de support I x J issu de l'A.F.C. de P et relatif à la valeur m m 
propre À avec : 

sm 

, , x x - 1 / 2 m / . - 1 / 2 m 
r \ = ( ri( m>) £ = <Pm.> £ 

( 1 9 ) m ^ = (r 2(m))-
1 / 2 b m - ( P . m ) "

1 / 2 b m 

^ s m - X i r W ) 2 / ^ ^ ) ^ ) ) V A C P ^ ' / C P ^ P . m ) 

a^ (resp. bffl)- étant la restriction de a (resp. 1) ) à I m (resp. J^), 

Notons que l'on a : 

V i G I , V j G J : 
m m 

f a.b.(A ) 1 / 2 = a? b'?(X)1/2r(m)/(r ](n!)r„(m)) 
i j sm i j 1 z 

( 2 0 ) j 
» a m b m ( A) 1 / 2p /(p p ) ^ i 2 ^mm *»nr 

a^ (resp. bj . a? . b?) désignant la composante i (resp. j .i . j ) de a 

, , _ mTm s 
(resp. b.;a.;b ) 
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A partir des formules précédentes (où il faut remplacer m par t ), 

on déduit de tout couple de facteurs canoniques (a*"»]!*') issu de l'A.F.C. 

de P t (t G Ter A) un couple de facteurs (£>b) issu de l'A.F.C. de P , 

(£,b) étant de support Ifc x J t . 

1.3.2. Facteurs issus de Q n (n G Nod A) . 

Soit (Çjd.) un couple de facteurs canoniques issus de l'A.F.C. 

du tableau Q n , et relatif à la valeur propre \ . Il lui correspond 

(cf. [1 b ]) un couple de facteurs (£ n>b n) issus de l'A.F.C. de P n et 

relatifs à la même valeur propre, avec 

' V m G s , V i G i : a? = c 
n ' m î m 

(21) 

V j e j : b n = d m 

V- • m î m 

En d'autres termes le sous vecteur a 1 1 (resp. b n) de a 1 1 (resp. b n ) 

—m —m — — 

est un vecteur dont toutes les composantes sont égales à c (resp, dffl ) 

mième c o m p o s a n t ; e d e £ (resp. d_ ) . On dira encore que a1 (resp, b 1 1 ) 
est constant sur I (resp. J ). 

m m 

A (a n,b n) et donc à (c,d) est associé d'après le § 1.3,1. jun 

couple de facteurs canoniques (£,b) pour P relatif à la valeur propre 

X avec : 
sn 

• V m G S n , ¥ i G I m : ai = ( P n . ) "
1 / 2 c m 

-1/2 
¥ j 6 J : b. = (p ) ' d 

(22) 

V i Ê I n , V j Ê J n : a. * b. - 0 
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v m e sn , v m' e s n , v i e i m , v j e J m, : 

(23) a . b-tt^) 1' 2 = c md m,(X)
1 / 2p n n/(p n. P . n ) 

(24) V (i.j) * I n * J n : a . b . ( A s n )
1 / 2 = 0 

Ces deux formules nous serviront au § 1.4. 

Remarque : On peut montrer, à lfaide de la formule de reconstitution 

des données (cf. [ l a ] et [ 1 b ]) que l'on obtient tous les facteurs de 

P n (n ̂  Nod A) à partir des facteurs de Q n et des facteurs des 

tableaux P m (m G s ) suivant les formules données dans ce paragraphe 

et dans le précédent. On en déduit que les couples de facteurs canoniques 

(a11,]}11) issus de l'A.F.C. de P n peuvent se répartir (si du moins 

il n'existe pas de valeurs propres multiples) dans l'un des deux groupes 

suivants : 

1 e r groupe : V m G S n , a
1 1 (resp. b11) est constant sur 1^ 

(resp. J m ). 

2 e m e groupe: ^ m e s

n

 t e l <l u e (resp. b n) soit de support 

Zm ( r e s p - J m } ' 

S'il existe des valeurs propres multiples, on peut toujours trouver 

un système orthonormé complet de facteurs vérifiant la propriété précédente. 

On verra au § II une réciproque de cette propriété quand n = s . 
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1.3.3. Détermination des facteurs de P à partir des facteurs de p t  

(t G Ter A) et de Q n (n G Nod A) . 

Compte tenu de ce que les facteurs issus de l'A.F.C. de P n 

(n G Nod A) se déduisent des facteurs issus de 1'A.F.C. de Q n et des 

facteurs issus des analyses des tableaux P m (m G S ) , on peut, en 

descendant l'arbre, obtenir les facteurs de P d'une part à partir des 

facteurs des tableaux P*" (t G Ter A) associés aux terminaux t 

constituant le noeud n , et d'autre part à partir des facteurs des 

tableaux Q m (m G Nod A) associés aux noeuds contenus dans n , i.e. 

aux successeurs (non terminaux) de n , y compris n , En particulier, 

on peut à l'aide des relations (19) et (22) obtenir facteurs et valeurs 

propres issus de 1'A.F.C. de P à partir des facteurs et valeurs propres 

issus de l'A.F.C. des tableaux ? Z (t G Ter A) et Q n (n G Nod A) , 

qui sont les tableaux à partir desquels s'effectue toute la construction 

du modèle. 

On peut remarquer que les facteurs canoniques (§_>]}) issus de 

l'A.F.C. de P possèdent (si du moins il n'existe pas de valeurs propres 

multiples) l'une des deux propriétés suivantes : 

ou il existe t G Ter A , tel que a. soit de support I et 

b̂  de support J ; 

ou, V t G Ter A , a. est constant sur I t et de même b_ est 

constant sur J . 

S'il existe des valeurs propres multiples, on peut toujours, trouyeç 

un système complet de facteurs vérifiant la propriété précédente. 
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1.4 Détermination de Q n en fonction des facteurs et des valeurs  

propres de l'A.F.C. de P . 

Soit {(a11 , b n) I a G R } l'ensemble des couples de facteurs 
+ —OL —et 1 n J • v 

non triviaux de P construits à partir de l'ensemble des 

facteurs non triviaux issus de l'A.F.C. de Q n (n G Nod A) . Ces 

facteurs sont facilement identifiables, car si l'on considère par 

exemple les facteurs canoniques a^ , ces facteurs ont pour support I r , 

et sont constants sur chaque sous-ensemble I (m G S ) . 
n m v n 

Soit m G S ; on désignera par a1 (resp. bn ) la i e m e 

è n ' &

n ^ ma ma 
(resp. j e m e ) composante de a^ (resp. b^ ) pour i G 1^ (resp. 

j G j ) et on posera : 

V m G S , V m ' G S : 
n n 

(25) C (m,m') = Y {a11 b n

f (À ) 1 / 2 I a G R } 

n v ' ^ L ma m'a sna 1 n J 

X désignant la valeur propre associée à (a11 , b n) . On posera encore : 
sna r r —a -na 

(26) T n = 1 + l {C p r ( m )(m,m) | m G Pred n , m + s} 

On a alors les résultats suivants : 

1) 

(27) p = p p T 
nn *n« r*n n 

(28) ¥ m G S : q11 » (p p T ) / (p p T ) 
• n Hmm v*m« v*v\ m y / v tn» F«n n 

(*) i.e. l'ensemble des facteurs associés à une valeur propre non nulle, 

et différents du facteur constant associé à la valeur propre 1 . 
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2) V m G S , V m' G S : 
n n 

( 2 9 ) Pmm' = P m.
 P.m' ( Tn + Cn(»,»')) 

( 3 0 ) <W = Pm.' P.m'(Tn + C n(»,»'))/(P n. P. n V 

Pour démontrer ces résultats, on peut utiliser les relations 

(13) q11 ? = p i/p , et calculer p f et p en utilisant la mm rmm rnn rmm *nn 
formule de reconstitution associée à P , puis en la sommant sur 

I x J , et I x J . Compte tenu de la remarque donnée à la fin du 
m m n n r H 

§ 1.3.2, et du fait que les facteurs intervenant dans la formule de 

reconstitution sont orthogonaux à la droite des constantes, il est 

facile de voir que les seuls facteurs apportant une contribution non 

nulle aux sommes p , et p sont les facteurs dérivés des tableaux 
k mm nn 
Q avec k G Pred n pour p , et k G Pred(pr(n)) pour p ; 

r mm r r rnn 

de plus ces facteurs sont constants sur I m et sur J^, pour k = n , 

et sur I n et J n pour k G Pred(pr(n)) . On en déduit les formules 

(27) et (29) et donc (28) et (30). 

On peut aussi démontrer ces formules à partir de la formule de 

reconstitution exprimant q11 , en fonction des facteurs et des valeurs r nmm 

propres issus de Q . C'est cette voie que nous développerons ici. 

La formule de reconstitution relative à Q n s'écrit 

¥ m,m' G S : q11 , = q11 q11 , ( 1 + Y {(X ) 1 / 2 c d f I a G R }) 
n nmm' nm« n»m L a ma m'a 1 n 

(c^ , d^) étant le a e m e couple de facteurs canoniques issu de l'A.F.C. 

de Q n , et X la valeur propre correspondante. 

Compte tenu de (11), (23), (25), la formule précédente s'écrit : 
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q n , = p P t [ l + p p C (m,m?)/p 1 / (p p ) 
mm *m* r»m *n» ^-n n ' *nnJ v tn« »n 

d'où l'on déduit, compte tenu de (13) : 

P 1 P 

/"> 1 \ 111111 1 1 1 1 / I \ 
(31) = + C (m,m') 

P P t P P n 
rm» r»m n« r«n 

Faisant m = m' , il vient : 

P P mm rnn , _ , N = + C (m,m) = 
P P P P n 

m» *m rn* r»n 

= P p r ( n ) p r ( n )

 + C , ,(n,n) + C (m,») 
Ppr(n). P. Pr(n)

 P r ( n ) 

= ...= p + 1 < C p r 0 0 ( k ' k ) I k GPred(m), k ^ s} 

(32) = T m 

puisque p g g = p # g = p g > = 1 , ces trois quantités étant égales à la 

s • 
somme des éléments de P , i.e. de P . 

De (32) écrite en remplaçant m par n , (31), (13) et (14), 

l'on déduit immédiatement les relations (27) à (30). 

Dans le cas particulier où A est un arbre binaire, chaque noeud 

a deux successeurs immédiats, et les tableaux Q n sont donc des tableaux 

2 x 2 ne possédant qu'un seul couple de facteurs non triviaux. Il est 

alors aisé de calculer le couple de facteurs correspondants issu de 

l'A.F.C. de P , et d'en déduire les quantités Cn(m,m') et T m . 
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1.5 Généralisation du modèle précédent. 

Le modèle hiérarchique étudié précédemment suppose que tous les sous-

ensembles I et J n (n G A) qui interviennent soient non vides. Nous 

allons généraliser ce modèle au cas où certains sous-ensembles peuvent être 

vides. Il suffit dans la définition du modèle donnée au § 1.1 de considérer 

que certains I ou J peuvent être vides. Dans ce cas, outre les tableau 

Q n (n G Nod A) et P t (t G Ter A , Ifc + 0 , Jfc + 0) il faut se donner 

pour tout t appartenant à Ter A et tel que I t » 0 , Jfc t 0 (resp. 

J t " 0 t I t ^ 0 ) une loi de probabilité p J t sur J t (resp. p sur 

I. ). Soit n un noeud de A , on définira toujours I et J à lfaide 
t J n n 

des formules (1). Si J r est vide, et si I est non vide, on définira 

P I n à l'aide de la première formule (9) qui s'écrit : 

(33) V m S S n , V i € I m : p?. = PJ. 

auquel cas, on a seulement besoin de connaître la loi marginale q l g n 

et non la loi de probabilité Q n toute entière. 

De même si I est vide, et si J est non vide, on posera : 
n n 

(34) V m G S n , V j G J m : P?j - q ? n P°j 

qui correspond à la seconde formule (9) : là encore, on n'a pas besoin 

de connaître le tableau Q n en entier, mais seulement la loi marginale 

q2Sn * 

Si I et J sont non vides, les formules (2) et (4) permettent 
n n 

encore de définir le tableau P n (et ceci même s'il existe un élément 

m de S tel que I ou J soit vide ; supposons en effet que I f 0 
_ n m m m 

et Jm. - 0 ; alors si i € , j G j (avec m' S S r) , m' est 

différent de m puisque Jffl est vide ; p ^ m et p mj m» étant définis 

la formule (2) permet de calculer p?.. ) . 
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Enfin si I n = J n = 0 , le noeud n n'intervient pas au niveau 

de la construction effectuée et peut être éliminé, ainsi que tous ses 

successeurs, On dira qu'un tel noeud est trivial, ainsi que ses 

successeurs et les terminaux correspondants. On supposera par la suite 

que les éléments triviaux de l'arbre A ont été retirés, et l'on dira 

encore que P est une correspondance hiérarchique à Card (Nod A) 

niveaux. 

Comme on vient de le voir, si n G Nod A , m,m' E S , et si 

' ' n ' 
I ou J , est vide, on n'a pas besoin de connaître q . . De façon 
m m r mm * 
à ce que les résultats donnés dans les § précédents se généralisent, 

on posera qU . = 0 si I ou J . est vide, 
mm m m 

On posera aussi comme convention que la masse d'un ensemble vide 

est nulle (e.g. avec les notations définies par (6) : p n > = 0 si 

I = 0 ; p = 0 si J = 0 : p = 0 si I x J = 0 (i.e. 1 = 0 
n v 9 F-n n * ' *nm n m n 

ou J =0)). 
m 

Avec les conventions précédentes, tous les résultats donnés dans 

les § 1.1 à 1.4 restent valables, à condition que les êtres mathématiques 

intervenant aient un sens (e.g. si 1 = 0 , le tableau P n n'a pas 

de sens et n'est pas donc pas à considérer ; de même les formules (13) 

et (15) ne sont valables que si p est non nul, i.e. si I x J 

nn n n 
est non vide etc...). 
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II . Caracterisation des correspondances hiérarchiques. 

11.1 Introduction. 

On donne ici quelques théorèmes permettant de déceler qu'un tableau 

P est une correspondance hiérarchique associée au modèle général du 

§ 1.5. Après avoir défini la notion d'ensemble caractéristique associé 

à P , on donne, à partir des facteurs issus de l'A.F.C. de P , une 

première caracterisation des correspondances hiérarchiques à un niveau 

(§ II.2, Théorème 1), ou à plus d'un niveau (§ II.3, Théorème 2). On 

donne ensuite une autre caracterisation des correspondances hiérarchiques, 

non basée sur les propriétés des facteurs (§ II.4, Théorème 6) caracteri­

sation qui conduira à la notion de couples d'ensembles associés dans une 

correspondance, ensembles qui seront définis et étudiés au § III. 

11.2 Ensemble caractéristique. Théorème 1. 

II.2.1 Définition d'un ensemble caractéristique associé à P , 

On dit qu'un ensemble fini S est un ensemble caractéristique 

associé au tableau de correspondance P (toujours définie sur le produit 

I x J ) si I est la réunion d'ensembles disjoints (éventuellement 

vides) indicés par les éléments de S , et si de même J est la réunion 

d'ensembles disjoints (dont certains peuvent être vides) également 

indicés par S . 

Si n est un élément de S tel que 1^ = J R = 0 , on dira que 

c'est un élément trivial de S , et on pourra le supprimer sans perte de 

généralité. Nous supposerons par la suite, sauf indication contraire que 

les ensembles caractéristiques de P ne comportent pas d'éléments triviaux. 
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11.2.2 Enoncé du théorème 1. 

Théorème 1 : S'il existe un ensemble caractéristique S associé à P , 

et si les facteurs canoniques non triviaux issus de l'A.F.C. 

de P peuvent être répartis par un choix convenable d'un système complet 

de facteurs (lequel n'est unique que s'il n'y a pas de valeurs propres 

multiples) dans l'un des deux groupes Ej et E2 suivants : 

Ej : V m G S , alors les composantes a^ de a prennent la même 

valeur pour i € I (si I f 0 ) , i.e. le sous vecteur a de a , 
m m ' —m — 

associé à I a toutes ses composantes égales. De même les composantes 

bj de b_ prennent la même valeur pour J ^ ^ m (si ^m ^ ^ ^ " 

E^ : T[ m £ S , tel que les seules composantes a^ non nulles corres­

pondent au sous vecteur a de a (i.e. a . = 0 sauf pour i E I ; 

—m — 1 c
 m 

en d'autres termes a. a pour support I ) et de même les seules 

composantes bj de b̂  non nulles correspondent au sous vecteur b^ 

de b̂  0b a pour support J ) 

alors P est une correspondance hiérarchique (au sens du modèle général 

du § 1.5) à un niveau. 

L'ensemble S des successeurs immédiats du sommet s de la 
s 

hiérarchie (qu'on notera encore A ) associé à P est égal à S , tandis 

que l'ensemble Ter A des terminaux de A est aussi égal à S . 

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant. 

11.2.3 Lemme. 

Soit {(a j b ) I a G E,} l'ensemble des facteurs issus du premier 
—a —a 1 i 

groupe. Pour m € S (resp. n G S ) désignons par a (resp, b R ) la 
eroe eme 

i (resp. j ) composante de a. (resp. b_ ) pour i 6 (resp. 

j ^ J R ) , et posons : 
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T(m,n) = 1 + V {(A ) 1 / 2 a m b I a GE,} L a ma na 1 1 

désignant la valeur propre associée au facteur a . 

On a alors, en désignant toujours pas p^ = {p^ | i G 1} et 
Pj = {p #j | j E J} les lois marginales de P , et en conservant les 
notations définies par (6) : 

(35) V i E l n : p. n = P i - P # n T(m,n) 

(36) V j E J n : p m j - p n - P # j T(m,n) 

( 3 7 ) . Pmn = Pm. p.n T ( m > n ) 

V 1 G Tm : Pim = Pi. P.m T ( m > m ) 

V j G J n : Pnj = Pn. P.j T ( n > n ) 

(38) N P = P P T(m,m) Kmm *m« ^*m v ' J 

P = P P T(n,n) *nn *n« v»y\ x ' 

N.B. : Les formules précédentes supposent essentiellement que les ensembles 
I , 1 , J , J intervenant sont non vides. Si I par exemple est m ' n ' m ' n m v r 

vide, T(m,n) et T(m,m) ne sont pas définis puisque a ^ n'est plus 
défini ; on pourra alors poser par convention a m a = 0 (auquel cas, 
T(m,m) = T(m,n) = 1 ) et avec les conventions adoptées au § 1.5, les 
formules (35) à (38) resteront valables puisque cela revient à attribuer 
une masse nulle aux ensembles vides. Nous supposerons donc dans la 
démonstration du lemme que les ensembles qui interviennent sont non vides. 
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Démonstration du lemme. 

Supposons les relations (35) et (36) démontrées, alors (37) se 

déduit de (35) en sommant i sur I m , tandis que les relations (38) 

se déduisent des relations (35) à (37) en faisant m = n . Il nous 

reste à montrer que les relations (35) et (36) sont vérifiées. 

Pour cela, on va se servir de la formule de reconstitution des 

données qui s'écrit : 

V 1 6 ^ ' V J G J n : 

(39) P i j = p i # p.. (T(m,n) • I {<V 1 / 2
 a i a b j a | a G E 2>) 

désignant, rappelons le, l'ensemble des facteurs du second groupe. 

Deux cas sont à considérer suivant que m est ou non égal à n . 

,er / 
1 cas : m f n . 

Dans ce cas, le produit a ^ bj^ est toujours nul pour a . 

En effet, soit a^ est de support I m , auquel cas b^ est de support 

J m et donc bj^ = 0 puisque j G Jfl ^ J m ; soit _a^ est de support 

1^ (k 6 S , k i m) auquel cas = 0 (puisque i £ 1^ ) . 

On a alors, d'après (39) 

(40) p _ = p i # P # j T(m,n) 

d'où l'on déduit (35) (resp. (36)) en sommant (40) sur j (resp. i ) 

pour j (resp. i ) décrivant J r (resp. I ) . 
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„ème 
2 cas : m = n . 

Dans ce cas le produit a ^ bj^ (a G n'est différent de zéro 

que pour les facteurs tels que a^ est de support 1^ et donc est 

de support J m . 

Si l'on somme (39) (où m = n ) pour j (resp. i ) décrivant Jffi 

(resp. I ) la contribution des facteurs précédents est nulle puisqu'ils 

sont de moyenne nulle (i.e. orthogonaux au facteur constant), et on 

retrouve la relation (35) (resp. (36)) avec m = n . 

c.q.f.d. 

II.2.4 Démonstration du théorème 1. 

Posons 

S = S 
s 

(41) V m,n G S : q S = p 
v ' s Hmn *mn 

V n G S 
s 

(42) - si I n x Jnf0 : V i € i n , V j G J n : P-j = P i j / P n n 

(43) - si I n f 0 , J n = 0 , V i € i n : p»,= p../p n. 

- si I n = 0 , J n ^ 0 , ¥ j S J n : p ^ - P.j/P.n 

Pour qu'on ait une correspondance hiérarchique à un niveau, il suffit 

de montrer que les relations (2), (4), (33), (34) (où l'on fait n = s , 

I = 1 = I , J = J = J ) sont vérifiées, ce qui revient à montrer que : 
n s ' n s ^ 

¥ n G S : 
s 
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(45) - si I x J + 0 : V i G I , V j G J : p.. = p

n . q S 

n n n J n *ij *ij Mnn 

(46) - s i I ^ 0 , J = 0 : V i G l : p. = p

n

q

s 

(47) - s i I = 0 , J ^ 0 : V j G j : p . = p n . q s 

- V m,nG S , m ^ n , si I x j ^ 0 : 
s m n 

(48) ¥ i G I , V j G J : p.. = p m p n. q S 

La relation (45) se déduit immédiatement des relations (41) et (42) 

où l fon fait m = n . Par ailleurs l'on déduit de (41) que q S = p , n nm* rm* 
s s 

q = p et donc q = p , ce qui joint aux relations (43) et (44) n»n Hn» *n- H J 

donne les relations (46) et (47). 

Il reste à démontrer (48). Pour cela, on va calculer le second membre 

de cette relation et montrer qu'il est égal à p ^ . 

Calculons d'abord p m et p n. . 

i* *J 
Sommant (42) pour i décrivant I , on obtient : 

V j G J : p n. = p ./p 
J n v• j *nj ^nn 

De même, V i G l : p ? = p . / p 

m ri« rim rmm 

Compte tenu de (41), on a donc : 

(49) p™. p». = (p i m p n j P m n)/(P m m P n n ) 

On déduit des relations (37) et (38) du lemme que le second membre 

de (49) est égal à p^ # P #j T(m,n) quantité encore égale (puisque m ^ n ) 

à p^j d'après (40) ce qui achève la démonstration. 
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II.2.5 Conséquences du théorème 1. 

Il résulte du théorème 1 et de la remarque située à la fin du § 1.3.2. 

que la condition donnée dans le théorème 1 pour que P soit une correspon­

dance hiérarchique à un niveau est aussi une condition nécessaire. On a donc : 

Théorème 1 bis : Pour que P soit une correspondance hiérarchique à un 

niveau, il faut et il suffit qu'il existe un ensemble caractéristique S 

associé à P et qu'on puisse trouver un système complet de facteurs non 

triviaux se répartissant suivant les deux groupes Ej et définis 

dans le théorème 1. Si s désigne le sommet de la hiérarchie A associée 

à P , on a S = Ter A = S . 
s 

Remarque : Il résulte des propriétés données au § 1.3 sur les correspondances 

hiérarchiques, ou directement du théorème 1 que si le tableau P vérifie 

les hypothèses de ce théorème, l'A.F.C. de P se réduit d'une part à 

l'A.F.C. des blocs non vides I x J pour m appartenant à S , et 
m m 

d'autre part à l'A.F.C. du tableau Q S dont l'élément q S (m £ S , n G s) r ^ nmn 
est égal à la somme p des éléments du bloc I x J , p étant nul b rmn m n rmn 
si I ou J est vide, 

m n 
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II.3 Cas où les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées avec deux ensembles  

caractéristiques S et S' . 

11.3.1 Introduction. 

On donne ici un théorème caractérisant les correspondances hiérarchiques 

P ayant un nombre de niveaux supérieurs à 1 . Mais avant d'énoncer ce 

théorème, remarquons que si S et S T sont deux ensembles caractéristiques 

associés à P (ensembles dont on supposera toujours qu'ils ne comportent 

pas d'éléments triviaux), S x S' est encore un ensemble caractéristique 

associé à P . Il suffit de poser i V m G S j V m ' G S ' : ! , ,N = I H I , , 
(m,m ; m m 

J/ ?\ = J H J ~. . On désignera par (S x S') l'ensemble des éléments 
(m,m ) m m 

non triviaux de S x S' , i.e. l'ensemble S x S' dont on a retiré les 

éléments (m,m') tels que I H I , = J D J . = 0 . Nous poserons enfin : 
' ^ m m' m m' Y 

'T = {m | m G S , 3m» G S' : I m C I m, , J mCJ f f l,} 

(50) 

T' = {m' I m' G S' , q m G S : I , C I , J , C J } 
t L 1 ' J m' m ' m' m J 

11.3.2 Théorème 2 

Enoncé : Soit P un tableau de correspondance vérifiant les deux hypothèses 

suivantes : 

1) Il existe deux ensembles caractéristiques S et S' (S ^ S') 

associés à P . 

2) Pour chacun des deux ensembles S et S 1 les facteurs issus de 

l'A.F.C. de P vérifient les hypothèses du théorème 1. 
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Alors P peut être considéré comme une correspondance hiérarchique 

(au sens du modèle général du § 1.5) associé à un arbre A de sommet s 

de plusieurs manières différentes : 

a) P est une correspondance hiérarchique à un niveau, et l'on a : 

S g = Ter A = S , S g désignant toujours l'ensemble des successeurs immédiats 

de s . 

b) P est une correspondance hiérarchique à un niveau et l'on a : 

S = Ter A = S' . 
s 

c) P est une correspondance hiérarchique à un niveau et l'on a : 

S = Ter A = (S x S')" . 
s 

d) P est une correspondance hiérarchique ayant Card S+l - Card T 

niveaux, avec S = S , Nod A = s U (S-T) , Ter A = (S x S 1 ) " , T étant 
s 

défini par (50). 

e) P est une correspondance hiérarchique ayant Card S'+l - Card T' 

niveaux, avec S g = S' , Nod A = s U (S'-T') , Ter A = (S x S')"", T' 

étant défini par (50). 

Démonstration 

Les points a) et b) résultent du théorème 1. 

Esquissons la démonstration du point c). 

Pour cela nous désignerons par Ej et E^ (resp. Ej et E^ ) les 

deux groupes suivant lesquels se répartissent les facteurs de P quand on 

considère S (resp. S' ), les facteurs (£>b.) de Ej (resp. Ej ) étant 

constants sur chaque classe I x J (m £ S (resp. m €= S' )) tandis que 
m m 

les facteurs de E~ (resp. E') ont pour support une classe I x J 
2 2 m m 

(m ̂  S (resp. m £ S' )). Posons : 

' Fj - (Ej H Ej) U ( E j H E p U (Ej fl E 2> 

(51) 

^ F 2 = E 2 ° E 2 
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Alors les facteurs issus de l'A.F.C. de P se répartissent suivant 

les deux groupes Fj et F^ » et il est aisé de montrer que tout couple 

de facteurs (a,b) de F, est constant sur les classes I. . Nx J / 

— — _ 1 (m,m1) (m,m') 
((m,m') E (S x S') ) tandis que tout couple de facteurs (f̂ b.) de 
F 0 a pour support une classe de la forme I, ,* x J, t x avec 
2 v _ (m,m ) (m,mf) 

(m,m') E (S x S') .Du théorème 1 découle alors le point c). 

Démontrons le point d). 

Posons S g = S et considérons le tableau Q S défini par ( 4 1 ) , 
ainsi que les lois P n , (si I et J sont non vides), p!} (si n n n ' *in 

I ï 0 , J = 0 ) , p1? (si I = 0 , J i 0 ) associés à chaque élément 
n n Jn n n 

n de S g et données respectivement par les relations ( 4 2 ) à ( 4 4 ) , lois 

qui font de P une correspondance hiérarchique à un niveau. 

Notons d'abord que si n appartient à T , l'ensemble des 

{(n,m)|(n,m)E (S x S') } se réduit à l'élément (n,n') tel que I C I , . 
n n 

J C J , .On considérera alors que n est un terminal de la hiérarchie 
n n n 

associée à P et dont on va montrer l'existence. Pour montrer que P 

est une correspondance à Card S+l - Card T niveaux dont l'ensemble des 

terminaux est (S x S') , et l'ensemble des noeuds s u (S-T) , il suffit 

de montrer que la correspondance P n associée à chaque élément n de 

S-T est une correspondance hiérarchique à un niveau de sommet n , et 

telle que 

( 5 2 ) S n = {(n,n') | n' E S' , (n,n') E (S x S')"} 
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( j ^ / > Î / \ \ N 7 \ \ ) 

\ V (Sx S') J 

Figure 2 

Trois cas peuvent se présenter. 
1 e r cas : I f 0 , J = 0 . 

n n 
Soit t = (n,nT) G (S x S')~ , alors I = I H l , est non vide, 

t n n 

et il suffira de poser : 

V i € Ifc : pj. - p»./p t. 

n 

I f = P f 

pour que le modèle de correspondance hiérarchique (i.e. ici la relation 

(33) où il faut remplacer m par t ) soit vérifié. 

2 è m e cas : I = 0 , J . + 0 . 
n n 

Ce cas se traite de façon analogue au cas précédent. 

3 è m e cas : I f 0 , J f 0 . 
n n 

Pour démontrer que P n est une correspondance hiérarchique à un 

niveau, de sommet n , et telle que l'ensemble S des successeurs immédiats 
' n 

de n soit défini par (52), il suffit de montrer que P satisfait aux 

conditions du théorème 1, où S est remplacé par S^ . Or il est facile de 

voir à l'aide de (42), et de la formule de reconstitution des données 

appliquée à P que les facteurs (£ n»^ n) n o n triviaux issus de l'A.F.C. 
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de P n correspondent aux facteurs non triviaux (̂ >b.) issus de l'A.F.C. 

de P , et de support 1^ x , facteurs qui appartiennent à . jin 

(resp. b 1 1 ) est proportionnel au sous-vecteur a^ de a. (resp. de 

bi ) qui correspond au support de a. (resp. _b ) , le coefficient de 

proportionalité étant donné par (19) (où il faut remplacer m par n ). 

Deux possibilités se présentent : 

a) (£>b.) Ej : dans ce cas a_ (resp. b̂  ) est constant sur les 

classes non vides I (resp. J ) pour m E S 1 ; il en résulte que m m 
pour les éléments (n,m) de , a. (resp. b̂  ) est constant sur la 

classe I, x = I H I (resp. J, X = J H J ) si du moins cette 
(n,m) n m r (n,m) n m 

classe est non vide, I, x et J, x n'étant pas simultanément non 

(n,m) (n,m) 

vides, puisque, par définition de , (n,m) G (S x S') 

b) (£>b.) ̂  : dans ce cas, il existe m G S' tel que (£>y 

ait son support dans la classe I x . Il en résulte que (£>tO et 

donc (a n,b n) a son support contenu dans (I H I ) x (J O J ) qui est 
— — n m n m 

donc non vide, ce qui implique que m appartient à . 

Le tableau P n satisfait donc aux conditions du théorème 1, ce qui 

achève la démonstration du point d). Le point e) se démontrant de façon 

analogue, après interversion des rôles de S et S 1 , le théorème 2 est 

démontré. 

II.3.3. Recherche d'autres arbres associés à P , quand les hypothèses du  

théorème 2 sont vérifiées. 

Dans le théorème 2, on associe à la correspondance P plusieurs 

hiérarchies à un niveau. On peut se poser la question de savoir s'il existe 

une hiérarchie à un niveau associée à P ayant le moins de terminaux 
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Cou de classes) possibles, i.e. donnant la séparation la moins fine possible. 

Si une telle hiérarchie A existe, on peut se reposer la même question 

pour chaque correspondance P n associée aux terminaux de A , puis 

continuer la procédure pour chacune des correspondances définies aux 

terminaux de la hiérarchie associée à P r etc.. Le but de cette procédure 

est d'essayer d'associer à P la hiérarchie permettant d'aller du niveau 

de séparation lé plus grossier, au niveau de séparation le plus fin. 

Supposant les conditions du théorème 2 vérifiées, nous allons donner 

trois théorèmes permettant de trouver d'autres ensembles caractéristiques 

associés à P que S , S' , (S x S') et vérifiant les conditions du 

théorème 1 ; le troisième théorème permettant de trouver la partition 

la plus grossière de I x J , vérifiant les conditions du théorème 1. 

Théorème 3 : On suppose que les hypothèses du théorème 2 sont vérifiées : 

1) Considérons un couple (n,n') E (S x S') tel que 1^ H I , et 

J H J , sont non vides. Posons 
n n 

n" = n U n' 

I „ = I U I , 
n n n 

(53) | J „ = J U J , 
n n n 

S" = {(k,k') | (k,k') e (S x S')" , k + n , k' f n'} 

V = n" U S" 

alors v est un ensemble caractéristique associé à P vérifiant les 

conditions du théorème 1. 

2) Soit n un élément de S . Posons : 
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' T* = {n' G S' F I h I , + 0 , J H J , + 0} 
n L ' n n' n n 1 

I . = U {i | m 1 G T'} 

n m 1 n 

J , = U {J , I m' G T'} 
n m 1 n 

I n = I U I , n" n n' 
(54) 

J u = J U J n n n 

S" = {(k,k!) | (k,kf) G (S x S')" , k + n , k' £ r } 

V 1 n ' U (S' - T f) 
n 

v" = n" U S" 

n' (resp. n" ) désignant l'élément associé au couple ^ n '»^ n »^ (resp. 

(I n,J m)) • 

• ci n 

Alors v et v' sont des ensembles caractéristiques associés à P 

vérifiant les conditions du théorème 1. 

Démonstration. 

On garde les notations définies au début de la démonstration du 

théorème 2. Démontrons le premier point. 

Soit (a,b) un couple de facteurs issus de l'A.F.C. de P ; quatre 

cas sont à envisager : 

a) (£>b.) ̂  Ej x Ej , auquel cas, compte tenu de ce que 1^ H 1^, £ 0 , 

J H J , f 0 , (a,b) est constant sur I „ x J „ ; de plus, d'après la n n — — n n ' f f r 

démonstration du point c) du théorème 2, (a,b) est constant sur I x J 

m m 
pour m G (S x S') donc pour m G S" . (£,]0 est donc constant sur 
I x J pour m G v . 
m m v 
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b) (a,b) G Ej n . 

Soit (I m, x J m i ) (m1 E S 1 ) le support de (£>b.) . Alors, 

- si m 1 f n' , (a,b) étant nul sur I , x J , et constant ^ur I x J 

n n n n 
est nul sur I x J (puisque I O I , ̂  0 , J H J . ̂  0 ) et donc sur 

n n ^ M n n n n 
*n" X ^n" * D e P^ u s' d'après la démonstration du théorème 2, (§_>b.) est 

constant sur I x J pour m E (S x S 1) donc pour m E S" . Il en résulte 
m m F * 

que (£>b_) est constant sur 1^ x pour m E v . 

- si m' = n' , (a,b) a pour support 1^, x J^t ; le support de (£>b) 

est donc contenu dans I „ x J ,, . 
n n 

c) (a,b) E E 2 H EJ . 

Ce cas se traite comme le cas b) après interversion des rôles de n 

et n f d'une part, de S et S f d'autre part. 

d) (a,b) E E 2 H E^ . 

Dans ce cas, il est facile de voir que (£>y a pour support 1^ x 

pour un élément m de v . 

Les facteurs issus de l'A.F.C. de P se divisent donc suivant les 

2 groupes définis dans le théorème 1, où il faut replacer S par v , ce 

qui achève la démonstration du point 1) du théorème 3. Le point 2) se 

démontre de façon analogue. 

Corollaire : Supposons les hypothèses du théorème 2 vérifiées, et soit un 

couple (n,n') G (S x S')' tel que 1^ H 1^, ^ 0 , n ^ 1 ^ 0 - Alors 

P peut être considérée comme une correspondance hiérarchique associée à 

un arbre A de sommet s de plusieurs façons différentes. 

On a, en conservant les notations définies par (53) et en supposant 

que (I Pli , , J H J ,) + {(I ,J ) , (I ,,J ,)} : 
H n n n n L n' n ' n * n 
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a) P est une correspondance hiérarchique à un niveau, et 

S = Ter A = v 

b) P est une correspondance hiérarchique à deux niveaux et, S g = v , 

Nod A = {s,n"} , Ter A = n U [ (S-n) x n 1] " U S" . * 

c) P est une correspondance hiérarchique à trois niveaux et S g = v , 

Nod A = {s,n",n} , Ter A = (S x S')~ . 

d) P est une correspondance hiérarchique à deux niveaux et S g = v , 

Nod A = {s,n"} , Ter A = n ' U [ n x (S'-n')]~ U S" * 

e) P est une correspondance hiérarchique à trois niveaux et S g = v , 

Nod A = {s,n",nf} , Ter A = (S x S')" . 

Supposons maintenant que 1^ C I t , C J^, , alors les points a) 

et b) restent valables (avec n" E n 1 ) . 

De même si I . C I , J . C J , les points a) et d) restent valables 
n n n n r 

(avec n" E n ). 

Démonstration : 

Le point a) résulte immédiatement des théorèmes 1 et 3. Les autres 

propriétés découlent du point d) (ou e)) du théorème 2 et du théorème 3 en 

croisant v avec S (point b)), puis le résultat avec S 1 (point c)) ou 

en croisant d'abord v avec S' (point d)), puis le résultat avec S 

(point e)) . 

La figure 3 illustre les points a), b ) , c) du corollaire, les points 

d) et e) s'en déduisant en inversant les roles de n et n' 

(*) [R ] signifie que l'on ne considère que les éléments non triviaux de 

R , i.e. les éléments différents de (0,0). 
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s 

^ ^ / / / / ^ ^ ^ ^ ^ ^ a) 

/VNv ( { ( k^') r ^ n , ) ^ ( S ^ S ' ) ~ 7 ) b) 

( / i ^ n 

y {(n,k') | k'fti' , (n,k') G (S x S 1) } J c) 

L'arbre du a) correspond à l'arbre obtenu en ne subdivisant pas n" , 

i.e. en considérant n" comme un terminal. 

L'arbre du b) correspond à l'arbre obtenu en ne subdivisant pas n , 

qui est alors considéré comme un terminal. 

L'arbre du c) correspond à l'arbre représenté ici. Cette représentation 

suppose que n" est différent de n ou de n' , Si n" - n' (i.e. 

I C I , , J C J , ) , on ne peut plus subdiviser n , l'ensemble des {n,k'} 
n n n n 

de (S x S') avec k' £ n' étant vide, Dans ce cas l'arbre du c)n'existe, 

pas. 

Illustration des points a), b ) , c) 

du corollaire du théorème 3. 

Figure 3 
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Théorème 4 : Soit ri un élément de S . On considère les deux suites 
k k 

d'ensembles T et T' suivantes : 
n n 

T° - { n } 

T' 1 = {m' I m* G S' : I n I , * 0 ; J n J + 0} 
n ' n m n m 

T 1 = {m I m € S : Tm' e T ' 1 : I n I ^ 0 ; J n j f 0} 
n 1 J n m m m m 

T , k = {m' I m' e S', 1 m e T k _ 1 : I n I + 0 ; J n j 4 0} 
n 1 n m m m m 

T k = {m I m G S , 1 m' G T' k : I H I ffc 0 ; J n J , jt 0} 
n 1 —* n m m m m 

alors 

k k 
a) les suites T et T' sont croissantes et ont une limite que 

n n 
nous désignerons par et respectivement. 

b) V m e T n , on a T m = T n . 

c) Posons : 

Ij U { I k | k G T n} 

J 1 = U { J k | k G T n } 

i 2 = u {i k | k g r } 

j 2 - u { j k | k g r > 

alors si Ij + I 2 et si i G i ] O (I-I^ , on a J f H = 0 , r (r G T n> 

et r' (r' G S !-TV) désignant respectivement les éléments de S et S' 

tels que i G fl 1^. . 

On a une propriété analogue si Jj i J 2 , obtenue en intervertissant 

les rôles de I et J . 
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d) v = nV U (S-T ) et v' = n" U ( S ' - T ' ) sont deux ensembles 
I n z n 

caractéristiques associés à P et vérifiant les hypothèses du théorème 1, 

n'j1 (resp. n^ ) étant l'élément correspondant au couple ( IJ , JJ) (resp. 

( I 2 , J 2 ) ) . 

Démonstration : 

k k 
a) Les suites T et T ' étant croissantes par construction et 

n n 
respectivement contenues dans S et S' ont une limite. 

b) Nous allons montrer que V r E T , r G T auquel cas T C T 

^ m n n m n 
Intervertissant les rôles de n et m , on a de même T C T d'où 

n m 
T = T . 
n m 

Montrons donc que T C T 
m n. k 

Soit k le plus petit entier tel que m E T ^ . 
Alors il existe une série d'indices n Q = n , nj , n^ , n^ , ,..., 

n' , n, = m tels que nï E T ' 1 , n. E T 1 , avec 
k ' k M i n i n 

I , H I * 0 , I fl I * 0 
n. n. n. n. . . 

1 1 1 1 + 1 
(55) 

J , H J + 0 , J H J + 0 
n. n. n. n. , 

1 1 1 1 + 1 

Soit r E T M . Deux cas peuvent se présenter : 

- soit il existe un indice t < k , tel que r E T ^ , auquel cas r E T R 

puisque T ^ C T ^ 

soit un tel indice n'existe pas. On peut alors, puisque r E T M , 

trouver une série d'indices n^ = m , , n^ +^,...,n^ +^ r , n^ +^, = r 

telle que (55) soit vérifiée. On en déduit puisque (55) est vérifiée à 

partir de n Q que 

V n. : 1 < i < k + k' : n. E T 1 

i i n 



-88-

et en particulier 

k+k1 

« W " r G T n C T n 

soit r G T et donc T C T . c.q.f.d. 
n m n 

c) Supposons que fl J^, f 0 ; alors comme I f H 1^, £ 0 (puisque 

i y appartient), on a r' G , et comme = T n (d'après b) , et compte 

tenu de ce que r G ) l'on en déduit aisément que r ' G , et donc que 

i G ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc H j , = 0 . 

d) Cette propriété se démontre aisément avec des arguments analogues 

à ceux utilisés pour prouver le théorème 3. 

Remarque : Soit r et r' deux éléments de S et S' respectivement 

tels que H J , = 0 ; alors on peut montrer (cf. § III), à l'aide de la 

notion d'ensembles associés que nous définirons au § III.1 que soit 

I O I f = 0 , soit I H I f se réduit à un élément {i } . Dans ce dernier 
r r r r o 

cas, on peut toujours se ramener à avoir I fl I^f = 0 . Il suffit soit de 

remplacer (*r>Jr) P a r ^ r ~ ^ o ^ ' Jr^ e t ^^o^' ̂  ' s o ^ t ^ e remplacer 

(I r. » J r.) Par (I r f-{i 0> > J r i ) et ({i Q}, 0) . 

Compte tenu de cette remarque, on peut toujours s'arranger pour faire 

en sorte que dans le point c) du théorème 4, on ait 1 ^ = 1 ^ et Jj = , 

quitte à introduire dans T (ou dans T' ) des éléments m tels que 

Dans ces conditions, on pourra à partir d'un élément m de S-T 
n 

recommencer la construction effectuée dans le théorème 4, construction qui 

opérera sur I-Ij et J-Jj respectivement. Continuant le processus, on 

trouvera ainsi une partition de S et une partition de S' en k classes :: 

S - (S l f...,S k) , S' « (Sj,...,S^) telles que : 
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V u = 1 k : u {i 1 r e s } = U {I , I r' e s'} 

U {J I r G s } = U ( J , I r' es'} 
r 1 u r 1 u 

On désignera respectivement par I .. et J „ les deux ensembles 

n u n u 

précédents. On a alors le théorème suivant qui permet de répondre au problème 

posé au début de ce paragraphe. 

Théorème 5 : Lfensemble R = (nj,^1,...,n^) est l'ensemble caractéristique 

le plus grossier * associé à P et vérifiant les conditions du théorème 1. 

P est donc une correspondance hiérarchique à un niveau associée à un 

arbre A de sommet s tel que S g = Ter A = R . 

(*) moyennant certaines conventions que nous n'expliciterons pas ici quant 

à l'affectation dans les S et S' d'éléments m tels que I = {i }, 

u u - m o ' 
J = 0 ou I = 0 , J = -M } . 
m m m o 
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II.4 Théorème 6 : Une autre caractérisation des correspondances hiérarchiques 

11.4.1 Théorème 6. 

Pour qu'une correspondance P puisse être considérée comme une corres­

pondance hiérarchique à un niveau, il faut et il suffit qu'il existe un 

ensemble caractéristique S associé à P et tel que : 

1) V m,m' E S , si I. et J , sont non vides, les marges du sous-

' m m > & 
tableau P ,' de P croisant I avec J . sont proportionnelles aux mm' m m *- r 
marges restreintes à I et J . de P . & m m 

2) V m,m' G S , m ï m' , si I et J . sont non vides, le sous-

m m 
tableau P . de P est un tableau produit (i.e. toutes les lignes de ce 

mm r & 

bloc sont proportionnelles et de même toutes les colonnes de ce bloc sont 

proportionnelles). 

11.4.2 Démonstration. 

Condition nécessaire : 

Supposons que P soit une correspondance hiérarchique associée à un 

arbre A de sommet s . Il suffit de prendre S g = S et de tenir compte 

de relations (2), (4), (9) (où l'on fait n = s , et donc p?. = P_ ) 

pour en dé duire les propriétés 1) et 2) du théorème. 

Condition suffisante : 

On prendra pour ensemble S g l'ensemble S , et l'on va montrer que 

les relations (2), (4), (ou ce qui est équivalent (4 bis)) (33), (34) 

(relations où il faut remplacer n par s ) sont vérifiées, ce qui établira 

que P est une correspondance hiérarchique à un niveau de sommet s . 

Soit (m,m') un couple d'éléments de S tels que 1^ x J^, soit 

non vide. A la loi de probabilité sur I x J , déduit de P en se limitant 
m m 

au bloc I m x J m, , correspond, en gardant les notations définies par (6) 

le tableau P ,/p , . 
mm rmm 
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Traduisons d'abord l'hypothèse relative aux marges : la marge 

(m,m ) çje p /- e s t proportionnelle à la marge sur I de P 
I mm mm' b 

m 
restreinte à I , marge que nous noterons p^ . Compte tenu de ce que 

/ i\ m 

Pj ' est une loi de probabilité, la constante de proportionnalité est 
m 

égale à 1/Pm et ne dépend donc pas de l'ensemble J^, considéré. On 

j m -i • , (m,m') - . 
pourra donc noter p̂ . au lieu de p̂ . et 1 on a donc : 

m m 

/cc\ (m,m') m , 

(56) P l = P l = P ] . /p m > 

m m m 

De même la marge sur J , , p( m» m ) de P ,/p , ne dépend pas de 
& m J , mm rmm r r 

i m 

m . On pourra donc la noter p et l'on a donc : 
m 

(m,m') m' , 
( 5 7 ) pJ , = PJ , = PJ , / p.m' 

m' m' m' 

Pj désignant la restriction de la marge sur J , p^ de P à J m, . 
m' 

Notons que si I = 0 , J . £ 0 , (resp. I ^ 0 , J , = 0 ) la formule 
m m m m 

(57) (resp. (56)) reste valable puisqu'elle est indépendante de m (resp. 

m' ). Dans ce cas, au lieu d'associer au couple (m,m') la loi P f/p , 
, mm mm 

qui n'existe pas, on lui associera la loi p^ (resp. p̂ . ). 
m' m 

Traduisons maintenant l'hypothèse que pour m ^ m' (et I x J , f 0 ) 
m m 

P ,/p . est une correspondance produit. Compte tenu de (56) et (57), mm' Mnm' r r 
on a pour m ^ m' : 

(58) P ,/p i = p T

( m> n ,' ) p L ( m ' m , ) = ¿1 v f 
mm' ^mm' —I i-J . ^1 —J , 

m m m m 
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Si maintenant I et J sont non vides, et si P m désigne la loi 
m m & 

de probabilité P /p sur I x J , on a : 
mm mm m m 

(59) P /P™ = P"" mm mm 

Il suffit d'associer à chaque couple (I ,J ) tel que I x J ^ 0 

m m m m 
la correspondance P , et de poser pour tout couple (m,mf) d'éléments 
(distincts ou non) de S , q , - p , , pour retrouver les relations (4 bis) 

mm mm 

(où il faut remplacer n par s , avec, rappelons-le, P S = P , Q S = Q ) 

caractérisant une correspondance hiérarchique. Par ailleurs d'après la 

définition de Q = "fclmm» I m ^ s > m ? e S '} , l'on déduit q m # = P m # 

(resp. q^m, = P.m» ) , ce qui joint à la relation (56) (resp. (57)) montre 
que si I + 0 , J , = 0 (resp. I = 0 , J f ^ 0 ) la relation (33) m m m m 

(resp. (34)) (où il faut toujours remplacer n par s ) est vérifiée, ce 

qui achève la démonstration. 

II.4.3 Remarques. 

a) On peut affaiblir la condition 1) du théorème 6 en supposant que 

les marges du bloc 1^ x J^, sont proportionnelles aux marges restreintes 

de P seulement pour m ^ m' .En effet, si tel est le cas, il est facile 

de vérifier qu'automatiquement les marges du bloc 1^ x sont proportion­

nelles aux marges restreintes à I et J de P . 
& m m 

b) Il résulte des propriétés 1) (ou de la propriété plus faible 

donnée dans la remarque a) ci-dessus) et 2) du théorème 6 que pour tout bloc 

"""m X ^m' n ° n v ^ e te"^ ^ u e m ^ m ? > les lignes de ce bloc sont proportion­

nelles entre elles et à la marge sur J restreinte à J . de P . De même 
m 

les colonnes de ce bloc sont proportionnelles entre elles et à la marge 

sur I , restreinte à I de P . 
m 
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c) Comte tenu du théorème 1 bis, on déduit le corollaire suivant du 

théorème 6 : 

Corollaire : Soit S un ensemble caractéristique associé à P . Pour que 

S vérifie les conditions de séparabilitë en deux groupes des facteurs issus 

de l'A.F.C. de P , conditions précisées dans le théorème 1, il faut et il 

suffit que S vérifie les conditions 1) et 2) du théorème 6. 
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III , Ensembles associes. 

III.1 Définition et structures des ensembles associés. 

111.1.1 Définition. 

Soit P une correspondance sur I x J . 

On dira qu'un sous-ensemble 1^ de I et un sous-ensemble de 

J sont associés (pour P ) si : 

1 ) il existe un ensemble caractéristique S associé à P , et 

vérifiant les conditions 1 ) et 2) du théorème 6 ; 

2) il existe un élément n de S, tel que I, = I , J, = J 

K. K n K. n 

Compte tenu du corollaire donné à la fin du § II.4.3, on peut dans la 

définition précédente remplacer la condition 1 ) par la condition l f) 

suivante : 

1 ' ) il existe un ensemble caractéristique S associé à P et 

vérifiant les conditions du théorème 1. 

Conséquence de la définition : si 1^ et sont associés, on déduit 

du théorème 1 que P est une correspondance hiérarchique à un niveau 

associée à un arbre A de sommet s tel que k appartient à l'ensemble 

S - S des successeurs immédiats de s . 
s 

111.1.2 Caractérisation des ensembles associés et premières propriétés. 

Théorème 7 : Pour que deux sous-ensembles 1^ et soient associés, il 

faut et il suffit que soient vérifiées les deux conditions suivantes : 

a) Si 1^ et J-J^ sont non vides, tous les éléments j de o n t 

leurs colonnes restreintes à 1^ proportionnelles entre elles et à la 

marge sur I restreinte à 1^ de P . 
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b) Si I-^k e t ^ sont non vides, tous les éléments i de 

ont leurs lignes restreintes à proportionnelles entre elles et à la 

marge sur J restreinte à de P . 

Démonstration du théorème. 

Condition nécessaire : Supposons donc qu'il existe un ensemble caractéris­

tique S associé à P , vérifiant les conditions 1) et 2) du théorème 6 

et tel qu'il existe un élément m de S avec I, = I , J. = J n • k m k m 
Montrons la condition a) . Pour cela supposons que 1^ et J""^ sont non 

vides. Alors ¥ m' E S , m' ^ m , si J , est non vide, le tableau 
m 

I m x J , est un tableau produit dont toutes les colonnes sont proportion­

nelles entre elles et à la marge sur I p̂ . restreinte à I m (i.e. 1^ ) 
m 

de P . La réunion des J , précédents (mf ^ m , Ĵ ., ^ 0) étant » 

le point a) du théorème 7 s'en déduit. 

Le point b) de ce théorème se démontre de façon analogue, en 

considérant les tableaux I , x J (m' î m , I , f 0) . 

m m m 

Condition suffisante : 

Désignons par ij,,•.•,i f c les éléments de e t P a r 

jj>J2' # , , ,Jn ^ e s ^^-^ m e n t s de ^~^k ' e t P o s o n s : 

S = {l,2,...,t+n+l} 

avec : 

¥ m G S : 1 < m < t => I = { i } , J = 0 
m m m 

t+1 <m<t+n => I = 0 , J = {j } 
m m Jm-t 

m = t+n+1 I = I, , J = J. 

m k m k 

Nous allons montrer que S vérifie les conditions 1) et 2) du 

théorème 6, d'où l'on déduira que 1^ et sont associés. 
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En effet, les seuls tableaux I x J . (m G S , m 1 E S) non vides 
' m m' ' 

et différents d'un tableau 1 x 1 pour lequel les conditions 1) et 2) du 

théorème 6 sont trivialement vérifiées sont : 

soit des tableaux de la forme {i } x Jn avec i E i-i 

m k m k 
soit des tableaux de la forme I. x {j . T avec j . ̂  E J-J 

k L Jm'-t Jm'-t k 
soit le tableau 1^ x . 

Les deux premiers types de tableaux vérifient la condition 1) du 

théorème 6, d'après les conditions a) et b) du théorème 7 ; de plus ces 

tableaux n'ayant qu'une ligne ou qu'une colonne vérifient trivialement 

la condition 2) du théorème 6. 

Compte tenu de la remarque du § II.4.3.a), on en déduit que S 

vérifie bien les conditions du théorème 6, et donc que 1^ et sont 

associés. 

Corollaire : 

1) V i E l , V j E j : {i} est associé au vide, et de même {j} 

est associé au vide. 

2) V i E l , v j E j : {i} est associé à {j} . 

3) Si I (supposé non vide) est associé au vide ou à un ensemble 

J à un élément, toutes les lignes du sous-tableau I x J sont proportion­
na m 

nelles. On peut donc remplacer le sous-tableau précédent par sa marge, 

sans changer les résultats de l'A.F.C. de P . 

On a bien sûr un résultat analogue si J est associé au vide ou à 
m 

un ensemble à un élément. 

4) Si I est associé à J tout entier, alors le complémentaire 

I-I^ de I est formé de lignes proportionnelles entre elles et à la marge 
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sur J p T de P . L'A.F.C. du sous-tableau I x J est alors identique J m 

(à un coefficient de proportionnalité près) à l'A.F.C. du tableau P tout 

entier. On pourra donc supprimer toutes les lignes de ^"^ m • 

De même si J m est associé à I , on pourra supprimer toutes les 

colonnes de J~J

m sans changer les résultats de l'A.F.C. de P . 

5) I et J sont associés. 

6) I - 0 et J = 0 sont associés. 

m m 

Dans la suite, nous supposerons qu'on a "nettoyé" le tableau P dans 

le sens où l'on a cumulé les lignes et les colonnes proportionnelles, et où 

l'on a éliminé les lignes ou les colonnes ayant le même profil que la marge 

correspondante de P . 

Compte tenu des conventions précédentes, on peut remplacer les 

propriétés 3) et 4) du corollaire par la propriété suivante : 

Soit (I ,J ) un couple d'ensembles associés, alors : 
m' m r 

(3') : (60) Card I < 1 <> Card J m < 1 

(4'): (61) I n - I - J m = J 

Notons que (3') est encore équivalent à : 

(3"): (62) Card I >2 * Card J >2 
m m 
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III.1.3 Recherche des ensembles J associés à un ensemble I donné. 
m m 

On peut se poser la question suivante : étant donné un sous-ensemble 

I de I , existe-tfil un ou plusieurs sous-ensembles J de J qui 
m r m n 

lui soient associés, cette question ne présentant un intérêt, d'après les 

propriétés 1 ) et 2) du corollaire précédent que si I (ou ) est de 

cardinal supérieur ou égal à 2 . Le théorème suivant permet de répondre 

à la question précédente : 

Théorème 8 : Pour qu'il existe un ou plusieurs sous-ensembles J 
n r m 

associés à un sous-ensemble I de I donné, il faut et il suffit que 

m ' M 

soient vérifiées les deux conditions suivantes : 

1 ) il existe des éléments j de J dont la colonne restreinte à 

I ait un profil proportionnel à la marge sur I restreinte à I , 
m m 

p-j. de P . On désignera par l'ensemble des j de J vérifiant la 
m 

condition précédente, et par J le complémentaire J-J1 de J' . 
r r pm m m 

2) si J est non vide, toutes les lignes i de I-I restreintes 

pm b m 
à J ont un profil proportionnel à la marge sur J restreinte à J , 

pm r r r ° pm ' 
Pj de P . 

pm 

Dans ces conditions : 

a) J est le plus petit sous-ensemble associé à I 

pm * * m 

b) s'il existe un sous-ensemble J de J associé à I et différent 
m m 

de J (auquel cas J C J ) alors J" = J - J se réduit à un élément, 
pm n pm m m m pm 

c) si I m comporte plus de 2 éléments, auquel cas J^m est différent: 

de l'ensemble vide, il existe au plus un second sous-ensemble J , différent: 
r m 

de J et associé à I 
pm m 

d) si I est vide, ou réduit à un élément, J est vide, et tout y m ' ' pm 
sous-ensemble J réduit à un élément est encore associé à I 

m m 
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pémonstration. 

Compte tenu du théorème 7, J est associé à I . Montrons que r pm m n 

J est bien le plus petit sous-ensemble associé à I : ou bien J 
pm m pm 
est vide, auquel cas c'est bien le plus petit sous-ensemble associé à I , 

ou bien J est non vide. Dans ce dernier cas, si l'on retire un ou 
pm 

plusieurs éléments j de J , la colonne j restreinte à I n'est r J pm J m 
pas proportionnelle à la marge sur I restreinte à 1^ de P , puisque 

j f J' , et donc d'après le théorème 7, J - {j} n'est pas associé 
m pm 

à I . 
m 

Supposons maintenant qu'il existe un sous-ensemble associé à 

I et différent de J ; nous allons voir que J" = J - J ne comporte 
m pm n m m pm r 

qu'un élément. En effet, supposons que comporte au moins deux éléments. 

I étant associé à J , toutes les lignes du bloc (I-I ) x J sont 
m m & m m 
proportionnelles à la marge sur J restreint à de P , et donc 

toutes les lignes du bloc (I-I ) x J" sont proportionnelles à la marge 
m m 

sur J , restreinte à , p^,, de P . Il en résulte que la marge sur 
m 

J" du bloc I x J" est proportionnelle à p T l l . Comme J" C J 1 , toutes 
m m m v r * j " m m 

m 

les colonnes du bloc 1^ x sont proportionnelles ; il en résulte que 

toutes les lignes de ce tableau sont proportionnelles entre elles, et donc 

J J" 
pm -m 

I m illlllllllllllllll 
i-i i — 

m — — 
i» I l 
1 A ^ 1 

m m 

Les traits horizontaux ou verticaux indiquent que les lignes ou les 

colonnes correspondantes sont proportionnelles aux marges correspon­

dantes de P 

Figure 4 
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à la marge sur J,f de ce bloc qui est elle-même proportionnelle à p T„ . 
m m 

Finalement toutes les lignes du bloc I x sont proportionnelles à p j H 

m 

et donc toutes les lignes de I x sont proportionnelles. On en déduit 

que toutes les colonnes de sont proportionnelles, ce qui n'est pas 

possible, puisqu'on a supposé qu'on avait regroupé toutes les colonnes 

proportionnelles ; donc ne comporte qu'un élément. 

Supposons maintenant que I comporte au moins deux éléments (auquel 

cas, d'après la propriété 3") du corollaire du théorème 7, J comporte 
pm 

au moins deux éléments) et montrons qu'il ne peut pas exister un troisième 

sous-ensemble, différent de J et de J , et associé à I . En effet, 

m pm m 
si un tel sous-ensemble existe, il est de la forme J U {j'} avec 

pm 
j 1 G . Désignons par j" l'unique élément dont est formé 
(J = J U {j"} ; j" 7e j') . Alors il est immédiat de vérifier, compte 
m pm 

tenu de ce que J est non vide que toutes les lignes du bloc 
pm 

(I-Im) x (J p m U {j
1} U {j11}) sont proportionnelles à la marge correspondante 

de P , d'où l'on déduit par un raisonnement analogue à celui utilisé pour 

montrer que se réduit à un élément, que les colonnes j' et j" sont: 

proportionnelles, ce qui n'est pas possible. Il ne peut donc pas exister 

un troisième sous-ensemble différent de J et J et associé à I 

m pm m 

Si maintenant I est vide ou réduit à un élément, la propriété d) 

se déduit immédiatement de la propriété 3 ' ) du corollaire du théorème 7. 

Remarque : Dans le cas où I comporte au moins deux éléments, et où il 

existe deux sous-ensembles J et J = J U {j"} associés à I , 

pm m pm J m 

on peut montrer que la colonne j " est proportionnelle à la marge sur I 

du bloc I x J 
pm 
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I I I . 1 . 4 . Structure des ensembles associes. 

Nous désignons par v l'ensemble des couples d'ensembles associés 

( I ,J ) de P ; v est donc un ensemble de parties de I x J , dont le 
m m 

corollaire du théorème 7 (où il faut remplacer les propriétés 3) et 4) 

par les propriétés 3') et 4')) donne quelques propriétés. Nous allons, 

à l'aide des théorèmes 9, 10 et 11 préciser la structure de V , I x J 

étant muni des opérations classiques de la théorie des ensembles (réunion, 

intersection, complémentation). 

I I I .1.4.1 Théorème 9. 

Soient ( I ,J ) et ( I ,J ) deux éléments de v . On a les 
m' m n n 

propriétés suivantes : 

1) Si I H I = 0 , alors soit J H J = 0 , soit J H J 

m n m n m n 
se réduit à un élément i . Dans ce dernier cas, si J et J sont 

Jo m n 
différents de j Q , ( I , J

m"{J Q}) > (*n > J

n ~ ^ o ^ S O n t ê g a l e m e n t 

des éléments de v . Si J M (resp. J r ) est égal à { J Q } » i«e« si 
J C J (resp. J C J ) , alors I (resp. I ) se réduit à un élément 
m n r n m m r n 

{i Q} ou est vide, et donc ( I , J M ~ { J Q } ) (resp. ( I R , J

N ~ { J 0 } ) ) 

appartient à v . Dans tous les cas, ou pourra toujours supposer si 

I H I = 0 que J H J = 0 (quitte à enlever le cas échéant soit de 
m n M m n ^ 
J soit de J , l'unique élément de J H J ). 
m n m n 

2) ( I H I , J H J ) appartient à v . En d'autres termes v est 
m n m n 

fermé pour l'intersection. 

3) Si I H I H , et si J n J f 0 , alors ( I U I , J U J ) 

m n m n m n m n 
appartient à v . 

4) Supposons que I C I , alors : 
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a) si J H J = 0 , 1 se réduit à un élément, ou est vide, de 

m n * m ' ' 
même pour J . Ce cas est donc trivial. r m 

c * 
b) si J H J ^ (0,J ,J ) , J H J se réduit à un élément i 

m n m n m n Jo 
et I est aussi associé à J' = J -{j } . Si donc on considère (I ,J') 

m m m Jo m m 
au lieu de (I ,J ) on est ramené au cas où I C l j1 C j 

m m m n m n 

c) si J H J = J (i.e. J C j ) I -I se réduit à un élément 

m n n n m n m 
i et de même J - J se réduit à un élément j . Dans ce cas (I ,J ) 
o m n Jo m n 
et (I ,J ) sont deux éléments de v . On pourra donc remplacer (I ,J ) 

n m m m 
et (I ,J ) par les deux éléments disjoints (I ,J ) , ({i },{j }) de 

n n m n o o 
V ou par les trois éléments disjoints de v : ^ m»^ n^ > ("C»0) > 

(0>{JO)) » la réunion de ces éléments étant (^'J^ > i»e. ^ a réunion 

(I U I , J U J ) . 
m n m n 

Quel que soit le cas a), b), c) considéré ci-dessus, on pourra 

toujours si I C I se ramener (après élimination du cas trivial a)) au 
m n r 

cas J C J 
m n 

5) Supposons que I H I soit différent de I ou de I et que r r n m n m n n 

de même J H J soit différent de J ou de J , alors (I ^ 1 ° , 
m n m n m n 

J H j ) et (I ^ 1 j H j ) sont deux éléments de v . On peut donc 
m n m n m n 
remplacer les deux éléments (I ,J ) , (I ,J ) de V par les trois r m' m n n r 

éléments disjoints suivants de v dont la réunion est (I U I j U J ) : 
m n m n 

(i n i , j n j ) , (i n i*; , j n j c) , (i= n i /; n j ) . 
m n m n m n m n m n m n 

(Notons que parmi ces éléments, on peut avoir l'élément (0,0)). 

Si I Pi I et J H J sont non vides, on a alors une décomposition 
m n m n v 

de (I = 1 U I j = j U J ) qui appartient à V en trois éléments 
u m n u m n n r r 

disjoints de v . 

(*) le signe c sert à désigner le complémentaire. Ainsi est le 

complémentaire de J dans J . 
v n 
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Remarques. 

a) Si J O J = 0 , ou si J C J , on obtient des propriétés 

m n m n f f 
analogues aux propriétés 1) et 4) précédentes, en intervertissant les rôles 
de I et J et ceux de I et J 

m m n n 

b) D'après le point 4)c) les résultats du point 5) restent valables 

s i I O I = I , J H J = J , ou si I H I = I , J H J = J . Par 
m n m m n n m n n m n m 

contre les conclusions du point 5) ne sont plus valables si I C I 

r ' * m n 
J C J , car en général I - I et J - J ne sont pas associés, 
m n n m n m 

c) Il résulte des points 1), 4), 5) de ce théorème que si ( m̂> m̂̂  

et (I , , . ) sont deux éléments de v , on peut toujours se ramener à 

l'un des trois cas suivants, quitte à éliminer des couples (^'^^ 

triviaux de v , i.e. tels que Card 1^ < 1 , Card < 1 : 

1 e r cas : I H I , = J H J = 0 
m m m m 

2 e m e cas : Card (I H I ,) > 2 ; Card (J flj , ) > 2 
m m m m 

(I H I , , J H J ,) G {(I ,J ) , (I ,,J ,)} 
m m m m' m' m m m 

3 e m e cas : Card (I H I ,) > 2 ; Card (J H J ,) > 2 
m m m m 

I n i , f {I ,1 ,} ; J H j , ? { j ,J ,) 
m m' m' m' ' m m' m' m 1 

dans ce cas, la décomposition fournie par le point 

5) du théorème précédent correspond à une décompo­

sition en trois couples d'ensembles associés non 

triviaux (i.e. tous les ensembles intervenant sont 

de cardinal supérieur ou égal à 2). 

Démonstration du théorème 9. 

Tous les points du théorème 9 se démontrent à partir du théorème 7. 

Nous ne démontrerons donc que les points 1), 2), 3), les autres se montrant 

par des raisonnements analogues. 
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Montrons le premier point : Supposons que 1^ H 1^ = 0 , et posons 

J, = J O J .Si Card J, > 2 , on va voir que toutes les colonnes de 
k m n k ' M 

sont proportionnelles, ce qui n'est pas possible, puisqu'on a supposé 

qu'on avait cumulé au préalable de telles colonnes. En effet les lignes du 

bloc (I-I^) x sont proportionnelles à la marge sur J restreintes 

à Pj de P , puisque est contenu dans J m . De même les 
k 

lignes du bloc 1^ x sont proportionnelles à p^ , puisque 1^ est 
k 

contenu dans I-In et dans . Toutes les lignes du tableau 

< - - * j 

, X , ,. 

I -I 
m 

Y H I U « » » = I M I ' I M 1 1 ' ' ' ' ' ' L 

/i ! i • , i . , 
n ». 1 ! 1 1 1 ! 
I m 1111 H ; m 1 u 1 k 

Les traits horizontaux (en plein ou en pointillés) indiquent 

que les lignes ou colonnes correspondantes sont proportion­

nelles aux marges restreintes associées de P . 

On a mis des pointillés quand le coefficient de proportionna­

lité avec la marge restreinte diffère d'un bloc à l'autre. 

Cas I H I = 0 , j H j = j f 0 
m n m n k 

Figure 5 
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I x étant proportionnelles à p^ sont proportionnelles entre elles. 
k 

II en résulte que toutes les colonnes de Ĵ . sont proportionnelles, ce qui 

n fest pas possible. 

est donc soit vide, soit réduit à un élément j Q , Supposons que 

Ji ~ (j } et que J et J sont différents de {j } . Toutes les lignes 
k L J o J n m n L J o & 

du bloc I x J étant proportionnelles puisque I C I-I , toutes les m n r v F H m n ' 

colonnes de ce bloc le sont. Il en résulte en particulier que la restriction 
c 

de j à I est proportionnelle aux colonnes du bloc I x (J Pi J ) J o m ^ ^ m m n 
(qui est non vide, puisque J f {j } = J fl J ) colonnes elles-mêmes 

n "•JoJ m n 
proportionnelles à la marge sur I restreinte à 1^ , p^ de P , 

m 
c 

puisque J H J C J-J . On en déduit immédiatement (cf. figure 5) que I 
m n m & H m 

est associé à J

m~{J 0} •
 D e même ( I r ,

 J

n"{J Q}) appartient à v • 

Si maintenant J m = {j Q} » auquel cas Jffl C , d'après la propriété 

3') du corollaire du théorème 7, I est soit réduit à un élément i , 

m o ' 
soit vide, et J -{j } qui est vide, est bien associé à I , ce qui 

' m L J o J H 9 m * H 

termine la démonstration du point 1). 

Démontrons le point 2). 

Posons I, = I n i , J. = J H J .Si L ou J, est vide, (It ,J. ) 

k m n ' k m n k k k k 

appartient à V d'après le point 1). Supposons donc que 1^ et sont 

non vides, et montrons qu'ils sont associés. Or toutes les lignes du bloc 

(I-I^) x sont proportionnelles à la marge sur J restreinte à , 
pj de P , puisque tout élément de e s t soit un élément de ^~^ m 

k 
(avec J, C J ) , soit un élément de I-I (avec J. C J ) (cf. figure 6). 

k m * n k n " & 

De même toutes les colonnes du bloc 1^ x (J-J^) sont proportionnelles 

à la marge sur I restreinte à I de P , ce qui montre, d'après le 

théorème 7 que (-̂ '̂ k̂  appartient à v . 



- 1 0 6 -

On voit également sur la figure 6 que I = I u I et J - J u J & b M u m n u m n 
sont associés. En effet toutes les colonnes du bloc I x (J-J ) sont 

m u 
proportionnelles à la marge sur I restreinte à ^ > Pj de P puisque 

m 
J-J C J-J . De même toutes les colonnes du bloc I x (J-J ) sont 

u m n u 
proportionnelles à la marge sur I restreinte à 1^ , p̂ . de P , le 

n 
coefficient de proportionnalité étant pour chaque colonne le même que l'on 

soit sur le bloc I x (J-J ) ou I x (J-J ) puisque I n i est non 
m u n u v n m n 

vide. Donc toutes les colonnes du bloc I x (J-J ) sont proportionnelles 

u u r f 
à la marge sur I restreinte à 1^ , p^ de P . De même toutes les lignes 

u 
du bloc (I-I^) x J^ sont proportionnelles à la marge sur J restreintes 
à J^ , Pj de P , ce qui entraine bien, d'après le théorème 7 que 

u 
(I^,Ju) appartient à v , et démontre le point 3). 

i ^ y j j-j 

r < 7 i n m — - * 

a- • | r i II Ml 11 Mil 11 I 1 11 f"̂  

i 

m , ... 

11 I 11 
[1111 u 

I "Z 
n 

* m | _ l l l l l l l l l l l L y 
I-I \ I-I 

u u 

4 . . . . I I = z [..y 
< J * J-J * 

u u 

Etude du cas où I. = I rï I et J. = J H J sont non vides. 
K m n k m n 

(pour la légende, cf. figure 4 ) 

Figure 6 
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Nous allons maintenant donner un théorème précisant ce point 3) 

et qui nous sera utile au § III.2 quand on cherchera les facteurs issus 

de l'A.F.C. de P . 

III.1.4.2 Théorème 10. 

Avant d'énoncer ce théorème, donnons un lemme qui nous sera utile. 

Lemme : Soit (I ,J ) un élément de v , et I et J deux ensembles 

m m n n 
tels que I C I J C J . Alors pour que (I ,J ) appartienne à v , n n m n m r n n n r r ' 
il faut et il suffit que I et J soient associés dans le bloc 

n n 
I x J . 

m m 

Ce lemme résulte immédiatement du théorème 7. 

Enonçons maintenant le théorème 10. 

Théorème 10 : Soient (I ,J ) et (I ,J ) deux éléments de v tels que : 

m m n n 

I O I S { I I ,0} ; J O J Œ {J ,j ,0} 
m n m n m n m n 

Posons : 

ri = I H I e ; J = J H j c 

a m n a m n 

I Q = I H I ; j = j D j 
3 m n 3 m n 

(63) I = I C n I ; J = J° H j 
y m n y m n 

I = I U I ; J = J U J 
u m n u m n 

l K = {a,3,Y> 

On a alors, en conservant les notations définies par (6) : 
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1) V (i,j) G (I a x J g) U (l a x J y) U (I 3 x J y) : 

( 6 4 ) Pij = X Piu Puj 1 Puu 

V (i,j) G (I g x J a) U ay x J a) U (iy x J p) : 

(65) p. . = y p. P • / P 
*ij J *iu *uj *uu 

x et y étant deux nombres égaux à 1 si la relation 

( 6 6 ) pau pug p

Y u
 = pua p6u p u Y 

n fest pas vérifiée. 

Si (66) est vérifiée, alors le couple (x,y) est une des solutions 

de 1Téquation 

(67) (x-1) p (p - p ) = (y-1) p „ (p • - p ) y v *au *uu *ua J *ua V iuu *au 

2) Si x = y (ce qui est en particulier réalisé si (66) n'est pas 

vérifiée, ou si (66) étant vérifiée, on a p^ u - , auquel cas 

P^ = P ^ » P = P ) » alors (I U.I , J U J ) est un élément de v . 
^$u *u$ * Fyu *uy a y a Y 

Démonstration. 

D'après les points 3) et 5) du théorème 9), (I u,J u) , (I^J^) , C 1 ^ » ^ ) 

(I^,J^) appartiennent à v . Restreignons-nous au bloc I y x . 

Dans ce bloc, d'après le lemme, I et J (resp. I n et J n ; I et 

' v a a ^ 3 3 Y 
J ) sont associés. De même I et J , ainsi que I et J sont 
Y m m ^ n n 
associés dans ce bloc (avec I = 1 U I I = L U I ,J = J U j 

m a 3 n 3 Y m & 3 
J = J n U J ).I et J étant associés, toutes les colonnes du bloc 
n 3 Y a a 

1^ x (cf. figure 7) sont proportionnelles à la marge sur 1^ restreinte 
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à I du bloc I x J . Toutes les lignes du bloc I x J sont donc 
a u u ° a n 

proportionnelles, et comme I et sont associés, elles sont propor­

tionnelles à la marge sur J , restreinte à J du bloc I x J .La 

u n u u 
relation (64) est donc vérifiée sur le bloc I x J 

a n 

Considérons maintenant le bloc I x J ; compte tenu de ce que 

m y ^ 
I et J sont associés, et qu'il en est de même de I et de J 
y y » n m m ' 
on montre de la même façon que précédemment que pour tout élément p.^ de 

ce bloc, on a : p. . = x' p. p . / p , où x' est une constante. Comme 
îj îu ruj *uu 

les blocs I x J et I x J ont en commun le bloc I x J , on a 
a n m y a y 

x' = x , et donc (64) est vérifiée. 

. On montre de la même façon la relation (65). 

Pour trouver les valeurs de x et y , on va considérer le tableau 

(noté encore R ) qui est un tableau 3 x 3 obtenu à partir du 

tableau I x en remplaçant chacun des 9 blocs de ce tableau par son 

total (par exemple l'élément r n de R vaut : Y {p.. I i G i i G jn} * v a$ L *ij 1 a ' J 3 
soit r

a ^ = P a£ avec les notations définies par (6)). 

J 

, J - » r — 1 

I ' ~ ~^ i — 
a 

h . 

i n i,,,, . . . . I N I . 
I 

Y J  

—I—I—I—1—I 1—I—I—I—^ * 
Etude du bloc I x J : 

u u 

tous les blocs non diagonaux sont des blocs produits, 

(pour la légende, cf. figure 4) 

Figure 7 
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Compte tenu de (64) et de (65) les éléments non diagonaux de R 

s'écrivent : 

p = x p p ^ / p Î P = x p p / p 
a$ au *u$ • ^uu ray au ruy ruu 

( 6 8 ) P3y
 = X V Puy 1 puu ; Pga = y P3u Pua 1 Puu 

Pya = 7 Pyu Pua 1 Puu ; Py3
 = y V Pu3 ' Puu 

Ecrivant que la somme des termes de la première ligne de R est égale 

à p et que de même la somme des éléments de la première colonne de ce 
au 

tableau est égale à p , on obtient : 

p + x p (p 0+p )/p = p 
aa au v*u$ *uy *uu *au 

(69) 

P + V D (D _ +D )/p = P 

^ aa ua *pu yu y *uu *ua 

Eliminant p de ces deux équations, et compte tenu de ce que : 
aa 

(70) p + p „ + p = p + p ^ + p = p 
*au $u y u ua u$ uy uu 

on obtient la relation (67) : 

(67) (x-1) p (p -p ) = (y-1) p (p -p ) rau ruu *ua ua uu *au 

Opérant de même sur la troisième ligne et la troisième colonne de R , 

on obtient : 

(71) (x-1) p (p -p ) = (y-1) p (p -p ) 

*uy *uu *yu J *yu Fuu *uy 

Si le déterminant du système des deux équations (67) et (71) est non 

nul, on a un système de Cramer qui a une solution unique x = y = 1 . 
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Si ce déterminant est nul, ou ce qui est équivalent, comme on peut le 

vérifier, si la relation (66) est vraie, il y a une infinité de solutions 

x et y étant liés par la relation (67) (ou par (71) qui est dans ce 

cas proportionnelle à (67)). On a ainsi démontré le point 1). 

Remarques : 

a) Les relations (67) et (71) ont été obtenues en considérant 

p et p On aurait pu aussi obtenir une relation entre x et y en 

aa yy 
considérant p . Cette relation se déduit des deux précédentes puisque 

pp 
la somme des termes de R est fixée et égale à p 

uu 

b) Compte tenu de (70), les relations (69) peuvent encore se mettre 

sous, la forme suivante, qui nous sera utile au § III.2.1 dans la démonstra­

tion du théorème 15 : 

I p = (1-x) p + x p p / p 

*aa au *au *ua uu 

Paa ~ p

u a + y pau pua ^ puu 

Démontrons maintenant le second point. 

Comme x = y , toutes les colonnes du bloc (I U I ) x J n sont 
J ' a y 6 

proportionnelles à la marge sur I restreinte à I U I du bloc, I x J , r r & u a Y : u u ' 

et de même toutes les lignes du bloc 1^ x (J^ U j ) sont proportionnelles 

à la marge restreinte correspondante du bloc I x (cf. formules (64), 

(65) et figure 7). I U I et J U J sont donc associés dans le bloc 
& a y a y 

I x J . Comme (I ,J ) appartient à v , on déduit du lemme que 
u u u u r 

(I U I , J U J ) appartient à v . 
a y a Y 

c.q.f.d. 
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III.1.4.3 Généralisation (cf. figure 8). 

Le théorème 10 se généralise aisément si l'on considère un nombre 

t supérieur à 2 d'éléments de v se coupant. 

De façon précise soit (*mk'^mk^ (1 ̂  k < t) t éléments de V 

tels que 

1) V k : K k < t , K k ' < t , k W k tel que : 

mk mk mk mk' 

2) V k,k' , 1 < k , < t , k f k' : 

I , H I . , ̂  0 I . H I , £ {I I ,} 
mk mk ' mk mk mk mk ' 

J , H J , ï 0 J . H J , f {J ,J ,} 
mk mk mk mk mk mk ' 

Désignons par I u la réunion des 1 ^ et par celle des . 

On a alors le théorème suivant qui généralise le théorème 10. 

Théorème 11. 

1) ^ u > ^ u ^ appartient à v , et l'on peut décomposer le bloc 

I x J en v blocs (v < 2 - 1) (I. ,J, ) (1 < k ^ v) non vides, deux 
u u k k ' 

à deux disjoints (1^ H I , = D J^f = 0 , si k ^ k') dont la 

réunion est ^ u » ^ u ^ > c n a c l u e couple (*k,v\^ appartenant à v et étant 

de la forme ((H { l m k | k G K}) Ci ( n{l£ k | k G L » , 

( ^{J m k | k G K}) H (H {J^k | k G L})) , (K,L) désignant une partition 

de {l,2,...,t} . 
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J 

j ' JT 
m J m^ 

i ( J . ! J

2

y J

3 | < J4 : J

5 h 
I | | 1 1 1 p K 

A . , •••-_!_ 
m „ 

I I, 3 I 
m 2 3 u 

_ 1  

H - — 

. ! i 

< * 
J 
u 

Etude du cas où l'on a trouvé trois éléments m^9m^9m^ de v 

se coupant. On a supposé pour simplifier que I m H = 

J H J = 0 , ce qui fait qu'à partir des 3 blocs m.,m0,m0 , nij m«j i / j 

on n'a que 5 blocs disjoints appartenant à V numérotés de 

1 à 5 , dont la réunion est le bloc u réunion des 3 blocs 

mj,m2,m^ . 

Pour tout couple (i,j) de 1^ x J u appartenant à un bloc non 

diagonal et situé au-dessus des blocs diagonaux, on a 

p.. = x p. p . / p , tandis que s'il est situé au-dessous, 
*ij *iu *uj *uu n 

on a p.. - y p. p . / p .En général, on a : x 5 y 5 1 . 
*ij J *iu *uj *uu b J 

Figure 8 
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2) ¥ k,k' G {1,2,..., v} , k + k' , 

V i G I f c , V j G J k, : 

(72) k' > k => p. • = x p. p . / p 
v 7 * 1 J riu UJ uu 

(73) k 1 < k => p. . = y p. p . / p 

* 1 J J riu ruj ruu 

ces relations supposant qu'on a placé dans un ordre convenable les ensembles 

a k , j k ) . 

En d'autres termes, tout élément (i,j) de I y x J u appartenant à 

un bloc non diagonal situé au-dessus (resp. au-dessous) des blocs diagonaux 

vérifie (72) (resp. (73)). 

Sauf cas particulier (où il y a dégénérescence), on a x = y = 1 . 

S'il y a dégénérescence x et y sont Liés par la relation : 

(x-1) p. (p -p ,) = (y-1) p 1 (p -p, ) M u *uu *ul J rul *uu M u 

qui correspond à la relation (67) où l'indice a a été remplacé par l'indice 

k = 1 . 

Si en particulier ¥ k : 1 < k < v : p ^ = p ^ il y a dégénérescence, 

et l'on a x = y . Réciproquement, si x = y ^ l , o n a : ¥ k , l < k < v : 

Pku = puk • 

3) Si x = y , et si l'on considère h couples (I ,J ) , (I ,J ), 
nl nl n 2 n 2 

..., (I ,J ) , n.,nn,...,n, appartenant à l'ensemble {l,2,...,v} alors : 
n h % 1 2 h 

(U {I | k = l,h} , U {J | k = l,h}) appartient à v 
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III.1.5 Tableau du Burt et ensembles associés. 

Considérons le tableau défini sur J x J : 

B = P' D. , P 
1 / P I 

où ^i/p désigne la matrice diagonale des l/p^#. 

Le terme général bjj» de c e tableau s'écrit 

(74) V j . j ' G J : b j j t = J {Pij Pij» / Pi. I 1 G I> 

On dira que B est le tableau de Burt associé à P (même si P n'est 

pas un tableau disjonctif complet) et l'on sait (cf. [2 ]) que les facteurs 

sur J issus de l'A.F.C. de B sont les mêmes que ceux issus de l'A.F.C. 

de P , les valeurs propres dans la première analyse étant les carrés des 

valeurs propres dans la seconde. Rappelons également que les deux marges 

de B qui est un tableau symétrique sont égales à la marge pj. de P . 

On a alors le théorème suivant : 

Théorème 12 : 

Soit (I m>J m)
 u n c o u p l e d'éléments associés pour P , alors 

(J ,J ) est un couple d'éléments associés pour B . 

Démonstration : 

c c 
On posera pour simplifier les notations : 1 = 1 , J = J . B 

n m n m 
étant symétrique, et ayant même marge sur J que P , il suffit de montrer 

que le bloc J x J de B est un tableau produit dont la marge sur J n m n v 6 m 
est proportionnelle à la marge restreinte correspondante de B , i.e. à la 

restriction à J p T de p, . 
m 
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Or on a, puisque I et J sont associés : r n m m 

V (i,j!) G I x J : p.. f = p. p ., / p 
, J m n *ij !* mJ m # 

(75) 
V (i,j) G I x J : p. . = p. p . / p 

^ , J n m *ij ^im F«j K«m 

On déduit de (74) en sommant d'abord sur I , puis sur I et en 
m r n 

tenant compte de (75) que : 

V (j,j ') G J x J : b.. f = p . p . , / p + ... V J , J m n JJ *mj *mj ' *m» 
(76) 

... + (p ./p ) T {p. P-•t / p. I i G I } v *3 r»m L *im *ij *i« 1 n 

Or la marge sur J m du bloc 1^ x étant proportionnelle à la marge 
restreinte correspondante pj de P , on a : 

m 

(77) V j G J : p./p = p ./p 
v ' J m *mj Mirai r«j ^«m 

(76) s'écrit, compte tenu de (77) : 

(78) b.., = (p./p ) [p P •?/p + I (p. p..,/p. | i G i }] 

jj f '3 r»m rmm rmj rm« ^ rim rij r i * 1 n 

Posant : 

(79) b m j I = l {b... | j e j j 
on déduit de (78) et (79) que : 

V ( j , j ' ) G j X J : b.., = (p-/p ) b . f  V J , J ' m n JJ *m mj 

ce qui termine la démonstration. 
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Remarques : 

Le tableau de Burt J x J associé au bloc I x J de P est 
m m m m 

différent du bloc J x J de B . Par contre le tableau de Burt déduit 
m m 

du tableau P , où l'on a additionné toutes les lignes i de I et 

toutes les colonnes j de , est identique au tableau déduit de B 

en additionnant toutes les lignes de J et toutes les colonnes de J 

m m 
Cette propriété est intéressante, quand on étudie la réduction de 
l'A.F.C. de P (et donc de B ) à celle de blocs plus petits (cf. § III.2). 
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III.2. Ensembles associes et facteurs. 

Nous donnons ici quelques théorèmes relatifs aux facteurs issus de 

l'A.F.C. d'un tableau P , quand ce dernier possède un ou plusieurs 

couples d'ensembles associés, puis nous donnons une autre caractérisation 

d'un couple (I ,J ) d'ensembles associés, à partir des facteurs issus r m m • 
du bloc I x J 

m m 

III.2.1 Propriétés des facteurs quand P possède un ou plusieurs couples  

d'ensembles associés. 

Théorème 13. Si I et J sont associés pour P , l'A.F.C. de P se m m 

réduit d'une part à l'A.F.C. du bloc I x J et d'autre part à l'A.F.C. 
m m 

du tableau déduit de P en cumulant toutes les lignes de I et toutes 
m 

les colonnes de J . Posant I ' = I - I , J ' = J - J , ce dernier 
m m m ' m m ' 

tableau n'est autre que le bloc 1^ x bordé par les marges des 

tableaux I x J' et I' x J et complété par le total du bloc I x J -m m m m r r m m 

(cf. figure 9). 

J J' J 
m m m 

total du bloc A 

I A B I A y\ j j t» 

m m W marge de B sur J 

j — i y m 

I ' C D , ^ 

m marge de C D I , 
I I sur I 1 | 

Tableau P m ' 1 1 

m 

Tableau E 
Si I et J sont associés l'A.F.C. de P se réduit à 

m m 
celle des deux tableaux A (bloc I x J ) et E (bloc 

m m 
D complété en cumulant les lignes de I et les colonnes 

m 
de J dans le tableau P ). 

m 

Figure 9 
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Démonstration : 

Compte tenu de la démonstration de la condition suffisante du 

théorème 7 (cf. III.1.2), on peut trouver un ensemble caractéristique S 

associé à P vérifiant les conditions du théorème 6 (et donc celles du 

théorème 1) où tous les couples d'ensembles associés sont de la forme 

({iQ},0) , (0,{jQ}) sauf un qui correspond au couple ( m̂> m̂̂  • L e 

théorème résulte alors immédiatement de la remarque donnée après le 

théorème 1 bis (cf. § II.2.5. in fine). 

Théorème 14 : Soient (I ,J ) et (I ,J ) deux couples d'ensembles 

m m n n 
associés de P tels que : 

I H I = j n j = 0 
m n m n 

alors l'A.F.C. de P se réduit 

1) à l'A.F.C. des blocs I x J et I x J 

m m n n 

2) a l'A.F.C. du tableau (I' U {m,n}) x (J' U {m,n}) 

où I ' = I - I U I , J ' = J - J U J , tableau obtenu en cumulant toutes 
m n m n 

les lignes de 1^ et toutes les colonnes de J m , et en opérant de même 

pour les lignes de I et les colonnes de J R . 

Ce théorème résulte immédiatement du théorème 13 et du lemme suivant 

qui se démontre facilement. 

Lemme : Soient (I ,J ) et (I ,J ) deux couples d'ensembles associés 
v m m n n r 

pour P tels que I H I = J H J = 0 , alors (I ,J ) est un couple r M m n m n n n r 

d'ensembles associés pour le tableau de correspondance déduit de P en 

cumulant les lignes de I et les colonnes de J 6 m m 
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Nous allons maintenant étudier le cas où il existe deux couples 

d'ensembles associés (I ,J ) et (I ,J ) pour P tels que I fl I et 

m m n n ^ m n 
J H J sont non vides, 
m n 

Théorème 15. 

Plaçons nous maintenant dans les conditions du théorème 10 dont on 

conservera les notations, et désignons toujours par R le tableau 3 x 3 

obtenu à partir du tableau 1^ x en remplaçant chacun des 9 blocs 

de ce tableau par son total. On a alors les résultats suivants : 

1) L'A.F.C, de P se ramène à l'A.F.C. du bloc I x J et à celle 
u u 

du bloc déduit de P en cumulant dans P toutes les lignes de I et 

toutes les colonnes de J 
u 

2) L'A.F.C. du bloc I x J se réduit à l'A.F.C. de ses trois 
u u 

blocs diagonaux I x J , I„ x J" , I x J et à celle du tableau R . 
a , a 3 3 Y Y 

Si x = y = 1 (ce qui est toujours le cas si (66) n'est pas vérifiée), 
l'A.F.C. du bloc I x J se réduit à l'A.F.C. de ses trois blocs 

u u 
diagonaux. 

3) Toutes les valeurs propres (autres que la valeur propre triviale 

1» associée au facteur constant) issues de l'A.F.C. de R sont égales à 

d-x)(i-y). 

Si x = y = 1 , R est une correspondance produit. 

Si x = y ^ 1 , R est une correspondance symétrique qui se met sous 

la forme : 

(80) (1-x) R d i 3 ë + x R p r ° d 

où R^ i a^ (resp. R^ r O C^ ) est la correspondance diagonale (resp. produit) 

ayant mêmes marges que R . 
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Démonstration. 

Le point 1) résulte du point 3) du théorème 9, et du théorème 13. 

Démontrons maintenant le point 2). On a vu au début de la démonstra­

tion du théorème 10 que . (I^,J^) , (I^,J^) , (I^,J^) (dont la réunion est 

(I ,J )) sont des couples d'ensembles associés pour le bloc I x J ; 
u u r r u u 

S = {a,3>y} est donc un ensemble caractéristique associé à ce bloc et 

vérifiant les conditions du théorème 1. 

La première partie du point 2) résulte alors de la remarque déjà citée 

située après l'énoncé du théorème 1 bis (cf. § II.2.5). La seconde partie 

de ce point (cas x = y = 1 ) résulte du fait que d'après le point 3) 

qu'on démontrera plus loin, toutes les valeurs propres (autres que la 

valeur propre triviale 1 associée au facteur constant) issues de l'A.F.C. 

de R sont nulles quand x = y = 1 . 

Démontrons le point 3). 

Soit (ĵ b.) U T* couple de facteurs canoniques orthogonaux à la droite 

des constantes (i.e. différent du couple trivial constant associé à la 

valeur propre 1 ) issu de l'A.F.C. de R et relatif à la valeur propre 

X . On va montrer, en appliquant les formules de transition reliant a_ 

et _b (cf [la]) que X est égale à (l-x)(l-y) . La valeur de X étant 

indépendante du couple de facteurs considérés, l'espace des facteurs 

centrés est sphérique, et X est de multiplicité 2 . 

Montrons donc que X = (l-x)(l-y) . 

Désignant par a^,a^,a les composantes de a_ , et par b ^ b ^ b 

les composantes de b̂  , et exprimant que a_ est orthogonal au vecteur 

constant, on a : 

(80 bis) p a + p_ a. + p a = 0 
*au a 8u 3 yu y 
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La formule de transition appliquée à la première colonne de R 

s'écrit, compte tenu de (68) : 

p a + y p (pn a n + p a)/p = /k v b 
aa a ua v^$u 3 yu y 7 *uu Fua a 

ce qui s'écrit, compte tenu de (80 bis) 

(p ~ V P P / P ) a. = / À P b *aa J Fua ^au *uu 7 a *ua a 

Tenant compte de la deuxième équation (69 bis), la relation précédente 

s'écrit encore : 

(81) ( l - y ) a a = A b a 

De même la formule de transition appliquée à la troisième colonne 

de R donne : 

(82) 0-x)a^ = ^ b y 

Appliquant la seconde formule de transition à la première et à la 

dernière ligne de R , on obtient de même : 

(83) (l-x)ba = A a Q 

(84) (l-y)b = A a^ 

Des relations (81) à (84) l'on déduit bien que X = (l-x)(l-y) . 

Si x = y = l , X = 0 , e t toutes les valeurs propres issues de l'A.F.C. 

de R sont triviales, R est donc une correspondance produit, comme on peut 

le vérifier directement à partir des équations (68) et (69). 
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Si x = y , on déduit de (68) que R est une correspondance symétrique 

qui peut, compte tenu de (68) et de relations telles que (69) ou (69 bis) 

se mettre sous la forme (80). 

Le théorème précédent se généralise quand on se place dans les 

conditions du théorème 11. 

Théorème 16. Plaçons nous maintenant dans les conditions du théorème 11 

dont on conservera toujours les notations, et désignons par R le tableau 

v x v dont l'élément r^, (1 < k < v , 1 < k' < v) est égal à la somme 

des éléments du bloc 1^ x J^, (avec les notations définies par (6) 

rkk f = pkk' ^ * ̂ o r s ^ e s conclusions du théorème 15 restent valables à 

condition de remplacer (dans le point 2)) les 3 blocs diagonaux 1^ x , 

I x J et I x J par les v blocs I. x J. (1 < k < v) . 

3 3 y y k k 

III.2.2 Une autre caractérisation des ensembles associés à l'aide 

des facteurs. 

Avant d'énoncer le théorème donnant cette caractérisation, précisons 

quelques notations. 

Soient I et J deux sous-ensembles de I et J respectivement 
m m r 

, m , m x , , -
et (a ,t) ) deux vecteurs dont les composantes sont respectivement 

indicées par I et J . On peut encore considérer que a m et b m sont m m — — 
des fonctions sur I et J respectivement. 

m m r 

Soit a_ (resp. _b ) le prolongement de a.m (resp. b m ) sur I 

(resp. J ) : a. (resp. b̂  ) peut être considéré comme un vecteur dont les 

composantes sont indicées par I (resp. J ) , les seules composantes non 

nulles de a (resp. J} ) correspondant au sous-vecteur a^ de a_ (resp, 

b de b ) dont les composantes sont indicées par I (resp. J ) avec 
—m — r r m r m 
a_ = a (resp. b = b ). On a alors le théorème suivant : —m — r —m — 
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Théorème 17. Pour que I et J soient associés, il faut et il suffit : m m 

a) que tout couple de facteurs non triviaux (i.e. non constants, et 

associés à une valeur propre non nulle) (^m,jbm) issu de l'A.F.C du bloc 

I m x J m (bloc qu'on notera P m ) se prolonge en un couple de facteurs 

(a,b) pour l'A.F.C. de P . 

b) que tout facteur a m sur I (resp. b™ sur J ) issu de 

— m — m 

l'A.F.C. de P et relatif à une valeur propre nulle se prolonge en un 

facteur a. (resp. b_ ) relatif à la valeur propre nulle dans l'A.F.C. de P . 

Démonstration. 

Condition nécessaire : I et J étant associés, P est une correspondance 

m m r 

hiérarchique à un niveau associé à un arbre A de sommet s tel que m 

appartient à l'ensemble S g des successeurs immédiats de s . La propriété 

résulte alors directement des propriétés des facteurs issus d'une corres­

pondance hiérarchique (cf.§1.3). 

Condition suffisante : Soit a™ un facteur quelconque sur 1^ , (différent 

du facteur constant) issu de l'A.F.C. de P m , et a. son prolongement sur 

I , qui est aussi facteur dans l'A.F.C. de P . 

a™ étant non constant est de moyenne nulle (pour la loi marginale 

p™ associée à P m ) ; il vient donc, en conservant les notations définies 
m 

par (6) : 

(85) l {(P, m/P m m)a? | i e I } - 0 L im mm i 1 m 

De même a. étant un facteur issu de l'A.F.C. de P , de support I , 

donc non constant sur I , est de moyenne nulle (pour la loi marginale p^ 

de P ) , d'où : 
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(86) l {( P i./P m.)a™ | i e y = 0 

On a enfin la relation, en posant J = J - J , 
F n m ' 

(87) V j G J : T {p../p -)a m I i G I } = 0 
J n

 L
 IJ mj i 1 m 

Cette relation correspond (au facteur p j/Pm* près) à la formule de 

transition appliquée à £ dans l'A.F.C. de P . 

Si a™ est relatif à la valeur propre 0 , (87) est vérifiée puisque 

£ est aussi relatif à la valeur propre nulle. 

Si a™ est un facteur non trivial sur I issu de l'A.F.C. de P m, 
— m ' 

il lui correspond un facteur b sur J m , et le couple (a ,t) ) se 

prolonge en un couple de facteurs (£»b) dans l'A.F.C. de P . La relation 

(87) exprime alors le fait que b est de support J (i.e. est nul sur J ) 

— m n 

Dans les équations (85) à (87) on a introduit des coefficients de 

pondération ( l/p^ pour (85), l/pm. dans (86), 1/Pmj dans (87)) de 

façon à ce que la somme sur 1^ des coefficients des a? dans ces équations 

fasse 1 : 

Y {p. /p I iGl } = Y {p. /p I i G i } 
L L iim Mnm 1 m L *i» *m» 1 m 

(88) 
= Y {p. ./p . I i G i } = 1 

L Fmj 1 m 

Les équations (85) à (87) étant valables pour tout facteur £ m non 

constant, on peut trouver un système de (Card l m " 0 facteurs a^ 

(1 < a < Card I m ~ 0 linéairement indépendants et de moyenne nulle (pour 

p^ ) issus de l'A.F.C. de P m et vérifiant les équations (85) à (87). 
m 

Au système précédent, on peut adjoindre le facteur trivial constant a^ 

dont toutes les composantes valent 1 , de façon à avoir un système de 
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Card I m facteurs linéairement indépendants vérifiant les équations (85) 

à (87), où compte tenu de (88), il faut remplacer le second membre par 
~ o , . ~ . m m . o , . m m x _ . 
ô (î.e. par 0 si a = a f a , et par 1 si a = a ). Or si 
a — —oc ut — —o 
l fon considère le système des équations suivantes : 

(89) ¥ a , 0 < a < Card lm-l : £ {x. a^Jie ij = 6 ° 

on a Card I équations à Card I inconnues, dont le déterminant est 
m H m ' 

non nul, puisque les a^ (0 < oc ̂  Card l m~0 sont linéairement indépendants. 

Ce système est donc un système de Cramer qui a une solution unique. 

Comme les trois systèmes de nombres (pour j fixé G ) : 

{p. /p I i G I } , {p. /p I i G I } , {p../p . I i G I } vérifient 
L tim ^mm 1 m J *i« *m« 1 m *ij *mj 1 m 
(89), on a : 

V i G l , ¥ j G J : 
m J n 

p. /p = p. /p = p../p. 
*im ^mm *i- *m« *ij *mj 

d'où l'on déduit en particulier que toutes les colonnes du bloc I x J 
* m n 

sont proportionnelles à la marge sur I restreinte à I m , p^ de P . 
m 

On démontrerait de même, en intervertissant les rôles de I et J , 

et ceux de I et J que toutes les lignes du bloc I x J (où 
m m n m 

I = 1 - 1 ) sont proportionnelles à la marge sur J restreinte à J , n m ' v v 6 m ' 

p T de P . Il résulte alors du théorème 7 que I et J sont associés. rJ n m m 
m 

Remarques. 

a) Si a™ (resp. b™ ) est un facteur de variance 1 (pour p m 

m 
(resp. pj )) issu de l'A.F.C. de P et relatif à la valeur propre X , 

m 



- 1 2 7 -

son prolongement a. (resp. ) est un facteur de variance p^^ (resp. 

p ) relatif à la valeur propre X(p )^/(p P ) dans l'A.F.C. de P . 
•m v v W *m« «m 

b) On peut montrer, à l'aide des formules de transition que s'il 

existe un couple de facteurs (a_m,bm) issu de l'A.F.C. de P m qui se 

prolonge en un couple de facteurs (ĵ jb) pour l'A.F.C. de P , alors les 

marges du bloc I x J m sont proportionnelles aux marges restreintes 

correspondantes de P . 

c) On peut définir les ensembles associés à partir du théorème 

précédent. Si on n'a pas "nettoyé" le tableau P comme indiqué à la fin 

du § III. 1.2. en regroupant par exemple les lignes et les colonnes propor­

tionnelles, il faut faire l'hypothèse que si I (resp. J ) est vide, 
m m 

toute fonction de moyenne nulle sur pour p^ (resp. 1^ pour p̂ . ) 

m m 

se prolonge sur J (resp. I ) en un facteur de P associé à la valeur 

propre nulle. 
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III.3. Réduction de l'A.F.C. de P . 

III.3.1. Hiérarchies associées à P , quand on a des ensembles associes  

et réduction de l'A.F.C. de P . 

Nous nous proposons ici de généraliser la démarche esquissée au § 

III.2.1. pour effectuer l'A.F.C. de P , à partir de l'A.F.C. 'de blocs 

plus petits, quand on a un nombre quelconque de couples d'ensembles 

associés {(I m,J m) | m E B} non triviaux (i.e. différents de (0,0) , 

(I,J) , ({i},0) , (0,{j}) , ({i},{j}) , V (i,j) E I x J ) indicés par un 

ensemble fini B . Nous supposerons que les éléments m,m' de B 

vérifient les conditions données dans la remarque c) qui suit l'énoncé du 

théorème 9 (cf. § III.1.4.1.) conditions auxquelles on peut toujours se 

ramener, comme on l'a déjà dit, quitte à éliminer certains couples 

d'ensembles triviaux, et nous désignerons par I' (resp. J' ) l'union 

des I m (resp. J m ) pour m décrivant B , union qui est en général 

différente de I (resp. J ). 

I' = U {I I m E B} C I 
m 1 

(90) 

J' = U {J I m E B} C J 
^ m 1 

On posera également : 

' I" = I - I ' 

(91) 
J" = J - J' 

Ces notations étant fixées, on peut, en utilisant les points 3) et 

5) du théorème 9 remplacer les ^ ^ m » ^ m ^ | m E B} par les quatre séries 

d'ensembles associés suivants : 
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1) une série d'ensembles associés {(I ,J ) I m G B,} telle que : 

m m 1 1 ^ 

a) V m,m1 G B, , m t m 1 : I H I , - J H J f = 0 
1 m m 1 m m 1 

b) U { i m | m e Bj} - . 1 ' ; u { j m | m e Bj} - j» 

c) V m G B. , T m ' G B : I , C I , J , C j 

1 J m' m m m 

d) "f^ m »^ m ^ I m G Bj} constitue la partition la plus grossième de 

(I',J') en couples d'ensembles associés. 

e) Les couples précédents sont non triviaux, sauf dans le cas particulier 

où Card B j = l , e t I ' = I , J ' = J , cas où ils se réduisent au couple 

d,j) . 

2) une série de sous-ensembles associés non triviaux {(I ,J ) I m G B 0 

m m 1 l 
telle que : 

a) V m,m' G B 0 , m ^ m' : I H I , = J H J , = 0 
9 2 9 m m' m m' 

b) V m G B 0 , Tm' G B , : I C I , , J C j f * 

2 -* 1 m m' ' m m' 

s s 

c) on peut trouver une partition de Bj en deux sous-ensembles Bj et 

B'j vérifiant les propriétés suivantes : 
. V m G Bî , "3B C B_ tel que 

1 *• m 2 

I = U {I , I m' G B } ; J = U {j , I m' G B } 
m m' 1 m J ' m m' 1 m 

{(I ,,J .) I m' G B } constitue la partition la plus fine de (I ,J ) en 
m' ' m 1 m r r m' m 

couples d'ensembles associés. 

. ¥ m G Bj' , on ne peut trouver de partition de ^ m » ^ m ^
 e n c o upies 

d'ensembles associés non triviaux autre que (I ,J ) lui-même. 
n m' m 

(*) le s signifie l'inclusion stricte. 
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d) { (I ,J ) I m E B 0 U B''} constitue la partition la plus fine de 1 m' m 1 2 1 r r 

(I',J') en couples d'ensembles associés non triviaux. 

3) une série de sous-ensembles associés non triviaux {(I ,J ) I 
m m 1 

m E B 0} telle que : V m € B, , t[ m' G B, U Bj : I C I , , j C j t 3 3 -* 2 1 m m' m m' 
s s 

I , - I et J , - J n'étant pas associés, 
m m m m r 

4) une série de sous-ensembles associés non triviaux {(I ,J ) I 
m m 1 

m E B^} telle que : 

V m E B 4 , 3 m' E Bj , m" E B 2 : 

I „ C I C I , ; J „ C j C J , 
m m m m m m 

s s s s 

La première série d'ensembles est obtenue en remplaçant, compte tenu 

du point 3) du théorème 9, les couples d'ensembles associés d'intersection 

non vide de B par leur union. Si l'on peut trouver une chaîne d'ensembles 

associés se coupant, et comprenant tous les éléments de B , on a alors 

Card Bj = 1 , et le seul couple d'ensembles associés de B^ est (l',J') . 

La deuxième série d'ensembles associés est obtenue à partir de la 

décomposition de couples d'ensembles associés de Bj (en fait de B̂ ' ) 

en couples d'ensembles associés d'intersection vide, conformément au point 

5) du théorème 9. 

La troisième série d'ensembles est construite à partir de couples 

(I ,J ) (m E B) tels qu'il existe m' E B avec I C I , J C j , 
m m m m m m 

(I .-I , J ) n'étant pas un couple d'éléments associés, 
m m m m r r 

Enfin les couples ( m̂» m̂̂  <l u a t rième série correspondent : 
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. soit à des éléments de B n'appartenant pas à Bj U U , 

. soit à des couples intermédiaires, construits à partir des points 

3) et 5) du théorème 9 et ayant servi à déterminer les éléments de BpB^.B^ . 

A partir des ensembles Bj,B2»B^, on peut construire plusieurs 

hiérarchies de sommet s associées à P (ou plus exactement au bloc 

I 1 x J f de ce tableau si on élimine les éléments triviaux de la forme 

(I ,J ) avec Card I < 1 , Card J < 1 , éléments qui ne figurent pas par 
m m m m 

hypothèse dans Bj,B2,B^ et que l'on peut considérer comme des éléments 

isolés). Nous allons expliciter deux de ces hiérarchies : la première que 

nous noterons A est la hiérarchie la plus grossière (cf. §11.3.3) que 

l'on peut construire à partir des ensembles associés appartenant à B ; 

c'est une hiérarchie à un niveau qui est telle que S g = Ter A = Bj . 

La seconde hiérarchie, que nous noterons Aj s'obtient à partir de A , 

en subdivisant les éléments de Bj ; elle est telle que : 

S = B. , Ter A, = B, U BV 
s i 1 l 1 

Notons que si l'on accepte des couples d'ensembles associés triviaux, 

on peut, à l'aide des éléments de B^ construire des hiérarchies plus 

fines que Aj , en subdivisant les éléments k de Ter Aj tels qu'il 

existe m E B 0 , avec I C I , J C J , suivant (I ,J ) et des 
3 m k m k m' m 

éléments triviaux {({i},0) I i E T -I } et {(0,{j}) I j E J -j } . 

' k m ' k m 

On peut aussi à partir des éléments de B^ construire des hiérarchies 

H telles que S g = Bj , Ter H = Ter
 A j = B

2

 u B'i » mais comportant plus de 

noeuds que Aj . Pour avoir la hiérarchie comportant le plus grand nombre 

de noeuds possibles, il suffit d'associer à chaque élément m de Bj 

la hiérarchie la plus grossière que l'on peut construire à partir des 

éléments de B^ , puis réitérer le processus sur chacun des terminaux de 

la hiérarchie ainsi construite, et ainsi de suite. 
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Aux hiérarchies A et Aj précédentes, correspondent deux réductions 

possibles pour l'A.F.C. de P . 

A partir de A , on obtient, d'après le théorème 14 la réduction 

suivante : l'A.F.C. de P se réduit : 

a) à l'A.F.C. du bloc (I11 U Bj) x (J" U Bj) déduit de P en 

cumulant pour tout m de Bj les lignes i de I et les colonnes j 

de J 
m 

b) à l'A.F.C. des blocs {I x J I m G B.} 

m m 1 1 

Par ailleurs l'A.F.C. du bloc I x J pour m G B! , bloc qu'on 

m m r 1 M 

notera P m se réduit toujours d'après le théorème 14 à : 

l'A.F.C. du bloc B x B obtenu en cumulant dans P les lignes 
m m m G 

i de I. et les colonnes j de J, pour tout k de B 
k J k v m 

. l'A.F.C. des blocs {i. x J. I k G B } 

k k 1 m 

Finalement l'A.F.C. des blocs {I x J I m G B,} se réduit 

m m 1 1 
bl) à L'A.F.C. des blocs {B x B I m G Bî} définis précédemment. 

m m 1 
b2) à l'A.F.C. des blocs {(I k x Jfc) | k G B £ U B"} . 

La réduction de l'A.F.C. de P suivant les A.F.C. définies en a) , bl) 

b2) correspond à la réduction obtenue à partir de la hiérarchie Aj . 

Notons que l'on peut affiner les réductions précédentes, en considé­

rant les éléments m de B^ , ainsi que ceux de B^ . 

III.3.2 Cas particuliers. 

Si P est une correspondance diagonale par blocs, alors toute la 

masse de P se trouve dans les blocs diagonaux {(I x J ) I m G B} 
m m 1 

( B désignant l'ensemble des blocs diagonaux) et les ensembles 
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(I ,J ) (m E B) sont associés. Notons que dans ce cas, V m,n B , m î n , m m ^ 7 7 9 

(I U I , J U J ) est encore un couple dTensembles associés, bien que 
m n m n v 9 H 

I H l = J fi J = 0 . L'A.F.C. du tableau P se ramène bien à celle des 
m n m n 

blocs {(I x J ) | m E B} et à celle du tableau diagonal B x B dont le 
ème 

m élément diagonal est égal à la somme des éléments du bloc I x J 6 & m m 
(m G B) , A.F.C. dans laquelle toutes les valeurs propres sont égales à 1 . 

Un autre cas encore plus particulier est celui d'une correspondance 

diagonale ; ce cas correspond au cas précédent quand tous les blocs 

diagonaux se réduisent à un élément. 

Un autre cas particulier trivial est la correspondance produit : 

dans ce cas tout sous-ensemble de I est associé à tout sous-ensemble de J . 
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A N N E X E 

UN EXEMPLE V' ANALY�E PROCHE VU MOVELE VE CORRESPONVANCES HIERARCHIQUES 

STRUCTURE VES ECHANGES COMMERCIAUX EN EUROPE 

(Vonnéeo OCVE anné� 1972, !'u�é étant !a dizain� d� m�o� d� 
doliMf.,) . 

Symbo!eo V=Répub!iqu� Fédé�a!� d'Ali�magn�, B=Béné!ux, 
A=A�ch�, F=F�anc�, GR=G�èc�, IRL=I�and�, 
I=Ita!i�, NL=PaYf.,-Baf.., N=No�vèg�, P=Po�uga!, 
E=Ef.,pagn�, S=Suèd�, CH=Sul-6f.,�, TK=T�q��, 
GB=G�and� B��agn�, YU=Yougof.,!avi�, SU=URSS, 
VVR=Répub!iqu� Vémoc�atiqu� Ali�mand�, PL=Po!ogn�, 
CS=Tchécof.,!ovaq��, H=Hong��, R=Roumani�, B=Bu!g��� 
VK= Van�mMfI., SF=Fin!and�. 

http://VemociK.atA.que
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Exemple : La Belgique (B) exporte 334 vers l'Allemagne Fédérale (D) 

-D -B -A -DK -SF -F -CR -IRL -J -RL -H -P 

+ Q 0 334 68 43 26 469 22 7 359 454 38 8 44 
•5 313 -0 4 5 5 250 ' 2 4 54 213 6 3 9 

180 8 0 . 6 2 18 1 0 31 12 2 - 2 2 
+ DK 79 13 7 0 12 19 0 0 12 18 20 3 M 
•o'F 44 4 5 8 0 10 0 0 6 9 8 2 2 

• p 493 252 9 10 11 0 7 6 226 137 10 6 44 
+ CR «»1 7 3 1 2 16 0 0 21 7 2 0 2 

•IflL 13 2 0 2 2 6 0 0 3 5 1 1 2 
• J 326 64 29 11 5 253 8 2 0 78 6 3 17 

+,YL 286 240 9 9 9 113 3 3 60 0 8 2 1* 
ttf 50 11 4 25 11 13 0 0 6 15 0 2 3 
+ p 27 U 2 2 1 12 0 0 10 5 2 * 0 9 
• c 6S 13 3 4 3 53 2 2 35 16 4 2 0 
+ 5 125 13 21 5* 39 29 1 1 19 27 43 7 6 
+ CH 21.1 36 24 10 5 96 1 1 68 24 3 3 7 
• Q'K 23- 1 3 0 0 9 0 0 1«* 4 1 0 1 
+CB 175 66 27 73 51 126 4 93 73 128 46 26 34 
+ ÏU 50 «» 12 1 0 13 3 0 33 H 1 0 0 
+SU 65 8 9 2 33 31 3 0 25 5 2 0 3 
+UOR 77 2 4 2 2 1 3 1 0 3 7 2 0 2 

• PL 41 5 7 4 3 14 2 0 12 6 3 0 3 
• CS 3 5 4 7 2 1 6 2 0 8 5 1 0 1 

• tf 24 2 8 1 1 9 1 0 9 4 1 0 1 
27 2 5 1 1 12 1 0 9 2 0 0 1 

¥d(J 9 1 2 0 0 3 1 0 5 1 1 0 1 

-S -Ctf -7/C -CB -Jt/ -Si/ -00.«? -PL -CS -ff -/? -BU 

82 90 15 118 37 35 65 25 22 17 21 6 
-rfl 2b 16 2 32 2 9 4 4 3 1 1 1 
• A 12 31 2 26 «; 9 3 6 7 7 3 1 

• C/C 67 10 2 52 1 3 2 4 2 1 0 0 
• Sf" 4B 7 0 31 1 3 2 2 4 1 1 1 0 

• F 43 53 5 115 fl 24 7 10 5 4 7 2 
• G/? 2 4 1 13 5 3 0 1 2 1 1 1 

+ 1RL 4 1 0 89 0 1 0 2 1 0 0 0 
• J 22 34 6 56 31 27 4 18 7 17 13 5 

• ,YL 27 16 2 74 3 6 4 4 4 4 2 1 
• N 68 8 0 42 2 2 2 4 1 1 0 0 
• P 6 7 1 23 0 0 0 1 0 0 1 0 
tf 15 15 2 43 2 2 0 3 1 2 2 1 
• S 0 18 2 87 4 13 6 9 4 3 3 0 
tCH 22 0 2 52 3 3 1 2 4 3 1 0 
+ 7K 2 C 0 1 4 1 1 0 1 1 1 1 0 0 
TCB 107 77 3 0 5 47 4 15 7 2 5 1 
*TU 5 11 1 14 0 23 8 7 13 6 5 5 
• Sf 8 6 4 21 30 0 246 182 167 119 170 148 
+ DDR 6 3 1 3 7 200 0 41 53 32 17 20 

• PU 8 5 0 17 9 157 58 0 45 23 9 11 
tCS 3 4 1 5 12 150 57 36 0 27 15 12 
tH 2 3 1 5 5 108 31 16 26 0 6 5 
*R 3 3 1 9 5 54 18 10 18 7 0 5 
tdU 1 2 1 2 5 135 23 11 16 6 5 0 

Le tableau d<zA donne. 
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VALEUR PROPRE POURCENTAGE D * INERTIE CUMUL 

1 -518 .393 .398 
2 .228 .175 .573 
3 .133 ' .102 .675 
4 .122 .093 .769 
5 .080 • .0*61 .830 
6 .009 .053 .883 
7 .039 .030 .913 

CONTRIBUTION DES COLONIES AUX INERTIES ASSOCIEES AUX AXES FACTORIELS 

-D .039 .005 .421 .010 .079 .16»» 
-£ .036 .003 • .000 .108 • .166 .224 
-X .001 .000 .008 .001 .002 .000 

-Зл .006 .000 .005 .153 .001 .001 
-S.r .000 .006 .001 .095 .001 .002 

.03«* .00«* .089 .047 .090 .263 
-CR .000 .0C0 .005 .004 .000 .000 
-IRL .005 .000 .056 .162 .148 -.025 

-JT .021 .002 .023 .051 .012 .143 
^N1 .037 .004 .213 .018 .039 .007 

-A* .004 .000 .003 .083 .000 .004 
.003 .00C .002 .036 .006 .001 

-F .005 .000 .001 .000 .010 .006 
-S „013 .001 .000 .191 .003 .013 
-C'd .007 .000 .006 .012 .012 .000 
-?:< .ooo .ooo .001 .001 .000 .000 
-GB .021 .000 .137 .018 .425 .121 
-Г£/ .005 .000 .003 .003 .001 .003 
SU .190 .674 .010 • • .002 .000 .002 

-DDR .145 .041 .005 .000 .001 .014 
-PL .086 .033 .001 .003 .000 .001 
-CS .105 .009 .001 .000 .000 . .000 
-AT .CC6 .016 .001 .000 .000 .002 

• .080 .102 .000 .0C0 .001 .COQ 
-3£/ .089 .093 .002 .000 .001 .001 

CONTRIBUTION DES LIGNES AUX INERTIES ASSOCIEES AUX AXES FACTORIELS 

•0 .042 .019 .457 .009 .035 .101 
rli .032 .000 .002 .023 .001 .270 
+A .003 .000 .067 .000 .011 .023 
+ЭК .000 .CCO .019 .069 .022 .012 
•5? .000 .013 .007 .045 .015 .007 

• Г .039 .000 .*0 59 .049 .134 .146 
+CR .002 .000 .004 .003 .000 .000 
+IRL .004 .000 .060 .014 .294 .087 
tl .011 .000 .007 .020 .007 .251 

t.VL .030 .000 .115 .053 .115 .010 
• i7 .007 .000 .009 .115 .020 .017 
•? .003 .000 .006 .001 .009 .003 
+Г .007 .000 .003 .000 .016 .000 
• S .007 .000 .016 .125 .022 .004 

.015* .000 .029 .007 .000 .018 
• TA* .000 .002 .002 .001 .004 .001 
+C3 .024 .001 .121 .375 .137 .030 
+ÏU .002 .000 .002 .002 .000 .001 
+SV .295 ,«*86 .005 ,004 .001 .000 
+DDR .090 .109 .002 .001 .002 .011 
rPL .070 .072 .001 .000 .002 .003 
• CS .032 .056 .001 .001 .000 .001 

• // .047 .0C3 .002 .001 .000 .001 
*R .019 .019 .000 .001 ,001 .000 

+3U .050 .159 .006 .002 .000 .003 
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íí°AÍ-íiÍtíAÍÍAlíííÍAUA L E S A X E S FACTOR IE LS 

•51/ "1.533500 1.126500 "8.3665*02 7.3095*02 ~2.739F~02 7 669**~03 
+ BU _1.413500 "l.521500' 2.1785*01 "l.2455"0l 3.0605*02 "l"l735"01 
+CS _1.262500 "б.9015*01 8.5955*02 *7.7785*02 "2.2205*03 ~4.5785"02 
*DDÜ _1.178500 _8.5735 Ol "7.7925*02 *5.2895*02 "6.9335*02 1.4745*01 

•Я _1.152500 8.9135*01 1.1975*01 "8.9045*02 3.4165*02 "5.9585*02 
•PL _1.103500 "7.3935*01 5.8605*02 "4.3835*02 6.3635*02 ~8.959̂ *02 
tí * - 7 0 . 5 ~ _ 0 1 5̂.7295*01 *1.8565*02 *8.9705*02 7.5075*02 7.0745*03 
+ÏU 2.3495JÏ1 8.6155 02 ~1.4955*01 *1.1765*01 "1.0575*02 "5.66S5"02 
•55 1.2235_01 J*.«O85"01 "2.4015*01 6.0285*01 2.8345*01 "l.7995*01 
+TX 1.6515_01 _2.8535*01 *2.2635*01 "9.8985*02 2.3895*01 "7.9825*02 
•¿ 2.5935_01 4.3475*02 "5.9215*01 "1.5925*02 "1.8845*01 2.5225*01 
• I 2.8145_01 2.6755"02 "1.1245*01 "l.8805*01 8.9905*02 4.9765"*01 

•<7~ 3.1225_01 1.8625*02 "2.2555*01 "l.8255*01 3.9095*02 3.0445*02 
•5 3.1795JI1 3.2615*03 "2.3975*01 6.4815*01 2.2175*01 *8.7525*02 
•D 3.6505_01 _1.6325*01 6.1205*01 "2.5755*01 1.3095*01 *2.0785*01 

•GB 3.9095 01 5.8195*02 4.4695*01 7.5185*01 "4.4155*01 1.6035*01 
+DK 4.2995 01 *2.2325*02 "3.3325*01 6.1435*01 2.8115*01 "l.8975"01 
•5 4.3025 01 5.5665*02 ~1.4365*01 9.401E~03 2.5375*01 4.1775~02 
+// 4.3425 01 *1. 5775*02 *2.5345*01 8.7465*01 2.9465*01 ~2.5645"oi 
•5 4.4715 01 6;2445"03 "2.7955*01 "2.4235*01 "3.2595*01 "3.1665"oi 

• С// Ц.4745 01 9.4415*03 "3.1115*01 *1.4205*01 3.1665*02 1.7835*01 
+IZL 4.7875 Ol 1.3265*02 "9.4015*01 4.2895*01 1.606500 ~8.1095*01 
•//L 4.7985*01 2.2355*02 "4.7635*01 *3.0815*01 "3.6305*01 "9.9915*02 
•? 4.8285 Ol 3.7785*02 "3.3135*01 1.3355*01 3.0855"01 "l.6495"01 
•5 4.8915 Cl 3.7975*02- 6.7465*02 "2.0295*01 3.2605*01 5.2145*01 

COOP.DOUVEES DES COLOUÜES SUR LES_AXZS^T^ACTORIELS 

-DU "1.742500 1.180500 *1.3235*01 5.0105*02 "б.ЗЗП5*02 5.9175*02 
-Я "1.461500 1.091500 "5.4875*02 3.9105*02 "5.7435*02 3.3365*02 

-DDR "1.425500 5.0265*01 1.3555*01 "4.0005*02 4.8445*02 "l.6065"01 
-CS "1.400500 2.7275*01 "5.1455*02 ~1.5685*03 "1.1355*02 1.0775*02 
-tf "1.332500 4.3985*01 "9.0605*02 "3.4475*02 *2.2485*02 9.1665"02 
-PL "1.257500 5.5245*01 "6.1975*02 1.0S7~~01 "2.2295*02 4.3515*02 
-SU "1.17C500 ~1.468500 1.3505*01 *5.9505*02 1.2955*02 "3.9715"02 
-ГС/ "4.4775*01 4.6175*02 1.6505*01 "1.8595*01 9.1205*02 1.3105*01 
-55 7.0465*02 3.0405*01 8.0805*02 8.7055*01 *8.2725*02 "0.5355*02 
-CR 9.8945*02 8.2525*03 4.0005*01 "3.2665*01 ~1.4345*02 "0.3935*02 
-ГА 1.2205*01 9.6215*02 1.8295*01 "1.5395*01 6.1165*02 "l.5675~02 
- / 1.3295*01 "7.2975*02 2.4015*01 9.2905*02 9.4515*02 2.4035*03 
-0 3.2325*01 "7.9195*02 "5.3695*01 ~8.0115*02 "l.0005*01 2.4175*01 
-СИ 3.6155*01 "1.7625*02 1.6525*01 2.2445*01 *1.8485*01 "1.1095*02 
-I 3.7955*01 7.932Г*02 2.2435*01 ~2.89G5*01 *1.1195*01 "3.6485*01 

-GS 4 .0015*01 3.5045-"03 ~*.2125*01 1.8055*01 7.1145*01 ~3.5375*01 4 .0205*01 ~4. 8075*02 1.7105*01 8 .4005*01 2.8375"02 ~1.3595*01 
-5 4.0465*01 9.5025*02 3.3135*01 "2.2935*01 2.5915*01 4.1125*01 
-5 4.0835*01 ~0.0865*02 "7.4335*03 7.6565*01 7.8575*02 "1.7625*01 
-DZ 4.1745*01 ~4.3805*02 1.9705*01 9.9775*01 "6.0405*02 "6.2025*02 
-5 4.2525*01 1.3985*02 1.1775*01 6 .1735*02 *2.3545*01 "1.7655*01 
-Ni 4.89S£~0i 1.0235"0l 5.956i"01 *1.6595*01 1.9725*01 7.7805*02 

-a 5.1465*01 1.0285*01 l.B705~02 "u.2145*01 "4.2395*01 *4.5755*01 
-P S.3325*01 "2.6155*02 , 2.6435*01 9.6«.S5*01 *3.275Г*01 9.2515*02 

•[HL 5.5075"01 "6.7595*02 9.G595~01 1.568Г00 *1.2l5"0O 4.5985*01 
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-D .U55 . .469 .890 .397 .932 .992 
-D .526 .537 .537 .688 .813 .938 
-/. .200 .220 .426 .449 .471 .471 
-DX .318 .320 .353 .838 .839 .840 
-5F .065 .288 .298 .858 .861 .865 

-F .51»* .528 .676 .736 .806 .961 
-GR .142 .1U3 .593 .756 .756 .766 

-J7?L .214 .215 .«»32 .746 .882 .900 
-I .508 .519 .599 .713 .729 .877 

-jVL .554 .56C .880 .900 .927 .931 
-// .321 .323 .351 .757 .757 .765 
-P .432 .432 .483 .919 .956 .959 
-Û .572 .572 .59«* .600 .678 .719 
-S .332 .338 .339 .709 .712 .726 

-СЯ .533 .53U .567 .674 .727 .727 
-TK .231 .294 .45»; .544 .556 .557 
-GB .370 .370 .607 .630 . 910 .967 
-УУ .583 .586 .625 .670 .680 .701 
-SU .623 .996 .999 .999 .999 .999 

-DDP .803 .937 .940 .941 .9*1 .946 
-PL .873 .953 .954 .957 .957 .950 
-CS ' .906 .923 .923 .923 .923 .923 

-// .908 .956 .958 '.959 .959 .961 
-fl .794 .990 .991 .991 .992 .992 
-BU .821 .991 .993 .994 .994 .995 

Ç̂Î _̂Ç§̂_6̂?t̂_?§§_̂§Çr§yÇ§ẑî?̂ _̂6̂§Ç L^s sous-espaces 

+D .447 .490 .895 .949 .962 .996 
• S .559 . 561 .566 . 6 1 2 .716 .932 
+A .301 .305 .751 .752 .783 .836 

+DK .386 .336 .488 .727 .779 .797 
• JF .114 .431 .486* .745 .790 .808 

• F .577 .577 ,6e0 .749 .858 .951 
• G;? .508 .509 .627 .694 .636 .653 

+IP.L .201 .201 .444 .U79 .328 .990 
+ / .409 . 4 1 1 .443 .520 .536 .901 

• .522 .522 .735 .808 .902 .903 
• .V .313 .318 .363 .733 .769 .792 
+? .510 . 5 1 2 .620 .636 .715 .736 
• Г .600 .636 .722 .722 .826 .829 
• S .277 .277 .347 .663 .690 .694 

•Ctf .647 .647 .738 . 8 1 4 .816 .855 
•Гл .238 .474 .575 .593 .685 .695 
+ GB .359 .363- .5U8 .881 .970 .981 
TYU . 353 .376 .438 .471 .473 .401 
+CU .804 .999 .999 1.000 1.C00 1.000 

+ DDP. .753 .931 . 932 .933 .934 .938 
tPL .704 .94«) .9*45 .946 .9*7 .949 
тСС .8C9 .922 .924 .925 .925 .926 
-H .760 .961 .965 .96*6 .967 .967 
+Я .797 .955 .955 . « 5 8 .961 .961 

-Bb .671 .985 .951 .993 .993 .954 
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JL i-
On a шррплтг 18 po¿yvU d& mcLwuLKt à CICC/LU¿XA<¿ Ы LLb¿bÁMXí, 

1.00 i 
I -DK 
I -P 

! A * e 4 t * .SF 

I -5 +GB 

I +5 

I +DX 

I +SP 

I +P 
I -X 
I -E 

0 | +Г 

I -D 
I 
I *TX -HI 
I t<7/? t J *Л 
I -P 
I tP +0 
I - J 
I 
I -СЛ 

".42I -л ' Axe 3 
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?^^EWTATIÖW_5IMULTAWEE - Plan 5-6 

j Axe 6 
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I -* 
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I -» - s .„ «f 

! 
I 
I 
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j I - I - » 

I Axe 5 4 J f ^ -д ^ 
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