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0. Intrnoduction

1L apparait quelquefolis que Les premiens facteurns Lssus d'une
analyse de correspondance révélent des dichotomies assocides A une
chassification hierarchique. Les valeurs propres assocdées dces fac-
tewws sont en general relativement éLevées (supérieunes & 0,5) et ne
prennent scuvent en compte qu'une facble pant de L'inentie totale ;
Les gacteurns sulvanis restent Antenprétables et trhaduisent Les Lial-
sons entrne Les sous-ensembles obtenws par dichotomisation Lons de
L'étude des premdens facteunrns.

. De tels nésultats ont en particuliern été obtenus Lons de L'éta-
blissement de nomenclatures Economiques et ont permis de batin des no-
menclatunes satisfaisantes {cd. [ 01).

Un autre exerple mt*ﬁawmx; parn £'étude de La structure des échan-
ges commernclaux de 75 pays eurcpéens (cf. tableauw et nésultats en an-
nexe). Le tableau analysé est un Tableau carnné kII ol 1 est £'ensemble
des pays consdidénis et k{4,L") Le total des exportations du pays L
vers Le pays £' . Le premien factewn oppose Les pays de £'Europe de
L'0uest aux pays we L'Europe de L'Est qui sont thés negroupés (sauf
La Yougoslovdel). Le second facteurn permet de vodin La dispernsion des
pays de L'Eunope we L'Est, tandis que Les facteuns sulvants tradulsent
Les échanges ues pays de L'Eunope de £'Quest.

Benzecnd {cf. [1b])a modélisé Les situations précédentes. Le mo-
dele introdult par Benzéerd comprend en particulier Le cas d'un ta-
bleau diagonal pan blocs, ainsi que fLe cas plus général ol Les blocs
non diagonaux sone ues blocs produits (L.e. des blocs dont toutes Les
Lignes ou touces Les colonnes sont proportionnelles). On généralise
Lol ce modede qui esi nelatif a La construction d'une sénie de tableaux

* Nous remercions J.P. Pagés qui nous a fourni cet exemple pour
Zllustrer le modéle étudié dans cet article.
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de probabilité {ou tableaux de correspondance), en Lialson avec Les
noeuds d'un anbre connexe A : pour chaque noeud n de A , on se donne
un tableau de cornrespondance Q" défind sun SnySyl , Sn etant £'ensem-
ble des successeuwns {immédiats de n dans A ; de méme, pour chaque é£é-
ment teuminal £ de A , on se donne un tableau de probabilité Pt ,
dégini sun Le prodult It’(Jz de deux ensembfes finis. A partin de ces
données, Le modele assoele @ chague noeud n de A un tableau Pt dé find
a partin de 0" et des tableaux P" (m € Sn)’ La construction culmine
au sommet 5 de £'arbre, avec un tableau P , noté aussd P, et on dit
que P est une correspondance higharchique.

Dans Le § 1T , on nappellfe Le modele et on précise Les Liens en-
e Les tableaux P, P”, 0" ainsd qu'entre Leuns Lois marginales. On
montrhe en parnticulien comment on peut obtenirn Les tableaux Pt et 91,
connaissant P . On précise ensudte Les Liens entre Les gacteurs Lssus
de £'analyse factorielle des cornrespondances (A.F.C.) des tableaux pt
(T étant un terminal de A), QVl (n étant un noeud de A) qui ont servd
a comstuire Le modele et Les facteuwrns Assus de L'AF.C. de P . On
déternmine en panticulien Les éféments de Q" a partin des facteuns
Assus de £L'AF.C. de P . Les nésultats généraux établis dans ce § 1
donnent comme cas particuliens La solution des exercices proposés
dans [1b] . On termine ce paragraphe en généralisant Le modele pné-
cédent au cas ol certains ensembles It ou Jt peuvent Etrhe vddes
(£ étant un teaminal de A).

Au § II, on donne, a partin de La notion d'ensemble caracténis-
tique des caracténisations des correspondances P obédissant aw schéma
précédent. Une premienre caractérnisation est basée surn Les proprdlétés
des gactewrs issus de L'AF.C. de P (§ 11.2), tandis qu'une seconde
caracténisation (§ 11.4) conduit & La notion d'ensembles associés qui
sera 6tudige au § 1171, On montre également (§ I1.3) comment dans cen-
tains cas, on peut construine plusiewrs modéles de décomposdition hié-
harchique de P .

Comme on vient de Le dine, Le § 111 est consaché a L'étude des
couples d'ensembles assocdés dans un tablfeau de conrespondance P .
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La structune et Les propriéités de ces ensembles sont Etudides au

§ I11.1 , tandis que Les Liadlsons entrne ensembles associés et fac-
Zeuns Assus de £'AF.C. de P sont établies au § II11.2. Enfin au

§ T11.3, on constrult plusdeurs modeles de correspondances hiérarchi-
ques connalssant plusdeurs couples d'ensembles assocdiés dans P,

1L Amponte de noten que, comme LL est de n2gle en analyse des
données, et comme on L'a déja dit au début, Le modéle de correspon-
dance hiérarchique a été congu comme une schématisation de structu-
nes nencontrnées Lons d'études concretes. La vode descendante sudivie
au § 1 pour découvrnin Les Qn et Les Pt a patin du tableauw P, ainsi
que fLes caracténisations basées sun Les factewrs et données au § 11,
corespondent a La démanche du statisticdien découvhant Les éléments
d'une sthucture d'apnés Les nésultats de L'analyse du tableau global ;
avec cette différence toutefodls, qu'on suppose que Les nésultats sont
exactement conformes au modede, alorns que dans La pratique L£'accond
n'est qu'approché.


http://hA.es
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I . Définition et propriétés des correspondances hiérarchiques.

I.1 Rappel du modé&le. Notations.

On considére un arbre connexe A (i.e. ayant un sommet unique),

non nécessairement binaire. On désignera par :

- s : le sommet de A .
- Nod A : l'ensemble des noeuds de A .
- Sn ou Sn : 1'ensemble des successeurs immédiats d'un noeud
n € Nod A .
- Ter A : 1'ensemble des &léments terminaux de A .
- pr(n) : le prédécesseur immédiat de n (m €A, a # s) ,
i.e. 1'élément de A situé juste au dessus de n .
- Pred(n) : l'ensemble des prédécesseurs de n,y compris n ,
i.e. 1'ensemble formé de n et des noeuds situés au dessus de n .

Ces conventions sont résumées sur la figure 1 :

Pred(n)

Figure 1.
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A tout &lément terminal t € Ter A est associée une loi de proba-
bilité (ou tableau de correspondance) pt sur le produit de deux
ensembles finis It (ou It ) et Jt (ou Jt Y* :

t. . .
P = {pijllelt,JEJt}

A tout noeud n € Nod A est associé une loi de probabilité (non
P . P n .
nécessairement symétrique) Q sur le produit Sn X Sn :

n n
Q = {qmm' | m € S, » m €5}

A partir de ces données, on associe 3 tout noeud n une loi de
probabilité P" sur le produit de deux ensembles finis In et J_ .

n

. . Lee s . n
La construction est ascendante : la loi P" est définie a partir de Q

et des tableaux {P" | m€ S} par les formules suivantes :

. I = U {Im | m € Sn}
(n
L3, = VI [ mes)

ot 1'on suppose qu'il s'agit d'union disjointe, i.e. que les Im forment

une partition de In et de méme pour Jn ;

¥ m,m’ € S, » ¥ ier, ,vje€ Jge s @ #m' =

(2) o LR T

(*) les ensembles I, et J, peuvent étre des ensembles réduits 3 un

&élément.
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ol on a noté :

m _ m .
pi. = z {pl_] ' ] € Jm}
3
m' m' .
p'j - Z {Plj l i€ Imv}
n m m' . . . P
le N pij ’ p.1j désignant respectivement les termes généraux des tableaux
n m m'

(4) .« P.. = q__ P..

. n P .
Si P, désigne le sous-tableau de P" croisant I_ et J' s
mm m m

les relations précédentes peuvent encore s'écrire matriciellement ;

' n _ n m m' |, ¥
mfm = Pmm' Yom' P1m (BJm')
(4 bis)
e

m m’ P m .
PIm (resp. p Jm') désignant le vecteur colonne des {pi. | i€ Im}

m' .
(resp. {p,j | 3€3.}).

Les tableaux P;m et P" sont donc proportionnels, tandis que

-~

les tableaux P;m' (m # m') correspondent i des lois produits.

I1 est facile de vérifier que si les P (m € Sn) sont des lois

de probabilité, P" est bien une loi de probabilit&. Comme par hypothé&se

les P© (t € Ter A) sont des lois de probabilité, il en résulte que

tous les Pk (k € A) sont des lois de probabilité.

(*) De fagon générale, un Elément souligné a correspond & un vecteur
colonne, tandis que a' correspond au vecteur ligne transposé de a ,
le prime correspondant, comme il est d'usage en statistique 3 la
transposition.
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La construction culmine dans le tableau P° que l'on notera aussi
P , et qui est une loi de probabilité sur IS xJ,=1xJ, avec :
I, = I = U{I, | t&Ter A}
(5)
= = U (S
Jg J {3, | t € Ter A}
et 1'on dira que P est une correspondance hiérarchique & Card (Nod A)

niveaux.

On désignera par P . le terme général de P , et par

Pp = {Pi- I i €1} et p; = {p,j | § €3} 1les lois maginales associées.

Soient m,m',n trois &léments de A ; on posera :

Py = Loy €1, 5€0}
(6) pm. = E {pl‘ [ 1 € Im}
Popr Z {P.j I i€ va}
Ppn  ©St donc la masse du sous-tableau Pmn (défini sur I, x Jn ) de P,

tandis que P, (resp. P., ) est la masse de Im (resp. Jn ) dans

ce tableau.

Soit n un noeud de A , on désignera par gy = {q:. | m€ 5,1}

n . . . . . n
et dogy = {q-m ] m € Sn} les lois marginales associées 3 Q
n n
O, = L log | €5}
@)
n n '
q-m = Z {qm|m l m' € Sn}
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On posera encore :

¥n€A,n#s r(n) = II {qﬁé(m) | m € Pred(n) , n # s}
rl(n) = 1 {qgf(m) | m € Pred(n) , n # s}

(8) 1

r,(n) = 1 {qlf;(“‘) | m € Pred(n) , n # s}

r(s) = rl(s) = rz(s) = 1

et nous verrons au § suivant que r(n),rl(n),rz(n) s'expriment trés

simplement en fonction de Pan * Pne ©t P.n -
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I.2 Lois marginales. Liens entre les tableaux P,Pn et Q

I.2.1 Lois marginales.

On a les résultats suivants :

1) ¥n€NodA, ¥m€E Sn s ¥ 1€ Im » ¥ jE Jm :

n m n

Pi. T Pi. Yy,
(9

n - m n

P-J P,j Um

2) ¥n€A,¥1i€ I, %] € J, ¢

( P?. = Pi./rl(“) = Pi./Pn.
p?j p.j/rz(n) = p.j/p.n
(10) .
r,(n) = pp.
r,(n) = p,,

3) ¥ n€E€NodA, ¥m€E S, ¢

@, = Tl I1EL) = pi/r@ = py /ey,
an
b, = 1 {P?j |3 €0t = e/ = pu/ry,

Démontrons le point 1) ; on a pour i € Im et compte tenu de (2)

et (4)
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n _ n o _ n n
Pi. 7 JéJ 71 éJ p1J+m' ezs -m} jegr Y
n ] m n J m
- Z qn pm . m pm' qn
. mm ¢ 1j . ie oj “mm'
j € Jm m' € Sn {m} j € Jm'
m n m n
= P;, * P:. = p;, ) 4.
Yo P3 iv v g fm) ™ ie v &g Tmm
n n
. m ~n
Pi. 9y

ce qui démontre la premi&re relation du point 1). On démontrerait de fagon

analogue la seconde. On a alors

m _ n,n _ pr(n),, pr(n) n, _ -

pi' Pi,/qm, P]-_, /(qn. qm_) eee pl'/rl(m)
Ecrivant que z p?. vaut 1 , on obtient rl(m) =p .

ier t . m

m

Remplagant m par n , on obtient la premiére et la troisiéme

relation du point 2), les deux autres se démontrant de facon analogue.

Les deux relations du point 3) résultent immédiatement des points

1) et 2) et du fait que P™ &tant une loi de probabilité, on a

. Z p? = Z p?j =1.
i€l j € In

Remarque : On déduit du point 2) que :

¥e€Terd,¥i€1I ,¥%j€J :

_ t t
Pi. = T By, = Py, Py

= t t
h rz(t) Poj pot paj
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I.2.2 Liens entre les tableaux P, P" et Qn

On a les résultats suivants :

) ¥n€A,¥i€L ,¥jET :

Pi; = Pyi/r = pyi/e
(12)
r (n) = Pnn

2) VnGNodA,VmGSn,Vm'ESn

n n . .
qmm' = X {le | i € Im s ] S Jm’}
(13)
= Pypt/t(@) = p /P
En particulier, si m=m'" , on a :
n = =
(14) Qr = r@/r() Pom’ Pon

3) ¥n€NodA, ¥m€E Sn :

o= /

9n- = Ppn/Pon
(15)

n p—

Top = Ppn/Ppy

\

Le point 1) se démontre 3 partir de la relation (4) en remontant

1'arbre, puis en remplagant m par n .

Le point 2) se dé&duit de la relation (2) (ou de (4) si m=m')

sommée sur Im X Jm. et du point 1).
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On a enfin, compte tenuﬂae (13), (1) et (12) :
n
= Il | m' €58}
n .
= Z{pij |1 €1, 3€T,,n €8}

= ] e},

. . e -
1] | i€ Im > J Jn} Pyn/P

mn’ “nn
ce qui démontre la premidre relation (15), la seconde se démontrant de

fagon symétrique.

Remarque : La relation (12) traduit le fait que le tableau P est
a n tandis
que (13) exprime le fait que le tableau Qn se déduit (au coefficient

proportionnel au sous-tableau Pnn de P croisant I_ et J

l/prm prés) du tableau P en remplagant chaque bloc Pmm' croisant

I, et J. (m,m" € Sn) par la somme de ses &léments.
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I.3 Etude des facteurs et des valeurs propres.

Nous rappelons ici quelques résultats &tablis dans [1 b ] et
permettant d'obtenir les facteurs issus de l'analyse factorielle des
correspondances (A.F.C.) du tableau p" (n € Nod A) 3 partir des
facteurs issus de 1'A.F.C. des tableaux P™ (m € Sn) et Qn 3 ce qui
nous permettra en remontant l'arbre de voir les liens existant entre les

" facteurs du tableau. P , et ceux des tableaux P" et Q" et de dé&duire
les facteurs de P 3 partir des facteurs des tableaux ft (t € Ter A)
et Qn (n € Nod A) .

-

I.3.1 Facteurs de P obtenus i partir des facteurs de P! (m€ Sq) .

Soit donc n un noeud de A , m un élément de Sn et (EF’P?)
un couple de facteurs canoniques* issus de 1'A.F.C. du tableau P" et
relatifs 3 la valeur propre ) . A ce couple, on peut associer (cf [1 b ])
un couple de facteurs canoniques (gﬁ,gﬁ) issus de 1'A.F.C. de Pn .

Si 1'on pose :

@' = (@' |m€s}
(16)

Oyy oy

O = LG [ mSs)

-~ P . . n
ol 3; (resp. E; ) désigne la restriction du facteur a (resp. EP )

a Im (resp. Jm ) , ona:

-1/2 m
a = (a2) 22"
n _ n . -1/2 ,m
17) b, = (Q,m) b
¥ m'e 8, » m' #m: 3;. =0 3 23. =0

(*) différent du couple trivial de facteurs constants.
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c 9z n n m m .
Considérant a , b , a , b comme des fonctions sur In RN

Im s Ip respectivement, on peut dire que a" a pour support Im et

correspond 3 un coefficient pr&s au prolongement de EF 3 In tandis
n . . .
que b~ a pour support Jm et est 3 un coefficient prés le prolongement
m .
de b a J_ .
- n

La valeur propre associée au couple (EP,EP) et que l'on notera

a

Anm est reliée & ) par la formule :

_ n.2, n n
(18) Ay = Maep )T/ (e q )
On en déduit en remontant 1'arbre un couple de facteurs (a,b)

de support Im xJ issu de 1'A.F.C. de P et relatif 3 la valeur

ropre avec
prop Aem

a = @@ P - )]
(19) by = @) 2R = 72"
Ay =A@ @r,m) = A )/ ®, b))

a; (resp. Em) &tant la restriction de a (resp. b ) a Im (resp. Jm).

Notons que 1'on a :

¥1e€ Im , ¥ 3 € Jm :

a2 = &l BT A @)/ (rp (myry ()
(20)

]

ERH O ST

ai(resp.bj;a? .b?).désignant la composante i (resp. j.i.j ) de a
3 Ty —_
(resp. Db;ab")
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A partir des formules précédentes (ol il faut remplacer m par t ),

on déduit de tout couple de facteurs canoniques (Et,ht) issu de 1'A.F.C.

de P° (t € Ter A) un couple de facteurs (a,b) 1issu de 1'A.F.C. de P,

(a,b) &tant de support It xJ. .

n

I.3.2. Facteurs issus de Q (n € Nod A) .

Soit {(c,d) un couple de facteurs canoniques issus de 1'A.F.C.
du tableau Qn , et relatif 3 la valeur propre ) . Il lui correspond
(cf. [1 b ]) un couple de facteurs (g?,b?) issus de 1'A.F.C. de P" et

relatifs 3 la méme valeur propre, avec
3

€ i € : oo
¥m Sn , ¥ 1 Im : a, n
@1
¥ji€J : by = d
b m 1 m

n n
En d'autres termes le sous vecteur 20 (resp. E;) de 3? (resp. b )
est un vecteur dont toutes les composantes sont égales & ch (resp, dm )
ié . n
nt e composante de ¢ (resp. d ). On dira encore que 3? (resp. b )
est constant sur Im (resp. Jm ).
A (EF,EP) et donc & (c,d) est associé d'aprés le § I.3.1. un
couple de facteurs canoniques (a,b) pour P relatif a la valeur ﬁropre

A avec :
sn

. -1/2
¥m€E€S , ¥i € I, ¢ a, = (pn.) / n
. . _ -1/2
¥I€I by = () dy
(22) 1 '
vi€¢ I,,¥ j €& I, ¢oa; = bj = 0
A = Alp )zl(p p,.)
sn nn ne “en
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¥m€E S, » ¥ m' € S, » ¥i € I, »¥] € T ¢

N T SR TV

(23) aibj (Agp) on

(24) ¥, EI x I a.lbj()\sn)l/z -0

Ces deux formules nous serviront au § I.4.

Remarque : On peut montrer, & 1'aide de la formule de reconstitution
des données (cf. {1 a] et [1 b j) que 1'on obtient tous les facteurs de
pt (n € Nod A) & partir des facteurs de Qn et des facteurs des
tableaux PT (m € Sn) suivant les formules données dans ce paragraphe
et dans le précédent. On en déduit que les couples de facteurs canoniques
(EP’BF) ‘issus de 1'A.F.C. de P peuvent se répartir (si du moins

il n'existe pas de valeurs propres multiples) dans 1'un des deux groupes

suivants :

187 groupe : ¥m€ 5, » 3? (resp. EP) est constant sur I

(resp. In ).
2%me groupe: 3 m € Sn tel que EP (resp. E?) soit de support

Im (resp. JIn ).

S'il existe des valeurs propres multiples, on peut toujours trouver

un systéme orthonormé complet de facteurs vérifiant la propriété précédente.

On verra au § II une réciproque de cette propriété quand n = s .
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I.3.3. Détermination des facteurs de P i partir des facteurs de P

n

(t € Ter A) et de Q (n € Nod A) .

Compte tenu de ce que les facteurs issus de 1'A.F.C. de p"
(n € Nod A) se déduisent des facteurs issus de 1'A.F.C. de Qn et des
facteurs issus des analyses des tableaux p" (m € Sﬁ) » on peut, en
descendant 1'arbre, obtenir les facteurs de P" d'une part 3 partir des
facteurs des tableaux P- (t € Ter A) associés aux terminaux t
constituant le noeud n , et d'autre part 3 partir des facteurs des
tableaux Qm (m € Nod A) associds aux noeuds contenus dans n , i.e.
aux successeurs (non terminaux) de n , y compris n . En particulier,
on peut 3 1'aide des relations (19) et (22) obtenir facteurs et valeurs
propres issus de 1'A.F.C. de P 3 partir des facteurs et valeurs propres
issus de 1'A.F.C. des tableaux Pt (t € Ter A) et Qn (n € Nod A) ,
qui sont les tableaux 3 partir desquels s'effectue toute la construction

du modéle.

On peut remarquer que les facteurs canoniques (a,b) 1issus de
1'A.F.C. de P possédent (si du moins il n'existe pas de valeurs propres

multiples) 1'une des deux propriétés suivantes :

ou il existe t € Ter A , tel que a soit de support It et

b de support I3

ou, ¥ t €ETer A, a est constant sur I_ et de méme b est

constant sur Jt .

S'il existe des valeurs propres multiples, on peut toujours trouver

un systéme complet de facteurs vérifiant la propriété précédente.
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. . . n .
1.4 Détermination de Q en fonction des facteurs et des valeurs

propres de 1'A.F.C. de P .

. n
soit {(a_ , b I o ER_} 1'ensemble des couples de facteurs
%’ o n
non triviaux de P construits 3 partir de l'ensemble R des
facteurs non triviaux issus de 1'A.F.C. de Qn (n € Nod A) . Ces
facteurs sont facilement identifiables, car si 1'on consid&re par
exemple les facteurs canoniques 33 , ces facteurs ont pour support In ,

et sont constants sur chaque sous—ensemble Im (m € Sn) .

-

. L. n n . éme
(S 3 é .
Soit m Sn ; on désignera par ama(resp bma ) la i

.éme n ol p
(resp. j ) composante de a, (resp. Eu ) pour i € Im (resp.

j € Jm) et on posera :

)
¥m€E Sn , ¥ o' € Sn

oy L n .n o172
(25) Cn(m,m ) = X {ama bm'a (Asna) [ o € R }
s c o s n n .
Asna désignant la valeur propre associée 3 (Ea , Ea) . On posera encore :
(26) T, = 1+ X {Cpr(m)(m’m) | mEPred n , m # s}

On a alors les résultats suivants :

1)
@n Pon T Pne Pup Tn
s € . oo
(28) ¥mES : q (Pp, Pop T/ Py, P, T)

(*) i.e. 1l'ensemble des facteurs associés 3 une valeur propre non nulle,

et différents du facteur constant associé 3 la valeur propre 1 .
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(29) Pom' = Pp. P (T + C (m,m"))
(30) q:nlm. = Py P (T + C (mm'))/ (o, P, T)

Pour démontrer ces résultats, on peut utiliser les relations
(13) q;m. = pmm'/pnn , et calculer Pomt ot Pon o0 utilisant la
formule de reconstitution associée 3 P , puis en la sommant sur
I x Jm, et In xJ_ - Compte tenu de la remarque donnée 3 la fin du
§ I.3.2, et du fait que les facteurs intervenant dans la formule de
reconstitution sont orthogonaux 3 la droite des constantes, il est
facile de voir que les seuls facteurs apportant une contribution non
nulle aux sommes Pom' ©t Phn Sont les facteurs dérivés des tableaux
Qk avec k € Pred n pour Ppmt €t k € Pred(pr(n)) pour Pon 3
de plus ces facteurs sont constants sur Im et sur Jm' pour k =n,
et sur In et Jn pour k € Pred(pr(n)) . On en déduit les formules

(27) et (29) et donc (28) et (30).

On peut aussi démontrer ces formules 3 partir de la formule de
. . . n .
reconstitution exprimant 9t ©1 fonction des facteurs et des valeurs

. It . P s e
propres issus de Q . C'est cette voie que nous développerons ici.

-~

. . . n P
La formule de reconstitution relative 3 Q s'éerit

1/2
vom €5 qd, =alah (T 0P, [aeRD

(Ea , ga) &tant le o "¢ couple de facteurs canoniques issu de 1'A.F.C.

de Qrl , et Xa la valeur propre correspondante.

Compte tenu de (11), (23), (25), la formule précédente s'é&crit :
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VL1 P,. P, Cp(mm')/p 1/ (p, P )

q 1+ = P -

me Pem

d'oll 1'on déduit, compte tenu de (13)

31 = + C (m,m")

Faisant m =m' , il vient :

P P
mm - nn__ Cn(m,m) _
Pne Pem Phe Pen
Ppr(n)pr(n)
= o + Cpr(n)(n’n) + Cn(m,m)
pr(n)e “epr(n)
S BN } {c (k,k) | k € Pred(m), k # s}
LI Y ps. p.s pr(k) ’ b
(32) = T
puisque Peg = P.g = Pg, = 1 , ces trois quantités étant égales 3 la

somme des &léments de P° , 1.e. de P .

De (32) écrite en remplagant m par n , (31), (13) et (14),

1'on d&duit imm&diatement les relations (27) i (30).

Dans le cas particulier oi A est un arbre binaire, chaque noeud
a deux successeurs immédiats, et les tableaux Qn sont donc des tableaux
2 x 2 ne possédant qu'un seul couple de facteurs non triviaux. Il est
alors aisé de calculer le couple de facteurs correspondants issu de

1'A.F.C. de P , et d'en déduire les quantités Cn(m,m') et T .
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I.5 Généralisation du mod&le précédent.

Le modéle hiérarchique &tudié précédemment suppose que tous les sous-
ensembles In et Jn (n € A) qui interviennent soient non vides. Nous
allons généraliser ce mod&le au cas ol certains sous-ensembies peuvent &tre
vides., Il suffit dans la définition du mod&le donnée au § I.! de considérer
que certains I, ou Jt peuvent &@tre vides. Dans ce cas, outre les tableau

t
Qn (n € Nod A) et pt (t € Ter &, I $#0, I # @ il faut se donner

pour tout t appartenant 3 Ter A et tel que It =0, Jt # @ (resp.

J. = ¢, It # @ ) une loi de probabilité Py, sur J (resp. sur

P
t It
It ). Soit n un noeud de A , on définira toujours In et Jn 3 1'aide
des formules (1). Si Jn est vide, et si In est non vide, on définira

P, 2 1'aide de la premidre formule (9) qui s'écrit :

n n m

(33) ¥m€E Sn , ¥1€ Im :opg, < qmn P,

auquel cas, on a seulement besoin de comnaitre la loi marginale 9 5n

iiiLe AD .
et non la loi de probabilité Q  toute entiére.
De méme si In est vide, et si Jn est non vide, on posera :

(34) ¥m€S , ¥ JEI Py = Uy P.j
qui correspond 2 la seconde formule (9) : 13 encore, on n'a pas besoin

de connaitre le tableau Qn en entier, mais seulement la loi marginale

928n °

Si I et J_  sont non vides, les formules (2) et (4) permettent
a -
encore de définir le tableau p" {et ceci méme s'il existe un élément

m dg Sn tel que Im ou Jm soit vide ; supposons en effet que Im # ¢

et J;:= @ ; alors si i € I, j € Jr (avec m' E'Sn) , m' est

~ . . m m ~ g
différent de m puisque Jm est vide ; PIm et p Io' étant définis

la formule (2) permet de calculer p?j ).
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Enfin si I = J, = 0, 1e noeud n n'intervient pas au niveau
de la construction effectuée et peut étre &liminé&, ainsi que tous ses
successeurs, On dira qu'un tel noeud est trivial, ainsi que ses
successeurs et les terminaux correspondants. On supposera par la suite
que les &léments triviaux de l'arbre A ont 8té retirés, et 1l'on dira
encore que P est une correspondance hiérarchique @ Card (Nod A)

niveaux.

Comme on vient de le voir, si n € Nod A , m,m' € Sn , et si
Im ou Jm' est vide, on n'a pas besoin de connaitre qgm, . De fagon
34 ce que les résultats donnés dans les § précédents se généralisent,
on posera q;m, =0 si Im ou Jm' est vide.

On posera aussi comme convention que la masse d'un ensemble vide

est nulle (e.g. avec les notations définies par (6) : Py, = 0 si
In =0 ; P, = 0 si J, = 9 ; Pom = 0 si In x J = ¢ (i.e. In =0
ou Jm =@)).

Avec les conventions précédentes, tous les résultats donné&s dans
les § I.1 3 I.4 restent valables, & condition que les &tres mathématiques
. . n

intervenant aient un sens (e.g. si I = # , le tableau P n'a pas

de sens et n'est pas donc pas 3 considérer ; de méme les formules (13)

et (15) ne sont valables que si P, est non nul, i.e. si I, xJ,

est non vide etc...).
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II . Caractérisation des correspondances hiérarchiques.

II.1 Introduction.

On donne ici quelques théorémes permettant de déceler qu'un tableau
P est une correspondance hiérarchique associée au modéle général du

. o

§ I.5. Aprés avoir défini la notion d'ensemble caractéristique associé
a P, on donne, 3 partir des facteurs issus de 1'A.F.C. de P , une
premiére caractérisation des correspondances hiérarchiques 3 un niveau

(§ II.2, Théoréme 1), ou 3 plus d'un niveau (§ II.3, Théoréme 2). On
donne ensuite une autre caractérisation des correspondances hiérarchiques,
non basée sur les propriétés des facteurs (§ II.4, Théor&me 6) caractéri-
sation qui conduira 3 la notion de couples d'ensembles associés dans une

correspondance, ensembles qui seront définis et &tudiés au § III.

II.2 Ensemble caractéristique, Théoréme 1.

II.2.1 Définition d'un ensemble caractéristique associé 3 P ,

On dit qu'un ensemble fini S est un ensemble caractéristique
associé au tableau de correspondance P (toujours définie sur le produit
IxJ)si I est la réunion d'ensembles disjoints (&ventuellement
vides) indicds par les &léments de S , et si de méme J est la réunion
d'ensembles disjoints (dont certains peuvent &tre vides) &galement

indicés par S .

Si n est un &lément de S tel que I =J = ¢ , on dira que
c'est un élément trivial de S , et on pourra le supprimer sans perte de
généralité. Nous supposerons par la suite, sauf indication contraire que

les ensembles caractéristiques de P ne comportent pas d'éléments triviaux.
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II.2.2 Enoncé du théoréme 1.

Théoréme 1 : S'il existe un ensemble caractéristique S associé a2 P ,
et si les facteurs canoniques non triviaux (a,b) issus de 1'A.F.C.

de P peuvent @tre répartis par un choix convenable d'un systé&me complet
de facteurs (lequel n'est unique que s'il n'y a pas de valeurs propres

multiples) dans 1'un des deux groupes E1 et E2 suivants :

EI : ¥m€&€S , alors les composantes a; de a prennent la méme

valeur pour i € Im (si I # 0 ), i.e. le sous vecteur a, de a,

associé 3 Im a toutes ses composantes €gales. De méme les composantes

bj de b prennent la méme valeur pour j € In (si In #0).

E2 : EIm € S , tel que les seules composantes a; non nulles corres-
pondent au sous vecteur a de a (i.e. a; = 0 sauf pour 1 € Im H
en d'autres termes a a pour support I, ) et de méme les seules
composantes bj de- b non nulles correspoqdent au sous vecteur Em

de b (b a pour support Jm)

alors P est une correspondance hiérarchique (au sens du modéle général

du § I.5) 3 un niveau.

L'ensemble Ss des successeurs immédiats du sommet s de la

hiérarchie (qu'on notera encore A ) associé a8 P est gal & S , tandis

que 1'ensemble Ter A des terminaux de A est aussi &gal & S .

La démonstration de ce théor&me repose sur le lemme suivant,

II1,2.3 Lemme.

Soit {(a , b)) [ o € El} 1'ensemble des facteurs issus du premier
e S

groupe., Pour m € S (resp. n € § ) désignons par a. (resp, bna) la
. me éme)

i (resp. ] composante de a (resp. b ) pour i€ Im (resp.

j € Jn ), et posons :
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24 b | « €E}

T(myn) = 1 + Z {(Aa)l mo, Png

Aa désignant la valeur propre assocife au facteur a .

On a alors, en désignant toujours pas Pp = {pi

= {p.j | 3 €J} les lois marginales de P , et en conservant les

| i €1} et

Py
notations définies par (6) :

(35) ¥1i€ Im : Pin = Pi. P, T(m,n)
(36) ¥ jE Jn : pmj = Ppn. p.j T(m,n)
(37) P = Pp. P, T(m,n)
( ¥i1€1 : = T(m,m)
m Pim Pi. Pup ?

¥ _] e JI'I M pnj = pn. p.j T(n,n)

(38) W
Pom = Ppe Pem T(m,m)
Pin = Pn. Pup T(n,n)

N.B. : Les formules précédentes supposent egsentiellement que les ensembles
LI S intervenant sont non vides. Si I~ par exemple est
vide, T(m,n) et T(m,m) ne sont pas définis puisque 2 n'est plus
défini ; on pourra alors poser par convention ag, = 0 (auquel cas,
T(m,m) = T(myn) = 1 ) et avec les conventions adoptées au § I.5, les
formules (35) & (38) resteront valables puisque cela revient 3 attribuer
une masse nulle aux ensembles vides. Nous supposerons donc dans la

démonstration du lemme que les ensembles qui interviennent sont non vides.
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Démonstration du lemme.

Supposons les relations (35) et (36) démontrées, alors (37) se
déduit de (35) en sommant 1 sur Im , tandis que les relations (38)
se déduisent des relations (35) a (37) en faisant m = n . Il nous

reste 34 montrer que les relations (35) et (36) sont vérifiées.

Pour cela, on va se servir de la formule de reconstitution des

données qui s'écrit :

¥i€ Im , ¥ ] € Jn :

(39) P:: = P, P, (T(mm) + ] {(Aoc)l/2 a

1] 1e Tej I a € EZ}}

. b.
ia o

E2 désignant, rappelons le, l'ensemble des facteurs du second groupe.

Deux cas sont 3 considérer suivant que m est ou non 8gal 3 n .

er
1 cas :m# n .

Dans ce cas, le produit aiy bja est toujours nul pour o € E, .

En effet, soit 3, est de support Im , auquel cas Ea est de support
- . -, N X
Jm et donc b]x 0 puisque j Jn # Jm ; soit a, est de support

I (k €S, k # m) auquel cas 3, = 0 (puisque i € L9 ).

On a alors, d'aprés (39)

(40) Pi5 = Pj. Py T(m,n)

d'oil 1'on déduit (35) (resp. (36)) en sommant (40) sur j (resp. i )

pouf j (resp. 1 ) décrivant I (resp. L ) .
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Dans ce cas le produit a (o € E2) n'est différent de zéro

io bja
que pour les facteurs tels que a est de support I et donc b est
- m =0

de support Jm . . .

Si 1'on somme (39) (oi m = n ) pour j (resp. i ) décrivant Jm
(resp. Im ) la contribution des facteurs précédents est nulle puisqu'ils
sont de moyenne nulle (i.e. orthogonaux au facteur constant), et on

retrouve la relation (35) (resp. (36)) avec m=n .

c.q.f.d.
11.2.4 Démonstration du théoréme 1,
Posons
S =8
S
s
€ : =
(41) ¥ m,n €5, P n Pmn
¥n€Es
s
. . . n_
(42) -si I xJ #B:¥i€L,¥jEJ : pij—pij/pnn
. . n
(43) -si I 40,3 =0,¥i€1, i py. =i /p,.
. . n _
(44) -si I =0 ,J #0,¥%¥]€EJ, : P.j—p,j/p.n

Pour qu'on ait une correspondance hiérarchique 3 un niveau, il suffit
de montrer que les relations (2), (4), (33), (34) (oi l'on fait n =3s ,

In =1 =1,J, =J=1J ) sont vérifiées, ce qui revient 3 montrer que :

<
=
m
%
2]
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. o . . . - n s
(45) -si I xJ #@:v¥1i€ I »¥] € NI P;; Pij Un
(46) -si I_#60,J =@¢:¥i€1I : = pt g8
s n > Tn : n P Py Pi. 95
47) -si I_=6¢,J #¢:¥j€EJ : p. = pt.
n n n oj *j *en
- ¥mn€ Ss ,m#n, si Im X Jn #0 :
i€ ) € : o=t 8
(48) ¥i€I1 ,¥] I p1J P;. p_j 9

La relation (45) se dé&duit immé&diatement des relatioms (41) et (42)

oli 1'on fait m = n . Par ailleurs l'on déduit de (41) que q;. = Ph. v
qfn =P, et donc qi. =P, »ce qui joint aux relations (43) et (44)

donne les relations (46) et (47).

11 reste a démontrer (48). Pour cela, on va calculer le second membre

de cette relation et montrer qu'il est égal 2 Pij

n
*J

Sommant (42) pour i décrivant In , on obtient

Calculons d'abord p?. et p

n
j € : .= .
¥ Jn p'J an/pnn
D ~ v-e]:_ III: /
e méme, i m P;, P/ Pom

Compte tenu de (41), on a donc :

m n s

i p-j YGn ~ (pim pnj pmn)/(pmm pnn)

(49)
On déduit des relations (37) et (38) du lemme que le second membre
de (49) est égal a p;. p.j T(m,n) quantité encore &gale (puisque m # n )

-

a p.1j d'aprés (40) ce qui aché&ve la démonstration,
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II.2.5 Conséquences du théoréme 1.

Il résulte du théoréme 1 et de la remarque située 3 la fin du § I.3.2.
que la condition donnée dans le théoréme | pour que P soit une correspon-

dance hiérarchique & un niveau est aussi une condition nécessaire. On a donc

Théoréme | bis : Pour que P soit une correspondance hiérarchique 3 un
niveau, il faut et il suffit qu'il existe un ensemble caractéristique S
associé 3 P et qu'on puisse trouver un syst@me complet de facteurs non
triviaux se répartissant suivant les deux groupes E, et E2 définis
dans le théoréme 1. Si s dé&signe le sommet de la hiérarchie A associée

a P, ona SS = Ter A =S .

Remarque : Il résulte des propriétés données au § 1.3 sur les correspondances
hiérarchiques, ou directement du théoréme | que si le tableau P vérifie

les hypoth&ses de ce th&or&me, 1'A.F.C. de P se réduit d'une part &

1'A.F.C. des blocs non vides Im X Jm pour m appartenant & S , et

d'autre part & 1'A.F.C. du tableau Qs dont 1'é&lément q;n (m€S, n€S
est égal 3 la somme P des &€léments du bloc Im X Jn s P étant nul

mn

si I ou J est vide.
m n
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II.3 Cas oli les hypothéses du théoréme | sont vérifiées avec deux ensembles

caractéristiques S et §'

11.3.1 Introduction.

On donne ici un théoréme caractérisant les correspondances hiérarchiques
P ayant un nombre de niveaux supérieurs 3 1 . Mais avant d'énoncer ce
théoréme, remarquons que si S et S' sont deux ensembles caractéristiques
associés 3 P (ensembles dont on supposera toujours qu'ils ne comportent

pas d'éléments triviaux), S x S' est encore un ensemble caractéristique

associé 3 P . Il suffit de poser : ¥ m€ S , ¥m' €S5' : I =1 NI, ,

_ (m,m") m m
- a) B Py ' 1 b} 21 =

J(m,m’) Jm Jm' . On désignera par (S x S'") 1'ensemble des &éléments

non triviaux de S x S' , i.e. l'ensemble S x S' dont on a retiré les

éléments (m,m') tels que Im F\Im. = Jm ) Jm' = ¢ . Nous poserons enfin :

T = {m[mes,]m'es':ImCIm. » I, I}
(50)

1] 1 1 1] .
[T fm |n' €S ,JIm€s:I,CI_,J,CJ}

I1.3.2 Théoréme 2

Enoncé : Soit P un tableau de correspondance vérifiant les deux hypothéses

suivantes
1) Il existe deux ensembles caractéristiques S et S' (S # S")
associés a P

2) Pour chacun des deux ensembles S et S' les facteurs issus de

1'A.F.C. de P vérifient les hypoth&ses du théoréme 1.
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Alors P peut &tre considéré comme une correspondance hiérarchique
(au sens du mod&le général du § 1.5) associé 3 un arbre A de sommet s

de plusieurs maniéres différentes :

-

a) P est une correspondance hiérarchique 3 un niveau, et 1l'on a :

S =Ter A=S, SS désignant toujours 1l'ensemble des successeurs immédiats

b) P est une correspondance hiérarchique 3 un niveau et 1l'on a :

Ter A = S'" .,

wv
1]

c) P est une correspondance hiérarchique 3 un niveau et l'on a :

S =Ter A= (S xS") .

d) P est une correspondance hiérarchique ayant Card S+1 - Card T
niveaux, avec SS =S, Nod A=sU(S-T) , Ter A = (S x sy , T é&tant
défini par (50).

e) P est une correspondance hiérarchique ayant Card S'+] - Card T'
niveaux, avec SS =S' , Nod A=sVU(S'-T') , Ter A=(SxS"') , T

étant défini par (50).

Démonstration

Les points a) et b) résultent du théoréme 1.

Esquissons la démonstration du point c).

Pour cela nous désignerons par E1 et E2 (resp. Ei et Eé') les
deux groupes suivant lesquels se répartissent les facteurs de P quand on
considére S (resp. S' ), les facteurs (a,b) de E1 (resp. Ei:) étant
constants sur chaque classe I x I (m €S (resp. m€S')) tandis que
les facteurs de E, (resp. Eé) ont pour support une classe Im x J
(m €S (resp. mE€S' )). Posons :

)
L]

@ NED U 6, VB U@ N5y
(51)

1]
2 = EpNE)

=)
]
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Alors les facteurs issus de 1'A.F.C. de P se répartissent suivant

les deux groupes Fl et F2 , et 11 est aisé de montrer que tout couple

de facteurs (a,b) de F] est constant sur les classes I(m’m,)x J(m,m')

((m,m') € (S x $') ) tandis que tout couple de facteurs (a,b) de

2
(m,m') € (S x S') . Du théoréme 1 découle alors le point c).

F a pour support une classe de la forme I(m,m') X J(m,m') avec

Démontrons le point d).
Posons SS = § et considérons le tableau QS défini par (41),

. . n . . n .
ainsi que les lois P, (si In et Jn sont non vides), PIn (si

T F0,J =0),

n . _ s o a 1z
P, (si L= ¢, I # ¢ ) associés i chaque &lément
n de SS et données respectivement par les relations (42) & (44), lois

qui font de P une correspondance hiérarchique 3 un niveau.

Notons d'abord que si n appartient & T , l'ensemble des
{(n,mﬂ(n,m)e (S x8") } se réduit a 1'élément (n,n') tel que In C In'
Jn - Jn' . On considérera alors que n est un terminal de la hiérarchie
associée 3 P et dont on va montrer l'existence. Pour montrer que P
est une correspondance 3 Card S+1 - Card T niveaux dont l'ensemble des
terminaux est (S x S') , et 1l'ensemble des noeuds s y (5-T) , il suffit
de montrer que la correspondance P" associée 2 chaque élément n de
S-T est une correspondance hiérarchique & un niveau de sommet n , et
telle que

(52) s, = {(mn") [ o' €8, (a,n') € (S x8)7}
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Figure 2

Trois cas peuvent se présenter.

er
1 cas : In # @, Jn =9 .

Soit t = (m,n') € (8 x §8') , alors I, = In N In' est non vide,

et il suffira de poser

. t n
(S : . .
vi€el, Py p;. /Py,

n =
ay, P,.

pour que le modé&le de correspondance hiérarchique (i.e. ici la relation

(33) oti il faut remplacer m par t ) soit vérifié.

éme

2 cas : In =@, Jn 0.

Ce cas se traite de fagon analogue au cas précédent.

3M€ cas 1 I £ ¢ ,J #0

Pour démontrer que P" est une correspondance hiérarchique & un
niveau, de sommet n , et telle que 1'ensemble Sn des successeurs immédiats
de n soit défini par (52), il suffit de montrer que P" satisfait aux
conditions du théor&me 1, oi S est remplacé par Sn . Or il est facile de
voir 3 1'aide de (42), et de la formule de reconstitution des données

appliquée 2 P que les facteurs (EP’EP) non triviaux issus de 1'A.F.C.
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n .. .
de P correspondent aux facteurs non triviaux (a,b) 1issus de 1'A.F.C.

de P , et de support In X Jn , facteurs qui appartiennent 3 E2 . gn
(resp. EP ) est proportionnel au sous-vecteur a, de a (resp. Eﬂ de
b ) qui correspond au support de a (resp. b ), le coefficient de

proportionalité &tant donné par (19) (ol il faut remplacer m par n ).

Deux possibilités se présentent

a) (3{2) € Ei : dans ce cas a (resp. b ) est constant sur les

classes non vides Im (resp. Jg ) pour m € §' ; il en résulte que

pour les éléments (n,m) de Sn R 3? (resp. EF ) est constant sur la

classe 1 =1 N1 (resp. =J NJ_ ) si du moins cette
(n,m) n m n m

J
(n,m)
classe est non vide, I et n'étant pas simultanément non

J
(n,m) (n,m) _
vides, puisque, par définition de Sn , (n,m) € (s x8") .

b) (a,b) € Eé : dans ce cas, il existe m € §' tel que (a,b)
ait son support dans la classe Im X Jm . Il en résulte que (a,b) et
donc (EF,EF) a son support contenu dans (In N Im) X (Jn N Jm) qui est

donc non vide, ce qui implique que m appartient 3 Sn .

Le tableau P" satisfait donc aux conditions du théor&me 1, ce qui
achéve la démonstration du point d). Le point e) se démontrant de fagon
analogue, apré&s interversion des roles de S et S' , le théoréme 2 est

démontré.

I1.3.3. Recherche d'autres arbres associés 3 P , quand les hypoth&ses du

théoréme 2 sont vérifiées.

Dans le théoréme 2, on associe & la correspondance P plusieurs

hiérarchies i un niveau. On peut se poser la question de savoir s'il existe

une hiérarchie & un niveau associée & P ayant le moins de terminaux
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(ou de classes) possibles, i.e. donnant la séparation la moins fine possible.
Si une telle hiérarchie A existe, on peut se reposer la méme question

pour chaque correspondance P" associde aux terminaux de A , puis
continuer la proc&dure pour chacune des correspondances définies aux
terminaux de la hiérarchie associée & Pn etc... Le but de cette procédure
est d'essayer d'associer 3 P 1la hiérarchie permettant d'aller du niveau

de séparation lé plus grossier, au niveau de séparation le plus fin.

Supposant les conditions du théoréme 2 vérifiées, nous allons donner
trois théorémes permettant de trouver d'autres ensembles caracté@ristiques
associés 3 P que S, S', (S x §')" et vérifiant les conditions du
théoréme 1 ; le troisiéme théoréme permettant de trouver la partition

la plus grossiére de I x J , vérifiant les conditions du théoréme 1.

Théoréme 3 : On suppose que les hypothé&ses du théoréme 2 sont vérifiées :

1) Considérons un couple (n,n') € (S x ST tel que In N In' et

Jn N Jn, sont non vides. Posons

n" = nUn'
In,. = InUIn,
(53) I = J4 U I
s" = {(k,k') | (k') €(Sx8') ,k#n, k' #n'}
v = p" uUs"

alors v est un ensemble caractéristique associé & P vérifiant les

conditions du théoréme 1.

2) Soit n un élément de S.. Posons :
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1 = 1 ] T
T, = {n'€8" | 1. 01,46 ,J NI+ 06}
Inv = U {Imv | m' € Tr'l}
Jo= U {Jm, | m' € Tr'l}
Inn = In v Inv
(54) 3
Jn" = Jn v Jn'
$" = {G,k") | (k') €E(Sx8) ,k#n, k' ET!]
1 = 1 r '
v = n' U (S Tn)
\)" = nll U S"

n' (resp. n" ) désignant 1'élément associé& au couple (In,,Jn,) (resp.

(:-[ﬂ",Jn") ) A

Alors v et V' sont des ensembles caractéristiques associés & P

vérifiant les conditions du théoréme 1.

Démonstration.

On garde les notations définies au début de la démonstration du
théoréme 2. Démontrons le premier point.
Soit (a,b) wun couple de facteurs issus de 1'A.F.C. de P ; quatre

cas sont 3 envisager :

a) (a,b) € E1 X Ei , auquel cas, compte tenu de ce que I, N In' $0,

Jn N Jn' £ 0, (E'E) est constant sur In" X Jn" ; de plus, d'aprés la
démonstration du point ¢) du théoréme 2, (a,b) est constant sur Im b4 Jm
pour m € (8 x S$')”  donc pour m € 8" , (a,b) est donc constant sur

Im b'd Jm pour mE v .
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]
b) (a,b) € E NE; .

Soit (Im, X Jm') (m' € 8') le support de (a,b) . Alors,

-si m' #n', (a,b) étant nul sur In' X Jn' et constant -sur In X Jn
est nul sur In xJ (puisque I N In. £ 0, Iy N Jn, # @ ) et donc sur

In” X Jn” . De plus, d'aprés la démonstration du théor&me 2, (a,b) est
constant sur Iﬁ x J pour m € (S x 8") donc pour m € S" . Il en résulte
que (a,b) est constant sur Im X Jm pour m€E€ v .

-si m' =n', (a,b) a pour support In' X Jn' ; le support de (a,b)

est donc contenu dans In" X Jn" .

1
c) (E’E) (S E2 N El .

Ce cas se traite comme le cas b) aprés interversion des roles de n

et n' d'une part, de S et S' d'autre part.

d) (a,b) €E, NE,

Dans ce cas, il est facile de voir que (a,b) a pour support Im b'e Jm

pour un élément m de v .

Les facteurs issus de 1'A.F.C. de P se divisent donc suivant les
2 groupes définis dans le théoréme 1, oli il faut replacer S par v , ce
qui achéve la démonstration du point 1) du théoréme 3. Le point 2) se

démontre de fagon analogue.

Corollaire : Supposons les hypothéses du théoréme 2 vérifiées, et soit un
couple (n,n') € (S x 8')  tel que In M In. $# 0, Jn N Jn' # @ . Alors
P peut &tre considérée comme une correspondance hiérarchique associée 3

un arbre A de sommet s de plusieurs facons différentes.

On a, en conservant les notations définies par (53) et en supposant

que (I NI, , I NJ.)#{T,3), T.J 0}
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a) P est une correspondance hiérarchique 3 un niveau, et

S = Ter A

V.

b) P est une correspondance hiérarchique 3 deux niveaux et, Ss =v ,

- *
Nod A = {s,n"} , Ter A=nUJ[(5-n) xn'l] US"

-~

c) P est une correspondance hiérarchique 3 trois niveaux et Ss =y,

Nod A = {s,n",n} , Ter A= (S x S") .

d) P est une correspondance hiérarchique 3 deux niveaux et Ss =V,

- *
Nod A = {s,n"} , Ter A=n'U{[n x (§'"-n")] US" .

e) P est une correspondance hiérarchique i trois niveaux et Ss =V,

Nod A = {s,n",n'} , Ter A = (S x S') .

Supposons maintenant que I_C I , Jn C Jn' , alors les points a)

n n'
et b) restent valables (avec n" = n' ).
De méme si In' cr ,J,C Jn ,» les points a) et d) restent valables

n n

(avec n" = n ).

Démonstration :

Le point a) résulte immédiatement des théor@mes | et 3. Les autres
propriétés découlent du point d) (ou e)) du théoréme 2 et du théoréme 3 en
croisant v avec S (point b)), puis le résultat avec S' (point c)) ou
en croisant d'abord v avec S' (point d)), puis le résultat avec §

(point e)) .

La figure 3 illustre les points a), b), ¢) du corollaire, les points

d) et e) s'en déduisant en inversant les roles de n et n'

(*) [R ] signifie que 1'on ne considdre que les &léments non triviaux de
R, i.e. les Eléments différents de (§,0).
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"= [(S={nPx(S'={n'D] ) 2)

{Ck,n') | kfn , (k,n') € (S x s')'}) b)

e \ ~

{(n,k") | k'#n' , (n,k') € (S x 87} c)

L'arbre du a) correspond 3 1'arbre obtenu en ne subdivisant pas n" ,

i.e. en considérant n'" comme un terminal.

L'arbre du b) correspond a l'arbre obtenu en ne subdivisant pas n ,

qui est alors considéré comme un terminal,

L'arbre du ¢) correspond & l'arbre représent& ici. Cette représentation
suppose que n" est différent de n ou de n' , Si n" =n' (i.e.
1.C In' y Jn CI ), on ne peut plus subdiviser n , 1l'ensemble des {n,k'}
de (S x8S') avec k' # n' &tant vide. Dans ce cas l'arbre du c¢) ‘n'existe

pas.

Illustration des points a), b), c¢)

du corollaire du théoréme 3.

Figure 3
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Théoréme 4 : Soit n un &lément de S . On considére les deux suites

d'ensembles Tﬁ et Ték suivantes

=]
fl

{n}

Tr'11= {w' | €8 : I NI, #¢0;J NI, #08}

1 . L, ‘ .
T = (m|m€s: Ju' €T L NI, #0;J NI, #8
k k-1
!¢ - o es,Iner i 01, 4053, 0T, # 0}
T = wlwes, Jo e N1, #0653, 00, 40}
n ’ n M m ml ? m mV

alors

a) les suites TE et T;k sont croissantes et ont une limite que

nous désignerons par ’I‘n et Té respectivement.

b) ¥m€E Tn , on a Tm = Tn .

c) Posons :

I, = U{L [kET]}
Jgoo= Vi | kET}
I, = Vi [x€T1}
I, = Vi | keT;l}

. . A (1- n - e
alors si I1 # I2 et si 1 € I1 (1 IZ) , on a Jr Jr' ¢, r (r Tn)
et r' (r' € S'—T;) désignant respectivement les &léments de S et S'

tels que i €I_NTI_,
r r

On a une propriété analogue si I, # J2 , obtenue en intervertissant

les roles de 1 et J .
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d) v = nY U (S—Tn) et v' = n; U (S'—T;) sont deux ensembles

caractéristiques associés P et vérifiant les hypoth&ses du théoréme 1,

1
(1,,3,0)

a
n (resp. ng ) étant 1'élément correspondant au couple (Il,Jl) (resp.

Démonstration :

. k k . . .
a) Les suites Tn et T; étant croissantes par construction et

respectivement contenues dans S et S' ont une limite.

b) Nous allons montrer que ¥ r € Tm , T € Tn auquel cas Trn c Tn .

Intervertissant les roles de n et m , on a de méme Tn - Tm d'oli

T =T
n m

Montrons donc que T CT_ .
m n X
Soit k 1le plus petit entier tel que m € Tn .

Alors il existe une sé8rie d'indices n =1, n; , ., né s Ty seees

nﬁ > M =@ tels que ni € T;l, n, € T; , avec
N
In! 0 In 7o > In. In' e
1 i i i+l
(55)
JaoNJ #8 R J NJ, 0
i i i i+l

Soit r € Tm . Deux cas peuvent se présenter :
. . . N . t
- soit il existe un indice t <k , tel que r € Tn , auquel cas r € Tn
. t
crT
puisque Tn a

- soit un tel indice n'existe pas. On peut alors, puisque r € T, »

r une série d'indices n, = m , n' n ...,n’ =
trouve e k » Ol 2 Pker? Mkt 2 nk+k, r

telle que (55) soit vérifide. On en d&duit puisque (55) est vérifide 2

partir de n, que

¥n. : 1 <Si<k+ k' : ng S T;
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et en particulier

k+k'
et T T € Tn c Tn
soit r&T_ etdonc T CT . c.q.f.d.
n m n

c) Supposons que J. N Jr' # @ ; alors comme I N I+ # @ (puisque
i y appartient), ona r'€ T;] ,» et comme T =T (d'aprés b), et compte
tenu de ce que r € T, ) 1'on en dé&duit aisément que r' € T; , et donc que

ie 12 ce qui est contraire a4 I'hypoth&se. Donc J. N I = 9 .

d) Cette propriété se démontre aisément avec des arguments analogues
3 ceux utilisés pour prouver le théoréme 3.

' deux éléments de S et S' respectivement

Remarquev: Soit r et r
tels que Jr N Jr' = @ ; alors on peut montrer (cf. § III), i 1l'aide de la
notion d'ensembles associés que nous définirons au § ITI.l que soit

Ir N Ir, =@ , soit Ir N Ir' se réduit 3 un élément {io} . Dans ce dernier
cas, on peut toujours se ramener 3 avoir Ir N Ir' =@ . Il suffit soit de
remplacer (Ir’Jr) par (Ir—{1o} , Jr) et ({10}, @) , soit de remplacer
(Irv > JI") par (Irv_{io} ] Jrv) et ({io}, ¢) .

Compte tenu de cette remarque, on peut toujours s'arranger pour faire
en sorte que dans le point c) du théoréme 4, on ait I1 =1, et Jl = J2 s
quitte a introduire dans Tn (ou dans T; ) des éléments m tels que
T, ={i},J =0 ou 1 =¢,J=(GD.

Dans ces conditions, on pourra i partir d'un élément m de S—Tn
recommencer la construction effectuée dans le théoréme 4, comstruction qui
opérera sur I—I1 et J-J] respectivement. Continuant le processus, on
trouvera ainsi une partition de S et une partition de S' en k classes

S = (Sl""’sk) , S' = (Si,...,Si) telles que :
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¥Vu=1l,...,k: U{l [ r€s} = V{1, | €8}

U{Jrlresu} U |r'€Sl;}

On désignera respectivement par In"u et Jn"u les deux ensembles
précédents. On a alors le théoréme suivant qui permet de répondre au probléme

posé au début de ce paragraphe.

Théoréme 5 : L'ensemble R = (nY,n;,...,nﬂ) est 1'ensemble caractéristique
. % PP PR o, U
le plus grossier associé & P et vérifiant les conditions du théoréme 1.
P
P est donc une correspondance hiérarchique 3 un niveau associée 3 un

arbre A de sommet s tel que Ss = Ter A =R .

(*) moyennant certaines conventions que nous n'expliciterons pas ici quant
3 1'affectation dans les s, et S& d'éléments m tels que L= {io},
J

=% ou I =0, ={i}.
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IT.4 Théoréme 6 : Une autre caractérisation des correspondances hiérarchiques

I1.4.1 Théoréme 6.

Pour qu'une correspondance P puisse €tre considérée comme une corres-—
pondance hiérarchique & un niveau, il faut et il suffit qu'il existe un

ensemble caractéristique S associé & P et tel que :

1) ¥mm' €8, si %h et Jm, sont non vides, les marges du sous—

tableau Pmm: de P croisant I, avec J ., sont proportionnelles aux

marges restreintes a I, et Jm, de P

2) ¥mm' €S5S, m#m , si Im et Jm' sont non vides, le sous-
tableau Pmm' de P est un tableau produit (i.e. toutes les lignes de ce
bloc sont proportionnelles et de méme toutes les colonnes de ce bloc sont

proportionnelles).

I1.4.2 Démonstration.

Condition nécessaire :

Supposons que P soit une correspondance hiérarchique associée i un
arbre A de sommet s . Il suffit de prendre Ss = 8 et de tenir compte

de relations (2), (4), (9) (ol 1'on fait n = s , et donc p;j = pij )
pour en déduire les propriétés 1) et 2) du théoréme.

Condition suffisante

On prendra pour ensemble SS l'ensemble S , et l'on va montrer que
les relations (2), (4), (ou ce qui est équivalent (4 bis)) (33), (34)
(relations oli 1l faut remplacer n par s ) sont vérifiées, ce qui établira

que P est une correspondance hidrarchique 3 un niveau de sommet s

Soit (m,m') un couple d'&léments de S tels que I, x I soit
non vide. A la loi de probabilité sur Im X Jm, déduit de P en se limitant
au bloc I_xJ , , correspond, en gardant les notations définies par (6)
m m
le tableau Pmm,/pmm. .



-91-

Traduisons d'abord 1'hypoth&se relative aux marges : la marge
(m,m")

I
m

restreinte 3 I » marge que nous noterons p; . Compte tenu de ce que
m

de Pmm'/pmm' est proportionnelle 3 la marge sur I de P

1
pim,m ) est une loi de probabilité&, la constante de proportionnalité est

m
égale a l/pm et ne dépend donc pas de l'ensemble Jm, considéré. On

i t
pourra donc noter p? au lieu de pim,m ) et 1'on a donc :
m m
(m,m") _ oo
(56) P; = Pp = p; /p,
m m m
A (m,m") -
De méme la marge sur Jm. s me' de Pmm,/pmm. ne dépend pas de
L
m . On pourra donc la noter p? et 1'on a donc
m'
(m,m') _ m' _
(57) me' me' pJ '-/p.m'
m
Py désignant la restriction de la marge sur J , Py de P 3 Jm' .
m'

Notons que si Im =0 , Jm, # 0, (resp. Im + e, Jm. =@ ) la formule
(57) (resp. (56)) reste valable puisqu'elle est indépendante de m (resp.

m' ). Dans ce cas, au lieu d'associer au couple (m,m') 1la loi Pmm'/pmm'
.y . . . m' m
qui n'existe pas, on lui associera la loi Py (resp. Py ).
m' m

Traduisons maintenant 1'hypothése que pour m # m' (et Im X Jm.# @)

Pmm'/pmm' est une correspondance produit. Compte tenu de (56) et (57),

on a pour m# m' :

. (mm") ,(om') _ m _m’
(58) Pmm'/pmm' Blm BJm' = BIm P o'
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N

. . . . moo._ . .
Si maintenant Im et Jm sont non vides, et si P désigne la loi

de probabilité Pmm/pmm sur Im X Jm , on a :

m
(59 Po/Pom = P

I1 suffit d'associer i chaque couple (Im,Jm) tel que Im X Jm + 0
la correspondance p" , et de poser pour tout couple (m,m') d'éléments
(distincts ou non) de S , Q' = Pyt » POUT retrouver les relations (4 bis)
(ot il faut remplacer n par s , avec, rappelons-le, P° =P R QS =qQ)
caractérisant une correspondance hiérar chique. Par ailleurs d'aprés la
me ~ Ppe

définition de Q = {qmm' | mES , m' €8'}, l'on déduit q
, ), ce qui joint & la relation (56) (resp. (57) montre

(resp. q .+ =P
que si Im $#0, Jm’ = ¢ (resp. Im =9, Jm' # @ ) la relation (33)
(resp. (34)) (ol il faut toujours remplacer n par s ) est vérifiée, ce

qui achdve la démonstration.

IT1.4.3 Remarques.

a) On peut affaiblir la condition 1) du théor&me 6 en supposant que
les marges du bloc Im b4 Jm. sont proportionnelles aux marges restreintes
de P seulement pour m # m' . En effet, si tel est le cas, il est facile
de vérifier qu'automatiquement les marges du bloc Im xJ ~ sont proportion~
nelles aux marges restreintes a Im et Jm de P .

b) Il résulte des propriétés 1) (ou de la propriété plus faible
donnée dans la remarque a) ci-dessus) et 2) du théor&me 6 que pour tout bloc
Im X Jm' non vide tel que m # m' , les lignes de ce bloc sont proportion-
nelles entre elles et 3 la marge sur J restreinte 3 Jm' de P . De méme

les colonnes de ce bloc sont proportionnelles entre elles et 3 la marge

sur I , restreinte 3 Im de P .
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c) Comte tenu du théoréme 1 bis, on dé&duit le corollaire suivant du

théoréme 6 :

Corollaire : Soit S wun ensemble caractéristique associé a3 P . Pour que
S vérifie les conditions de séparabilité en deux groupes des facteurs issus
de 1'A.F.C. de P , conditions précisées dans le théoréme 1, il faut et il

suffit que S vérifie les conditions 1) et 2) du théoréme 6.
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I1I . Ensembles associés.

III.1 Définition et structures des ensembles associés.

II1.1.1 Définition.

Soit P wune correspondance sur I x J

On dira qu'un sous—ensemble Ik de I et un sous—ensemble I de

J sont associés (pour P ) si

1) il existe un ensemble caractéristique S associé 3 P , et

vérifiant les conditions 1) et 2) du théoréme 6 ;

2) 1l existe un élément n de Sk tel que Ik =1 , Jk =J .

Compte tenu du corollaire donné & la fin du § II.4.3, on peut dans la
définition précédente remplacer la condition 1) par la condition 1')

suivante :

1') il existe un ensemble caractéristique S associé a3 P et

vérifiant les conditions du théoréme 1.

Conséquence de la définition : si Ik et Jk sont associés, on dé&duit
du théor&me 1 que P est une correspondance hiérarchique 2 un niveau
associée 3 un arbre A de sommet s tel que k appartient 3 l'ensemble

Ss = § des successeurs immédiats de s

III.1.2 Caractérisation des ensembles associés et premiéres propriétés.

Théoréme 7 : Pour que deux sous—ensembles Ik et Jk soient associés, il

faut et il suffit que soient vérifiées les deux conditions suivantes :

a) Si Ik et J—Jk sont non vides, tous les &léments j de J-J, ont

leurs colonnes restreintes a Ik proportionnelles entre elles et a la

marge sur I restreinte 3 Ik de P .



-95.

b) Si I—Ik et Jk sont non vides, tous les éléments i de I-I

ont leurs lignes restreintes a I proportionnelles entre elles et i la

k

marge sur J restreinte 3 Jk de P

Démonstration du théoréme.

Condition nécessaire : Supposons donc qu'il existe un ensemble caractéris-—

tique S associé & P , vérifiant les conditions 1) et 2) du théoréme 6
koo kT e
Montrons la condition a). Pour cela supposons que Ik et J—Jk

vides., Alors ¥m' €S , m'" # m, si Jm' est non vide, le tableau

et tel qu'il existe un élément m de S avec I

sont non

I, % Jm' est un tableau produit dont toutes les colonnes sont proportion-
nelles entre elles et 3 la marge sur I Pp restreinte 3 L (i.e. I )
de P . La réunion des Jm, précédents (m' # m , JmJ + @) étant J-Jk ,
le point a) du théoréme 7 s'en déduit.

Le point b) de ce théoréme se démontre de fagon analogue, en
considérant les tableaux Im' x Jm (m" # m, Im' @)

Condition suffisante :

Désignons par il,iz,...,it les éléments de I—Ik et par

jl’j2""’jn les éléments de J—Jk , et posons :

S = {1,2,...,t+n+1}
avec
¥meE S : l<m<t=>1m={im} s Jm=¢
<< = = {j
trl<m<t4n = I =4 , In {Jm_t}
= = = =
m t+n+l Im Ik s Jm Jk

Nous allons montrer que S vérifie les conditions 1) et 2) du

théoréme 6, d'oli 1'on déduira que I, et J  sont associés.
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En effet, les seuls tableaux Im X Jm' (m&€ S, m'" €S) non vides
et différents d'un tableau 1 x 1 pour lequel les conditions 1) et 2) du

théordme 6 sont trivialement vérifiées sont

soit des tableaux de la forme {1m} x Jk avec i S I—Ik

soit des tableaux dg la forme I x {Jm,_t} avec jo._. € I-Jy

soit le tableau Ik X Jk .

Les deux premiers types de tableaux vérifient la condition 1) du
théoréme 6, d'aprés les conditions a) et b) du théoréme 7 ; de plus ces
tableaux n'ayant qu'une ligne ou qu'une colonne vérifient trivialement

la condition 2) du théoréme 6.

Compte tenu de la remarque du § IT.4.3.a), on en déduit que S
vérifie bien les conditions du théoréme 6, et donc que Ik et Jk sont

associés.

Corollaire :

1) ¥i€1,¥%3j€J: {i} est associé au vide, et de méme {j}

est associé au vide.
2) ¥i€1,¥% j€J: {i} est associé 3 {j} .

3) Si Im (supposé non vide) est associé au vide ou & un ensemble
Jm 3 un élément, toutes les lignes du sous~tableau Im x J sont proportion-
nelles. On peut donc remplacer le sous-tableau précé&dent par sa marge,

sans changer les résultats de 1'A.F.C. de P .
On a bien sfir un résultat analogue si Jm est associé au vide ou i
un ensemble i un &lément.

4) Si I~ est associé 4 J tout entier, alors le complémentaire

I-Im de Im est formé de lignes proportionnelles entre elles et 3 la marge
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sur J P de P . L'A.F.C. du sous-tableau Im x J est alors identique
(3 un coefficientde proportionnalité pré&s) 3 1'A.F.C. du tableau P tout

entier. On pourra donc supprimer toutes les lignes de I—Im .

De méme si I est associé 3 I , on pourra supprimer toutes les

colonnes de J—Jm sans changer les résultats de 1'A.F.C. de P .
5) I et J sont associés.

6) I, = $ et Jm = ¢ sont associés.

Dans la suite, nous supposerons qu'on a '"'nettoyé&" le tableau P dans
le sens ol 1'on a cumulé les lignes et les colonnes proportionnelles, et oll
1'on a éliminé les lignes ou les colonnes ayant le méme profil que la marge

correspondante de P .

Compte tenu des conventions précédentes, on peut remplacer les

propriétés 3) et 4) du corollaire par la propriété suivante :
Soit (Im,Jm) un couple d'ensembles associés, alors :
(3'): (60) Card Im‘< 1 <« Card I <1

4": (61) 1

I
-
$
o
"
o

m m

Notons que (3') est encore é&quivalent i :

3" : (62) Card I >2 ¢ Card I =2
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I1I.1.3 Recherche des ensembles Jm associés 3 un ensemble Im donné.

On peut se poser la question suivante : étant donné un sous—ensemble
Im de I , existe-t'il un ou plusieurs sous—ensembles Jn de J qui
lui soient associés, cette question ne présentant un intérét, d'aprés les
propriétés 1) et 2) du corollaire précédent que si Im (ou I ) est de
cardinal supérieur ou €gal & 2 . Le théor@me suivant permet de répondre

34 la question précédente :

Théoréme 8 : Pour qu'il existe un ou plusieurs sous-ensembles Jn
associés 3 un sous-ensemble Im de I donné, il faut et il suffit que

soient vérifiées les deux conditions suivantes :

1) il existe des &léments j de J dont la colonne restreinte a
Im ait un profil proportionnel 3 la marge sur I restreinte a Im ,

Pr de P . On désignera par Jé 1l'ensemble des j de J vérifiant la
m
condition précédente, et par me le complémentaire J—J& de Jé .

2) si me est non vide, toutes les lignes 1 de I--Im restreintes
a me ont un profil proportionnel 3 la marge sur J restreinte 3 me ,
pJ de P .
pm
Dans ces conditions :
a) me est le plus petit sous—ensemble associé 3 Im .
b) s'il existe un sous—ensemble Jm de J associé 3 Im et différent
de J (auquel cas J CJ ) alors J"=J -7 se réduit A un élément.
pm pm m m m pm

c) si Im comporte plus de 2 éléments, auquel cas me est différent
de 1'ensemble vide, il existe au plus un second sous—ensemble Jm , différent

de J et associé a3 I .
pm m

d) si Im est vide, ou réduit a un élément, me est vide, et tout

sous-ensemble Jm réduit 3 un élément est encore associé 2 Im .



-9g-

Démonstration.

Compte tenu du théoréme 7, me est associé a Im . Montrons que
me est bien le plus petit sous-ensemble associé & Im : ou bien J n
est vide, auquel cas c'est bien le plus petit sous-ensemble associé a I ,
ou bien me est non vi&e. Dans ce dernier cas, si 1'on retire un ou
plusieurs élémepts j de me , la colonne j restreinte i Im n'est
pas proportionnelle & la marge sur 1 restreinte 3 Im de P , puisque
j €& J& , et donc d'apré&s le théoréme 7, me - {j} n'est pas associé
a Im .

Supposons maintenant qu'il existe un sous-ensemble J_  associé 3
I et différent de J__ ; nous allons voir que J" =7J -7 ne comporte
m pm m m pm
qu'un Elément. En effet, supposons que J; comporte au moins deux &€léments.
Im étant associé 3 Jm , toutes les lignes du bloc (I-Im) X Jm sont
proportionnelles 3 la marge sur J restreint 3 Jm de P , et donc
toutes les lignes du bloc (I—Im) X J; sont proportionnelles 3 la marge

sur J , restreinte & J; » Py de P . Il en résulte que la marge sur

m
J" du bloc I x J" est proportionnelle & p., . Comme J" CJ' , toutes
m m m : Jm m m

les colonnes du bloc Im X J; sont proportionnelles ; il en résulte que

toutes les lignes de ce tableau sont proportionnelles entre elles, et donc

J Jt
pm an
PR )
1
m
I-1
m
— % |
]
Jm Jn

Les traits horizontaux ou verticaux indiquent que les lignes ou les
colonnes correspondantes sont proportionnelles aux marges correspon-

dantes de P

Figure 4
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3 la marge sur J; de ce bloc qui est elle-méme proportionnelle i Pyn -
m

Finalement toutes les lignes du bloc I, x J; sont proportionnelles & Py
m

et donc toutes les lignes de I x J; sont proportionnelles. On en dé&duit
que toutes les colonnes de J; sont proportionnelles, ce qui n'est pas
possible, puisqu'on a suppos& qu'on avait regroup& toutes les colonmes

proportionnelles ; donc J; ne comporte qu'un &lément.

Supposons maintenant que Im comporte au moins deux &léments (auquel
cas, d'aprés la propriété 3") du corollaire du théoréme 7, me comporte
au moins deux &l8ments) et montrons qu'il ne peut pas exister un troisidme
sous—ensemble, différent de Jm et de me , et associé i Im . En effet,
si un tel sous-ensemble existe, il est de la forme me U{j'} avec

j' € Jé . Désignons par j" 1l'unique élément dont est formé J;

(Jm = me U{3"} ; 3" # 3') . Alors il est immédiat de vérifier, compte
tenu de ce que me est non vide que toutes les lignes du bloc

(I-Im) X (me U{j'} U {j"}) sont proportionnelles 3 la marge correspondante
de P, d'oll 1'on d&duit par un raisonnement analogue i celui utilisé& pour
montrer que J; se réduit 3 un élément, que les colonnes j' et j'" sont
proportionnelles, ce qui n'est pas possible. 11 ne peut donc pas exister

un troisiéme sous-ensemble différent de Jm et me et associé 3 Im .

Si maintenant Im est vide ou réduit 3 un élément, la propriété d)

se déduit immédiatement de la propriété 3') du corollaire du théoréme 7.

Remarque : Dans le cas ol Im comporte au moins deux éléments, et ol il

existe deux sous-ensembles J et J =J U{j"} associés a I ,
pm m pm m

" est proportionnelle 3 la marge sur I

on peut montrer que la colonne j

du bloc I xJ .
pm
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IIT.1.4, Structure des ensembles associés.

Nous désignons par v 1'ensemble des couples d'ensembles associés
(Im,Jm) de P ; v est donc un ensemble de parties de I xJ , dont le
corollaire du théoréme 7 (ol il faut remplacer les propriétés 3) et 4)
par les propriétés 3') et 4')) donne quelques propriétés. Nous alloms,

a 1'aide des théorémes 9, 10 et 1] préciser la structure de v , I xJ
étant muni des opérations classiques de la théorie des ensembles (réumion,

intersection, complémentation).

I111.1.4.1 Théoréme 9.

Soient (I_,J ) et (I_,J ) deux €léments de VvV . On a les
m’“m n’“n

propriétés suivantes :

i = 1 N = i H
1) si Im ) In ¢ , alors soit Jm Jn @ , soit Iy Jn
se réduit 3 un Eélément j0 . Dans ce dernier cas, si Jm' et Jn sont

0 (Im , Jm-{jo}) , (In , Jn-{jo}) sont &galement

des &léments de v . Si I (resp. Iy ) est &gal 3 {jo} , l.e. si

différents de j

Jm - Jn (resp. Jn C Jm ), alors Im (resp. In ) se réduit 3 un &lément
{10} ou est vide, et donc (Im , Jm—{Jo}) (resp. (In , Jn-{Jo}))‘
appartient & v . Dans tous les cas, ou pourra toujours supposer si

Im N In =@ que Jm|ﬂ Jo= ® (quitte & enlever le cas &ché&ant soit de

1 'uni gl1é N .
Jm solt de Jn , l'unique &lément de Jm Jn )

-

2) (Im n In , Jm N Jn) appartient 3 v . En d'autres termes Vv est

fermé pour 1'intersection.

3) si I, N In # @ , et si Jm N Jn # ¢ , alors (Im U In s Jm v Jn)

appartient 3 Vv .

4) Supposons que Im - In , alors :
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a) si Jm N Jn =0, Im se r8duit 3 un él&ment, ou est vide, de

méme pour J, - Ce cas est donc trivial.

. c* fae . s 1z .

b) si Jm N Jn # (¢,Jm,Jn) s Jm N Jn se réduit 3 un élément ig

et I est aussi associé 3 J' =J -{j } . Si donc on comsidére (I ,J")
m m m -o m’ m

au lieu de (I ,J ) on est ramené aucas oi I C1I , J'CJ .
m’ m m n m n

¢) si J NJ =7 (i.e. J CJ) I-1 se réduit 3 un &lément
m n n n m n m

i et de méme J_ - J se réduit a un élément j . Dans ce cas (I_,J)
o m n o m’ n
et (In,Jm) sont deux éléments de Vv . On pourra donc remplacer (In’Jm)
et (In,Jn) par les deux €léments disjoints (Im,Jn) , ({10},{30}) de
v ou par les trois &léments disjoints de Vv : (Im’Jn) s ({io},w) ,
(¢,{jo}) , la rédunion de ces &léments &tant (In,Jm) , i.e. la réunion

(Im U In s Jm U Jn) .

Quel que soit le cas a), b), c) considéré ci-dessus, on pourra
toujours si Im C In se ramener (aprés élimination du cas trivial a)) au

cas J_CJ_ .
m n

5) Supposons que Im n In soit différent de Im ou de In et que
de méme J N J_ soit différent de J_ oude J , alors (I NI° .
m n . m n m n
J N Jc) et (I_NI_, 3 MNJ ) sont deux &léments de Vv . On peut donc
m n m n m n
remplacer les deux éléments (Im,Jm) s (In,Jn) de Vv par les trois
éléments disjoints suivants de v dont la réunion est (Im U In s Jm U Jn)
N 0 ~ -C A ¢ c A c A
(Im In ’ Jm Jn) > (Im A In ’ Jm Jn) ’ (Im In ’ Jm Jn)
(Notons que parmi ces &léments, on peut avoir 1'élément (¢,8)).
Si Im n In et Jm fTJn sont non vides, on a alors une décomposition
= U = U . sl .
de (Iu Im In s Ju Jm Jn) qui appartient 4 V en trois éléments

disjoints de v .

(*) le signe c¢ sert i désigner le complémentaire. Ainsi JE est le

complémentaire de Jn dans J .
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Remarques.

a) Si Jm N Jn =@ , ou si Jm C Jn , on obtient des propriétés
analogues aux propriétés 1) et 4) précédentes, en intervertissant les rdles

de 1 et J et ceux de I et J_ .
m m n n

b) D'aprés le point 4)c) les résultats du point 5) restent valables
si I NI _ =1 ,J NJ =J ,ousi I NI =1 ,J3J NJ =J . Par
m n m m n n m n n m n m
contre les conclusions du point 5) ne sont plus valables si Im - Irl s
J CJ_ , car en général 1I_ -1 et J_ -J ne sont pas associés.

m n n m n m

¢) 1I1 résulte des points 1), 4), 5) de ce théoré&me que si (Im,Jm)
et (Im,,Jm,) sont deux Eéléments de Vv , on peut toujours se ramener i

1'un des trois cas suivants, quitte 3 éliminer des couples (Ik,Jk)

triviaux de v , i.e. tels que Card Ik=< 1, Card Jk <

T
1T cas ¢ I NI, = J NI, = ¢

2°™ cas : Card (I NI ) =2 ; card J_NJ ) =2
m m m m

(1, 0L, , 3, N € {a,i) , (T, 0}

eme
3 cas : Card (Im N Im,) > 2 ; Card (Jm N Jm,) 22

NI EAL LT s 3 NI E LT

dans ce cas, la décomposition fournie par le point
5) du théoréme précédent correspond 3 une décompo-
sition en trois couples d'ensembles associés non

triviaux (i.e. tous les ensembles intervenant sont

de cardinal supérieur ou &gal 3 2).

Démonstration du théoréme 9.

Tous les points du théoréme 9 se démontrent 3 partir du théoréme 7.
Nous ne démontrerons donc que les points 1), 2), 3), les autres se montrant

par des raisonnements analogues.
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Montrons le premier point : Supposons que Im n In = ¢ , et posons
Jk = Jm n Jn . 81 Card Jk 2 2 , on va voir que toutes les colonnes de
Jk sont proportionnelles, ce qui n'est pas possible, puisqu'on a supposé
qu'on avait cumulé au préalable de telles colonnes. En effet les lignes du
bloc (I-Im) X Jk sont proportionnelles 3 la marge sur J restreintes
aJg

de P , puisque J est contenu dans Jm . De méme les

k P k

k

lignes du bloc I _x J, sont proportionnelles & p , puisque I_ est
m k Jk m

contenu dans I--In et Jk dans Jn . Toutes les lignes du tableau

v

.
o
=

Les traits horizontaux (en plein ou en pointillés) indiquent
que les lignes ou colonnes correspondantes sont proportion-~

nelles aux marges restreintes associées de P .

On a mis des pointillés quand le coefficient de proportionna-

a~

1ité avec la marge restreinte différe d'un bloc i 1'autre.

n = n =
Cas I NI ¢, VAN S ) #0

Figure 5
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Ix Jk étant proportionnelles 3 p; sont proportionnelles entre elles.
k
I1 en résulte que toutes les colonnes de Jk sont proportionnelles, ce qui

n'est pas possible.

Jk est donc soit Qide, soit réduit 3 un é&lément jo . Supposons que
I = {jo} et que J et Jn sont différents de {jo} . Toutes les lignes
du bloc Im X Jn étant proportionnelles puisque Im C I—In , toutes les
colonnes de ce bloc le sont., Il en résulte en particulier que la restriction

de j d I est proportionnelle aux colonnes du bloc I_ x G<ng )
o m m m n

(qui est non vide, puisque I, # {jo} =J, NI, ) colonnes elles-mémes

proportionnelles 3 la marge sur I restreinte & Im » Pp de P,
m

puisque J_ N Jn C J-Jm . On en déduit immédiatement (cf. figure 5) que Im

c
m
est associé a Jm-{Jo} . De méme (In . Jn-{Jo}) appartient 3 v .

Si maintenant In = {jo} , auquel cas In - I, d'aprés la propriété

3') du corollaire du théoréme 7, Im est soit réduit 3 un élément io ,

-~

soit vide, et Jm-{jo} qui est vide, est bien associé a Im , ce qui

termine la démonstration du point 1).

Démontrons le point 2).

" Posons Ik = Im N In N Jk

appartient 3 v d'apr@s le point 1). Supposons donc que Ik et Jk sont

non vides, et montrons qu'ils sont associés. Or toutes les lignes du bloc

(I—Ik) x J

= Jm N I, - Si Ikou Jk est vide, (Ik,Jk)

sont proportionnelles 3 la marge sur J restreinte 3 J

k k ’
P; de P , puisque tout &lément de I-Ik est soit un &lément de I—Im
k
(avec Jk C Jm) , s0it un élément de I-In (avec Jk C Jn) (cf. figure 6).

De méme toutes les colonnes du bloc I x (J-Jk) sont proportionnelles

3 la marge sur 1 restreinte & Ik de P , ce qui montre, d'aprés le

théoréme 7 que (Ik’Jk) appartient 3 v .
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On voit également sur la figure 6 que Iu = Im U In et Ju = Jm U Jn
sont associés., En effet toutes les colonnes du bloc Im X (J-Ju) sont

proportionnelles 3 la marge sur I restreinte 3 Im > Py de P puisque
m

J—Ju C J—Jm . De méme toutes les colonnes du bloc In X (J—Ju) sont

proportionnelles & la marge sur I restreinte & In s Py de P, le

coefficient de proportionnalité &tant pour chaque colonne le méme que 1l'on

soit sur le bloc I_x (J-J) ou I x (J-J ) puisque I_N1I est non
m u n u m n

vide. Donc toutes les colonnes du bloc Iu X (J—Ju) sont proportionnelles

a8 la marge sur I restreinte a I de P . De méme toutes les lignes

v P
u
du bloc (I—Iu) X Ju sont proportionnelles & la marge sur J restreintes

E:} Ju » P de P , ce qui entraine bien, d'apré&s le théoréme 7 que
u

(Iu,Ju) appartient 3 v , et démontre le point 3).

In
‘—-—) Jn J-Ju
. y i !
. LI » —>
) 1 H i \
b S
1
u
I
n
I-1 I-1
u u
... 4
¢
Ju J Ju
Etude du cas ol Ik = Im N In et Jk = Jm n Jn sont non vides.

(pour la 1égende, cf. figure 4)

Figure 6
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Nous allons maintenant donner un théor@me précisant ce point 3)
et qui nous sera utile au § IIT.2 quand on cherchera les facteurs issus

de 1'A.F.C. de P .

I111.1.4.2 Théoréme 10.

Avant d'énoncer ce théor@me, donnons un lemme qui nous sera utile.

Lemme : Soit (Im,Jm) un élément de Vv , et In et Jn deux ensembles
tels que In C Im , Jn - Jm . Alors pour que (In,Jn) appartienne 3 v ,
il faut et il suffit que I, et J, soient associés dans le bloc

I xJ_ .
m m
Ce lemme résulte immédiatement du théoréme 7.

Enongons maintenant le théoréme 10.
Théoréme 10 : Soient (Im,Jm) et (In,Jn) deux éléments de v tels que

Im n In ¢ {Im’In’w} 3 Jm n Jn # {Jm’Jn’¢}

Posons
1 = 1 N1t ; J = 3 n3°
o m n a m n

= m = N

I, 0T ; Jg JoNg

(63) I = 1501 ; I3 = 3ng
Y m n Y m n
I = 1 UI ; J = J UgJ
u m n u n
K = {a,B,v}

On a alors, en conservant les notations définies par (6) :
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1) ¥ (i,j) € (Ia X JB) U (Iu X JY) U (IB X JY)

(64) Pij = %Py

/p

puj uu

¥ (1,0 € (g x J) U I x ) U@ x I

(65) P;: = ¥YP /p

ij iu P

uj uu

X et y é&tant deux nombres 8gaux & 1 si la relation

(66) p P

ou pug pyu ua Pgu puy

n'est pas vérifiée.

Si (66) est vérifide, alors le couple (x,y) est une des solutions
de 1'&quation

(67) \(X‘l) pau (puu - pU(X.) = (Y'l) puOL (puu - potu)

2) Si x =1y (ce qui est en particulier réalisé si (66) n'est pas

vérifiée, ou si (66) étant vérifiée, on a Pou = P , auquel cas

uo

= = U U &ls .
pBu puB R pYu pUY) , alors (Ia IY , Ju JY) est un €lément de Vv

Démonstration.

D'aprés les points 3) et 5) du théoréme 9), (Iu,Ju) R (Ia’Ja) . (IB’JB)

(IY,JY) appartiennent 3 Vv . Restreignons-nous au bloc Iu x Ju .

Dans ce bloc, d'aprés le lemme, Ia et Ja (resp. 1 et J,; I et

B8 B Y
J ) sont associés. De méme I et J , ainsi que I et J sont
Y m m n n
ié = U = U = U
assoclés dans ce bloc (avec Im Ia IB , In IB IY s Jm Ja JB s

Jn =J UJ ). I et Ja étant associés, toutes les colonnes du bloc

Ia xJ (cf. figure 7) sont proportionnelles & la marge sur Iu restreinte
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a 1 du bloc I x J . Toutes les lignes du bloc I_ x J sont donc
o u u o n

proportionnelles, et comme In et Jn sont associés, elles sont propor-

-

tionnelles 3 la marge sur Ju , restreinte 3 In du bloc Iu X Ju . La

relation (64) est donc vérifiée sur le bloc Ia X Jn .

Considérons maintenant le bloc Im X JY ; compte tenu de ce que

IY et JY sont associés, et qu'il en est de méme de Im et de Iy
on montre de la méme facon que précédemment que pour tout &lément pij de

1] L

ce bloc, on a : pij =X Py puj / puu , ol x est une constante. Comme
les bloecs I x J et I xJ ont en commun le bloc I xJ , on a

o n m Y o Y
x'" = x , et donc (64) est vérifiée. :

On montre de la méme fagon la relation (65).

Pour trouver les valeurs de x et y , on va considérer le tableau
RKK (noté encore R ) qui est un tableau 3 x 3 obtenu 3 partir du
tableau Iu X Ju en remplagant chacun des 9 blocs de ce tableau par son

'élé : .. i€ ] €
total (par exemple 1'éElément Ty de R vaut Z {p1J i Ia s 3 JB}

soit ra8= paB avec les notations définies par (6)).
J L Jn !
< m N i
v Ju ] JB K JY :
N 1
.- bt .
I
o
Inl- %1
I
1 -
n
I
Y

Etude du bloc Iu X Ju :
tous les blocs non diagonaux sont des blocs produits.

(pour la légende, cf. figure 4)

Figure 7
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Compte tenu de (64) et de (65) les &léments non diagonaux de R

s'écrivent :

paﬁ =X p(xu puB / puu ; p(xy =X pau pu’y / puu
(€8) pBY T ¥ Pgu Puy / Puu 3 Py T Y Pgy Py / Puu
Pry =¥ Py Py /Py 3 Pyg TV Py Pyg /Py

Ecrivant que la somme des termes de la premiére ligne de R est égale

a p, et que de méme la somme des &léments de la premidre colonne de ce
o

tableau est égale 3 Puy * 8 obtient :

Puo * ¥ Pou (puB+PUY)/puu = Py
(69)
pua Y puu (p6u+pyu)/puu = pua
Eliminant Poo de ces deux équations, et compte tenu de ce que :
(70) Pau * Pgu * Pyu Pua ¥ Pug P Py T Puy
on obtient la relation (67)
(67) =1 p . (PP, = -1 p, @ P)

Opérant de méme sur la troisiéme ligne et la troisiéme colonne de R ,

on obtient :

n =D pyy @y Py = G7D By Ry

Si le déterminant du systéme des deux &quations (67) et (71) est non

nul, on a un systéme de Cramer qui a une solution unique x =y =1 ,
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Si ce déterminant est nul, ouce qui estéquivalent, comme on peut le
vérifier, si la relation (66) est vraie, il y a une infinité de solutions
x et y étant liés par la relation (67) (ou par (71) qui est dans ce

cas proportionnelle & (67)).0n a ainsi démontré le point 1).

Remarques :

a) Les relations (67) et (71) ont été obtenues en considérant
Poo et pYY . On aurait pu aussi obtenir umne relation entre x et y en

considérant Cette relation se déduit des deux précédentes puisque

Pgg -
la somme des termes de R est fixée et égale 3 P

b) Compte tenu de (70), les relations (69) peuvent encore se mettre
sous. la forme suivante, qui nous sera utile au § I1I.2.1 dans la démonstra-
tion du théoréme 15 :

ou puOL / pUU

o
]

oo (1=x) pOLl.l TxPp

(69 bis)

p_/p

P = (=9) Py + Y Py Py

Qo uu

Démontrons maintenant le second point.

Comme X =y , toutes les colonnes du bloc (Ia U Iy) x J, sont

proportionnelles 3 la marge sur Iu restreinte 3 Ia U IY du b?oc‘ Iu x Ju ,
et de méme toutes les lignes du bloc IB X (Ja U JY) sont proportionnelles

3 la marge restreinte correspondante du bloc Iu X Ju (cf. formules (64),
(65) et figure 7). Iu U IY et Ja U JY sont donc ascociés dans le bloc

Iu x Ju . Comme (Iu,Ju) appartient 3 Vv , on déduit du lemme que

(Ia U IY s Ja U Jy) appartient & Vv .

c.q.f.d.
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IIT.1.4.3 Généralisation (cf. figure 8).

Le théoréme 10 se généralise aisément si l'on considére un nombre

t supérieur 3 2 d'éléments de VvV se coupant.

De fagon précise soit ) (I<k<t) t é&léments de Vv

(Imk’Jmk
tels que

D ¥k:1<k<t,Jk ,1<k'<t,k'#k tel que:
Imk a Imk' to ’ Jmk n Jmk' 1 e

k
y<t, k#k

2) ¥ k,k', 1<k

1 nImk.#(b I nImk,e{I

mk mk mk’Imk'}

T N It * ¢ Ik M € {Jmk’J

mk mk mk’}

Désignons par Iu la réunion des Imk et par Ju celle des Jmk .

On a alors le théoréme suivant qui généralise le théoréme 10.

Théoréme 11.

1) (Iu,Ju) appartient 3 v , et l'on peut décomposer le bloc

I,xJ, en v blocs (v <2t - 1) (Ik,Jk) (1 €Sk <v) non vides, deux

3 deux disjoints (Ik NI, =J fle, =@¢ , si k # k') dont la

k' k

réunion est (Iu,Ju) , chaque couple (Ik,Jk) appartenant 4 Vv et étant
‘1€

de la forme ((N {1, | xk€KH N ( NI, | x€Lh ,

( F{Jmk | Kk €EKH N (N {J;k | k € L})) , (K,L) désignant une partition

de {1,2,...,t} .
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m m:B
!& 31T, ) I, ‘JA T J. %
jj } Jh
2 Al
I3 3 Iu
1, .
}Si > \f

7

Etude du cas ol 1'on a trouvé trois &léments m,,m,,m, de V
1°72°73

se coupant. On a supposé pour simplifier que Im N I, =

1 3 )
Jml N Jm3 =@ , ce qui fait qu'a partir des 3 blocs @ ,m,y,0, ,
on n'a que 5 blocs disjoints appartenant & Vv numérotés de

1 35, dont la réunion est le bloc u réunion des 3 blocs
MMy, My .

-

Pour tout couple' (i,j) de Iu x Ju appartenant 3 un bloc non

diagonal et situé au-dessu$ des blocs diagonaux, on a
.. = X P, . tandis que s'il est situé au- ou
Pij Piu Puj ! Pyy > q dessous,

on a p.lj =Y Piy puj / Py * En général, ona : x =y = 1

Figure 8
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BN

2) ¥ k,k'e{1,2,...,v} , k # k',

Vier ,¥jed,
' =
72) K>k = pyy X Piy Pyj / Puu
' =
73 K<k = pij Y Piy puj / Puu

ces relations supposant qu'on a placé dans un ordre convenable les ensembles

(Ik,Jk) .

En d'autres termes, tout &lément (i,j) de I, xJ, appartenant a
un bloc non diagonal situé au-dessus (resp. au-dessous) des blocs diagonaux

vérifie (72) (resp. (73)).

Sauf cas particulier (ol il y a dégénérescence), on a x =y = 1|

S'il y a dégénérescence x et y sont lLiés par la relation :

P, )

(x=1) py, (PP u

uu ul) = O-D Pyl ¢

uu

qui correspond i la relation (67) oll 1'indice o a été remplacé par 1'indice
k=1
Si en particulier ¥ k : 1 <k <v : Pru = Puk il y a dégénérescence,

et 1'ona x =y . Réciproquement, si x =y #1 ,ona: ¥k, 1 <k<v:

Pra = Pyk -

. _ R .
3) Si x =7y , et si 1'on considére h couples (In ,Jnl) y (Inz,an),

ceey (In J ), N sDysees sy appartenant 3 l'ensemble {1,2,...,v} alors

W {In | k =1,h} , U {Jn | k = 1,0} appartdent 3 v
k k
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II1.1.5 Tableau du Burt et ensembles associés.

Considérons le tableau défini sur J x J :

B = P'D P
l/pI

oi D désigne la matrice diagonale des 1/p. .
l/pI ie

Le terme général bjj' de ce tableau s'écrit

i€ 1}

AN R -
(74) ¥ j,j'€eJ: bjj' z {pij pij' /pi.

On dira que B est le tableau de Burt associé 3 P (méme si P n'est
pas un tableau disjonctif complet) et 1l'on sait (cf. [2 ]) que les facteurs
sur J 1issus de 1'A.F.C. de B sont les mémes que ceux issus de 1'A.F.C.
de P , les valeurs propres dans la premiére analyse étant les carrés des
valeurs propres dans la seconde. Rappelons également que les deux marges

de B qui est un tableau symétrique sont égales i la marge de P .

Py
On a alors le théor&me suivant
Théoréme 12 :

Soit (Im,Jm) un couple d'éléments associés pour P , alors

(Jm,Jm) est un couple d'éléments associés pour B

Démonstration :
. s s . c c
On posera pour simplifier les notations : In = Im s Jn = Jm . B

étant symétrique, et ayant méme marge sur J que P , il suffit de montrer

que le bloc Jm X Jn de B est un tableau produit dont la marge sur Jm

est proportionnelle 3 la marge restreinte correspondante de B , i.e. i la

restriction a Jm me de Py -
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-

Or on a, puisque Im et Jm sont associés :

c sy .
¥ (i,3j") € Im X Jn : pij'

1l
o
o
~
el

(75)

¥ (1,3) € In 'Y Jm : pij = Pip P.j m

[
o

On déduit de (74) en sommant d'abord sur I_ , puis sur In et en

tenant compte de (75) que :
[V (,3") € Jm X Jn : b..y = p.p.:¢y/ P+
(76) 1
et (p'j/p-m) ) {pim Pij ! ¥;. i€ In}

Or la marge sur I du bloc Im X Jm étant proportionnelle i la marge

restreinte correspondante Py de P, on a :
m

an ¥3i€a,: ppi/egy T PPy

(76) s'écrit, compte tenu de (77)

(78) bjjv = (P.j/P_m) [Pmmpmjv/Pm. + z {PimPijv/Pi. l i€ In}]
Posant :
on déduit de (78) et (79) que :
o2 . =
¥ (J9J ) € Jm X Jn . bjj' (P.j/P.m) bmj'

ce qui termine la démonstration.
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Remarques :

Le tableau de Burt Jm X Jm associé au bloc Im x Jm de P est
différent du bloc Jm X Jm de B . Par contre le tableau de Burt déduit
du tableau P , oli 1'on a additionné toutes les lignes i de I_ et

m
toutes les colonnes j de Jm , est identique au tableau dé&duit de B
en additionnant toutes les lignes de J, et toutes les colonnes de J_ .
Cette propriété est intéressante, quand on &tudie la ré&duction de

1'A.F.C. de P (et donc de B ) i celle de blocs plus petits (cf. § III.2).
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I1II.2. Ensembles associés et facteurs.

Nous donnons ici quelques théorémes relatifs aux facteurs issus de
1'A.F.C. d'un tableau P , quand ce dernier poss@de un ou plusieurs
couples d'ensembles associés, puis nous donnons une autre caractérisation
d'un couble (Im,Jm) d'ensembles associés, a partir des facteurs issus

du bloc I xJ .
m m

I1I.2.1 Propriétés des facteurs quand P posséde un ou plusieurs couples

d'ensembles associés.

Théoréme 13. Si Im et Jm sont associés pour P , 1'A.F.C. de P se
réduit d'une part 3 1'A.F.C. du bloc I,oxJ, et d'autre part a 1'A.F.C.
du tableau déduit de P en cumulant toutes les lignes de Im et toutes
les colonnes de J_ . Posant I' =I1-1 , J'=J-J , ce dernier
m - m m m m

tableau n'est autre que le bloc I& X Jé bordé par les marges des
tableaux I xJ' et I' x J et complété par le total du bloe I_ x J

“m m m m m m
(cf. figure 9).

J J! J
m m m
total du bloc A
Lo A B Im A . marge de B sur Jé
* --
1! C D
marge de C N D I
sur Ié
Tableau P 1 I
J! 4

m

Tableau E

Si Im et Jm sont associés 1'A.F.C. de P se réduit 3
celle des deux tableaux A (bloc Im X Jm) et E (bloc
D complété en cumulant les lignes de Im et les colonnes

de Jm dans le tableau P ).

Figure 9
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Démonstration :

Compte tenu de la démonstration de la condition suffisante du
théoréme 7 (cf. III.1.2), on peut trouver un ensemble caractéristique §
associé 3 P vérifiant les conditions du théor&me 6 (et donc celles du
théoréme 1) oll tous les couples d'ensembles associés sont de la forme
({io},¢) s (¢,{j0}) sauf un qui correspond au couple (Im,Jm) . Le
théoréme résulte alors immédiatement de la remarque donnée aprés le

théoréme 1 bis (cf. § II.2.5. in fine).

Théoréme 14 : Soient (Im,Jm) et (In,Jn) deux couples d'ensembles
associés de P tels que :

alors 1'A.F.C. de P se réduit

1) a 1'A.F.C. des blocs I _ xJ et I xJ
m m n n
2) i 1'A.F.C. du tableau (I' U {m,n}) x (J'" U {m,n})
ot I'=1-1 UI_ ,J'=J-J UJ , tableau obtenu en cumulanﬁ toutes
m n m n

les lignes de I~ et toutes les colonnes de Jp » et en opérant de méme
pour les lignes de I, et les colonnes de I, -
Ce théoréme résulte immédiatement du théoréme 13 et du lemme suivant

qui se démontre facilement.

Lemme : Soient (Im,Jm) et (In,Jn) deux couples d'ensembles associés
pour P tels que Im N In = Jm n Jn =¢ , alors (In,Jn) est un couple
d'ensembles associés pour le tableau de correspondance déduit de P en

cumulant les lignes de I, et les colonnes de I
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Nous allons maintenant &tudier le cas ol il existe deux couples
' ié NI
d'ensembles associés (Im,Jm) et (In,Jn) pour P tels que Im n et

J NJ sont non vides.
m n

Théoréme 15.

Plagons nous maintenant dans les conditions du théoréme 10 dont on
conservera les notations, et désignons toujours par R 1le tableau 3 x 3
obtenu & partir du tableau I,xJ, en remplagant chacun des 9 blocs

de ce tableau par son total, On a alors les résultats suivants

1) L'A.F.C. de P se raméne i 1'A,F.C. du bloc Iu X Ju et 3 celle
du bloc déduit de P en cumulant dans P toutes les lignes de Iu et

toutes les colonnes de Ju .

2) L'A.F.C. du bloc Iu X Ju se réduit 3 1'A.F.C. de ses trois

blocs diagonaux Ia X Ja » I xJ I xJ et 3 celle du tableau R .

, B B’
Si x =y =1 (ce qui est toujours le cas si (66) n'est pas vérifiée),
1'A.F.C. du bloc I, xJ, se réduit & 1'A.F.C. de ses trois blocs

diagonaux.

3) Toutes les valeurs propres (autres que la valeur propre triviale
1, associée au facteur constant) issues de 1'A.F.C. de R sont égales 3

(1-x) (1-y).
Si x=y =1, R est une correspondance produit.

Si x=y#1, R est une correspondance symétrique qui se met sous

la forme :

(80) (1-x) rdiag , . pprod

. odiag prod . .
oli R (resp. R ) est la correspondance diagonale (resp. produit)

ayant mémes marges que R .
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Démonstration.
Le point 1) résulte du point 3) du théoré@me 9, et du théoréme 13.

Démontrons maintenant le point 2). On a vu au début de la démonstra-
ti du théoré 10 (I I ,J I,J dont 1 éuni t
on du thé&or&me que - ( u’Ja) , ( 8’ B) , ( v’ Y) (dont la réunion es
(Iu,Ju)) sont des couples d'ensembles associés pour le bloc Iu X Ju ;
S = {a,B,Y} est donc un ensemble caractéristique associé i ce bloc et

vérifiant les conditions du théoréme 1.

La premiére partie du point 2) résulte alors de la remarque d&ji citée
situde aprés 1'énoncé du théordme 1 bis (cf. § II1.2.5). La seconde partie
de ce point (cas x =y = 1 ) résulte du fait que d'aprés le point 3)
qu'on démontrera plus loin, toutes les valeurs propres (autres que la
valeur propre triviale | associe au facteur constant) issues de 1'A.F.C.

de R sont nulles quand x =y = 1

Démontrons le point 3).

Soit (a,b) un couple de facteurs canoniques orthogonaux 3 la droite
des constantes (i.e. différent du couple trivial constant associé i la
valeur propre 1 ) issu de 1'A.F.C. de R et relatif 3 la valeur propre
A . On va montrer, en appliquant les formules de transition reliant a
et b (cf [1a]) que X est 8gale 3 (1-x)(l-y) . La valeur de A &tant
indépendante du couple de facteurs considérés, l'espace des facteurs

centrés est sphérique, et ) est de multiplicité 2

(1-x) (1-y)

Montrons donc que A

Désignant par aa,a les composantes de a , et par ba’b b

a
By 8”7y
les composantes de b , et exprimant que a est orthogonal au vecteur

constant, on a :

]
o

(80 bis) By, &, * Py, 3 * Py A
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PN

-

La formule de transition appliquée & la premi&re colonne de R

s'écrit, compte tenu de (68) :

paa au ty pua (pBu aB + pYu aY)/puu = /x puﬁ ba

ce qui s'écrit, compte tenu de (80 bis)

/) a, = Aoy b

(Pyy =Y P o w Pa

Qo uad, pau

Tenant compte de la deuxiéme équation (69 bis), la relation précédente

s'dcrit encore :

(81) (I-y)a = A b,

-

De méme la formule de transition appliquée 3 la troisiéme colonne

de R donne :

- = X
(82) (1 x)aY A bY

Appliquant la seconde formule de transition 3 la premiére et a la

dernidre ligne de R , on obtient de méme :

(83) (l—x)ba /A a

/A a
Y

(84) (#-y)bY

Des relations (81) & (84) l'on déduit bien que X = (1-x)(l-y) .

Si x=y=1, =0, et toutes les valeurs propres issues de 1'A.F.C.
de R sont triviales. R est donc une correspondance produit, comme on peut

.~

le vérifier directement & partir des équations (68) et (69).
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Si x =7y , on déduit de (68) que R est une correspondance symétrique
qui peut, compte tenu de (68) et de relations telles que (69) ou (69 bis)

se mettre sous la forme (80).

Le théoréme précédent se généralise quand on se place dans les

conditions du théoréme 11.

Théoréme 16. Plagons nous maintenant dans les conditions du théoréme 11
dont on conservera toujours les notations, et désignons par R le tableau

v x v dont 1'élément T (I<k<v, I <k'<v) est égal a la somme

kk'
des éléments du bloc Ik X Jk’ (avec les notations définies par (6)

' = Prge ). Alors les conclusions du théordme 15 restent valables 3
condition de remplacer (dans le point 2)) les 3 blocs diagonaux Ia X Ja ,

I xJ et I xJ ar les v blocs I, xJ (1 <k <v)
8" 8 y oy P L

III.2.2 Une autre caractérisation des ensembles associés i 1l'aide

des facteurs.

Avant d'énoncer le théor@me donnant cette caractérisation, précisons

quelques notations.

Soient Im et Jm deux sous-ensembles de I et J respectivement
m. . m .
et (a ,b ) deux vecteurs dont les composantes sont respectivement
T s s m m
indicées par Im et Jm . On peut encore considérer que a et b sont

des fonctions sur I, et I respectivement.

Soit a (resp. b ) le prolongement de a" (resp. EF ) sur I

(resp. J ) : a (resp. b ) peut &tre considéré comme un vecteur dont les
composantes sont indicées par I (resp. J ), les seules composantes non
nulles de a (resp. b ) correspondant au sous-vecteur a, de a (resp.

b de b ) dont les composantes sont indicées par Im (resp. Jm ) avec
m P .

a = a (resp. b_ = bm ). On a alors le théor&me suivant :

“m = -m -
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Théoréme 17. Pour que I, et Jo soient associés, il faut et il suffit :

a) que tout couple de facteurs non triviaux (i.e. non constants, et
associés a une valeur propre non nulle) (gﬁ,h?) issu de 1'A.F.C. du bloc
m
Im X Jm (bloc qu'on notera P ) se prolonge en un couple de facteurs

(a,b) pour 1'A.F.C. de P .

b) que tout facteur 3? sur Im (resp. E? sur Jm ) issu de
1'A.F.C. de P" et relatif a une valeur propre nulle se prolonge en un

facteur a (resp. b ) relatif d la valeur propre nulle dans 1'A.F.C. de P .

Démonstration.

Condition nécessaire : Im et J étant associés, P est une correspondance
hiérarchique 3 un niveau associ& & un arbre A de sommet s tel que m
appartient 2 1'ensemble SS des successeurs immédiats de s . La propriété
résulte alors directement des propriétés des facteurs issus d'une corres-

pondance hiérarchique (cf.§I.3).

s . . m s cex
Condition suffisante : Soit a un facteur quelconque sur Im , (différent

du facteur constant) issu de 1'A.F.C. de P" , et a son prolongement sur

I , qui est aussi facteur dans 1'A.F.C. de P .

m . R
a étant non constant est de moyenne nulle (pour la loi marginale

~

m . . m . . . P
Pr associée & P ) ; il vient donc, en conservant les notations définies
m

par (6)

m
. . i€ =
(85) Dy fopa; | 1 €T} 0
De méme a &tant un facteur issu de 1'A.F.C. de P , de support Im ,
donc non constant sur I , est de moyenne nulle (pour la loi marginale Pr

de P ), d'ol :
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m .
(86) } ey /opla, | i€1) = 0
On a enfin la relation, en posant Jn =7J - Jm ,
. m . _
(87) ¥ieJ ) {pij/pmj)ai | 1€ Im} = 0 _

Cette relation correspond (au facteur p.j/pmj prés) 3 la formule de

transition appliquée & a dans 1'A.F.C. de P .

Si g? est relatif 3 la valeur propre O , (87) est vérifiée puisque

-~

a est aussi relatif 3 la valeur propre nulle.

. m . . m
Si a est un facteur non trivial sur Im issu de 1'A.F.C. de P,

il lui correspond un facteur E? sur Jm , et le couple (g?,é?) se

prolonge en un couple de facteurs (a,b) dans 1'A.F.C. de P . La relation

(87) exprime alors le fait que b est de support Jm (i.e. est nul sur Jn

Dans les équations (85) & (87) on a introduit des coefficients de
pondération ( l/pmrn pour (85), l/pm- dans (86), ]/pmj dans (87)) de
fagon & ce que la somme sur I = des coefficients des a?

fasse 1

"

P Apy /o | 1€ ! ;. /e, | 1€}

(88)

W

) {pij/pmj i€} =1

Les &quations (85) a (87) étant valables pour tout facteur g? non
constant, on peut trouver un systéme de (Card Im—l) facteurs 32
(1 € o < Card Im-l) linéairement indépendants et de moyenne nulle (pour
p? ) issus de 1'A.F.C. de P" et vérifiant les équations (85) i (87).

m
P . s m
Au systéme précédent, on peut adjoindre le facteur trivial constant a,

-

dont toutes les composantes valent 1 , de fagon & avoir un systéme de

dans ces &quations

)
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Card Im facteurs linéairement indépendants vérifiant les &quations (85)

4 (87), ol compte tenu de (88), il faut remplacer le second membre par

o . . .m m o . .m_ m .
éa (i.e. par 0 si a = a, # a, , et par 1 si a = a, ). Or si
1'on considére le systéme des équations suivantes

< o< .. A . _ <O
(89) ¥a,0<oa<Card I-1: ) {xl a, | 1€ Im} Sa

-

on a Card I équations & Card I inconnues, dont le déterminant est
. m .. .
non nul, puisque les a (0 € o < Card Im—l) sont linéairement indé&pendants.

Ce systéme est donc un systéme de Cramer qui a une solution unique.

Comme les trois systémes de nombres (pour j fixé € Jn )
Pin/Pum | ie1}, {p;,/p,, | i€ .t {pij/pmj | i€ I} vérifient
(89), on a :

Vi€EI ,¥jEJ :
m n

p: /p = p

im’ “mm /p - pij/pm'

i’ Fme j

d'olt 1'on déduit en particulier que toutes les colonnes du bloc Im x J

sont proportionnelles & la marge sur I restreinte & I, Pp de P
m

On démontrerait de méme, en intervertissant les rdles de I et J ,
et ceux de Im et Jm que toutes les lignes du bloc In b4 Jm (ot
In =1- Im ) sont proportionnelles 3 la marge sur J vrestreinte 3 Jm s

Py de P . Il résulte alors du théoréme 7 que I, et J  sont associés.
m

Remarques.
. m m . m
a) Si a (resp. b ) est un facteur de variance 1 (pour P;
m

(resp. p? )) issu de 1'A.F.C. de P" et relatif i la valeur propre X ,
m
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son prolongement a (resp. b ) est un facteur de variance Pp. (resp.

ce w 2 '
P ) relatif i la valeur propre A(pmm) /(pm. p.m) dans 1'A.F.C. de P .

b) On peut montrer, 3 l'aide des formules de transition que s'il
existe un couple de facteurs (E?’Eé) issu de 1'A.F.C. de P" qui se
prolonge en un couple de facteurs (a,b) pour 1'A.F.C. de P , alors les
marges du bloc Im X Jm sont proportiomnnelles aux marges restreintes

correspondantes de P .

-

c¢) On peut définir les ensembles associés 3 partir du théoré&me
précédent. Si on n'a pas '"mettoyé" le tableau P comme indiqué i la fin
du § III.1.2. en regroupant par exemple les lignes et les colonnes propor-
tionnelles, i1l faut faire 1'hypoth&se que si I, (resp. I ) est vide,

toute fonction de moyenne nulle sur J, pour P; (resp. Im pour pg )
m m

se prolonge sur J (resp. I ) en un facteur de P associé 3 la valeur

propre nulle.
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ITII.3. Ré&duction de 1'A.F.C. de P .

ITI.3.1. Hiérarchiesassocies & P , quand on a des ensembles associés

et réduction de 1'A.F.C. de P .

Nous nous proposons ici de généraliser la démarche esquissée au §
III.2.1. pour effectuer 1'A.F.C. de P , a partir de 1'A.F.C. ‘de blocs
plus petits, quand on a un nombre quelconque de couples d'ensembles
associés {(Im,Jm) | m € B} non triviaux (i.e. différents de (¢,4) ,
(1,3 , ({i},8) , @,{j}) , (i}, {i}) , ¥ (i,j) €I x J ) indicés par un
ensemﬁle fini B . Nous supposerons que les &léments m,m' de B
vérifient les conditions données dans la remarque c¢) qui suit 1'&noncé du
théoréme 9 (cf. § III.1.4.1.) conditions auxquelles on peut toujours se
ramener, comme on 1'a d&ji dit, quitte 3 &liminer certains couples
d'ensembles triviaux, et nous dé&signerons par I' (resp. J' ) 1l'union
des Im (resp. I ) pour m décrivant B , union qui est en général

différente de 1 (fesp. J).

1’ U{l | m€B} C I

(90

J' U{J |m€B} C J

On posera également :

I" I - I'

on

J" J-J
Ces notations &tant fixées, on peut, en utilisant les points 3) et
5) du théoréme 9 remplacer les {(Im,Jm) | m € B} par les quatre series

d'ensembles associés suivants :
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1) une série d'ensembles associés {(Im,Jm) | mE Bl} telle que :

a) ¥mm' €B, , m#m' : Im N Im' = Jm N Jm' =@

1

b) U{I |meB}=1" 5 U {J |mn€B}=J

T L] .
c) Vmé‘.Bl’,am €s: I1,CI , J,CJ

d) {(Im,Jm) | m € BII constitue la partition la plus grossiéme de

(I',J') en couples d'ensembles associés.

e) Les couples précédents sont non triviaux, sauf dans le cas particulier
oi Card B, =1 , et I' =1, J'=J, cas ol ils se réduisent au couple

1.
(1,J)

2) une série de sous-ensembles associé&s non triviaux {(Im,Jm) | m € B2

telle que :
a) ¥ m,m' € B2 , m#F m' : Im N Im' = Jm r'\Jm, =@
b) ¥ €B '€ B, : I C1I J CJ *
n 2 .anl 1" m m' ° m m'

s s

¢) on peut trouver une partition de B, en deux sous-ensembles Bi et

B! wvérifiant les propriétés suivantes :
1 prop

1
. ¥m€E B1 ,'HBm C B2 tel que

1= u{r_, |m'€Bm} 3 J = U{Jm, [m'EBm}
{(Im,,Jm,) | m' € Bm} constitue la partition la plus fine de (Im,Jm) en

couples d'ensembles associés.

. m , on ne peut trouver de partition de s en couples
¥m€E BY d iti d (Im Jm) pl

d'ensembles associBs non triviaux autre que (Im,Jm) lui-méme.

(*) le s signifie 1'inclusion stricte.
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d) {(Im,Jm) | m€ B2 U BT} constitue la partition la plus fine de

(I',J') en couples d'ensembles associés non triviaux.

3) wune série de sous—ensembles associés non triviaux {(Im,Jm) [

. 1 "o, C C
m€B3} telleque.VmEBa,gm EBZUBI ImSIm"Jmst'

I,-1 et J , - J n'Btant pas associés.
m m m m

4) une série de sous—ensembles associés non triviaux {(Im,Jm) !
m € BA} telle que :

1 "
¥mEB, ,In €B , n" EB,

I,.c1 ¢, 3 J,CJ CJ,
m m m m m
s s s s

La premidre série d'ensembles est obtenue en remplagant, compte tenu
du point 3) du théor&me 9, les couples d'ensembles associés d'intersection
non vide de B par leur union. Si 1'on peut trouver une chaine d'ensembles
associés se coupant, et comprenant tous les &léments de B , on a alors
Card B1 =1, et le seul couple d'ensembles associés de B1 est (I',J") .

La deuxiéme série d'ensembles associés est obtenue a partir de la
décomposition de couples d'ensembles associés de B, (en fait de BY )

en couples d'ensembles associés d'intersection vide, conformément au point

5) du théoréme 9.

La troisidme série d'ensembles est construite 3 partir de couples

(Im,Jm) (m € B) tels qu'il existe m' € B avec Im C Im' , Jm - I

(Im,—Im , Jm,—Jm) n'étant pas un couple d'éléments associés.

Enfin les couples (Im,Jm) de la quatriéme série correspondent



~-131-

. soit a des éléments de B n'appartenant pas a Bl U B2 ) B3 s

soit a des couples intermédiaires, construits 3 partir des points

3) et 5) du théor&me 9 et ayant servi i déterminer les &léments de B,,B,,B

1°72°73

A partir des ensembles BI’BZ’BA’ on peut construire plusieurs
hiérarchies de sommet s associBes & P (ou plus exactement au bloc
I' x J' de ce tableau si on élimine les éléments triviaux de la forme
(Im,Jm) avec Card Im <1, Card Jm <1, éléments qui ne figurent pas par
hypothése dans BI,BZ,B4 et que l'on peut considérer comme des &lé&ments
isolés). Nous allons expliciter deux de ces hiérarchies : la premiére que

nous noterons A est la hiérarchie la plus grossiére (cf. § I1I.3.3) que

1'on peut construire 3 partir des ensembles associés appartenant 3 B ;

c'est une hiérarchie 3 un niveau qui est telle que Ss = Ter A = B1 .

La seconde hiérarchie, que nous noterons A] s'obtient 3 partir de A ,

en subdivisant les €léments de B; ; elle est telle que

- = "
S =B s Ter A1 B2 U B]

Notons que si 1'on accepte des couples d'ensembles associés triviaux
q P s

on peut, a l'aide des &léments de B3 construire des hiérarchies plus

fines que A] , en subdivisant les éléments k de Ter A] tels qu'il

existe m E B3 , avec Im C Ik s Jm C Jk , suivant (Im,Jm) et des

8léments triviaux {({i},8) | i € Ik—Im} et {(@,{jbH | j€ Jk—Jm} .

On peut aussi 3 partir des éléments de B, construire des hiérarchies
H telles que SS = B1 , Ter H = Ter A] = B2 U BT , mais comportant plus de
noeuds que A1 . Pour avoir la hiérarchie comportant le plus grand nombre
de noeuds possibles, il suffit d'associer a chaque élément m de Bi
la hiérarchie la plus grossidre que 1'on peut construire 3 partir des
€léments de B4 , puis réitérer le processus sur chacun des terminaux de

la hiérarchie ainsi construite, et ainsi de suite.
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-

Aux hiérarchies A et A1 précédentes, correspondent deux réductions

possibles pour 1'A.F.C. de P .
A partir de A , on obtient, d'aprés le th&oréme 14 la réduction

suivante : 1'A.F.C. de P se réduit :

a) a 1'A.F.C. du bloe (I" UV Bl) x (J"V Bl) déduit de P en
cumulant pour tout m de B, 1les lignes i de Im et les colonnes ]

1
de J
m

b) & L'A.F.C. des bloes {I_xJ | m€ B}
m m 1

Par ailleurs 1'A.F.C. du bloc I xJ pour m € Bi ,» bloc qu'on

notera P = se réduit toujours d'aprés le théordme 14 i :

. 1'A.F.C. du bloc Bm X Bm obtenu en cumulant dans Pm les lignes

i de Ik et les colonnes j de Jk pour tout k de Bm .

. 1'A.F.C. des blocs {I, xJ | k€ B}
m

Finalement 1'A.F.C. des blocs {Im xJ | m € Bl} se réduit
bl) 2 L'A.F.C. des blocs {B_x B | m € Bi} définis précédemment.

-~ ] "
b2) & 1'A.F.C. des blocs {(I, x J) | k€ B, UB(} .

La réduction de 1'A.F.C. de P suivant les A.F.C. définies en a), bl)

b2) correspond 3 la réduction obtenue 3 partir de la hiérarchie A

Notons que 1'on peut affiner les réductions précédentes, en considé-

rant les €léments m de B3 , ainsi que ceux de B4 .

111.3.2 Cas particuliers.

Si P est une correspondance diagonale par blocs, alors toute la
masse de P se trouve dans les blocs diagonaux {(Im X Jm) l m € B}

( B désignant 1'ensemble des blocs diagonaux) et les ensembles
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(Im,Jm) (m € B) sont associés. Notons que dans ce cas, ¥ myn €B , m# n ,

(Im U In , Jm ) Jn) est encore un couple d'ensembles associds, bien que

NI = In N I, = @ . L'A.F.C. du tableau P se raméne bien 3 celle des

b}ocs {(Im X Jm) | m € B} et & celle du tableau diagonal B x B ' dont ie
© &lément diagonal est égal a la somme des E€léments du bloc I, * o

(m € B) , A.F.C. dans laquelle toutes les valeurs propres sont égales 3 1 .

Un autre cas encore plus particulier est celui d'une correspondance
diagonale ; ce cas correspond au cas précédent quand tous les blocs

diagonaux se réduisent & un &lément.

Un autre cas particulier trivial est la correspondance produit :

dans ce cas tout sous—ensemble de I est associ& 3 tout sous—ensemble de J
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ANNEXE

UN EXEMPLE D'ANALYSE PROCHE DU MODELE DE CORRESPONDANCES HTERARCHIQUES :

STRUCTURE DES ECHANGES COMMERCIAUX EN EUROPE

(Données OCDE : annde 1972, L'unité étant La dizaine de millions de
dollans) .

Symboles : D=République Fédérale d'Allemagne, B=Bénélux,
A=Autrniche, F=France, GR=Gréce, IRL=ILande,
I=1talie, NL=Pays-Bas, N=Norvége, P=Porntugal,
E=Espagne, S=Sulde, CH=Sulsse, TK=Turquie,
GB=Grande Bretagne, YU=Yougosfavie, SU=URSS,
DDR=République Démocratique AlLemande, PL=Pologne,
CS=Tchécoslovaquie, H=Hongrie, R=Roumanie, B=Bulgarie,
DK= Danemark, SF=Finlande.


http://VemociK.atA.que
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xemple : La Belgique (B)exporte 334 vers L'Allemagne Fédérale (D)

i
+3
+*A
+J0K
+3F
+F
+CR
+IAL
L7
+ VL
*H
+P
+
+5
+CH
+7'K
+CB
+IV
+S5U
+LDR
+2L
+(CS
+HX
+R
#3U

*0
+8
*A
+CK
+S5F

+GR
+IRL
+1
+L
+N
+P
&

+CH
7K
+GB
(24
+SU
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+PL
+CS
tH
+R
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2 16 0 0
2 6 0 0
H 253 8 2
9 113 3 3
11 13 [ o
1 12 Q 9
3 53 2 2
39 29 1 1
S 96 1 1
9 9 o [
51 126 4 93
o 13 3 )
3 31 3 0
2 13 1 Q
3 s 2 o
1 6 2 0
1 3 1 o
1 12 1 0
0 3 1 [}
YV -S50 -DDR ~-PL
37 as 65 2S
2 9 4 4
4 9 3 6
1 3 2 4
1 3z 2 4
8 2y 7 10
1 3 0 1
0 1 0 2
31 27 L] ie
3 6 L] 4
2 2 2 4
[¢] 0 [ 1
2 2 o 3
4 13 € 9
3 3 1 2
1 .10 1 1
5 47 4 1s
[*] 23 8 7
30 0 246 182
7 200 ] 41
9 157 58 [+]
12 150 57 a6
S 108 31 16
5 6 18 io0
H 135 23 11
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VALSUR PROPRE POURCENTAGE DYINERTIE CUMUL

SN EWLNe

.518 .393 .398

.228 .175 .573

.133 - .102 .675

.122 .093 .769

.080 . L0681 .830

.068 .053 .883

.039 030 ’ .913

CONTRIBYTION DES COLONNES AUX ILERTIES ASSOCIZES AUX AXES TACTORIELS

-D L0356 .00S 421 .010 .079 264
-E L0136 .003 - .000 .138 . .166 T .224
-4 .001 .000 .008 .001 .002 .000
-DX .006 .000 .005 .153 .001 .001
-SF .c00 .006 .001 .095 .001 .002
-F .024 ,00u .089 .0u7 .090 .263
-GR .000 .0c0 .00S .00n .000 .000
~JRL .008 .000 .056 .162 C.148 - .028
-I .021 .002 .023 .051 .012 L1463
-NL .037 .00 .213 .018 .039 .007
-¥ .004 .000 .003 .083 .000 . 008
-pP .003 .00¢C . .002 .036 .006 .001
-E .005 .030 .001 .000 .010 .006
-3 .013 .001 .000 .131 .003 .013
-c¥ .007 .000 .006 .012 .012 .000
=04 .000 .000 .001 .001 .000 .000
-GB .921 .000 .137 .018 625 .121
-Iy .098S .00¢ .003 .003 .001 .001
-5y .190 674 .010 " ¢ .002 .000 .0062
-DOR .188 oLy .005 .000 .001 .01
-2L .088 .033 .001 .003 " .000 .001
-cs .195 ©.009 L0014 .000 ©.000 . .000
-H .66 L0134 .001 .0Cv .GOG .002
-R - .C8o .102 .000 L0290 .cot .00
-3V .089 .693 .022 .030 L0231 .001

”OHT’I:U'IOI DSS IGF’S AUX JNFRTIES ASSOCIFES AUX AXFRS FACTORIELS

+D 082 .019 2457 . .009 .035 -101
+3 .032 .000 .002 .023 .091 .270
+A .C03 .29%0 .067 .000 .012 023
+I: .008 .CCY .019 .0069 «022 .0%2
+5° .0090 .13 007 .CLS .015 .007
+F .039 .000 .059 .0489 .13% L1186
52 .002 .C00 .0C% .001 .00 .000
+I30 004 .030 .080 .014 «294 .087
+I .011 .C00 .007 .020 .007 .251
*L . «030 .000 .115 .053 118 .010
! .007 .000 .009 .115 .g70 .017
*? .003 .000 .006 .001 .009 .003
+£ .007 .000 .003 .Qoo0 .016 - .000
+S .007 L0090 .016 .125 Q22 008
+Ci .01% .000 .029 007 .000 .018
*TZ .000 .002 .002 .001 .00% .001
+C3 024 .,001 121 375 <137 .030
*YU .0C€2 .000 .002 .002 .000 001
+5Y .295 486 005 .00 .001 .000
+oon .080 .109 002 .001 .002 .011
*PL .070 .272 .001 .000 .002 .003
+CS .082 .056 .001 .001 .000 .001
i Gu7 063 .002 G601 .000 .001
+3 .09 .019 .000 .001 .001 .000

+3U .080 .159 .006 .002 .00 .003



+SU
+8U
+CS
+DC
+H
+PL
+R
+YU
+SF
+TX
+A
+I
+G3
+S
+D

+G8 -

+DX
+*Z
+N
+&
+CI
+IRL
+0L
+P
+3

COORDONNEES DLS

-F
-[EL

T1.533E00
“1.413F00
T1.262E00
~1.178E00
~1.152EF00
T1.103F00
“8. 7055701
T2.3897701

1.223F8701
1.651E701
2.593F701
2.8142701
3.1222702
3.179E701
3.650E7 01
3.9092701
4.299E701
%.3022701
4.,3422701
L.4715701
L. L74ET01
4%.787E701
%.798E701
5,8285701
4.89127G1

“1.742£200

“1.461£00

T1.525E£00

T1.400F£00

T1.332200

T1.257200

“1.176Z00

4.8772701
7.0462702
9.89:2702
1.220E7014
1.3292701
3.2328702
3.6158701
3.785c701
u.p01E701
%.020L 01
4,.046L701
%, 083E701
5.174E°01
4.25257¢5
4.89SE 01
5.1462701
$.332£701
§.507E 01

1.125500
~1.521F00
~“6.9012701
“8.573F701
“8.913E701
C7.3938701
S.7298701
"8.615E702
Tu.438F701
2.853E701
T4.3872702
2.675E702
1.862E702
T3.261F703
1.6325701
5.819E702
2.2322702
5.566C 02
1.5775702
6.,24427023
9.4415703
1.326E702
2,2355702
3.778E702
3.7972702
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T8.366£702

2.178E701
8.5955£702

T7.7928702

1.1978701
_5.860E702
T1.856E°02
~1.495F 0%
“2.401E701

:2.2535‘01
5.921F701

1.124F701

“2.255£701
2.397E701

6.1202701
4.469E701

~3.332E701
T1.536F701
T2.534E701
C2.7958701

3.1112701

T9.401£701
Tu.763E701
3.3138701

6.7465702

7.3082702

“1.2852701
T7.778£702
75.2895702
“8.984FT02
“4.3832702
“8.978E702
T1. 1765701

6.028£701
~9.898FK 702
“1.5925702
1 880701
“1.825£701
6.4817701

'2.5755'01

7.5188701
6.143F701
9.401F7 03
B.746Z701

“2.423r701
1.4202701

%.28927 01

“3.081FZ701

1.3352702

“2.029z701

COLONIES SUR LTS AX?ES :ACTORIELS

1.180L00
1.091200
5.026E°01
2.7275701
4,.398£701
5.524E701
T1.4G68E00
4.617E702
3.0405701
8.252E703
8.8215702
“7.2972702
77.919E5702
T1.782F 02
7.832C702
3.5045°03
“y.e07L702
3. sazf'oz
TB.086E702
Tu4.3805702
1.398~702
1.023£701
1.028£701
“1.615£702
“6.753L 702

L

T1.323701
T5.487E 02

1.355270%

“S5.1u5E702
"9.060F702
76.1975702

1.350E701
1.6505701
8.086E702
%.000F£701
1.829E701
2.401E701

T5.369E701

1.652E8701
2.2438701

“§.2125701

1.71887C1
3.313%701

“7.4335703

1.9702701
1.1775701
$.956L701
1.870E702
2.6u38701
8.659£°01

$.01CE702
3.910£702

'u.oooa:oz
T1.5€8F5 03
T3.u87E702

1.0578701

T§.950E702
T1.859£701

8.705£701

T3.26687 01
“1.538%£701

§.2902702

T8.0115702

2.2u42701

T2.89GE701

1.805£701
8.406L701
T2.2603%701
7.6565701
§.9778701
L173E702
“1.653£701
“u.21M4E7 01
9.6L58701
1.568E00

T6.3316F
“s.7u438

T2.739z 02
'3 0605702

T2.2208703
~6.933£ 02
3.4165702
6.3635702
7.5075702

“1.6575 02

2.8368701
2.389F701

“1.884F 01
- 8.990E702

3.909F 02
2.217E701
1.309E701

“u.4158701

2.8118701
2.5378701
2.9465701

T3.25%E701

3.1662702

1.606C00

3.065870
3.260F70

4.8445

“1.13587
T2.248F7
T2.22987

1.295F"
9.120F

~8.2728"
1.434E

6.115%7
9.4512

T1.8007

T1.848E"
“1.11987
7. 114"
2.837&7
2.591E"

7.85757
“6.0u08"
“2.35u8"

1.972E°
“u.239g7
“3.275%"

T3.6305701

1
1

“o2
02
02

02
02
02
02

~02

02
02
a2

~02

o1
01
01
01
02
o1
02
92
01
01
01
01

T1.215E00

7.6692703

C1.1732704
5,578£702

1.874£701

~5.958E702
8.9595702

7.074£703

C5.665E702
T1.79%FE 01
7.982E702

2,522E701
4,976X 701
3.044F702

T8.752E702
2.0787701

1.603F 01

“1.837E701

4%,177E702

“2.564E701
T3, 166Z 03

1. 783€ "33
“8.1098701
~9.991E702

“1.649E701

S.214E" 01

5.9172702
3.3362702

“1.606F£701

1.077E702
9.166E702
4.351F702

T3.9718702

1.310F701

T8.535£_02
’a.aeaﬁ_oz
“1.5672702

2.403E703
2.417E701

T1.1095702
“3.648E701
“3.5372701

T“1.3592701
4.1128701
“31.762C701
~“6.2020702
T1.7652701
7.780£702
“4.575E7014
9.291F7352
4.598£7 01
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COSINUS DES ANGLES DES VECTEURS-COLONNES AVEC LES SOUS-ESPACES

-2 CLBES | %69 .890 .a97 .932 .992
-3 .526 .537 .537 .688 .813 .938
-A .200 .228 426 4u9 L71 471
-DX .318 .320 .353 .838 .839 L840
-SF .065 .288 .298 .858 .861 .BGS
-F .514 .528 .676 .736 .806 .961
-G8 L1852 L1863 .593 L7586 .756 .766
-IRL L21% L2153 432 746 .882 .900
-r .508 .519 .599 <713 .729 .877
- .55% .S66 .880 .900 .927 .931
-4 .321 .323 .351 .757 787 .765
-P L432 Lu32 L1483 .919 .956 .959
-z .572 .572 .594 .600 .578 .719
-5 .332 .338 .339 .709 .712 .72%
-CH .533 L5384 .587 .67y .727 727
-TX .231 .29% 455 JSub .558 +587
-C3 .370 .370 .607 .630 .910 .867
-Yu .583 .586 .625 .670 .680 .701
-SU .623 .996 .999 .999 .999 .999
-DDR .883 .937 .940 .9u1 .9u1 L9486
-PL .73 .953 .954 .957 .957 .958
-Ccs .906 .923 .923 .923 .923 .923
- .908 .956 .958 -.959 .959 .961
-R .79% .990 .991 .991 .992 .992
-3V .821 .991 .993 .994 994 .995

COSINUS DES ANGLES DES VECTEURS-LIGNES AVEC LES SOUS-ESPACES

+D 487 490 .898 949 .962 .996
+3 .559 .561 566 612 .718 .932
~A .301 .30s .751 ©.752 .783 .836
+Di .366 .236 .ug8 L7217 779 797
+5F L11n L431 JHBEr LI5S .750 .808
+F .577 .577 .60 .79 .858 .951
+C3 .508 .509 .627 .59% .616 .6638

+IRL .201 .201 HL 479 .328 .898

+I 409 WH11 J4u3 .520 .536 .901

+NL .522 .522 L7235 .808 .902 .903
2 313 .318 .363 .738 .7869 792
+2 .510 .512 .620 .636 71§ .736
+Z L6030 .636 .722 .722 .826 .829
+5 .277 .277 .3u7 6623 .6990 694
+CH .67 .647 .738 .814 .18 .85%
*TX .238 474 .575 .593 .685 .695
+G3 .359 .363 .548 .881 .970 .981
L3 7 .353 .376 .43g 473 473 L1
+SU .BOW .968 .999 1.020 1.600 1.000
+DoR L7583 .831 .832 .933 .93% .928
+PL .784 .oug L9455 .9u6 .9a7 .949
Relof .BCY .822 .92 .925 .925% .626
-4 .760 .861 .6865 . 966 L9567 .967
+R .797 L3955 .855% .958 .961 .961

-8U .671 .98% . 991 .993 .9912 .96
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REPRESENTATION SIMULTANEE - Plan 3.4
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REPRESENTATION SIMULTANEE - Plan 5-¢
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