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On ne peut inventer de nouvelles stratégies pour rechercher des
axes ou des sous-espaces optimaux sans avoir au préalable passé en
revue, d'une part, les principales propriétés d'optimalité des analy-
ses factorielles, en les présentant de fagon synthétique et en exploi-
tant la dualité, et analysé et regroupé en familles, d'autre part, les
critéres qui permettent de retrouver axes et sous-espaces principaux.
C'est @ un tel examen de 1'analyse factorielle, sous 1'angle de 1'op-
timalité, qu'est convié le Tecteur dans cet article.

En analyse factorielle, rechercher un sous-espace optimal revient
d rechercher une décomposition optimale de la matrice de variance.
C'est 1a raison pour laquelle, dans une premiére partie, on se consa-
cre aux décompositions des formes quadratiques. On examine, dans un
premier temps, les différents types de décomposition que 1'on rencon-
tre en analyse factorielle et plus généralement en analyse de données
multidimensionnelles ; puis 1'optimalité des décompositions est envi-
sagée en faisant intervenir les deux préordres les plus naturels entre
formes gquadratiques . C'est en Tes regardant sous 1'angle de ces deux
préordres que 1'on peut commencer & classer les critéres permettant de
retrouver les sous-espaces principaux.

Dans une deuxiéme partie, ayant analysé le domaine de variation
du spectre des opérateurs qui caractérisent les sous-espaces et celui
des systémes de coefficients de Rayleigh associés aux bases orthogona-
les, on passe en revue et on analyse les propriétés de certaines famil-
les de critéres permettant de retrouver soit les sous-espaces princi-
paux soit les bases engendrant ces sous-espaces.
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En analyse factorielle on est pratiquement toujours conduit a une
décomposition de la matrice de variance V du type :

V=V, +V
1 2
. V1 » qui peut étre assimilée a une matrice de variance "inter",
est considérée comme 1'approximation de la matrice V fournie par les
facteurs

. V2 » qui peut étre assimilée & une matrice de variance "intra",
est Ta matrice de variance résiduelle.

Alors qu'avec C. Spearman et L. Thurstone on recherche une matri-
ce V1 , de rang petit, telle que V2 soit suffisamment proche d'une ma-
trice diagonale, en analyse en composantes principales, avec K. Pearson
et H. Hotelling, on recherche une matrice V1 , de rang petit, qui per-
mette de reconstruire suffisamment V .

Les deux types de décomposition correspondent & des problémes géo-
métriques de nature différente ;

. en analyse factorielle au sens de Spearman, si V2 est stric-
tement diagonale, le rang de V1 étant égal a q, i1 correspond & la dé-
composition de V une décomposition de 1'espace des caractéres F en
sous-espaces supplémentaires orthogonaux F1 , de dimension q , et

F2 = F'1 de dimension n -q , v&rifiant la propriété : si on projette

les caractéres xJ sur Fo » Tes residus ed Gbtenus sont deux & deux
orthogonaux.



La décomposition de la matrice de variance V correspond donc aux p dé-
compositions xJ = xJ +e’ , 1a matrice de variance V2 des résidus e’
étant diagonale.

Le sous-espace F1 n'est pas, en général, contenu dans le sous-

espace engendré par les caractéres x?

; si c'est le cas, au moins q
des résidus eJ sont nuls. Aussi, en général, & la décomposition en
somme directe de F n'est pas associée par dualité une décomposition

en somme directe de 1'espace des individus E .

Un exemple classique d'une telle décomposition, pour q=1, est.
celui de la décomposition de la matrice des corrélations R dont tous
les coefficients non diagonaux sont positifs et égaux a r :

R=rgjt+ (1-r) 1)

ol j est le vecteur (colonne) dont les p coordonnées sont égales 3 1.
Les projections x’ des caractéres sur la droite'F1 sont ici éga-

les & un méme vecteur de variance r , les résidus eJ etant tous de va-

riance (1-r).

On peut faire de 1'analyse factorielle au sens de Spearman sans
poser,comme le faisaient Tes psychométres du début du siécle, un moda-
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le : on ne postule plus 1'existence d'un sous-espace unique de rang q;
on se contente de rechercher parmi les sous-espaces de dimension ¢ ,

q étant choisi petit par rapport au nombre de variables p , celui qui
optimise un critére de diagonalité. Si ce critére est "rendre maximum
le déterminant de la matrice des corrélations résiduelles" (Howe 1955),
il est remarquable de constater que 1'on obtient, pour décomposer la
matrice de covariance, le méme algorithme que celui issu de la méthode
du maximum de vraisemblance (Lawley et Maxwell 1963) qui lui, fait~
référence & une population de Laplace-Gauss respectant rigoureusement
le modéle factoriel.

. En analyse en composantes principales, a3 la décomposition rete-
nue de V, V1 étant de rang q, correspond une décomposition de 1'espace
des individus E en deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux E1 s
de dimension q , et E2 =Ef’, de dimension p-q . Le sous-espace E1 est,
au sens de 1'inertie, le sous-espace de dimension q le plus proche du

nuage engendré par les points individus X;

A cette décomposition de E correspond, dans 1'espace des caracte-
res F, la décomposition duale du sous-espace engendré par les caracté-

res xJ . Ceux-ci sont encore décomposés sous la forme xJ =xY +eJ s
mais la matrice de covariance V2 des résidus n'est plus diagonale ;

par contre ici la somme des rangs de V1 et de V2 est égale au rang deV.

Dans 1'exemple du modéle & corrélations égales, la matrice de cor-
‘rétationR se décompose en somme de deux matrices V1 et V2 respective-
mentde rang 1 et p-1 ; avec :

r-1..,

y = 1t(p-1)r i

1

Ji' ; Vo=(1-r)I_+
p ‘ Py

Dans E Te sous-espace propre E1 de R de valeur propre 1+ (p-1)r
gst engendré par le vecteur j ; la valeur propre (1-r), d'ordre de
multipticité (p-1), admet 1'hyperplan E2 =E1 pour sous-espace propre.

DansF Ta décomposition duale du sous- espace engendré par les caracte-

J

res x¥ fournit 1es décompositions xJ —xJ +eJ ; avec : é z xJ

oJ

L 'approximation x° , qui est homothétique 3 1la premiére composante
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1+(p-1)r
P

tions entre les vésidus ey » de variance (p-1)(1-r)
p

s 1
am

principale si r est positif, est de variance ; les corréla-

, sont égales

Aux deux grands types d'analyse factorielle correspondent donc
des recherches de sous-espaces optimaux au sens de critéres différents
et conduisant @ des décompositions de la forme quadratique V de natu-
res différentes. Dans cette premiére partie , ayant dans un premier
chapitre passé en revue les différentes décompositions de forme qua-
dratique que 1'on rencontre en analyse linéaire, on s'intéresse, dans
un deuxiéme chapitre, au probléme général de 1'ajustement d'une forme
quadratique par une autre de rang inférieur fixe.

1. DECOMPOSITION DES MATRICES SYMETRIQUES POSITIVES DE TYPE V =V1_122‘
DUALITE ET ORTHOGONALITE ENTRE SOUS-ESPACES

En analyse factorielle Tla donnée q'un tableau "individus x
caractéres" X & p lignes (caractéres xJ) et n colonnes (individus Xi)
est inséparable de la donnée de deux métriques : la métrique M permet
de mesurer la proximité entre les individus-colonnes ; la métrique dia-
gonale des poids Dp (distance en moyenne quadratique) permet d'expri-
mer les cosinus d'angle entre caractéres-lignes en terme de corréla-
tion. Le tabtleau X étant supposé centré, au triplet (X,M,Dp) est alors

associé le schéma de dualité (Cailliez et Pagés 1976).

E=RP € X Fx
D

M|V wj )
E* > F=R"

XI
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Dans ce schéma V et W désignent les (pseudo)'métriques induites’
sur les duaux E* et F” par Dp et M respectivement :

V=X Dp X! H W=X MX

La matrice associée a V , X étant centré, n'est autre que la ma-

trice de variance entre variables x° .

1.1 Analyse en composantes princdpales

L'analyse en composantes principales effectuée sur le triplet
(X,M,Dp) fournit simultanément des décompositions de la matrice de
variance V = X Dp X' et de la matrice M .

Si les axes principaux Ah. , de valeurs propres Ai’ sont engen-
i
drés par les vecteurs M-orthogonaux up s le systéme des facteurs prin-
cipaux v = M Uy étant alors M'l-orthonormé, on a simultanément :
=2Z X, u. u! R 1 =2 v, v
v iUy us H Vi V;

1

D'oli, si on ne retient que les q premiers axes principaux, les
deux décompositions :

(1) Vo=V Y, ; (2) M=M +M

les deux décompositions vérifient :
(3) rang V = rang V1 +rang V2 ; (4) rang M =rang M; +rang M,
Remarquons que 1'on a de plus :

MVM

it
™
>
<
<

WMV = T x? wou

vlogd !

)
4
<
<
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Si 1'on retient les g premiers axes principaux, les décompositions
associées a ces formes quadratiques vérifient au niveau des rangs des
propriétés analogues & (3) et (4).

Les conditions (1) et (3) sont caractéristiques des décompositions
de E en sous-espaces suhp]émentaires E1 et E2 V'l-orthogonaux 3 les
conditions (2) et (4) le sont de méme pour des sous-espaces M-orthogo-
naux. Les quatre conditions sont caractéristiques des décompositions

en somme directe baties & partir de sous-espaces engendrés par des axes
principaux.

Si El et E2 sont des sous-?ipaces principaux supplémentaires °
M-orthogonaux (ils sont alors V “-orthogonaux), les projecteurs A et
(I -A) associés a la décomposition E = E1 + B, sont a la fois M et
V—l-symétriques (A vérifie par exemple : A'M = MA ; avhooyl A) 3
on a simultanément :

V. = AVA' 3V, = (I-A)V(I-A') ; M

. ) = A'MA 3 M

= (I-A")M(I-A) .

1 2

Si on se place dans 1'espace des caractéres F , & la décomposi-
tion E = E1 + E2 de E correspond, par dualité, la décomposition en
somme directe F = F1 + F2 de F , ol F1 est le sous-espace engendré
par les g premiéres composantes principales et F2 son supplémentaire
Dp-orthogona].

RP - F & X F*
MV : WwllD
p
A > F=R"
XI

Notons B et I-B Tes projecteurs Dp—symétriques associés a la de-
composition F = F1 + F2 . Aux décompositions (1) et (2) des formes
quadratiques M et V correspondent par dualité les décompositions :
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W=W o+ W, H Dp =P Py,
des formes quadratiques W et Dp .0Ona:

W, =BWB' ; W

1

o= (1-B) H(I-B') 5 Py =B'D B ; Pp=(I-8')D (I-B) .

Les projecteurs A et B sont reliés par la formule :

1 1

A=XB"D BX' V
p

=XD_ B X'V
p
I1 existe une infinité de métriques M -et M1 appartient 3 cette
infinité- telles que les axes principaux du triplet (X,M,Dp) coinci-
dent avec ceux du triplet (X,M,D_). Ces métriques de fagon générale

p
s'écrivent :

M=2Zoa, v, v; H oy =0

i=1,...,p-1

I1 existe, de fagon symétrique, une infinité de matrices V qui permet-
tent, M étant fixé, de retrouver les axes principaux et cela dans le
méme ordre.

Ces remarques sur les classes de formes quadratiques M et Q sug-
gérent déja que tien des critéres permettront de retrouver les axes
principaux comme solutions d'un probléme d'optimisation, si on ne gar-
de des valeurs propres que 1'ordre dans lequel elles se rangent.

1.2 Régression et analyse canonique

Bien des décompositions de formes quadratiques de type V =V1 +V2,
que 1'on rencontre en analyse de. données, ne vérifient pas 1'égalité :
rang V = rang V1-+rang V2 . Ces décompositions ne sont pas alors asso-

ciéesd une décomposition de 1'espace E en sous-espaces V'l-orthogonaux.
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En régression multidimensionnelle, par exemple, si on note :

12 -

Vo1 Va2

Ta matrice de variance associée aux (p+q) variables considérées, on
exploite la décomposition :

) -1 o -1
Vi1 = V12 Vo2 Vo1 *V11 7 Vo2 Vo2 Vo

L'analyse canonique peut &tre alors présentée comme une analyse
fine de la forme quadratique."inter" V1 précédente . L'analyse de la
variance expliquée par la régression conduit @ rechercher, par exem-
ple, les axes canoniques qui sont obtenus en diagonalisant soit
V1 Vél (optique du F de Fisher) soit V1 vl (optique du rapport de
corrélation). Rappelons que dans le cas particulier de 1'analyse fac-
torielle discriminante, le support de V1 (image de Vl) est engendré

par les centres de gravité associés aux différents groupes considérés.

1.3 Analyse factonielle au sens de Spearman et Théonie des dmages

Supposons que le modéle a q facteurs s'applique strictement et
que 1'on connaisse la décomposition correspondante de la variance to-
tale :

vV = V1 + V2

ou : . V2 = D est une matrice diagonale supposée de rang p

-
|

1° V-D est Ta matrice de variance de rang q expliquée par
les facteurs.

Tout se passe comme si on avait effectué la rédression entre les
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p variables xJ (matrice de variance V) et les q composantes factoriel-

les. L'analyse fine de la variance expliquée V1 = V - D peut donc s'ef-

-1

fectuer en diagonalisant V1 Vél = (V-D)D ° (optigue de Fisher).Si on

adopte les mémes notations qu'en analyse en composantes principales,

les q axes canoniques Au vérifient donc :
i

-1

(V-D)D" u; =X

pus gl =y
et : V, =V-D=2X Uy u:

Remarquons que les q vecteurs ug > qui forment un systéme

D—l

désigne le symbole de Kronecker :

-orthonormé, forment aussi un systéme V'l-orthogona1 3 Si 611.

-1 _ i
VU up) s e Byt

Mais en général, quand on postule T'existence d'un modéle & q
facteurs, on ne connait pas la décomposition correspondante de Ta va-
riance totale. Pour 1'obtenir on peut s'inspirer de la solution parti-
culiére proposée par Lawley (Lawley et Maxwell 1963) & 1a méthode du
maximum de vraisemblance, solution identique, nous 1'avons vu, a celle
a laquelle on aboutit quand, mettant de coté toute considération sta-
tistique, on cherche & rendre maximum le déterminant de la matrice des
corrélations résiduelles (Howe 1955) ; on s'appuie alors sur le systé-
me. d'équations :

(7) D = diag V2

Ce systéme,dans lequel V désigne 1'estimateur sans biais de la
matrice de variance, est résolu par itérations, en général sans trop
de problémes, a partir d'une premiére approximation de la matrice des
"spécificités" D . Cette premiére approximation de D fait trés souvent
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référence a la "théorie des images" de Louis Guttman (L. Guttman 1953
et R.P. Mac Donald 1975) ; il en est ainsi, aussi, des méthodes qui
permettent d'éviter les itérations.

L. Guttman a proposé, avec la théorie des images, d'étudier la
structure des corrélations en effectuant les régressions entre chacu-
ne des variables et toutes les autres. Le tableau des données centré-
réduit X , de matrice de corrélation R , se trouve alors décomposé en
deux tableaux : le tableau expliqué par les régressions X1 , appelé
image partielle, et le tableau des résidus X2 , appelé anti-image par-
tielle (on parle d'image et d'anti-image quand on se situe dans la po-
pulation et non pas dans un échantillon).

Les éléments diagonaux de la matrice I Y , ol :52r=[diag R_l]'l,
étant égaux aux carrés des coefficients de corrélation multiple, le
tableau des résidus s'obtient directement par la formule :

Les matrices de variance, associées aux tableaux X1 et X2 respec-
tivement, s'écrivent alors :

TR-s?y = r-25% + 2 pls?

(9) vy = (R-S9)R

(10) Vv

1]
w

On a donc l1a relation :

2 p-1 <2

(11) V=R=V, 4V, -25 S

1*V2 (R

-1)
On comprend mieux 1'intérét de la théorie des images quand on se
remet en mémoire les questions posées par les disciples de Spearman au
début de ce siécle. Compte tenu de 1'importance accordée a 1'interpré-
tation des facteurs, i1 était normal que ceux-ci s'interrogent sur la
stabilité des résultats fournis par les techniques mises au point.
Cette stabilité dépend de 1'influence du choix des variables sur la
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structure mise en évidence. Le nomtre p de variables choisies étant
suffisamment grand, pour que le modéle soit valide, i1 faut qu'en par-
ticulier les propriétés suivantes soient vérifiées :

. Te minimum q de Vl’ permettant d'obtenir théoriquement une ma-
trice de variance V2 diagonale dans la décomposition R = V1+V2 , est
indépendant de p . '

. la décomposition de V précédente est la seule de rang q de ce
type (unicité).

. le sous-espace engendré par les q composantes factorielles est
indépendant de p .

D'aprés la troisiéme propriété : quel que soit le couple (x,y) de
variables de 1'univers considéré, la corrélation partieile entre x et
y "sachant les composantes factorielles“ doit étre nulle. Si on dispo-
se de variatles "subp]émentaires" on dispose donc d'un moyen simple
pour juger de Ta validité du modéle factoriel.

L'univers des variables auquel i1 est fait référence est plus in-
saisissable que la population d'o@ sont tirés les individus : comment
étre slr que les variables tirées respectent la structure de 1'uni-
vers ? C'est-a-dire : permettant de les extraire, renferment-elles
toute 1'information sur les facteurs ? Supposer que sur cet univers
un.modé1e a q facteurs s'applique rigoureusement est un acte de foi
qui ne peut étre conforté qu'en mettant le modéle & 1'épreuve sur des
Jjeux de variables de plus en plus grands. Aussi, mettant de coté le
probléme de 1'unicité, qui semble mineur si q est pris petit devant
p , la seule question & laquelle pouvait tenter de répondre le psycho-
métre d'alors &tait la suivante : les variables étant supposées tirées
d'un univers, si le modele & g facteurs s'applique rigoureusement sur
cet univers, que dire des décompositions de la matrice de corrélation
R quand on fait croitre le nombre de variables tirées jusaud 1'infini ?

M. Roff (1936) cité par R.P. Mac Donald (1975) a montré le pre-
mier que 1a part de variance d'une variable expliquée par les compo-
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santes factorielles (communauté), sous 1'hypothése du modéle a q fac-
teurs, était supérieure au carré du coefficient de corrélation multi-
ple de cette variable avec 1'ensemble des autres variables. Si on
considére les deux décompositions d'une variable quelconque x , prise .
parmi les p , que fournissent respectivement théorie des images et
modéle factoriel ‘

X=X teg (théorie des images) ; x =x,+e, (modéle factoriel).
On peut écrire en effet :
g1 = 1 x =xq 1% =[] x = xp + %5 = x| = |l ey + x5 = x4

Le modéle factoriel exige 1'orthogonalité entre e, et x, d'une
part, et les (p-1) variables autres que x d'autre part ; e,y est donc
orthogonal & la fois a X, et x; 5 ona donc bien :

lepll? < Hlepll? 1%y = xq 11 = leqll?

Le nombre q de facteurs restant fixé, L. Guttman a alors montré
que, si 1'on fait tendre le nombre de variables p vers 1'infini, sous
certaines conditions qui paraissent réalistes, 1'inégalité précédente
tend & devenir une égalité. S'il y a égalité la décomposition gu'of-
fre la théorie des images coincide avec la décomposition induite par
le modéle factoriel ; aussi,sous 1'hypothése de 1'existence d'un modé-
le de rang q. peut-on écrire, si p est pris suffisamment grand, que la
matrice obtenue en sommant les matrices de variance associées au ta-
tleau image et au tableau anti-image est proche de R . L'équation (11)

conduisant & 1'identité : R'1 52 =1 , montre alors que R_1 peut étre
considérée comme pratiquement diagonale, tout en ne peuvant, R ne 1'é-

tant pas, 1'etre tout a fait.

Si on reprend par exemple la matrice de corrélation :
R=rjj'+ (1-r)1 , ol toutes les corrélations sont égales a r ,
la matrice R™! s'ecrit :
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Rl - jjr+81

- r
avec : a = - et B =

1
(1-r){((p-1)r+1) 1-r

I1 est clair ici, lorsque p tend vers 1'infini, le coefficient hors
diagonal o tendant vers zéro et les &léments diagonaux tendant donc
vers § , que la matrice R'1 va vers une forme diagonale. Mais i1 faut
remarquer que la somme des carrés des p(p-1) cosinus construits & par-
tir des é€léments non diagonaux de R'1 tend alors, non pas vers zéro
(critére classique de diagonalité), mais vers une limite finie toujours
égale a 1 . Si a la limite R_1 n'est pas strictement diagonale, elle
T'est en tout cas considérablement plus que R .

Ce sont ces remarques sur le comportement & 1'infini de la struc-
ture des corrélations qui ont conduit K. Joreskog (1963) puis H. Kaiser
(1970) & proposer des stratégies qui se révélent efficaces pour mener
d bien les calculs en analyse factorielle au sens de Spearman.

La stratégie de Joreskog repose sur 1'hypothése que la matrice
diagonale des spécificités D, lTimite des V, dans les itérations impli-
quées par les écuations (5).(6) (7), est du type t 52 , ol t est un
nombre compris entre O et 1 ; pour obtenir la décomposition cherchée de
la matrice de corrélation, t n'étant pas connu a priori, on diagonalise
la matrice R S'2 dont les (p-q) derniéres valeurs propres sont égales
a t, si le mdéle est de rang q et si 1'hypothése de Joreskog se trou-
ve vérifiée. Pratiquement q et t sont estimés simultanément ; le rangq
est choisi de facon que les derniéres valeurs propres de R 5_2 puissent
&tre considérées comme égales, leur moyenne fournissant une estimation
de t . La méthode préconisée par Joreskog revient 3 effectuer 1'analyse
en composantes principales du triplet (X,M,Dp), ot Ta matrice associée
a la métrique M est égale a diag V'1 , 1 X est simplement centré et &
diag Rl =572
France : métrique de Joreskeg.

, 81X est de plus réduit. Cette métrique est appelée en

La stratégie de Kaiser est encore plus directement inspirée de la
théorie des images. Si on suppose que la matrice de variance V1 de
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la décomposition factorielle peut étre assimilée d la matrice de va-
riance du tableau image, la matrice V2 étant approchée par la matrice
52 , considérée comme une bonne approximation de Ta matrice de varian-
ce du tableau anti-image (si R'1 est suffisamment diagonale :

s g4 52 R 52), i1 est logique de diagonaliser :
(R-S2)RI(R-5%)s72

que de Fisher). Cette fagon d'opérer proposée par Kaiser est en réali-

, pour mener & bien 1'analyse factorielle (opti-

té trés voisine de celle introduite par Joreskog ; en effet :

-2 2

si:RSZuyu=Au;alors : (R-SORTI(R-52)5 2w = (n +%-2) u
Les deux analyses conduisent donc aux mémes vecteurs propres qui

peuvent apparaitre, il est vrai, dans des ordres différents.

C'est 1a méthode de Kaiser qui semble & 1'heure actuelle avoir la
préférence ; elle a en particulier une place de choix dans un logiciel
comme le BMDP.

IT est & noter que 1e modéle de Spearman peut se généraliser au
cas ot les variables sont regroupées en paquets ; la matrice de va-
riance des résidus est alors supposée, non plus diagonale, mais diago-
nale par blocs. Si on utilise en premiére approximation, comme précé-
demment, les résultats que fournit la théorie des images quand on
travaille par blocs, on obtiendra sans difficulté la soluticn.
L'anti-image X2 dans la théorie des images "par blocs" sera obtenue a
1'aide d'une formule analogue & (8) :

X 3 avec : SE = [diag-b]oc(R_l)]'_1

ou, R désignant la matrice de corrélation, diag-bloc (R"l) est la ma-

trice diagonale “"par tlocs", issue de R'1 , correspondant & la répar-
tition des variables en paquets.

De cette généralisation on peut déduire une fagon d'envisager
1'analyse factorielle sur variables qualitatives au sens de Spearman.
Dans ce cas, si X est le tableau des indicatrices des modalités des
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variables qualitatives, le réle de R est joué, non par le tableau de
Burt X Dp X' qui n'est pas inversitle, mais par la matrice Z Dp Z' ol
Z se déduit de X par centrage et suppression d'une colonne par bloc

associé a chaque variable. La diagonalisation de : 5;2 R dans 1'opti-

que Joreskog, ou de : SEZ(R —SEZ)R'I(R -5;2) dans 1'optique Kaiser,
donne alors les facteurs dont 1'image par Z fournit les composantes

factorielles recherchées.

2. AJUSTEMENTS OPTIMAUX DE RANG FIXE INDUITS PAR LES INEGALITES
USUELLES ENTRE FORMES QUADRATIQUES

La régression et les analyses factorielles conduisent donc & la
décomposition d'une forme quadratique semi-définie positive V en somme
de deux formes quadratiques semi-définies positives V1 et V2 . Dans
ces décompositions V, peut étre considérée comme un ajustement de V .
Dans ce chapitre on s'interessera, de fagcon générale, au meilleur ajus-
tement de V par une forme quadratique inférieure a V ; 1'espace vecto-
riel E &tant supposé de dimension p , les formes quadratiques considé-

- e e ~ . . *
rées seront assimilées a des applications de E° dans E.

Deux types d'inégalités peuvent étre exploitées pour comparer les
formes quadratiques semi-définies positives, dont 1'étude renvoie & la
géométrie des ellipsoides : la premiére traduit 1'inclusion des ellip-
soTdes ; la seconde exploite les différences dans les longueurs de
leurs grands axes.

2.1 Indgalité basse-sur L£'inclusion des eflipsoides

V., et V, sont deux formes quadratiques définies sur un méme espa-
*1 2
ce E" .

Definition- 1 : Ordre O1
V1 est dite inférieure a V2 , au sens de 1'ordre O1 , si la forme
quadratique V2 -V1 est semi-définie positive. On &crit alors : Vlsé VZ'
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Si A est une application Tinéaire de E dans F :

A

F < E

AVAY v

F* —N E*

Al

On démontre sans difficulté le lemme suivant :

~Lemme 7 : Si 1'application linéaire A est injective les deux proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

<
(a) V1 V2

Ig '
(b) AV A <AV, A

Remarque : si 1'application A n'est pas injective on a seulement :

_______ (a) = (b) .

Le théoréme bien connu suivant (Cailliez et Pagés 1976), pouvant
étre considéré comme & la base des théorémes de Gauss-Markov et de
Cochran, joue un rdle important en analyse des données.

Théoneme 1 : Considérons la décomposition V = V1+V2 de la forme qua-
dratique V ; notons A le projecteur V_l—symétrique défini sur E , ayant
méme image que V1 . Si V est non dégénérée ou si V est semi-définie?
positive, les trois propositicns suivantes. sont équivalentes :

{a) rang V = rang V) + rang V2

(b) Vy = AV A
(c) v, = (1 -A) V(I -A)'
Sous la condition (a) du théoréme 1, V1 et V2 sont semi-définies
positives dés que la forme V = VI +V, 1'est 3 le Temme suivant, corol-

laire de ce théoréme, se démontre alors sans difficulté :
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- Lemme 2 : Soit V une forme quadratique définie positive ; soit B un
projecteur quelconque défini-sur E et A le projecteur ¥ t-symétrique
ayant méme image que B ; on a les deux propriétés :

(a) AVA' < BVB
(b) BVB'< V=EB=A

Ce lemme précise donc en particulier, si V est une matrice de covarian-
ce, que la variance obtenue par projection est minimum (théoréme de

1

Gauss-Markov) quand le projecteur A est V™ '-symétrique (projection

V'l-orthogona1e de 1'ellipsoide de dispersion).

Ce théoréme suivant, qui découle des Temmes 1 et 2, permet de
simplifier la recherche de la forme quadratique de rang q , inférieure
& vV, ajustant au mieux V .

E < E
A
W AvAa' v
E* > E*
AI

Théonéme 2 : Si la forme quadratique semi-définie positive ¥ , de
rang q , est inférieure a V (supposée de rang p), il existe un projec-
teur unique A , de rang q , tel que :

W<AVA <V
A est le projecteur vl symétrique ayant méme image que W .
La forme AV A' , qui fournit un ajustement de rang q “par en-

dessous” maximal de V peut donc étre appelé ajustement sous dominant,
de rang q , de V .

Pamonsthation :

(1) Si B est un projecteur de méme rang q que W, sous 1'hypothése
W<V, ona 1'équivalence :
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W<BVB'<* image W = image B .
en effet :
- 51 image W = image B , Te projecteur B' ayant méme noyau que W :
W(x) =W(B'x) =BWB'(x) ; pour tout x de E* .
On en déduit : W =B W B' ; et d'aprés le lemme 1 :
W<V=BWB' =W<BYVB'
-siW<BVB
ker'B' T Ker W ; or rang B = rang W ; donc : Ker B' = Ker ¥ .

(2) D'aprés le lemme 2, parmi les projecteurs de rang q , seuls
les projecteurs V-l-symétriques A vérifient la propriété : AVA' <V,

Si on considére le projecteur A , V_l-symétrique et de méme ima-
ge que ¥ , on a donc, si W<V :
d'aprés (a) : W <AVA ;
d'aprés (b) : AVA'<Y

et A est le seul projecteur, de rang q, vérifiant ces deux propriétés.

1 1 2

=AVV " A=A=A, conduit & la pro-

position suivante comme corollaire du théoréme 2 ; elle donne un moyen

La remarque : AV A' V™

simple pour contr6ler que 1'on dispose d'un ajustement sous-dominant
d'une forme quadratique V .

Proposition 1 :

Considérons la forme quadratique semi-définie positive W de ranggq

inférieure @ V : W est un ajustement sous-dominant de rang q de V si

1

et seulement si A = W V'~ est un projecteur V_l-symétrique.
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Le théoréme 2 a une interprétation géométrique immédiate dans E :

support \
de W -

Figure 1

Représentation des ellipsoides de concentration associés
a W, AVA' et V .

Si on se référe a la figure 1 :

. 1'identité des supports de W, AVA' et BVB' traduit la proprié-
té d'identité des images

. les ellipsoTdes AVA' et BVB' sont obtenus par projection de
1'ellipsoide V (ombres portées)

. la propriété "8tre inclus dans" pour un ellipsoide traduit la
propriété "étre inférieure 3" pour une forme quadratique.

. la direction de projection qui permet d'obtenir 1'ellipsoide
AVA' est définie par le supplémentaire V'l—orthogonal du support de W;
cette direction coincide avec celle des sous-espaces tangents & 1'el-
Tipsoide V aux points d'intersection avec le support de W.
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Le théoréme 2 s'applique en particulier dans le cas de la régres-
sion (Cf. 1.2). Si on considére la décomposition :

-1

) -1
1= Y12 Vo

v Vo + (Vg = Vyp Vop Vpy) 5

11

1'ajustement V12 Vzél V21 de rang q (variables explicatives yj) de

la matrice de variance V11 de rang p (variables & expliquer xJ) véri-

fie :
-1 <
Y2 Vo2 Vo1 S Y
D'aprés ce qui précéde il existe un projecteur unique A, derangq,
tel que :
voov ol v, < AvA <y
12 22 21 11 11

A est le projecteur Vlll-symétrique ayant méme image que V12
. - 3 _1
{image V12 image V;, V22 V21) .

Rappelons,en dressant le schéma de dualité,quels sont les espa-

ces considérés :

E-£, ¢—P—p, <% Fx LY S
AVA! Vv, Tnp Tvzz
B ——— B ¢ Fog 3
A X' v

L'espace E coincidant ici avec 1'espace E, de dimension p ol les

1
individus sont représentés par les vecteurs X§ s la proposition sui-

vante précise ce qu'est 1a matrice AVA' (V =V11) :
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Proposition-7 :

Si les vecteurs ;j (tatleau ?) désignent dans F les projections
des variables yj (tableau Y) sur le sous-espace engendré par les va-
riatles xj (tatleau X), AVA' n'est autre que la matrice de variance
expliquée que 1'on ottient dans la régression de X sur ; .

~Démonstration

12 (V21 Vlil Vlz)i1 Vo1 estnla matrice de variance expli-

Vo= v
quée par la régression sur Y ;ona : V<V = V11 . L'application
vyl
on a donc d'aprés la proposition 1 :

est le projecteur V'l-symétrique A ayant méme image que V12 ;

Voo V SAVA' =V <V,

1
12 V22" Vo

On voit donc, en particulier, que reconstituer dans F par régres-

) a partir de g < p combinaisons linéaires o =xty,

sion p variables x
de ces variables conduit & approcher par en-dessous de fagon maximale
la matrice de variance V par une forme quadratique V1 = AVA' = Q .
L'application A = V, vl et ators 1e projecteur V_l-symétrique sur le
sous-espace engendré par les vecteurs V Vj (image de V12)' Cette opé-
ration correspond & la formule de reconstitution des données en analy-

se en composantes principales.

En analyse factorielle au sens de Spearman les composantes fac-

torielles ck , qui conduisent & 1'approximation W de V , ne sont pas

des combinaisons linéaires des variables X ; les covariances entre

les composantes et les xJ (saturations) sont directement calculées
sans passer par le calcul des coordonnées sur les axes factoriels
(scores). On ne sait pas directement calculer ces scores et différen-
tes maniéres de les approcher ont été proposées dans la littérature

(Lawley et Maxwell 1963).
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Se plagant dans 1'espace des variables F, reprenons les formules
de reconstitution des variables dans le modéle de Spearman & q fac-
teurs. A la décomposition : F = F1 + F2 , que postule le modéle,
correspond, si le sous-espace F1 de dimension q est muni de la base
orthonormée des vecteurs ck , les formules de reconstitution :

(12) x) = x4+ el = kzl uﬂ ck +ed s j=1,..0,0p
<J

. les coordonnées de la projection x* (tatleau i) de la varia-

ble x3 sur le sous-espace F1 , dans la base des ck , sont les "satu-
rations” uﬂ .

. les variakbles eJ
J

représentent 1'erreur faite dans la reconsti-
tution des x° ; elles admettent la matrice diagonale D pour matrice
de covariance.

On pourra supposer par la suite que les vecteurs ck , qui a pri-
ori sont définis & une transformation orthogonale prés, chncident
-1$ Dp) 5
ce choix, cui correspond & ce que 1'on appelliera "“la solution de

avec les composantes principales normées 3 1 du triplet (X, D

Lawley" (Lawley et Maxwell 1963), est cohérent avec les équations in-
troduites au paragraphe 1.3 ; i1 impose, dans 1'espace des 1nd1v1dus
E , 1'orthogonalité au sens de D -1 des vecteurs U de coordonnées uk
Les carrés des normes des vecteurs Uy {axes canoniques) seront pris

égaux aux valeurs propres A, de (V -D)D'1 .

Si on note U la matrice (p x q) des coefficients de régression
ui , qui ne sont autres que les covariances entre les variables xJ
et Tes composantes factorielles ck , aux formules (12) correspond la

décomposition de l1a matrice de variance :
V=UW"+D ;

dans cette décomposition : W = UU' est 1'approximation par en-dessous
de rang g qu'offre le modéle factoriel,
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Transposées dans 1'espace E ot les individus sont représentés
par les points X5 o les formules (12) s'écrivent :

(13) X; = U c; *oey H i=1,,...n.,

Dans chacune de ces formules :

. le vecteur o est le vecteur des scores de 1'individu i .

. le vecteur e; représente 1'erreur faite dans la reconstitution

des x. .
i

Si X (pxn) et C (gxn) sont les tableaux dont les colonnes sont
les vecteurs X; et < respectivement, on peut dresser le schéma de

dualité :
X
/’ \
U C
ERP &——— R < F
v W=Uuu' I D
p
£ —> E? —_— F
v
Xl

L'approximation du tableau X fourni par le modéle factoriel est :
X=UC

Opérant dans 1'espace des caractéres F , Thomson (Thomson 1951),
pour estimer les scores, a proposé de remplacer les composantes facto-
rielles ck par leurs projections ¢~ sur le sous-espace X'(E*) engen-

dré par les variatles x . Aux approximations :
¢ = xvlx D, c

correspond alors, puisque : U = X Dp C' n'est autre que la matrice
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J et ck

des covariances entre les variables x , le tableau :

(14) T

-1,

&tant a la fois D™}
1

La base des vecteurs propres de (V ~-D)D et

V'l-orthogona1e, la matrice de variance U'V - U associée au tableau C
n'est autre, dans Te cas de la solution de Lawley, que la matrice dia-
AL

gonale des -

1+Xi

(15) UV R U = Dy N (Lawley)
+

J

La reconstitution X de X par régression des x¥ sur les approxi-

mations ck conduit & approcher V, non plus par W, mais par 1'ajuste-
ment sous- dominant AVA' , de rang q , supérieur a W :

K < AVAY < Vg

d'aprés ce qui précéde A est le projecteur V'l-symétrique qui a méme

image que W .

D'aprés (14) et (15) : U =X Dp c' (C Dp c)
des coefficients de régression des xJ par rapport aux ¢ , s'écrit :

matrice (p xq)

(16) U= oyl
On en déduit :
(17)  x=0c¢=u viytuvly

L'image de W coincidant avec celle de U , le projecteur :
A=U (U'V'1 L')'1 wyl , est bien le projecteur V'l-symétrique sur
1'image de W ; on a de plus :

(18)  AVA' = y(uvt
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Au Tieu d'opérer dans F comme Thomson, opérons dans E par "cali-

bration" : si on considére la formule (13), i1 semble naturel d'esti-

mer les coefficients inconnus cg en projetant chacun des vecteurs X;

sur Te sous-espace engendré par 1'image de U . On effectuera cette

régression, se souvenant du théoréme de Gauss-Markov, en munissant
C e s s -1
1'espace des individus E de la métrique D = .

1

Remarquons qu'il est équivalent de projeter D™~ ou V-l-orthogo—

nalement sur 1'image de U qui est engendrée par les q premiers vec-

1

teurs propres de (V-D)D™ " ; T'approximation de X obtenue par ces

régressions dans E coincide donc avec X :

><in
"
p-J
>

"
ey
(2
It
oy
lep ]

ol C est 1'approximation des scores obtenue dans cette deuxiéme ap-
proche :

(19) CT=(u'v

Les deux approximations des scores C et C sont relices par la

formule
(20) C= (u'v”

la matrice de variance associée au tableau C est 1'inverse de celle
associée au tableau C .

Les deux approches introduites pour estimer les scores aboutis-
sent donc au méme ajustement sous dominant AVA' , de rang q, de V ;
engendrant les mémes sous-espaces, les composantes factorielles ;
et * sont homothétiques dans le cas de Ta solution de Lawley :

D1+x C (Lawley)
Ry

La deuxiéme approche présentée ici (calibration) est une varian-
te de celle envisagée par Bartlett (Bartlett 1938) .
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2.7 Inégalite baste surn La comparaison des spectres

L'ordre précédemment introduit a permis de définir une famille
de formes quadratiques, constituée par les formes maximales, de rang
g donné, inférieures a V . Ces ajustements sous dominants de V sont
du type AVA' ol A est opérateur V-l-symétrique de rang q . Pour pour-
suivre la recherche de la forme ¥ positive inférieure @ V de rang
fixé la plus proche de V , on introduit un préordre plus grossier que
1'ordre précédent qui permet de comparer les AVA',

M désiane comme auparavant une métrique sur E et V1 et V2 deux
formes quadratiques positives sur E* . Les valeurs propres, rangées
par valeurs décroissantes, de VM définissent son spectre noté :
spectre (VM).

Déginition 2 : M-préordre 02
V1 est dite M-inférieure a V2 s'il existe une transformation
M-orthogonale U définie sur E telle que UVlU' soit inférieure & V2

au sens de 1'ordre 0, . On écrit alors V, <V .
1 1 M 2

Dire que V., est M-inférieure a V2 revient & dire qu'il existe une:

1
M-isométrie U permettant d'amener 1'ellipsoTde de concentration de V1

a 1'intérieur de celui de V2 .

Quel que soit M, on a évidemment 1'implication

E1le implique que le M-préordre O2 est plus grossier que 1'ordre0 1 -

Le théoréme qui suit montre en quoi le préordre 02 est basé sur
la comparaison des longueurs, dans la métrique M , des axes des el-
lipsoides de concentration associés a V1 et V2 . Ces longueurs sont
€gales aux racines des valeurs propres de VlM et V2M , Supposées ran-

gées par valeurs décroissantes,
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Théonome 3 :V1 est M-inférieure a V2 si et seulement si chaque valeur
propre de VlM est inférieure & la valeur propre de méme rang de V2M .
On dit alors que le spectre de le est inférieur au spectre de V2M et

on écrit:spectre (VIM) < Spectre (V2M) .

Sachant que si U est M-orthogonale :
spectre (UVU'M) = spectre (VM),
ce théoréme découle immédiatement du lemme suivant, qui est énoncé en
s'affranchissant de 1'hypothése de positivité de V1 et V2 . Ce lemme
sera réutilisé dans Ta seconde partie du paragraphe sur les formes
quadratiques quelconques,

Lemme 3 : Si, V., et V2 étant deux formes quadratiques quelconques, on

1
a 1'inégalité : V1 < V2 , chaque valeur propre de VlM est inférieure
a 1a valeur propre de méfie rang de V,M . ’

Ce lemme est démontré dans Bellman (1960), cité par Okamoto (1969), a
partir du théoréme bien connu en min-max de Courant-Fisher (Rao 1973).
Nous allons en donner une démonstration géométrique plus intuitive

(A. Kobilinsky 1979).

Le sous-espace engendré par les i premiers vecteurs propres de
VlM et Te sous-espace engendré par les p-i+l derniers vecteurs propres
de VoM ont nécessairement un vecteur u non nul en commun,ar la somme
de leurs dimensions(p+l)est strictement supérieure a@ la dimension deE.
Parce que u est combinaison linéaire des i premiers vecteurs propres
de V1M , le coefficient de Rayleigh Vl(Mu,Mu)/M(u,u), égal Torsque
V1 est positif au moment d'inertje par rapport & 1'hyperplan M-ortho-
gonal a8 u , est supérieur a la i®™ valeur propre de VlM .
De fagon analogue,on déduit de 1'appartenance de u au sous-espace en-
gendré par les p-i+l dérniers vecteurs propres de V2M que

. éme

V2(Mu,Mu)/M(u,u) est inférieur a la i valeur propre de V.M . L'iné-

2
galité entre les deux valeurs propres résulte alors, V1 étant infé-

rieur & V, au sens de 1'ordre 0, , de 1'inégaliteé :

Vl(Mu,Mu)/M(u,u) <ZV2(Mu,Mu)/M(u,u)
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Cet argument géométrique est le méme que celui utilisé dans
Cailliez et Pagés (1976), pour démontrer que les sous-espaces princi-

paux peuvent étre construits pas a pas.

La proposition suivante compléte Te lemme 3 en cas d'égalité des
valeurs propres :

Proposition 3 :

Si VIM et V2

spectre, 1'inégalité V1 <§V2 implique : V1 = V2 .

M ont méme trace, donc en particulier s'ils ont méme

Démonsthation :

Si V1 <V2 , les valeurs propres de (V2 —Vl)M sont positives.
Comme leur somme tr((V2 -Vl)M) est nulle, elles sont toutes nulles et

5 -V1 =0.

T'ona:V

Le lemme 3 montre en particulier que les valeurs propres de
AVA'M , oll AVA' est un ajustement sous dominant de V , sont inférieu-
res aux valeurs propres de méme rang de VM , Le Temme suivant permet
d'introduire les théorémes donnant les AVA' sous dominants de rang q,
qui sont soit M-maximaux, c'est-a-dire maximaux au sens du M-préordre
02 , Soit minimaux pour ce méme préordre,

Lemme 4 : Si B est le projecteur M-symétrique ayant méme image que le
projecteur V_l—symétrique A,ona:

spectre (AVA'M) < spectre (BVB'M) < spectre (VM)

spectre (A'V'IA ML) < spectre (B'V1B M1) < spectre (v?! M1

)

En effet, d'aprés le lemme 2 (Théoréme de Gauss-Markov) :
AVA' < BVB'
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On a donc d'aprés le lemme 3 :
spectre (AVA'M) < spectre (BVB'M) .
On a de plus :
AVA' <V 5 B'MB <M ;

de la deuxieme inégalité, on déduit en utilisant la commutativité du
spectre :

spectre (BVB'M) = spectre (B'MBV) < spectre (MV) = spectre (VM)

La premiére série d'inégalités énoncée dans le lemme est donc démon-
trée ; la seconde s'obtient en remplagant V et M par leurs inverses
et A et B par leurs transposés.

Le théoréme suivant donne les AVA' sous--dominants M-maximaux
de rang q :

Theoxndme 4 : La forme AVA' sous dominante de rang q est maximale pour
le préordre 02 si et seulement si A est.-le projecteur V_l—symétrique
sur 1'un des sous-espaces principaux de dimension q . Les valeurs pro-
pres non nulles de AVA'M coincident alors avec les q premiéres valeurs
propres de VM, La forme AVA' n'est pas unique s' il y a égalité des g
et (g +1)iéme valeurs propres.,

Pour démontrer le théoréme 4, rappelons que la propriété d'étre
a la fois M et V_l-symétrique est caractéristique des projecteurs as-
sociés & des décompositions en somme directe de sous-espaces engendrés
par des axes principaux.

Si A est projecteur V'l—symétrique sur un sous-espace principal,
il est donc M-symétrique et les q valeurs propres non nulles de
AVA'M coincident avec les q premiéres valeurs propres de VM . D'aprés
le 1lemme 4, le spectre de AVA'M est alors maximal.
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Réciproquement, si AVA' est M-maximal, les valeurs propres non
nulles de AVA'M sont égales aux q premiéres valeurs propres de VM ,
Par suite, si B désigne le projecteur M-symétrique de méme image que
A, on a simultanément :

spectre (AVA'M) = spectre (EVB'M)

AVA' < BVB'
et d'aprés la proposition 3 : AVA' = BVB'
D'aprés le théoréme de Gauss-Markov, de 1'inégalité :
AVA' = BVR' <V , on déduit : A = B.

A est donc bien, étant a la fois M et V'l—symétrique e V'l—projecteur
sur un sous-espace principal de dimension q .

Le théoréme 4 admet le corollaire :
Cornollaine :

Si ¥ est une forme quadratique positive de rang q , on a 1'impli-
cation :
W<V = W s AVA' <V
M
oll A désigne le M-projecteur sur le sous-espace principal de dimen-
sion q .

Pour trouver les AVA' minimaux au sens du M préordre 02 s Nous
allons nous appuyer sur le lemme 4 et le théoréme 4 . Pour exploiter
la deuxiéme série d'inégalités du lemme 4, remarquons que dans ce
lemme :

1,,-1

. les valeurs propres de V'"M "~ sont les inverses de celles de

VM
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. AVA'M = AVM

RS S N -1 5,1
. spectre (B'V " BM *) = spectre (BM = B'V )
cemlgylopwlyt

Le lemme suivant fournit une inverse généralisée particuliére pour
AVM

Lemme 5 : Si B est le projecteur M-symétrique ayant méme image que

Te projecteur V-l-symétrique A, les restrictions sur 1'image de A

des applications AVM et B M'1 V'1 sont inverses 1'une de 1'autre. Les

valeurs propres non nulles de 1'une sont les inverses des valeurs
propres non nulles de 1'autre,

En effet :

1V-1 1 1

AVMEBM A=AVB'V - A=VA'B'V A=VA VA=A

et les vecteurs propres associés a des valeurs propres non nulies de

AvM et BM 1v7L sont dans 1" image de A .
Théondme 5 : La forme AVA' sous dominante de rang q est minimale pour
le préordre OZ si et seulement si A est le projecteur V'l—symé—

trique sur 1'un des sous-espaces engendrés par q vecteurs propres as-
sociés aux q derniéres valeurs propres de VM .

~ Démonsthation :

1 1

BM”
est maximal, c'est-3-dire quand 1'image de B' est un sous-espace prin-
cipal de dimension g de yinl
A, égale & celle de B , est un sous-espace engendré par des vecteurs

Le spectre de AVA'M est minimal quand le spectre de B'V™
. Ceci se produit lorsque 1'image de
propres de VM associés aux q derniéres valeurs propres,

Le théoréme & permet de poser le probléme de 1'approximation de

la forme quadratique V par une forme inférieure de rang q de la facon

suivante :
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Cornollaire :

La forme quadratique W de rang q inférieure & V rendant minimale
la différence V - W au sens du M-préordre 0, » coincide avec la forme
AVA' , ol A désigne le M-projecteur sur le sous-espace principal de
dimension q .

La forme W définie dans le corollaire précédent est-elle encore
optimale au sens du spectre lorsqu'on s'affranchit de la contrainte
W<V ? Pour répondre & cette question, on va considérer le probléme
un peu plus général de 1'approximation d'une forme quadratique V in-
versible quelconque par une forme quadratique W , telle que WM ait au
plus q+ valeurs propres strictement positives et q  strictement néga-
tives. Pour comparer des formes quelconques, nous allons d'abord in-

troduire un ordre Oé , généralisation naturelle de 1'ordre 0g +

Si xl""’kp sont les valeurs propres associées aux vecteurs pro-
1,...,up de VM, ona : V=2 Ki us u% . On en déduit la décom-

position suivante de V. : V = y* .y~

pres u

avec Vi= T A, u.u et V== 2 Aou,ul .
)\>O 1 11 )\]<0 1711

Vet V', qui sont toutes deux positives, seront dites parties positi-
ves et négatives de V pour la métrique M .

Définition 3 : M-préordre Oé
V1 et V2 etant deux formes quadratiques, on dit que V1 est

M-inférieure a V2 au sens du M-préordre () et on écrit :

2
V, <V s
1 M 2
si 1'on a simultanément : VT < V; et V; <V, , ot Viet v
M M ! v

sont les parties positives et négatives de V pour la métrique M .
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On a alors la proposition ci-dessous, analogue du corollaire du
théoréme 5 pour les formes quadratiques quelcongques :

Proposition 4 :

La forme quadratique W , telle que W' soit de rang q+ et W de
rang @ , qui rend minimale V-W au sens du M-préordre Oé coincide
avec la forme AVA', ol A désigne 1'opérateur de V projection sur 1'es-
pace engendré par la réunion des vecteurs propres de VM correspondant
aux q+ plus grandes et q  plus petites valeurs propres.

Démonsthation :

Notons R la différence V-W , R* et R™ ses parties positives et
négatives pour la métrique M .

Ona:V=W+R = W -Ww +R - R

Si T'onpose : V; =V+W +R ,ona v, = wh o+ RT

La forme gquadratique Wt de rang inférieure & q+ est donc inférieure
a V1 . Le corollaire du théoréme 5 montre alors que :

spectre(R" M) = spectre((V,-W')M) < spectre((V;-AV A M)

oil A1 est le VIL projecteur sur le sous-espace principal de V., M de

1
dimension q+ . En terme de valeurs propres, si 1'on note
XIKU),...,XP(U) les valeurs propres ordonnées par valeurs décroissan-

tes d'un opérateur U , cette inégalité entre spectres s'écrit :

(R MY >0
i+q

LM

Par ailleurs, V1 est supérieur a8 V au sens de 1'ordre 01 : d'aprés le
théoréme 3, on a donc :
p

Jvm o>

i+q i+q

L)
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En combinant Tes deux inégalités précédentes, on déduit :

y =Rt =2 (v-avay)t
M

(VW

od A est le V'1 projecteur sur le sous-espace propre de dimension q+

de VM ., On montre de méme que (V-W) = V; > (V-AVA')"
M
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