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ETUDE SUR LA VALUATION DES H-CODES BINAIRES

Pascale CHARPIN



Résumé

Ce travail fait suite a3 1'article de P. CAMION [5] sur les co-
des idéaux principaux de 1'algébre H2G ol G est un 2-groupe abélien
é1émentaire. Notre principal résultat est que cette classe de codes
ne satisfait pas d la borne de GIBERT-VARSEAMOV ; nous énumérons les
codes extrémaux et caractérisons leurs générateurs.

Abstract

This paper follows up P. CAMION's contribution [5] on the self-
dual codes which are principal ideals of the algebtra HZG , where G

is a 2-elementary abelian group. Our main result is that this class
does not meet the GIBERT-VARSHEAMOV bound ; we enumerate the extremal
codes and characterize their generators.



ETUDE SUR LA VALUATION DES H-CODES BINAIRES

Pascale CHARPIN®

1. INTRODUCTION

Les K-codes tinaires ont été introduits par P. CAMION dans [5].
I1 s'agit d'une classe de codes autoduaux d& poids multiples de 2 ou
4 qui sont des idéaux principaux d'une algébre modulaire A de
2-groupe akbélien. UTtérieurement A. POLI et M. VENTOU montrent que
tout idéal principal autodual de A est un H-code. L'étude sur une
extension de F2 est poursuivie par P. CAMION, G. PASQUIER et
J. WOLFMANN [141. Elle fournit une nouvelle méthode de constructionr
de codes autcduaux tinaires ; ceci permet une autre définition du
code de GOLAY (24;12,8) f171 et la mise en évidence d'un code auto-
dual (64,32,12) & poids multiples de 4 [6] (seul code de ce type

connu & présent).

Un des otjectifs de ces travaux est de déterminer une classe
de codes autoduaux tinaires a poids multiples de 2 ou de 4 ayant des
valuations intéressantes. Ce contexte est défini dans 1'ouvrage de
F.J. MAC WILLIAMS et N.J.A. SLOANE [ 13, ch.19].

Dans [51, P. CAMION montre qu'un nombre important de H-codes de
longueur 32 sont extrémaux et pose le probléme de la valuation des
K-codes de longueur supérieure.

Nous donnons (§2) les propriétés et définitions nécessaires a
la compréhension du texte. La caractérisation des générateurs de
h-codes (§3) est largement utilisée ensuite. Nous démontrons (§4)
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que la classe des K-codes est asymptotiquement mauvaise et qu'un
H-code de longueur supérieure & 32 ne peut étre extrémal. Nous dénom-
brons les H-codes extrémaux de longueur 32 et nous montrons que leur
existence est Tiée a celle des ensembles & différences sur F16 (§6).
Nous exposons quelques résultats pratiques sur la valuation des
K-codes (£5 et §7).

2. TERMINOLOGIE, NOTATIONS, RAPPELS

Lorsque nous parlons de codes, il s'agit toujours de codes 1i-
néaires, ici sous-espaces d'un espace vectoriel fini sur Fé . Un co

de autodual est un code identique @ son complémentaire orthogonal.
La distance utilisée est toujours celle de Kamming qui induit la
distance minimale ou valuation du code. Un code autodual & poids

multiples de 2 ou de 4 a une valuation inférieure a une valeur fonc-
tion de salongueur (cf. [13], p. 62%9) ; si cette valeur est attein-
te Te code est dit extrémal. Le ccmportement asymptotique d'une

classe de codes est 1'évolution du rapport valuation sur longueur
Torsque latongueur tend vers 1'infini [13].

L'exposé fait suite & 1'article de P. CAMION [56] dont nous

avons conservé les principales notations :
- G est le groupe additif (F , +) ; la structure de Fz-espa-
2

ce vectoriel de G est en général utilisée.

- Nous notons A ou FZG 1'algébre modulaire de 2-groupe abelien

€ . Aest 1'ensemble des polyndmes :

A=1{Z x9 e F.
xg | xg

ge @ 2

A est munie en tant qu'algébre des opératicnsusuelles de multipli-

cation et addition de polyndmes.
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h +h
El

(hec,geg : xIx"=x

- H désigne un hyperplan de G que nous identifions & (F m-1’+)
2
ce qui justifie la notation F2H .

- Le support d'un mot de A est T1'ensemble ,

X€A,x = Z

x X9 s(x) = {¢|x_ #C} (1)
ge e g g

«(x) = |s(x)| - (2)

Rappelons [4] que Te radical d'un anneau est 1'intersection de

tous ses idéaux maximaux. Le produit IJ de deux idéaux I et J d'un

méme anneau est 1'idéal engendré par 1'ensemble :
{(ij|iel,jed}r.

L'annulateur d'un idéal I de A est 1'ensemblie : [4]

Ann I = {x€A|y€l=xy=_0C} . (3)

Dans A, 1'annulateur d'un idéal est égal au complémentaire or-
thogonal de cet idéal [12].

Soit x un élément de A , nous notons (x) 1'idéal principal en-

gendré par x dans A .

2.1 Propriétés de £'alglibre A [17]

Un élément x de A est soit nilpotent soit une unité de A ; en
effet :



ooz x %9 = o5 xS -z x)x0
g€ G ge G E geg 9
(A est de caractéristique 2).
On en déduit les propriétés :
Propniété 1 : L'algébre A posséde un seul idéal maximal P qui est
son radical et 1'ensemtle de ses él1éments nilpotents :
_ 2
P={xeA]| x"=0} (4)
Remarque : x2 =0 »« I x =0
ge6 9
< x est de poids pair .
Propriété 2 : Un idéal principal de A est contenu dans son annula-

teur.

Soit {el,...,ek} un ensemble de k vecteurs 1ibres du Fz—espace
vectoriel G et soit x 1'é1ément de A dont le support est le sous -
espace V de G engendré par cet ensemble. Alors :

k e.

x= 32 x9=nm (x'-1) . (5)
gev i=1

Les €léments de A du type de x jouent un role important dans la dé-

finiticon des puissances PY du radical de A :

Proposition 1 : Soit e = {e <58} une base de C . Alors 1'ensem-

1’
Ele ,
| ip=0oulj (6)

est une base de A. Pour chaque j (j € 11,m) 1'ensemble,




est une base de P .

Cette proposition permet de montrer [12]
_ Pm+1 - (0}
- P™ est Te seul idéal minimal de A . I1 est de dimension 1 et en-
l i
gendré par le vecteur : I (X ~ -1)
m=j +1

- AnnPj =P

/ Nous dirons que P‘]\PJ+1 est 1'ensemble des éléments de pro-

fondeur j de A .

Déginition 1 : Soit V une variété 1inéaire du F2-espace G .
SoityehA,y=32 y xI.
geG 9
La restriction de y @ V est 1'élément y' = X y x9
gevg

y est une unité sur V si y' est une unité de A .

y est nilpotent sur V si y' est un élément de P

Proposition 7 : L'ensemble Pj'\ Pj+1 est 1'ensemble des éléments

y de A vérifiant :

(1) Pour tout sous espace V de dimension m-j+1 de G , y est
nilpotent (de poids pair) sur V et ses translatés.

(2) 11 existe un sous-espace W de G de dimension m-j tel que
y est une unité (de poids impair) sur W et ses translatés.
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Cette proposition est obtenue d 1'aide du Lemme suivant que
nous utiliserons ultérieurement :

Lemme 1 : Soit V un sous-espace de C et x = Z x9
. ge Vv

Soit V' =V + h un translaté de V .
Soit y € A et y' la restrictionde y & V .
Alors,

y est une unité sur V' si et seulement si : le produit xy' est non
nul et dans ce cas : xy' = Xh X

Rappelons enfin que les puissances du radical de A sont les
codes de Reed et Muller ([2] et [12]). Donc, Pﬁ:l est 1'ensemble
des éléments de A du type (5) od V a pour dimension m-1 ou m (cf.
dans [13] : Te code de Reed et Muller d'ordre 1). On en déduit :

Propriets 3 : Scit x € P\ pItt
cipal (x) de A contient un é&lément dont le support est un hyperplan

de G .

oi j<m. Alors 1'ideal prin-

2.7 Les H-codes

Déginition 7 : [5]

SoitxeP;x= 2 x x9.
geg ¢
S'i1 existe un hyperplan k du F2-espace vectoriel G tel que -

Z x =1, ondit alors que 1'idéal principal de A engendré par
geH

X est un H-code de A .
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Propriétes :
1) Le sous-ensemble de A, {Xg x| g€ H 1}, est une base du
F-code (x) [5]

s Am-1

Ceci prouve que la dimension de (x) est égale a 2 . 0r (x)

contient son annulateur. Donc le code (x) est autodual.

2) Matrice génératrice d'un H-code [5].

Soit x € A et soit I un sous-ensemble de G tel que 1'ensemble
(x9 x |g € I} est une base de 1'idéal (x). Nous désignons par Mx

la matrice génératrice du code (x) : chaque Tigne de la matrice Mx
est un vecteur X9 X, g € I, exprimé par ses coordonnées dans la ba=
se canonique de A . Lorsque (x) est un H-code, i1 existe un généra-
teur y de (x) qui s'écrit :

h

y=1+X x',h¢ H, x'" est une unité de F2 H . (8)

En conséquence, Ta matrice génératrice d'un H-code (x) est :

/1 - ' \
. 0

. \

: !

(9)

ol Mxl est la matrice génératrice de x' dans F2 H (Mx' est de rang
égal a om-1 puisque x' est une unité de F, H).

Définir la matrice génératrice d'un H-code de longueur M,
c'est se donner une unité de F

2 H avec H =~ (FZm'l s )

Soit un H-code (x), ol x est donné par (8) et MX par (9) .
Nous noterons comme suit un mot de (x) :



YE(x) ¢ y=(u,ux'), ue Fo b (1)

Le poids d'un mot de (x) est :

@y) = o{u, ux')) = @) + w{ux’) (11)
Le code (x) vérifie la propriété suivante :
(U ux') € (x) = (ux',u)€ (x) (12)

car y=(u, ux'")y © x"y=(ux',u

37 Soit (x) un k-code de F2 G 3 (x) est un code & poids multi-

ples de 4 si et seulement si le poids de x est un multiple de 4 [5]

4) L'ensemble des H-codes de 1'algébre F, G est 1'ensemble des

idéaux principaux de F, G engendrés par un élément de profondeur 1
([5] et {12, Ch. III]) qui est lui-méme 1'ensemble des idéaux prin-
cipaux autoduaux de F2 G 151

1

(x) est un H-code = x € P\P? = dim(x) = 2™ (13)
3. AUTRES DEFINITIONS POUR LE GENERATEUR D'UN H-CODE
Soit e = {el, cees em} une base de G et soit H 1'hyperplan de

G engendré par 1'ensemble {el s eaes em_l} .

Soit (x) un H-code de F2 G . L'expression de x suivant Ta base

B(e), donnée par (6}, est :

i 2
a; (X "-1)+y,yEP, 8, €F,eta #0 . (14)

1 R

En effet, x est une unité sur H et sur le complémentaire de H,

ceci par définiticn. On obtient, en appliquant le Lemme 1 :
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e _ m
S ™oy x s m o -
Ceci signifie que si 1'on exprime x avec la base B(e), le coeffi-

e
cient de (X m. 1) dans cette expression est non nul.

Proposition ?
Soit (x) un H-code de F2 € . Alors :

(I) ilexiste g, g € G\HK , et un générateur y de (x) qui a la for-
me suivante :

y= (9 -1 +x , xeP\P’ ets(x)cH (15)

(I1) i1 existe g, g € G\ H , et un générateur y de (x) qui a la
forme suivante :

y= (-1 +x ,x ePlets(x)CH . (16)

(La notation s(x') C H signifie que le support de x' est dans H et
en ce sens x' est un &lément de 1'algébre F) F m-1 Notee aussi F2 H).
2

Preuve
Soit (x) un H-code de F2 G et soit e = {el, v em}, une base
de G telle que 1'ensemble {el, vy em_l} est une base de H .
L'elément x est exprimé par (14) dans la base B(e). On peut donc
écrire :
€m
x=(X"-1)z+a,z€AN\NP ,a€P (1)

e
oi z et a sont sans facteurs (X m 1) (s(z) € H et s(a) C H).



-14-

Le produit z x est aussi un générateur y de (x) :

e
y=(XM-1)+x'" ,x €Pets(x')CH . (11)

Remarquons que : x' € P* P2 © a€pP’ P2 .

Deux cas sont & envisager pour y :

1°) x' € p2 ((16'est alors vérifiée) .

m-1
. * - _
Scit g€ G tel que : g = e, + ifl a; ey et g # e 5 € F2
(donc g ¢ H). Nous avons alors ,
e m-1 a;ey
(xT-1) =3 -1+ I ((X -1) + 1) -1
i=1
m-1 e; 2
=(®-1)+ 2 a, (X'-1)+b ot beEP
i=1 (111)
Alors, d'aprés (I1I), y s'écrit :
m-1 e >
y=x9-1)+ = a (X ' -1)+b' oub'ep
i=1

et les a; sont non tous nuls, car g # en -
Donc : y = (Xg -y ' +y",y'€ehA P ,y"€P P
ol y' et y" sont sans facteurs (Xg - 1) .
On obtient .un autre générateur de (x) :
y'y = (Xg - 1)+ y'y", y'y'ep ‘\P2 et s(y' y") CH.

La formule (15) est vérifice.
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2°) x' € P\ P? ((15)est alors vérifice).
m-1 e; 2
Ceci signifie que : x' = Z ai(X - 1) + x" ot x" € P” et
i=1

au moins un élément a; s ai € F2 , est non nul. Alors :

e m-1 e.
y=(XM-1)+ 2 a, (X1 -1)+x", x"e p?
i=1 !
. m-1
Soit g€ G N\f{e } tel queg=e_ + I a. e, . Daprés (III):
m m _i=1'l1
e m-1 e.
(XM-1)=(x¥-1)+ T a (X' -1)+b,bep
i=1

Dot :y= (X3 -1) +b+x¥, b+ x"€ep2.

Donc :y= (X9 -1)t+t od teANP, t €P?, tett sont
sans facteurs (Xg - 1). Le produit y t est un générateur de (x) qui
vérifie (16).

Conollaine 1.

G=F m > H est un hyperplan de G ; H' est un hyperplan de K.
2

S'i1 existe un H'-code (x) qui est un code (Zm_l, 2m-2’ d),
alors on peut construire un H-code (y) qui est un code (2m,2m'1,d).

Preuve

Soit (x) un H'-code de 1'algébre F2 H qui a pour valuatien d .
Si 1'on se place dans F, G , Te support de x est dans un hyperplan
Kde €. SoitgeC*\NHety=(%+1)+x.

L'élément y est de profondeur 1 ; (y) est un H-code de valua-
tion supérieure ou égale a d .
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On peut choisir x : x = 1 + X6x, e € K* H' , s(x') C }'

Soit u € F2 K' avec w(u x) = d . Alors :

uy =u X+ u+u+xXExtu=uxI+xExu

Wuy)=w(u) + «(x'" u) =«(ux)=d.

La valuation de (y) est donc égale & d.

Conollaire ?

Si tous les H'-codes de Tongueur Zm_l ont une valuaticn infé-

rieure ou égale a d , alors tous les H-codes de longueur 2™ ont une
valuation inférieure ou égale a 2 d .

Preuve

Soit (x) un H~code de F2 G avec, d'aprés (15),

x=(1+x9) +x', g€C H, x' €F, K x' P\ pl.
Si le code (x'), considéré comme un H'-code de Tongueur Zm_l , a
une valuation inférieure ou égale & d , alors il existe u € F2 H
tel que :

ux' =0 (c'est-a-dire u € (x')) et &« (u) <d .
Alors

ux = u(l +Xg) et donc w (ux)= 2 w (u)

Ainsi la valuation de (x) est au plus égale & 2 d.
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Conollaine 3

S'i1 existe un élément y de prcfondeur supérieure ou égale a
2 dans 1'algébre F2 Fzm_1 , tel que :

VE (y) = «(v)=d (1)
et, veam(y) = ov)>3 (11)
2

alors i1 existe un H-code de longueur 2™ et de valuation d .

Preuve

Soit (x) un H-code de F2 F2m avec, d'aprés (16) ,
x=(X¥-1)+y ,9€C6\H,yeP’nF,H
Supposons que y vérifie les hypothéses du Corollaire.
Soit u € F2 H.
-Siuy=~¢C, alors w(ux)=2w(u) . D'aprés (1I),

« (ux)=det siw(u)==,alors«(ux)=4d.

N a

-Siuy#C, alors « (ux) = w(Xg u) +«w (u+uy).
Do, « (ux)>w (X u) +«(uy) - w(u) . oOr, daprés (I) ,

@ (uy)y=>d.
Donc ¢« (u x) = d .

4. H-CODES EXTREMAUX

G=F m ,+) . La longueur des codes considérés est .
2
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Théoneme 1

Soit (x) un H-code de F2 G . Alors, pour chaque entier i tel

i-1

quem-1i=2 , 11 existe un élément y de (x) dont le support

est un sous-espace de dimension m - i de G .

Preuve

La démonstration se fait par récurrence sur la valeur de i ;

. 1 = 0. Chaque m vérifie m = 1 et chaque H-code de Tongueur 2"

contient y tel que s(y) = G(Cf. § 2.1).
. i=1. Soit (x), un H-code de Tongueur oM , avecm=2 .
Alors i1 existe y € F2 G tel que :
y x = C et s(y) est un hyperplan de G .
{x est profondeur 1 ; on app11qué la propriété 3).

. Nous supposons que la Proposition est vraie jusqu'a i - 1 ,

c'est-a-dire ,

¥k , ke[l,1-11,i>1:

m>k + Zk_l = (Chaque hk-code de Tongueur 2™ contient un mot y
dont Te support est un sous-espace de dimension

m-kde G .

Nous allons démontrer qu'elle est vraie pour la valeur i .

Soit donc m = i + 21_1 et soit (x) un KH-code de Tongueur VA (x)

est un code de F2 G . D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe
y dans (x) tel que s(y) est un sous-espace de dimension m-(i - 1)
de G .
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Soit V=s{y), t=m-i+1 et {el,...,et} une base de V complé-

e,
(X J -1) et y x=C.

tée en une base {el,...,em} de G . Alors y =
‘ 1

[[I=Rs3

J
CGn peut applicuer Te Lemme 1 : x est nilpotent sur V et sur chaque
translatée de V . Ceci s'exprime :

z= N0 (xJ -1
j=t+l

x= I XY x(g), x(g) € P, x(g) € FoV (1)
¢Es(z)

(Xg x{g) est la restriction de x a la variété linéaire g + V
(définition 1)).

Chaque x(g), g € s(z), qui est tel que x(g) € P\ P2 , engen-
dre un K-code de F2 V . D'aprés (16), x(g) s'écrit a une unité de

2

F&V prés :

x(g) = (1+ XM +x' ,hev\u, x ep? (11)
Soit Q le sous-espace de G engendré par 1'ensemble des él1é-
ments h exhités par (II) (3 chaque x(g), g € s(z) et x(g) € P \ P%,
correspond un élément h ).
Nous avons : |s(z)|= ot o pi-d
Donc : dim ¢ < 2i-l

(car t = m=-1+1).

Soit V' un hyperplan de V contenant ¢ . (V' existe kien car,
dim Vet =m-isl=(i+2 ) o541 =271 4 q),

Soit a € F, G tel que s{a) = V' . Etudions les produits
a x(9), 9€s(z):
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Si x(g) € P2 , alors a x(g) est de profondeur au moins

t + 1 dans F2 V 3 or 1'index de nilpotence du radical de F2 V est
Jjustement égal @ t + 1 . Donc, dans ce cas, a x{(g) = 0 .

.si x(a) € P\ P2, x(g) est donné par (II). On obtient :

a x{g) = M1+Xh)+ax‘.
Or heQ, Q cs{a) et s{a) =V'; donc a(l + Xh) = G . Puisque
x' € P2 | nous sommes dans le cas précédent : a x(g) = C .

Finalement, x étant donné par (I), nous avons :

g € s(z)

Donc a € (x) et s(a) un sous-espace de dimension m-1i de G (

(dim V' = dim V-1 =m-1).

Notre hypothése était : m = i + 21'1 . 11 reste a montrer que
si m est strictement supérieur & i + 21_1 , (x) contient un mot
dont le support est un sous-espace de G de dimension m- i

Nous avons montré que chaque k-code de longueur 2" avec

m=1i+ 2]_1 vérifie cette propriété. Soit alors un G-code de lon-

queur 2m+1 . D'aprés (15), un générateur de ce code est :
x= (x9-1) + x' ,gGF*m+1\G,x'€P\P2,x'EFzG.
2

Alors, i1 existe a, a € (x'} et s(a) est un sous-espace de dimen-
sionm-1i de C .

D'ol a x = a(Xg -1). Donc s(a x) est un sous-espace de dimen-

Le code (x), dont la longueur est 2m+1 s

sion (m+1) -1 de F2m+1 .

vérifie encore la propriété. La Proposition est ainsi démontrée.
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Conolhaine 4
N=2"avecm>1.

On désigne par d la valuwation d'un H-code de longueur N .
Soit i =max{k €N | m>k + Zk'l} . Alors, la valeur d est infé=

d

3 2™ et e rapport - tend vers zéro lorsque m
N

rieure ou écale a
tend vers 1'infini.

Preuve

Les notations et hypothéses sont celles de 1'énoncé. Soit (x)
un H-cdde de Tongueur N et de valuation d .
D'aprés la Proposition 6.2, (x) contient un mot de poids oM,
Donc d < 2™ 7 . On en deduit : d<27t | Lorsque m tend vers 1'in-
N

fini, i tend vers 1'infini et donc le rapport g—tend vers zéro.

Remanque : Le corollaire 4 prouve que la classe des H-codes n'est
pas une classe de tons codes autoduaux car elle ne satisfait pas a
1a borne de CIBERT-VARSHAMOV[ 24, p. 557]. Pour qu'elle y satisfasse
il faut que pour chaque m, m > 1, il existe un K-code qui est un
code (2", 1, d) tel que :

K-Sy <Loa K(x) = 1+ x Togy(x) + (1-x) + (1-X) Tog, (1 -x)
2
(1)

Or, K(——) = ,4564 et K(——) = 0,7520 .
8 16

Pour tout m, m = 12, (I) n'est pas vérifiée.
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Théoneme 2

Un H-code extrémal est 1'un des codes suivants :
- un code , 24 2

) @ poids muitiples de 2
» 4) @ poids multiples de 4
4

(4
- un code (8,
- un code (le, 8 ) @ poids multiples de 4

- un code (32, 16, 8) a poids multiples de 4 .

Preuve

1°) Un code autodual défini sur F2 , de longueur 2" et a poids
multiples de 2, a une valuation d inférieure ou égale a A ,
X = 2m-2 + 2 . Lorsque d = A , Te code en question est dit EXTREMAL

[24, p. 629] . Soit (x) un H-code de Tongueur " a poids multiples de
2. D'aprés le théoréme 1, m = 4 = (x) contient un mot de poids 2m-2 .
Donc, dés que m est supérieur ou égal & 4, (x) ne peut étre extrémal.
Lorsque m = 3, si (x) est un code (8,4,4) il est & poids multiples de

‘4, ceci de par la forme de sa matrice génératrice (cf. (9)).

2°) Un code autodual sur F2 , & poids multiples de 4 et de lon-
gueur 2" , est extrémal Torsque sa valuation est égale & X avec

om=2 2m—3

] signifie que 1'or prend la partie en-

tiére de la valeur entre crochets).

Soit (x) un H-code de longueur 2™ a poids multiples de 4 .
D'aprés le Théoréme 1, m 2 7 = (x} contient un mot de poids p-3 .

Donc : m = 7=(x) ne peut étre extrémal.

I1 est clair que 1'on construit facilement un h-code qui est
un code (8, 4, 4) ou bien un code (16, 8, 4).

Pour démontrer la Proposition il reste & prouver que (x) ne
peut étre un code (64, 32, 12) :
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Lemme 7

Soit (x) un H-code de Tongueur 64 . Alors, (x) cortient un mot
dont le support est un sous-espace de dimension 3 de F64 .

Preuve

Soient X, € F2 Vet Xo € F2 V ol Xq et x, sont nilpotents.
Si X1 et X, sont de prefondeur 1, ils s'écrivent respectivement a

une unité de F2 V prés :

Xq = (Xg -1)+x', x'€ p2 , g€V
%, = oGP -1y +xv, x"ep?  hev
(cf. (16)).
Sofent v = (x3 - (X" - 1)x; et w= (x93 - " - 1),

AMors ve Pl et we Pt Pt

Muller d'ordre 1 : chaque mot de P

est, dans F2 V, le code de Reed et
4 a pour support une variété 1i-

néaire de dimension 4 ou 5, ou bien le mot est nul (cf. §2.1).

IT est donc clair qu'il existe u avec u € V et {g, h, u} est
un systéme libre de V, tel que : (XY - 1) v=(XY-1)w=0.

Finalement :

h

Fysy =00 - =D -1,y x=Cetyx, = ¢ (1)

Lorsque h = g , on peut prendre pour h un autre &lément de V¥ et la
démonstration de (I) est alors inchangée.



24~

Si Xq (ou x2) est de profondeur 2 , on choisit de méme g ,
g€V et g#h(ouh, hEVeth#aqg).

Soit (x) un H-code de F2 € (H est un hyperplan de G) ;
xe P\ p2 ; i1 existe donc z € F2 G tel que s(z) est un hyperplan

K' de G et z € (x). (Propriété 3).

D'aprés le Lemme 1, x est nilpotent sur H' et sur le ccmplémen-
taire de H' c'est-a-dire :

X = X+ Xg Xy 2 G € 6"\ H', x  €F, H', x) € F, K"
et xq et Xo sont nilpotents .
On identifie K' et V et on applique (I) ;
Jy, y € Fo H' et w(y)=8 tel que :
yx=yx o+ x9 y'x2 =0 .

Donc, (x) contient un mot de poids 8 dont Te support est un sous-
espace de dimension 3 de G . Le Théoréme 2 est ainsi démontré.

CONCLUSTON
Le corollaire 4 fournit une borne supérieure pour la valuation

d'un H-code de Tongueur M. sid désigne cette borne supérieure,
elle est pour de petites longueurs :

m= 4 d=2"2.

m=5 d=2"2. g
m=6 d=2"3. 16
m=7 d=2"3_ 16
m=g d=2"3 2 3
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I1 existe une proportion importante de H-codes de longueur 32
qui sont des codes (32, 16, 8).

Nous avons exhibé&, en utilisant un ordinateur, des H-codes qui
sont des codes (128, 64, 16). Nous prouvons (§8 de ce chapitre) que
1'on peut construire une classe de H-codes qui ont une valuation
qui croit avec leur longueur. Ces résultats peuvent étre améliorés.

Nous conjecturons que :

1°) La btorne supérieure fournie par le corollaire 4 n'est plus
atteinte dés que m = € .

2°) Lorsque m est impair, il existe un H-code de valuation
m+ 1

2

égale a 2k avec k =

5. POIDS DES GENERATEURS D'UN H-CODE

G=F m > H est un hyperplan de G que 1'on identifie,-si c'est
2

nécessaire, a (F
2

m-1 »+). Dans ce paragraphe nous utilisons 1a no-

tation suivante :
Cy = (x)
C, est un K-code =  x =1+ X9y (17)
g € G\H, y est une unité de F2 H
(cf. (8) et (9)).

Lemme 3

Le code Cy est défini par (17). Soit u € F2 Kk ,u de poids im-
pair.
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Alors :
w(u x) Z w(u) + _Yzéﬁz (18)
Preuve

Soit u, une unité de F2 H ; alors u2 =1 et :

ux = (u, uy)=a(ux)= ou) + «(uy)
2

(y) = «(uc y) = ofy) < wuy)w(u)

Donc :

w(u x)-wlu) = ﬂﬁ

Proposition 3

Soit un H-code C
Soit d une valeur entiére paire donnée et telle que :

Ne N, A dmpair, 1A < § = aly) ZA(d-)) (19)

Alors, chaque générateur du code Cy a un poids supérieur ou égal ad.
Preuve

Un générateur du code Cy est un mot (u, uy)ol u est une unité
de F2 H (u est de poids impair). Pour vérifier que chaque mot de ce
type a un poids supérieur ou égal & d i1 suffit d'étudier Tes mots
(u, uy)tels que «{u) <% (cf. (9), (12) et [5]).

Supposons que Cy est tel que y vérifie (19) pour une valeur d

donnée. Soit u une unité de F2 H .

£

y

Alors, d'aprés (18), w(u, uy)) =2 «(u) + ) . Donc :

EH



1<e(u) <3 = ofy) >eu) (d-«(u))  (d'apres (19))
= w(u, uy) = «w(u) + d-wfu)
= w(u,uy) =d

Conollaire 5

Soit un H-code Cy de Tongueur 2" et soit d une valeur entiére
paire tels que :

d=4k+2,d<a™ 3
2
oy) > £ (20)

Alors, si Cy est un code & poids multiples de 2 (respectivement &
poids multiples de 4), chaque générateur de Cy a un poids supérieur
ou égal a d (respectivement & d + 2).

Preuve
Soit un H-code Cy et soit d tels que les hypothéses du corol-

laire 5 sont vérifiées. Montrons que dans ce cas y et d vérifient
(19) :

L'application f : A > A(d-A) est croissante dans 1'intervalle
[O,<%] . La plus grange valeur impaire de 1'intervalle [1,-% [ est
d_,°, d - 42
?'Z,OY' f(?‘Z)——4~ 4

Donc, d'aprés (20) : «(y) = Sup f(A) .

: er1,9-2)

Nous appliquons alors la Proposition 3 . Chaque générateur du
code Cy a un poids supérieur ou égal a d .

Sq Cy est un code d poids multiples de 4 , chaque générateur
de Cy a donc un poids supérieur ou égal a d + 2 .
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Remarquons que la condition d2 < 4(2""1 + 3) est une condition
sans laquelle (20) ne peut &tre vérifié. En effet, si Cy est de Tor
gueur A P poids de y est strictement inférieur a 2m-1  Nous ob-
tenons donc :

' d2 m-1 2 m
—-4<? -1 = d°<4(27+3) .
4

Utilisation pratique du corollaire 5

Remarquons d'abord qu'un code Cy de Tongueur 2m peut étre tel
que ses générateurs ont un poids élevé alors que sa valuation est

™11 avec m> 2 , le

peu élevée. Ainsi par exemple, si «(y) =
code Cy a pour valuation 4 a]or&gﬂue chacun de ses générateur-a un
poids supérieur a la valeur 2.27¢.D'autre part la condition (20)

est une condition suffisante mais non nécessaire.

Si 1'on recherche un code Cy qui est un code (2" ,2m'1 ,d') Te
tableau ci-aprés montre comment 1'on peut utiliser le Corollaire 5
de fagon 3 ne pas avoir & vérifier le poids des générateurs du co-
de C_ . Les notations sont celles du corollaire : pour une valeur d
donnée, si d et y vérifient (20), la vérification de d' = d (ou
d' = d + 2) se fait sans étudier les mots (u, uy) ol u est une uni-
té de F2 H .

Notation:

'Cy apm?2' signifie 'Cy est @ poids multiples de 2'
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d' d wly) = m =
é'p m 2 dpmé} a pm2 ap=4 |a pm2 a pmi
8 10 6 21 7 6 4
10 10 21 6
12 14 10 45 23 7 6
16 18 14 77 47 8 7
20 22 18 117 79 8 8
24 26 22 165 119 9 8
28 30 | 26 221 167 9 9
T :
32 34 30 285 223 10 9
L .

A titre d'exemple, le corollaire suivant montre que le corol-
laire 5 simplifie Ta recherche d'un H-code de valuation supérieure
a12.

Conoflaine 6

Soit un H-code Cy de Tongueur 2™ avec m > 7 et tel que :

vef, Hu=(9-1"-1), htgro=(uy) >4 (1)

2

Alors :

(1) si Cy est & poids multiples de 2 et si w(y) = 45 , Cy a une
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valuation supérieure ou égale a 12 .

(1) Si Cy est a poids multiples de 4 et si w(y) = 23 , Cy a

une valuation supérieure ou égale & 12 .

Preuve

G=F .
om

Soit un H-code Cy défini par :

Cy:(x),X=1+va,v€ G\ H

Cy est de Tlongueur 2™ avec m =7 et y vérifie (I). .

Rappelons [5] que pour vérifier que Cy a bien une valuation
supérieure ou égale & 12 i1 suffit d'étudier le poids des mots u x
tels que :

uce F2 E, 0€s(u) et «u) <6
Si y vérifie de plus les hypothéses données dans {{) et (|{),
le tableau précédent montre que chaque mot u x tel que w(u) est

impair, a un poids supérieur ou égal a 12. I1 reste donc & montrer
(IT) et (III).

ucF?H,u=x9-1,geH*:w(ux) > 12 (11)

UEF, KL w(u) =detue P\ PP =a(ux) =12 (1)

Ty, u :TYW—I),QG?H*; «{uy)= 2 ou b
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h

.wWuy)=2=uy=X u, heH ;

2y, aen\0,q

h

=Xy y =X
= (1-xHyuy=x"1-x}u

> w((1-X(1-%%) y) =4 avecatg#0

Ceci contredit (I).

h h h
.ofuy)y=6 =uy = x 1 u+ X 2 u+ X 3 u

oli 1'ensemtle {hi +{0,q9}, i=1, 2, 3} est composé
de trois translatés du sous-espace {0 ,g} de G .

Soit h = h1 + h2 ; h est non nul et h est différent de g .

Alors :

h h ho+h
Xh yu=X 2 u+ X 1 u+ X 3y
h
Donc (1-x"y y u=x31-x" 4
Dol : uK(l—Xh)(l —Xg)y) = 4 ce qui contredit ([}

Donc, si Cy vérifie (I}, Cy vérifie (II).

b) Supposons que Cy ne vérifie pas (Il1), c'est-a-dire :

Ju,uefF, k,ueP\ p? et «f{u) =4 5 «(u y) =4.

2

Dans ce cas (u) est un K'-code (H' étant un hyperplan de H) et donc
uy=X*u, a€ k[5] (uy est un générateur du code {u) 3 (u) est

un H'-code tel que «(u) = 4).

I1 est clair (cf. (9)) que (u) contient un mot t dont le sup-
port est un sous-espace de dimension 2 de k :



-32-

D'ol :

_ya _ya _/yv0 h _
zuy=X"zu=X"t avec t=(X"-1)(X -1), h#y # O et w(ty) =4
Ceci contredit (I). Donc si Cy vérifie (I), Cy vérifie (III).

6. ENUMERATION DES H-CODES QUI SONT DES CODES (32, 16, &) A POIDS
MULTIPLES DE 4

Notations

G = F32 ; H est un hyperplan de G . La donnée d'un H-code Cy
(cf. (17)) est 1a donnée d'une unité y de F2 H (K étant alors iden-
tifié a (F16 , +)). Le code Cy est a poids multiples de 4 si et seu
lement si la quantité w(y) + 1 est divisible par 4 . Soit :

Y={yeF,H |4 divise ofy) + 1}

516
Alors Y| = 4—— = 16 384 (21)
4

SiyeyY, alors «(y) = 3, 7, 11 ou 15 . I1 est clair qu'un code Cy
tel que o{y) = 3 ou 15, a pour valuation 4 . Ainsi, si Cy est ex-
trémal (Cy est un code (32, 16, 8)) le poids de y est égal a7oull.

Chaque code Cy permet de définir 16 codes :

CZ,szgy’QEH

de méme valuation que Cy . On réalise ainsi une partition de Y .

Pour étudier les H-codes extrémaux de F2 G nous étudions les
codes Cy tels que Y appartient & 1'un des deux ensembles Y7 et Y11
définis comme suit : i = 7 ou 11 ;



«(y) =1 et 0€ s(y)

y € Yi A y est 1'unique représentant dans Yi (22)
de 1'ensemble (X9 y, g € H}
(Yi contient 1 et un seul représentant de chaque classe définie ci-
dessus et ceci dans un sous-ensemble de Y composé des unités de
poids i dont le support contient 0). Calculons le cardinal de cha-

que Y, :
1 16
‘Y7| = —Ig»x (17) = 715 (23)
1 16
|Y11| = —Tﬁ— (11) = 273 (24)

Les deux propriétés suivantes sont démontrées dans [5]
_Propricte 4.

Soit y € Y avec «(y) = 7 ou 11 .
Alors Cy est un code (32, 16, 8) si et seulement si

u€Ff, H, 0€ s(u) et w(u) = 2= c«(uy) >2 (25)
Phopri8té 5
Soit y € Y avec «(y) = 7 ou 11 .
Alors C_ est un code (32, 16, 4) si et seulement si, il existe
u=X3%1 avec g€ H* , tel que y est de poids impair sur un seul
translaté de s(u) dans H .

Lemme 4

Soit u € F2 H tel que 0 € s(u) et «(u) = 2 . Alors :
(I) 11 existe 35 éléments y tels que : y € Y7 et «{uy) =2
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(IT) 11 existe 21 éléments y tels que : y € Y11 et w(uy) =2 .
Preuve

Soit u = 1 + X% avec g€ E* ; les translatés de s(u) dans H ,
forment une partition de H en huit sous-ensembles de deux éléments,
soit

{0, g}, {9y » 99 + g}y ..oy 105, g7 + Q) .

Soit y € Y7 tel que «(u y) =2 (Cy est donc un code (32, 16, 4)).
Alors, d'aprés la propriété 5, y est tel que s(y) est composé de
trois translatés de s(u) plus un élément d'un quatriéme translaté
de s(u). 11 existe 16 . (;) unités de FéHde ce type : Y7 en contient
donc : (;) =35 .

De méme, si y € Y11 et «{u y) = 2, Te support de y est compo-
sé de cing translatés de s(u) plus un é&lément d'un sixiéme transla-
té de s{u). I1 existe 16 . (g) unités de F2 H de ce type ; Y11 en
contient donc : (g) =21 .

Lemme 5

Soit y € Y7
(I) Si s(y) est contenu dans un hyperplan de H, alors il existe
7 éléments u tels que :

UEFZH,OGSW),qu):quy)=2.

(II) Si s{y) n'est contenu dans aucun hyperplan de H et si Cy a
pour valuation 4, alors il existe un seul élément u tel que
uEf} H, 0€ s(u) , «{u) = w(uy)=2.

Preuve

(I) Soit V un hyperplan de H et soit V le complémentaire de V
dans K. Soit y € Y7 tel que s(y) € V . Chaque u, u=1 +X9 avec
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g€ V¥ , est tel que : un translaté de s(u) dans H est soit dans V

(u
soit dans V. Un tel u vérifie «(u) = c(uy) = 2 car y est de
poids impair sur un seul translaté de s(u) («(y) =7, |V] = 8 et

s(y) € V).

Par contre si u = 1 + X% avec g€V, il est clair que y est
de poids impair sur plus d'un translaté de s(u). Puisque |V*]| =
ceci démontre (I).

(I1) Nous supposons maintenant que : y € Y7 , Cy n'est pas
extrémal et s(y) est de rang 4 dans H. Alors, d'aprés Ta propriété
5 , il existe u, u =x9 + 1 avec g < H* , tel que y est de poids
impair sur un seud translaté de s(u). Supposons qu'il existe
vV, V =Xh +1 avec h € H*\{g}, tel que y vérifie cette méme proprié-
té pour v . On peut supposer, sans perdre en généralité que s(y) &
la forme suivante :

s(¥) =10, 9y, 9%9,09,5 9, +95 93593+ 9}, g5 # 9 .

L'existence de v suppose que 1'ensemble s(y) n s(Xh y) compor-
te 6 éléments, c'est-a-dire au moins deux translatés de {0, g} .
Supposons par exemple que 99 = 9 +h . Alors :

{975 91 %9, 95 59, +9} ' s(y) O sy

On a dans ce cas : 93 =h ou 93+9 =h ou 93 +h =g93+9 .
Or ceci est impossible car h # g et s(y) est de rang 4 : on ne peut
avoir une relation du type 99 +9p * 93 =0 ou 9y +9,t93+g = 0.

Donc 1a seule solution est v=u ; u est 1'unique élément de
F2 H vérifiant :
u=Xx3+1 , gek et wuy)=2
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Lemme 6

Soit y € Y11
trois éléments u du type suivant :

tel que Cy a pour valuation 4 . Alors, il existe

u=x9+1, gGH* et «{uy)=2
Preuve

y € Y11 et Cy n'est pas extrémal. D'aprés la propriété 4, il
existe u = X9 +1 avec geH et w(uy)=2. '

D'aprés la propriété 5 et puisque y est un représentant de
1'ensemble {Xh y | h € K}, on peut représenter s(y) comme suit :

s(y) = 10,915 93 *+95---:95 595 + 9}, 9; # 9
avec H = s(y) U {9, 95 »9¢ *+95 97, 97 +9} .
Soit alors h € H \ {g}. Trois cas sont & envisager :
1“) h = g5 + g, . Dans ce cas, s(x"y) ¢ s(y)v {9}-(Xh.¥a pour

poids 11 et son support est contenu dans la réunion de 6 translatés
de u). Donc, (1-+Xh) y est de poids 2 . On a ainsi exhibé
v, v = 1+ Xh , tel que «(vy)=2 . (h est différent de 0 et de g

puisque g¢ # g; + g et go # g,).

2°) h = 96 * 9, + 9 . Ona, de méme qu'au 1°),

s(Xh y) © s(y) v {g}i . Donc, on exhibe w = 1 + Xh avec w{wy)= 2 ;
w différe de u et de v car g * 97+ 9 ¢ {0, q, 9 + 97} -

37) ho+ gp + 9, ¢ 10, gi. On obtient :

h+ 196, 9¢ + 95 95, 97 + gl C s(y) YV {g} .
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D'ol, le poids de (1 + Xh) y est supérieur @ 2 .

On a finalement trois éléments u ne vérifiant pas (25).
Théoneme 3

Parmi les 16 384 matrices génératrices de H-codes de Tongueur
32 et & poids multiples de 4, 7 168 sont des matrices génératrices

de codes autoduaux. extrémaux, soit une proportion de 43,75 % .

Parmi 4 368 K-codes Cy tels que «{y) = 11, 2 688 (soit 61,54 %)
sont extrémaux.

Parmi 11 480 H-codes Cy tels que «y) = 7, 4 480 (39,60 %)
sont extrémaux.

Preuve

Soit Y% = {y € Yi |Cy est extrémal}, i € {7, 11} .
(yi est défini par (22)).

Nous allons calculer Tle cardinal de Y7 et le cardinal de Yil .

Soit U

{ue F, H | 0€ s(u) et wu) =2} .

7
chaque u, u € U , w(uy) est strictement supérieur a 2 .

Le code Cy, y€eyY,u Y11 , est extrémal si et seulement si pour

1°) Cardinal de Y} :

Pour chaque hyperpian H' de H i1 n'existe qu'un seul y de Y7
tel que s{y) € H' car :

yrEY et s(y') cH =y =xdy, g€ H
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I1 existe dans H, 15 hyperplans distincts. Donc pour 15 &léments
de Y7 , 11 existe 7 éléments u de U tels que «(uy)= 2 (Lemme 5,
(I)). Nous avons vu, dans la démonstration du Lemme 5, que :

E' = hyperplan de H, s(y) C K'
= s(u) C k'
uelU et wuy)=2

Soit h € K* 3 on peut construire t hyperplans de K contenant

14 x 12 _
6 x 4

het t-= 7

On peut conclure : pour chaque u, u € U, i1 existe 7 éléments

dey,yE€ Y7 , tels que s{y) est contenu dans un hyperplan de H
et «{uy)=2 . D'aprés le Lemme 4 i1 reste alors 28 éléments y de
Y7 tels que «(uy)= 2 . D'aprés le Lemme 5 (IL), un tel y vérifie
«{uy)= 2 pour ce seul u de U .

Donc, sur les 715 éléments de Y, (cf. (23)) :

7

- 15 ont Teur support dans un hyperplan de H ;
- |U} x28 =15 x 28 =420 vérifient les hypothéses du Lemme 5,

(11).

IT reste 280 éléments de y de Y7 , tels que Cy est un code
extrémal. Donc : |Y}| =280 ;

(€, | w@y) =73 =16 x |Y,] = 11 440
|{Cy| w(y) =7, Cy est extrémal}| =16 x |Y';| = 4 480 .

On obtient un pourcentage de 39,16 % de H-codes Cy tels que w(y) =7
et Cy est extrémal.



2°) Cardinal de Yil

Le lemme 6 prouve gue pour chaque y de Y11’ soit Cy est extrémal,
soit i1 existe exactement trois &léments u, u€ Uet w{u y) =2 .

Or chaque u de U vérifie «(uy)= 2 pour 21 éléments y de Y
(Lemme 4 (II)). Donc :
Y

11

U] x 21
3

|Y

11! 1l -

15 x 21 _
3

273 - 168

i}

v
I{Cy [ w(y) = 11}] = 4 368
i{cy [ wy) = 11, cy est extrémal}| = 2 688 .
Ainsi, 61,54 % de h-codes Cy avec ofy) = 11 , sont extrémaux.
3°) CONCLUSION
On a déterminé en tout 7 168 codes extrémaux sur Tes 16 384

k-codes de longueur 32 et d poids multiples de 4, soit une proportion
de 43,75 % .

Nous allons maintenant définir un générateur d'un H-code extrémal.
Rappelons la définition d'un ensemble a différences dans un groupe abé-
lien d'ordre 25 [7]

Déginttion 3

Soit € un groupe abélien fini. Un sous-ensemble D de C est un
ENSEMBLE & DIFFERENCES s'il vérifie pour tout h de 6" -

[ DAD+hj =2
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Theondme de H.B. MANN

Soit G un groupe abélien d'ordre Zk et soit D un ensemble & diffé
rences de G. Alors, si D # {0} U[G‘ , o0 G' est un sous-groupe de G ,
la seule possibilité est :

k=2t, |o| =281 (2t 4 ey, n = 2P (2t 46
otle=+leth=|DnD+h|, hed
Théonéme 4

€ = F32 3 B est un hyperplan de G . Un H-code (x) est un code
(32, 16, 8) & poids multiples de 4 si et seulement si, i1 existe un
générateur y de (x) qui a la forme suivante :

y=1+X9(1+2), g€ 6 \HK, s(z) Ch, «z+1)=7 ou 11

et s(z) est un ensemble & différences de F16 .

Preuve
Les codes étudiés sont & poids multiples de 4 .

1°) Soit (x), un code de F2 G , possédant un générateur y qui
vérifie les hypothéses de la Proposition.
Soitu=1+ Xh , he W . D'aprés le Théoréme de H.B. MANN :
[s(z) n's(z) +h| =2o0ub et |s(z)| =6ould (t=2)
Or, ¢(uz)=2 wz)-2 |s(z) N s(Xh 2)]
12 -4 (ou 20 -12, car s(Xh z) = h + s(z))
=8
Donc wluy) = ou, u+uz) ol ecu+uz)=6 ou 10 .

#

D'aprés la propriété 4, (x) est un code extrémal.

2°} Inversement, supposons que (x) est un H-code qui est un code
{32, 16, &). Alors, d'aprés (16), il existe un générateur y de (x) tel
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que :

y=1+ x9 (1+2), g€ h, s(z) CHet zE€ p?
Nous allons montrer que s{z) est un ensemble a différences de
F16 . Pour cela i1 suffit de montrer :
u=xX"+1, her = uz)=8 (1)

Soit u ci-dessus défini. Alors, uz € P3 avec s(uz) C K
Donc u z est un élément du code de Reed et Muller d'ordre 1 et de
Tongueur 16 . Ainsi., «(uz)= 0. 8 ou 16 .

On ne peut avoir uz= 0 car (x) est extrémal. Supposons que
«(u z) =16.

On définit une base de k, soit {el, €55 es, e4} ol e = h .

4 e.
Alors, uz = I (X ! -1) 5 donc z s'exprime comme suit dans la base
i=1
4 e; Jj
(I (x -1y " | j.€10,1]} de Fo H
i=1 !
e e e e
2= (X 11z + (X -1 P-1) (x -1

ol zy € P\ P2 et z; est sans facteur (X

Soit V Te sous-espace de H engendré par {ez s €3 ,e4} ;
(Zl) est un V'-code de F2 V . D'aprés (16), on a & une unité de F2 v

prés :
zl=1+Xt+a,t€V\V' et ae P¢ .
D'od : (1 + Xt) z4 € P3 . Ceci entraine : (1 + Xt) z € P4, et donc
t 4o e
(1+X)yz=uz =1 (X -1) (car (x) est extrémal).
i=1
On en déduit : t ey
(L+X"+1+X )z=0
e
(Xt + X 1) 2z =0
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1 € 1

e e
Donc (Xt + X )y = (Xt + X7, Xt + X
(x) est extrémal. La seule possibilité est «(uz)= 8 , ce qui démon-
tre (I).

) . Ceci contredit le fait que

Exemples

Soit {e1 1€y 585 ,8, ,eSJ, une base de G ; H est engendré par
{ei | i=1, 4}. On peut formuler comme suit Te générateur x d'un
H-code (x) de valuation 8 et & poids multiples de 4 :
e,

(notatior : X T= X;)

- X = 1+X5(1+(X1+1)(X2+1)+(X3+1)(X4+1))

ol w(x)=28

3
- X = 1+X5(1+(X1+1)(X2+1)+(X +1) (X +1) +X, 1H (X, +1))

3 4 i1 1
ol w(x)=12 .
Far contre, si

X = 1+Xd1+(X1+1MX2+1)+(X3+1MX4+1)+

o w

(X5 +1)),

i=1

(x) est un code (32, 16, 6) & poids multiples de 2 .

7. UNE CLASSE DE H-CODES DONT LA VALUATION CROIT AVEC LA LONGUEUR

G=F m H est un hyperplan de G engendré par une base
ol

{el’f"’em—l} ; e = {e -»€ } est une base de G .

1

Notations :

X=X B(e) est la base de F

i C définie au §2-1

2

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :
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PROPOSITION 4

Soit JEN, =3 .

Alors pour chaque m, m >(j-1)2 +1, i1 existe au moins un k-code
qui est un code (2", Zm'l, 29y .

Pour cela nous allons définir une classe de H-codes vérifiant la

proposition 4 .

DEFINITION

Soit j>3etm= (j-1)°2

tition de 1'ensembtle d'indices {1,2,...,m-1} en j -1 ensemble dis-

+ 1. Soit {Ii [i=1,...,3-1} une par-

joints de j -1 éléments chacun. On désigne alors par Cj un h-code de

longueur 2" du type suivant :

C, =
5= (x5)
Xj =1+ Xm yj , yj € F2 h (26)
j'l J
_y.:l+[2 ﬂ(X +1)]+0¢.,a.EP
J i=1 keI, ¥ 177

(yj est ici exprimé avec la base B(e) de F2 G , mais le support de
Y5 est dans k : Y; est sans facteur (Xm -1)).

Valuation d'un code Cj

Nous devons étudier les mots : u x; , u € F, H et «(u)< 21

- ueps\pstl

se€[1,j-21. (sis=] -1, Te poid de u est supé-
rieur ou égal & 23'1).

Alors, si 1'on exprime u dans la base B(e) :
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oiu' € PSYL . L €10,11 et (ig,...,i)C (1,2,....m-1) .
LEERER 1 S

Par hypothése (u € P\ PS+1) un terme Uy ; au moins est non nul.

107

Alors i1 existe k, k€ [1, j -1], tel que :

T=u 1.( I Mt+U)x(X1+1).” (X, +1)#¢0
1o s te Ik 1 Ts
car s <j -1 et donc : Jk ; {11 e 15} N Ik =0 .

Soit Zj = yj + 1 . Si 1'on effectue le produit u Zj , le terme

T ne peut apparaitre qu‘une fois puisque les Ik sont disjoints et
chaque Ik contient plus de s &léments. Donc, le produit u zj exprimé
dans la base B(e) a au moins un terme non nul : u Zj #0 et

-1+
u zj e pJ l+s .
Nous avons montré :

ue€ P\Pj-1 =y xj=(u,u+ u Zj)’ uz; € Pj\{O}

= w (u xJ.) > wu)+ w(uzj) -w(u)

=>w(uxj)>2‘]

- u€ A\P et w(u) <2971 11 faut d'abord remarquer que la

démonstration précédente est valable quel que soit g -

Nous allons maintenant détgrminer o5 de telle fagon que Cj soit
de valuation au moins égale a 23 . Nous supposons j > 3 car lorsque
J=3etm=25 nous donnons & Ta fin du § 6 un exemple de H-code qui
est un code (32, 16, 8) du type C5 .

Nous utilisons la Proposition 3 :

St aly; ) > max\(2 A) [ e (1, 2971 (3, alors chaque genera-
teur de Cj a un poids supérieur a 2d .

11 suffit donc que :cu(yj) > 22(3-1) -1, >3 .

Or OJ(yj+-aj)= (3 —1\(2'1_1 -1) +€ (¢ =0 ou 1 selon que j est pair ou
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impair).
m~-1
Si 1'on prend par exemple oy = nn (Xi +1), alors
i=1
wly)=2"1 -1 @1y e o1 om-1= (5 -1)2

IT est clair que : «fy) > 22071 1
Dans ce cas, Cj est de valuation égale & 23 .

Soit u = (X + 1) ol kt € It ; alors u y; = et

donc Of(uxj) =2 w(u)= 2d .

Nous avons donc exhibté un H-code qui est un code (2m, Zm_l

2

, 2)
avecm -1 = (j -1)° . Ainsi, i) existe pour chaque Tongueur 2k s
k>m , un H-code de valuation 2J {Corollaire 1). Nous avons montré

la Proposition 4 .
Exemples

1) j=4,m=10

x =1+ X0 (1 + (X, + 1)(X5 + 1)(Xq + 1) + (X

10 1 2 3 4

+ (X7 + 1)(X8 + 1)(X9 + 1) + % (Xi + 1)
I=1

+ l)(X5 + 1)(X6 + 1)

10 .5

(x) est un code (277, 27, 16) a poids multiples de 4 avec « (x)= 492.

2) j=5,m=17
x =1+ X17 (1 + (X1 +1) o0 (X, + 1)+ L+ (X

1

+ 1T (X, + 1))
. i
i=1

17,9

(x) est un code (27", 27, 32) a poids multiples de 4 .
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Remanque

Nous donnons en annexe la matrice génératrice d'un H-code qui
est un code (128, 64, 16) & poids multiples de 4 . Les expériences
que nous avons faites semblent prouver qu'il en existe un certain
nombre de ce type. Nous pensons donc que les valuations obtenues ci-
dessus peuvent étre nettement améliorées.
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A NNEXE

1] MATRICES GENERATRICES DE H-CODES QUI SONT DES CODES
(32, 16, §)

?)  MATRICE GENERATRICE D'UN H-CODE QUT EST UN CODE
(128, 64, 16).



-4g-

O O 0O O 0O O 0O O O O O O 0O O O

©C O 0O O O O O OO O O O © O » O

cC 0O 0O © O O 0O O O O O O O ~» O O

O O 0O O 0 O O O O O O O » O O O

O O 0O O 0O O 0 O O O 0O » 0 O O O

O O 0 O O O O O O O+ O O O O O

O O O © O O O O O » 0O O O C O C

O O 0O O O C O 0O » O 0O O C O © o

CcC O 0O O O C C » O O C O O © O o

o O o

O O 0O O 0O © » O 0O O 0O O C

0O O O G O »w O O O O O © ¢ O O o

O O 0O O » C O O O O O © O O O o

O O 0O » O O O O O O 0O O O O O o

O O » O O O © © © O C O O O O o

O = O O O © O O O O 0O O ©© o o o

- O O O O O O O O O O O 0 O o o

- - = = O = O C O » O O C O O »

- -~ = -~ O C O » O O O O O » O

- o= =2 OO0 C - 0O O 0O - O » O O

- = =~ = O O ~» O O O » O » O O O

O = O O r~» = = = O O O » C = O O

- O O O » » » » O O = O » O O o

O O O = - =~ =~ = O = O O O O O =

O O = O = 1 = e~ 0 0 O O O = O

O = 2D O 9O O O = - w» P = O = O O

- 0O O O O O = O Ik = = —~ = O O O

> s I

o O O » O » O O - +» ~ = O

O O = O r O O O - r +» + O 2O +» O

O O O ~ O +» O O O » O O +H r = »

O O = O +~ O O O r O O O ks = =

O = O O O O O = O O O = M B = =

- O O O O O + O O O O + = =



-49-

Qo 0 D O 0O D

QO O O ¢ O O DO O

o

O O ©C » O

Cc ©C C

CcC © ©C © O o

O O

O 0O O O O O O O o o o

C 0

o O C© O

o

D«

- O

O O ©0 O © O O

o O O O

e ]

O 0O 2 0O ~» D O

> 9o

0
¢]

~
-

(]

o O G

cC o C O

O

(SR OEN & N

.

(&}

CcC = O

O 0O © 0O O O »w O O O O O O O

¢ C <o O O C
o Cc O O C

~

Cc o

o O C C O -

o C

0

O O O O »~» O C

0

o Cc OO0 v O O o ¢ O

-~
-~

O O = C ¢

(&7

O C O o C O o <
o C ©C O O
[ N I &I R S o R o S S & S e T @ ]

[= 2

o o O © O

Z

~

- 0 O C

[

e

<

= o O e bt g e e = e (O = O

e - T I R

O P st 2 e e = = O e =~~~ O O C

C e = =

—
o

— b gt p g s e O O

B T & R

fou

- = C - DO G

—_ e e

(&

(&

~—

I o

- = D

L R I R« B N o N - ]

P~ ped g

DD e e s s

= = e D

[ S N~ I =

o

- - C = C O O = e

O M= D O = O e e e e e

D = e

[ B R B R S o e I

O rd g e e D

O © Q o bt e e OO = = ke e = O

O ©Q w O = = O = 2 e e = = O

O = O O = QO M et e s e et = D 2 e

O O O O = H = o e = = O e



-50-

0O 0O 0 00 00 O 0 OO0 © o O O w

O O O OO O OO OO © o o » O

O O 0O O 0O O 92 O O O O O O ~» O 9

0O 0O 0O 0O O O OO0 O o « = O O O

9 O O
O o0 O 2O
c O © ©

O O O O O O O O O O © «~ O
O O 0O O O OO0 O O O w

o

(&}

0O O 0O OO0 O 0 O 0O » O

o O O

© o 0 o

©o O o o

O 0 O o ©
© O c O 0o ©

(o]

O O 0O O O O O © = O O C

© © 0O O 0O OO »w O O O C«

0O 0O 0O OO0 © +» O 0 © 0O C
©C O O O O » ©C ©C O O O
O O 0O O » O © O O ©

D o0 o O

QO O » O O O O O O O O O O O O O

0O O 0 » O O O O O © O
O = O 0 0O 0 0 OO0 ©O O ©

© O O O
O O O O

- >~ O O = = » O » O O O O O O »

- O O O O O O O O O o C

= O O - = O = O » O O O O = 0

QO = O O

I
—

C O W = = O = e O O

O O ™ = O ™ = » O O O » + O O O

= e = O~ ~ O C O O O ++ » O O O

b - O M~ e e~ O O 0O O - C O = O O

(&)

- O = =~ O O = = O - O

DO O -

Q = = = O O w m» = O O O

D= =~ = O

- O O O O O D » w »» O

O -~ O [ aad

C » O ©O © O » O +~ » O
Q O » O 2 +» O 2 0O

O ks

DO o - e

O O O »» »=» O O 2 O O + r~» O r k-

O O O » + O O O » = = O - » O O

O O = O O ™ O © »= = O = = = 0O D

O ~» O O O O » O » O + ~ O O = m

- O O O O O O » O » = H O O = -



-51~

(-] -

Qoo
coccoooooooooccoooc~oc
coo~c oo
S coco cocoO~o0o o
SCoo~0000 0
cocoos COCCCO~OCOCO S
coo coo ooeccoooeoceooooouecccaoc
$82259332S3 cococ CCO~COODO00 O
4=+ o ocoooo cecCcoeCeos
oo o oooe0o COOO0OCOO0O0 O
COOO0O0OCO CO000O0O0OO—~0O00OC 0000
oo coc coe COCDODDOOCO~O0DO0OC 00000
Scoo ooooooooccoccooecooocwocococcccocce
oo coo OO0 CCOE00000000CCOCRECOOO~IOODCOCOOOOCOO
coooc co P - - 2 e e = - - - )
CO00OOCOO0OOCOOOOCOSO o QOOOOOOOOGOHOOCOOQQOOOOGCOcO
coo o coco COO00O™O0000000OD0OCO000

QOODVIO0ODOODODO00 OOOOOQOOOOQQOQOOODOO:’OOQDODGF‘QOGOOOOOOOOOQQGD 29
COOODODODODDO0OOOOOO0OOCOCOOOOOODODOODOODOOD=OIODIVO0ODODODDIDIIRD

0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
00600
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
noonn
0000
0npo
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
00n0
0000
0000
1000
[
nolQ
aool
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
nnon
0000
0noe
nnne
0000
0000
00

0

n

Ccocoooccoco oS
OO0 OCCOCOCOOCOCCOOO00OCOCOCOOOCOCDOCO=CoCcoCoOCoCoOCocoCcCcoTCoTT
CCOCOODCODODOOCO0OOCOOOOOO0O0OOOOCECDoOHOCOCOOCOCCDICcoTCLdCoCCCT
COCC o000 0ROO0O000COCOOOOOCOOCCOCOIOO~OCOCOCOOCOCOOCOTCCOODOC X

<
cc
CCCOCOOOCCCCOCOOCCCOOCECcOoCCcOCooOCOCoioTconocdctcococcococcero
COCC OO0 COCCO00CCo00COOCOCCOCOOHCCCOCCCooCcOoCCRcTCOoccerOoccce
COCCCCCCECCCCLOCOECOOCCCOOCECLeC~CCOCCEOoLeccaTCodocTooecTcea
COCCCOOLOORCOCOCCTOCCCCOOCUOCOLmLeDOiQCcoooLcocCcecCCCcoOoOTCoiCs

=

:(nonnn
0noonaNeNG
AnNANBNRONNOCNRON00NNN0

Q0NONNAN Q0 ONHOLCLNYNNOLNNNNOD

COCCECCCCCCOCOCCeCOCOCCCLCCcCOo~CcacCcCccOCcccoccccccoccococaccoocccaa
OO CO0O0DCCOCCCOCClOO00CO0CC~CCONCOOCO00000CCO0COOCCODOCECOOC
CCOOO0OCCO00CCOOOCOOCOCOO0O—OCOOR0O00COCOORCOOCOCOOICOOOOCCCOOO
OO COOCOCOC Lo DOCOCOCOCCOmOCCODOCOCOCIOSOOCIODTOCOOTOOOCDDDSS
OO T OO OCOOOC ORS00 O=TOOTODOCCOCCOCCOT L oDODCCCOoOCOCCOCDOST
COCCOOCCCOOOCCECOOLOOCOO~CCcocCcocCctCocCcefcocecceaoocccccoocococeccccoca
CCOCOOCCCOCOCOCOCCCOCOrCCLOCCCECCOCCCOCCcLecclecaEcceccCCcCEcaeccace
OCOCCODOCOCOOO0OCROOOCHOCOCOCCoOOCOOOCcooCCcCooocCcocOCcocosce
CC OO0 C CCOOCCOCOCOO—OCO00CCCCOCCCCCCcOoCcoOooOcecoccocOccoococee
COCCODOCCORCOO00C CO~OODCCCCCOoCOCCCCcOCcOCOcccCcocecocccocoocceTer ™
COCCOODOCCCOOC OCOOOCCOCCOCCCCOOOCCOOa0CoCcecPdCooocCRCCoOCTcTCHmeT
el e e e e e e e e e e e L e e I E L e o o o e e ]
OO COOOO00OODOoO~000D 000000000 0D OC0ODTITOO0ODC DIV DI00DDCDTODC
CO0COO00OCOO0OO~O000 D000 ICOCRO0OOOOOO00CCoOICOCICC2OCCCOS OO @

1,

[}

HONNNanENERNRANPANNARNNNONDN

CCOCCCOCOO~COCOOCCOOCCoCOCCCOCOOcCOTT
OO0 OO0 OC~OO00000CO00CO0CO0OOCO0DOCOOCOCCO0DOCO0CCOCCoOOCOTOCCDO
COO00OORLOOOOOOOOROOCCCCIOCOCOOOOCOOOODOOOCODCOCCODCCOoOCOCOCOoOTOCCOT
CO000O0O=O0COO0OODCCO000OCORCOOCOODDOOOOCOCCOCROOOOCCOOOOOOODCOTC
OO DO~ O OO0 0000 COO0O0CCO0OOROOO0OCOOCODOROOCOOOOOCCOOCRCOD
OO COC— OO 000000 OOCOCOCOCCOCOOoOOTDDO00CCOCQCOCCOCOCCCCCcoOCoCooCT
OOOC‘HOOQOOOQCOCOCOOOQOCCQC‘COOCCCCOOOCOQCCQQCCCCC‘\.CCCC‘CCCCC coocc
OOoCH-DOoOOO00O CCCCOOCOCOOOOCOCOCCOCOOOCCOCcOOCCCOOCCoQC
OO'—'OOOOOOOQOOOOOOOQOOCOOOOOOOCCOOOOOOOCOOC COCOoOCOOoDCOoOoOOOOoOCC O
QWOOOOQOOOOCOOCOCCOOOOCOOOCOQOOOQOQQOCOCOC oooCcoCcTcoCcocCcoCcoosccCcoC

oo OO0 OO COOCO0OOO O COOCOCOCOOOCCOOOCODCTOCRoOOOCOOC

awc cComc cCoCCoCcCcCooec e
C e —c ot ot s bt -eccocooco:ccewc
<
< <o cocccccococwcco
o cooQoCO—COOS
——c COCCOoCO—~OOC OO
s oCoOCOCOOoO~OCOCO O
COCOOCO—~OOOOOID
et CoOCOCO-HTOODODO O
CCO~OOODO0OCO
ocooc o
CCOO00000O00O00
=4 COCOCO0O O
(=1 —— cOoo0OoCOo0
e cOo0000C O
oo == T=1=2=r==1-1
—y— O COOODOO0OCO0OSO -
=r=1-1-1-1 coce —
oo O -
- SO~ o
= —
oo —
00000000 C—OO00D -
O L] ——
el =d oOoOCO -
coocoooooe ——
COO0ROO -
o000 Ot 4t 1t
OO Drtsms - o0 ——
oo oo o
DOCO0O00IO ~o
- oo =
— Ot it o
5=
oo
=32 o
o
et O et st
-
=13 -
o
—
-
O~
)
-
o
-3=3
Qo
o —
—
o~
)
©C o O O O e
ococ (=4 Ll ad
O -
P=2-2-%
[~ o=oo -
——
[-3 Ot -
oo~ -
Q= OO o o -
ol o coc Ottt Ot O -



http://ccccc-c.ccccococcooccccccc.ccc




53

BIBELIOGRAPHIE

(11 E.R. BERLEKAMPF. Algebraic coding theory. Mc Graw Kill took Cie,
New-York.

{21 S.D. BERMAN, On the theory of group codes. Kiternetica. Vol. 1,
n°l, pp. 31-3S, (1967).

[371 S.D. BERMAN.& I.I. GRUSKKO. Code parameters of principal ideals
of group (2,..., 2) over field of characteristic 2.
Pr. Pe. Inform.. Vol. 14. n®°4. pp. 3-12 (1978).

{41 N. BOURBAKI. Livre II. Algébre. Herman, Paris (195€).

{51 P. CAMION. Etude de codes binaires abteliens modulaires autoduaux
de petites longueurs. Revue du Cethedec, NS 79-2 (1979), pp..3-24.

{61 P. CAMICN, G. PASQUIER & J. WOLFMAN. A class of self dual codes.
I.E.E.E. Trans. Info. Theory. a paraitre.

[71 P. CAMION. Une généralisation dans les p-groupes abéliers é&lémen-
taires, p > 2, des théorémes de F.B. MANN et J.F. DILLON sur les
ensembles & différences des 2-groupes abéliens &lémentaires.
Combinatorics 79 (Proc. Colloq. Univ. Montreal, Que. 1979,

Part. II). Ann. Discrete Math. 9 (19€C), pp. 163-174.

[E1] P. CAMION. Differences sets in elementary abelian groups.
Les Presses de 1'Université de Montreal (1979).

{91 P. CAMION. Codes abeliens autocduaux. Colloque du C.N.R.S., Cachan,
4-¢ Juillet 1€77.

[1C] P. CHEARFIN. The extended of Reed Solomon codes considered as
ideals of a wodular algebra. Communicate at Marseille Luminy :
'Combinatoire 19€1'. To appear in The Annals of Discrete Mathema-
tics.

[11]1 F. CHARPIN. Puissance du radical d'une algékre modulaire et codes
cycliques. Revue du Cethedec, 1€&me année, 4éme trimestre 19€1,
NS 81-2, pp. 35-43.

[121 P. CHARFIN. Codes idéaux de certaines algébres modulaires. Thése
de 3é&me cycle, Juin 1982, Université de Paris 7.

[13] F.J. MAC WILLIAMS & N,J.A. SLOANE. The theory of error correcting
codes. North-Holland (1977).

[14] €. PASCUIER. Etude des codes sur une extension de F, et de leurs
images tinaires. Thése de 3éme cycle. Université de Provence
(19€0).



(15]

(161

[17]

[1&]

-54-

A. POLI a M. VENTOU. Codes autoduaux principaux et groupes d'auto-
. s 2 _ 2 _
morphismes de 1'algébre Fzr [Xl,...,Xn](X1 1,...,Xn 1).

Europ. Journal Combinatories (1981).

A. POLI. Codes dans certaines algébres modulaires.
Thése de Doctorat d'Etat, Université Paul Sabatier Toulouse (1978}.

J. WOLFMANN. A new construction of the binary Golay code (24, 12,
€) using a group algebra over a finite field. Discrete Math. 31
(198C), pp. 337-338.

J. WOLFMANN. Aspects geometriques et combinatoires de 1'étude des
codes correcteurs. Thése de Doctorat d'Etat. Université de Paris
VII. (1978).



