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SUR LA SELECTION DE VARIABLES EN REGRESSION MULTIPLE :
UNE MISE AU POINT

C. PARDOUX
Université Paris IX - Dauphine
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SOMMATRE

Les procédures et critéres utilisés pour la sélection de varia-
bles explicatives en récression multiple sont présentés. Les métho-
des par étapes, les moins codteuses en calcul, donnent dans certains
cas des résultats voisins de ceux obtenus par la recherche de tous
les "meilleurs" sous-ensembles (i.e. les sous-enserbles qui pour
chaque nombre p de variables explicatives maximisent le coefficient
de corrélation multiple Rp) ; les résultats peuvent étre trés diffée-
rents cuand i1 y a notamrent de fortes corrélations entre les varia-
bles explicatives. Le statisticien se doit de ne pas accepter les
résultats donnés par une méthode comme la solution définitive ; il
incorporera éventuellement aux statistiques 1'information disponible.
Ln exerple illustre les principales méthodes.
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1. INTRODUCTION

L'objet de cet exposé est de montrer 1'intérét de la sélection
de variables dans les wod&les de régression multiple, et d'étudier
les principales méthodes actuellement utilisées.

Dans ces mémes Cahiers du B.U.R.0. , le probléme de la sélec-
tion de variables a déja fait 1'objet d'une partie d°un article de
BRENOT, CAZES et LACOURLY |7} . Cepuis la parution de cet article, de
norbreux travaux ont été réalisés sur ce sujet, et une nouvelle mise
au point s'imposait.

Ce probléme de sélection de variables ne se pose, bien sir, que
si 1'analyste dispose d'une bonne connaissance sur les variables cui
Tui permet de construire une classe de modéles a priori pertinents.
Donc, il ne doit étre abordé cu’aprés une premiére analyse sérieuse
des données. La détection des liaisons entre les variables explica-
tives peut étre faite par 1'examen de la matrice des corrélations et
une analyse en composantes principales, ou par 1'examen de 1'inver-
se de la matrice de Cholesky. Cette derniére, notée V , est la ma-
trice non singuliére des variances-covariances de la variabie expli-
quée et des variables explicatives, V peut se décomposer en un pro-
duit de deux matrices trianaulaires, transposées 1'une de 1'autre :
V = AA'. Si A désigne la matrice triangulaire inférieure, son inver-
se B est aussi triangulaire inférieure ; HAWKINS et EPLETT {21] ont
montré gue cette mratrice trianculaire B pouvait étre considéree com-
me un résumé particuliérement efficace des relations en régression
rultiple entre les prédicteurs et la variable dépendante.

Les principales méthodes de sélection seront classées en deux
catégories :
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- Les methodes par étapes, les moins colteuses en calcul, ne
garantissent pas 1'obtention de la "meilleure" réaression théori-
gue & chaque stade ; mais pour le praticien, le sous-ensemble opti-
mal cuant & la signification, au colGt d'observation ou de mesure,
n'est pas toujours celui qui correspond & la meilleure régression
(i1 y a d'ailleurs souvent plusieurs sous-ensembles presque équiva-
lents pour le théoricien) ; les Togiciels BMDP [12], SAS [4] et
SFSS [31] ont des programmes de sélection par étapes avec des va-
riantes propres a chacun d'eux.

- La recherche des "meilleurs" sous-ensembles de variables
améne a choisir selon divers critéres de qualité de prédiction dont
nous étudierons les propriétés et les liens ; le critére Cp de
MALLOWS [28] sera particuliérement retenu ; nous verrons qu'a 1'ai-
de d'une décomposition en une somme de termes correspondant chacun
a une observation, il permet d'étudier plus spécifiquement 1'adéqua-
tion d'un sous-modéle.

Le proaramme SFP de BMDP [12] recherche le "meilleur" sous-
enserble selon trois critéres au choix : le carré du coefficient de
corrélation multiple R2 , le carré ajusté du ccefficient de corré-
lation multiple et le critére C_ de MALLOVS . SAS [4] a un proaram-
me (RSCUARE) qui donne les valeurs de R2 pour toutes les combinai-
sons possibles de variables. Ces procrammes sont colteux en calcul.
Neanmoins certains algorithmes, comme celui de FURNIVAL et WILSGN
[17] utilisé par BMCF, sont trés performants et permettent de trai-
ter des modéles contenant jusqu'a 27 variables explicatives.

PERK |6] montre que Tles résultats obtenus par les méthodes par
étapes et la recherche des "meilleurs" sous-ensembles selon le cri-
tére R2 peuvent étre trés différents dans les cas ol un ensemble de
prédicteurs est collectivement significatif sans qu'aucun d'eux

considéré jsolément ne le soit.

Enfin, i1 est naturel de tenir compte de toute 1'information
disponible pour traiter un probléme. Flusieurs auteurs (AITKIN [1];
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DEMPSTER, SCHATZOFF et WERMUTH [9] ; LAMOTTE [24]) ont attiré 1'at-
tention sur la prise en compte d'une information sur les coeffi-

cients (positivité, par exemple) ou d'une information sur les pré-
dicteurs donnée par 1'expérience (certains d'entre eux doivent étre

inclus dans le modéle, par exemple).

Nous commenterons & partir d'un exemple les résuitats obtenus
par ces différentes méthodes.

11. DE L'INTERET DE LA SELECTION DE VARIABLES

11.7 Notations et hypothtses

Le modéle général s'écrit : Y = X B+ € (1
{nx1)  (nxr) (rx1) (nx1)

ol : n, le norbre d'observations est plus grand ou égal a r , Tle

norbre de variables explicatives ; Y est un vecteur aléatoire & n
composantes (variable dépendante) ; X est une ratrice connue suppo-
sée de rang r de variables non aléatoires (la matrice X peut conte-
nir un vecteur colonne constant), f est le vecteur des paramétres

inconnus ; et € , le vecteur a n dimensions des erreurs aléatoires.

Les hypothéses sur les distributions de Y et € sont les sui-
vantes : les Y3 sont des v.a. de moyenne xiﬁ (Xi désignant le jEme

vecteur ligne de X), de méme variance o2 et ne sont pas corrélées
entre elles :

E(Y) =XB = E(e)=¢C
2

Var Y =06~ 1 = Var €

Le modéle linéaire "complet" est donc supposé non biaiseé.
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L'estimateur des moindres carrés de B s'écrit :

b= (xx)"L xry
A un vecteur ligne x de variables explicatives, correspond
1'estimateur suivant de E(y)

& =xb .

Cans la suite, on notera X_, Ta matrice des p colonnes de X
correspondant aux variables retenues pour le sous-modéle et parXq

’

Ta matrice correspondant aux autres variables (p+q = r).
Le modéle (1) peut s'écri Y =X + X + €
modéle (1) peu rire b Bp q Bq

L'estimateur bp des moindres carrés de f_ pour le sous-modéle :
- 1

Yy = X +€' , s'Berit t b= (XP X )T XY,

P ﬁp p ( P P) P

Si on désigne par bp, le vecteur des composantes de b corres-
pondant aux variables retenues et par b_, le vecteur des composan-
tes de b correspondant aux autres variables, on a la relation sui-

vante entre bp, bp et bq (cf. ULMO [38])

- -1
b =b + (X' X XX b
P p ( P D) P g 9
On aura donc : bp = bp si et seulement si : bq =0 ou
Xé Xq =0, i.e. si les variables composant Xp sont orthogonales
aux variables composant Xq
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11.2 Le necound aux eAtimateuwrs bLaisés

Si les variables explicatives sont quasiment colinéaires, 1'es-
timateur sans biais des moindres carrés de f a des coefficients de
variances élevées. Cet estimateur est alors instable et le modéle

permet de reconstruire uniquement les données considérées.

P la suite d'une analyse en composantes principales, on peut
8tre amenéd & mesurer la "vraie" dimension du sous-espace engendré
par 1'ensemble des variables explicatives et & procéder alors a une
premiére élimination de certaines variables. On peut aussi rempla-
cer 1'ensemble des variables par un certain nombre de composantes
principales : c'est la régression orthogonale (cf. FANSFIELD,
VEBSTER et CUNST [26]). PMais, i1 vaut mieux en général garder les

variables d'origine pour leur signification.

La minimisation de la somme des carrés des résidus (ouerreurs):

2

n N
RSS = .Z (yi -yi) , est le critére le plus utilisé pour estimer

i=1
les coefficients B . D'autres critéres : minimisation de la somre
des valeurs absolues des résidus relatifs, sont jugés mjeux adaptés
aux modéles &conomiaues (cf. NARULA et WELLINGTON [3C}). Si on cher-
che @ minimiser un critére de ce type, on est évidemment amené &
inclure dans le modéle les r variables (& moins que certaines d'en-
tre elles n'aient rien a voir avec la variable dépendante). Mais
pour des raisons déja évoquées, il vaut souvent mieux ne pas utili-
ser.toutes les variables : i1 faut réaliser le "meilleur" compromis
entre un nombre minirum p de prédicteurs et un “bon" modéle ; c'est
le principe de parcimonie.

ALLEN [2] a introduit la noticen d'"Erreur quadratique moyenne
de prédiction". Dans le cas ol on retient p variables explicatives,
1'"Erreur gquadratique moyenne de prédiction" pour une nouvelle ob-
servation (y,x)est écale & la valeur moyenne du carré de la diffé-
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rence entre y et son approximation yp : MSEP(yp) =E(y -yD)2 avec :
yp :xp bp , bp étant 1'estimateur de Bp associé au n-échantillon de
la réoression, et x_ (resp. x), le vecteur ligne des valeurs des p

(resp. r) variables relatives a la nouvelle observation.

Si on suppose y de moyenne xB et de variance 02 , On montre
que :
MSEP(y ) =E(y -y ) =0 4 var y_ + (E(y.) - x8)° ;
p p P P
les deux derniers termes représentent donc 1'erreur quadratique
moyenne de yp considéré comme estimateur de x8 :

, _ - 2
hBE(yp) = £] (yp xB) 1

Si on cherche le sous-ensemble de variables tel que NSEP(yD)
soit minimum, on peut étre amené & ne pas inclure toutes les varia-

bles dans le modéle.

Ainsi, des estimateurs biaisés sont parfois préférables & des
estimateurs sans biais. Ceci a été confirmé par de multiples tra-
vaux, en particulier par DEMPSTER, SKATZOFF et WERMUTH [9] qui par
une étude utilisant la simulation, ont comparé 56 alternatives dif-

férentes a la méthode des moindres carrés usuelle.

ITT. LES ETHODES PAR ETAPES

S1 on a r variables explicatives, les meilleurs sous-ensembles
de variables pour un critére donné sont parmi les (2r-1) corbinai-
sons possibles de p = 1,2,...,r variables, ce nombre de combinaisons
devenant impressionnant dés que r dépasse 7 ou 8 . C'est la raison
pour Taquelle les méthodes de sélection par étapes qui évitent d'ex-
plorer tous les modéles possibles, ont eu beaucoup de succés. Elles
consistent a rechercher un sous-ensemble de variables en procédant
par incorporation ou retrait de variables, chaque opération donnant

un résultat qui influence les opérations suivantes.
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I11.1 Introduction "ascendante” des varniables

La premiére variable & entrer dans la régression est celle qui
a le coefficient de corrélation le plus élevé avec la variable dépen-
dante. On ajoute ensuite une variable a Ta fois dans 1'équation de
régression. La variable introduite a chaque étape est celle qui ma-

ximise le rapport suivant :

2 vi
RSS - RSS_ . RE .. - R
e p P+{J) _ (n_po1y PE) P
"pr(d) (n=p-1) RSS . (n-p-1) 1-R%
p+(J) p+(J)

ol : RSS_est la somme des carrés des résidus correspondant au mo-

déle a p variables ; RSS la somme des carrés des résidus du

p+(J) ’
modéle contenant ces mwémes p variables et une nouvelle variable j ;
"
tion des p variables et Rs+(J) , le carré du coefficient de corré-

, le carré du coefficient de corrélation multiple de Y en fonc-

lation multiple de Y en fonction de ces mémes p variables et de 1la
nouvelle variable j

On arréte la procédure en choisissant la régression qui précé-
de 1'introduction d'une variable "non significative" au sens de la
statistique F de FISHER-SNEDECOR. Deux points importants sont & souw
lever au suiet de la validité de ce test :

- A chaque étape, le modéle contenant seulement une ou plu-
sieurs variables sélectionnées, est supposé sans biais ; or, c'est

Te modéle complet qui est supposé non biaisé.

- Méme si on fait les hypothéses permettant de supposer que
.\Sui i SKER-
Fb+(3)5“‘t une loi de FISEER-SNEDECOR, la v.a. mﬁx F .
cette loi.

. it
0+(3) ne suit pas

L'utilisation du test de FISHER-SNEDECCR a pour ces raisons été
critiquée en particulier par DERFLINGER et STAPPLER [10] ; DRAPER,
CUTTMAN et KANEMASU [ 13] ; POPE et WEBSTER [33].
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DERFLINCER et STAPPLER ont construit un autre test en considé-
rant la statistique ¥ = max [le ot
c J
T. - 3/p . 6.
T, > /P
D
1 k/n-r

est proportionnel a la projection

M

de Y sur la variable obtenue en projetant la j1eme variable sur le
complémentaire dans R" du sous-espace H_ engendré par les p varia-

bles déja introduites ; on a : E(Gj/p) =0 et Var(Gj/p) - o? SOus

1'hypothése P :fB. = b . =1,
ypothe 0 ﬁJ D, J p
. =0 ] = p+l,...,
BJ J o= ptl, r
. . iéme '
Dk est la projection de Y sur le k vecteur d'une base orthonor-

N o . n -
meée du complémentaire dans R du sous-espace encendré par les r va-

n-r
riables ; z DE est donc un estimateur sans biais de 02
k=1 /n-r

H
p
Y
A
\
1 Xj
\\ /!
\ T
\ 1
\ !
\ !
A\ !
b Ju
° Sirp 1
p

Flutot que de recourir a des tests difficiles & mettre en oeu-
vre, le praticien a toujours la possibilité d'utiliser des techni-
ques descriptives : représenter graphiquement les valeurs de Fp
pour voir 1'étape a laquelle se produit un saut.
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Notons que rechercher a chaque étape la variable j telle que
Fp+(j) soit maximum, est équivalent a rechercher la variable j tel-
le que le coefficient de corrélation partielle entre la variable
dépendante et la variable j sachant les p variables déja sélection-
nées, soit maximum en valeur absolue ; ce qui est encore équivalent
a rechercher la variable j telle que le coefficient de corrélation

multiple R ., Soit maximum.
VIETPTE Bor(5)

La sélection se fait ici par 1'intermédiaire de la statistique
F , mais le coefficient de corrélation multiple entre la variable
dépendante et le sous-ensemble retenu en fin de procédure est-il
significatif ? Ce probléme a été abordé par DIEHR et HOFLIN [11],
RENCHER et PUN [34], WILKINSON et DALLAL [40]. Ces derniers ont
construit par simulation des tableaux permettant de tester la nul-
1ité du carré du coefficient de corrélation multiple dans le cas

d'utilisation de la procédure de sélection ascendante.

Avec cette méthode d'introduction ascendante des variables, on
n'étudie pas comment une nouvelle variable introduite wodifie le ro-
le des précédentes : une variable peut trés bien perdre de son im-
portance lorsqu'elle est combinée a d'autres variables. Dans cer-
tains cas, ce peut étre la combinaison de certaines variables plutdt
que leur présence individuelle qui importe le plus. C'est pourquoi,
EFROYMSON [18] a jugé important de modifier cette technique et amis
au point la régression pas & pas (stepwise regression) qui est une
méthode d'incorporations successives avec possibilité de retrait a

chaque étape.

111.7 E{Xnuna1X<2L”doscoudanre” des vardables

Cette méthode consiste a :
- Effectuer la régression avec les r variables ;

- Eliminer la variable qui provoque la plus faible diminution du

rapport Fr-(j) donné ci-dessous ;
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- Eliminer ensuite parmi les (r-1) variables restantes celle qui
provoque la plus faible diminution du Fr—l-(j) ; et ainsi de suite

2 2
RSS .. - RSS RS - RE .
F ) (n-p). —p-(3)  "'p (n-p). _jl,ﬁ.E?Lll
p=UJ RSSp : 1- Rp

La notation p-(Jj) sianifie qu'on a enlevé Ta variable j de la

régression & p variables.

Notons qu'utiliser la quantité Fp-(j) revient @ utiliser le
carré du t de Student associé a la variable j dans la régression a
p variables.

On arréte le processus d'élimination en choisissant le modéle
qui précéde 1'élimination d'une variable "significative" au sens
de F . Comme précédemment, 1'application du test de FISHER-SNEDECCR
a la statistique m}n Fp—(j) est a contester.

Cette méthode est particuliérement recommandée si on désire
avoir la forrule de régression sur 1'ensemble des variables expli-

catives. Elle donne aussi la meilleure régression a r-1 termes.

I11.3 Les méthodes pan éfapes utdidistes dans lLes Loglededs

- BMDP [12] propose dans son programme 2R "Stepwise regres-
sion" guatre méthodes qui peuvent étre utilisées pour introduire
ou éliminer des variabies a chaque étape ; supposons que le modéle
contienne p variables :

i/ F : La variable j avec le plus petit Fp-(j) est éliminée si

Fooo.
p-(J)
satisfait ce critére, Ta variable j avec le plus grand Fp+(j

est plus petit qu'une valeur limite. Si aucune variable ne

) est
introduite si F ., dépasse une valeur limite.
p+(J) .


http://toQi.oA.dU

-114-

ii/ FSWAP : la variable j ayant le plus petit Fp-(j) est éliminée
si Fp—(j) ne dépasse pas une valeur limite. Si aucune variable ne
satisfait ce critére, on échange une variable de 1'équation avec
une variable qui n'est pas encore dans 1'équation si cet échance
accroit le coefficient de corrélation multiple R . Si aucune varia-
ble ne peut étre échangée, on introduit une variable comme dans le

critére précédent.

iii/ R : la variable j avec le plus petit Fp_ i est éliminée si sa
suppression méne a un coefficient de corrélation multiple R plus
arand en valeur absolue que celui auparavant obtenu avec le méme
nombre de variables. Si aucune variable ne satisfait ce critére, on
introduit une variable selon F .

iv/ RSWAP : la variable j avec le plus petit Fp-(j) est éliminée
par le critére R . Si aucune variable ne satisfait ce critére, une
variable de 1'équation est échangée avec une variable pas encore
dans 1'équation si 1'échanae accroit le coefficient de corrélation
multiple R en valeur absolue. Si aucune variable ne peut étre échan-

gée, une variable est introduite selon F .
Ces méthodes demandent le choix délicat d'une valeur limite.

La méthode F est la moins colteuse en calcul, la méthode Rest
un peu plus coliteuse. FSWAP et RSWAP demandent beaucoup plus de cal-
culs que F et R, et leurs colts sont comparables au colt de calcul
du programme SR de recherche des "meilleurs" sous-ensembles lorsque
le nombre de variables explicatives ne dépasse pas 27 .

- SAS [4] propose cing méthodes de sélection par étapes dans
un procramme appelé "Stepwise procedure" :

i/ FORWARD : cette option utilise la méthode d'introduction ascen-

-

dante ; si on ne spécifie pas le seuil du F , il est éocal a
"SLENTRY = G,5 .
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i1/ BACKWARD : programme de Ta méthode d'élimination descendante H
si on ne spécifie pas le seuil du F , i1 est égal & SLSTAY = C,1 .

iii/ STEPWISE : c'est la procédure pas & pas avec incorporation et
retrait en se référant aux seuils SLENTRY et SLSTAY .

iv/ MAXR (Maximum R2 improvement) : procédure originale, présentée
comme supérieure a la méthode pas & pas et comme presque aussi bon-
ne que la méthode de sélection & partir du calcul de toutes les ré-
cressions possibles ; cette méthode améliore la procédure d'intro-
duction ascendante des variables en remplagant s'il y a lieu, a cha-
que étape chaque variable du modéle par celle qui donne le plus
arand accroissement de R2 .

v/ MINR (Minimum RZ improvement) : procédure qui donne usuellement
Te méme "meilleur® modéle que MAXR, mais qui demande plus de cal-
culs que MAXR .

- SPSS [31] propose seulement un procramme d'introduction as-
cendante des variables : FORKARD (STEPWISE) INCLUSION.

Remarqubns que les méthodes par étapes qui ont &té améliorées
pour donner des résultats voisins de ceux qui sont donnés par le
calcul de toutes les régressions, sont aussi codteuses en calcul
(ou presque) que la recherche de toutes les meilleures régressions.

111.4 Conclusion

Fappelons que ces méthodes par étapes ne donnent pas toujours
les mémes résultats lorsqu'on les pratique sur les mémes données,
et aucune d'elles ne garantit 1'obtention du "meilleur" sous-ensem-
ble a p variables. Cn le reconstatera dans 1'exemple donné au para-
graphe V .
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BERK [6] donne des résultats théoriques intéressants :
La sélection ascendante donne le meilleur sous-ensemble (i.e. celui
dont R2 est le plus élevé) pour chaque taille de sous-ensemble si
et seulement si la sélection descendante donne le meilleur sous-
ensemble de chaque taille.

11 s'ensuit que si les sélections ascendante et descendante ne

concordent pas, alors aucune ne donne les "meilleurs" sous-ensembles.

Un autre énoncé du théoréme est que si tous les "meilleurs”
sous-ensembles sont emboités, alors les sélections ascendante et

descendante donnent les meilleurs sous-ensembles.

11 est fréquent que la sélection ascendante donne le "meilleur”
sous-ensemble pour des petits nombres de variables, mais pas pour
des arands nombres de variables ; et que la sélection descendante

donne des résultats contraires.

GUNST et MASON [19] exposent un exemple de sélection de varia-
bles qu'ils ont traité avec plusieurs méthodes.
I1s analysent les différences des résultats donnés qui se trouvent
étre dies pour leur probléme aux effets de colinéarité entre va-
riables explicatives. Ils arrivent & la méme conclusion que BERK :
on a de meilleurs résultats par la procédure de recherche du "meil-
leur" sous-ensemble de chaque taille lorsqu'un ensemble de varia-
bles est collectivement significatif sans qu'aucune d'elles considé-
rée isolément ne le soit au sens du test F .

1V. LA RECHERCHE DES METLLEURS SOUS-ENSEMBLES

Nous allons étudier et comparer les différents critéres de sé-
Jection utilisés pour la recherche du "meilleur" sous-ensemble de
prédicteurs. Les critéres proposés sont des fonctions de RSSp R
somme des carrés des résidus de la régression obtenue avec les p
variables sélectionnées. Ces critéres ont 1'avantage par rapport
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aux méthodes par étapes de nous permettre de choisir entre des mo-
déles non emboités.

V.1 Le canné moyen hésidued

On cherche le sous-ensemble qui minimise le critére :

RSS
RMS = P
P op

Ce critére "pénalise” la diminution de RSSp die a 1'adjonction
d'une nouvelle variable par la diminution du dénominateur.

On montre que :

) n
E(RSSp) =(n-p) 0" + % (E(y

2,

~ E(RMS ) =02+ L
p n-p

V.2 Le canné du ceeddicient de connélation multiple

RSS n
RE=1-..P ol : TSS = T (y. -Y)
P 78S i=

RZ croit avec p et est maximum Torsque le modéle contient les r va-
riables (RS est maximum lorsque RSSp est minimum).

2

On peut tracer la courbe max{(R”) en fonction de p et retenirlaplus

petite valeur de p pour Taquelle max(Rp) se stabilise.

TV.3 Le carnd afust? du cochidcient de cownilbation mubtiple
] 14 P

i RSS RMS
S WLt D - SN . i S Y
n-p P n-p T<S 7SS
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. )
On recherche le sous-ensemble qui maximise R” ; ce sous-ensem-

ble est le méme que celui qui minimise RHSp

On montre qu'éliminer une variable j d'un ensemble de p varia-

bles au sens de ce critére (Pi <ﬁ§§_j) revient & 1'@liminer par la
méthode d'élimination descendante si

RSS .. - RSS
F .y = (np) . —R=0) Pen
p-(J) RSS
p
De méme, ajouter une variable j & p variables au sens de ce critére
(ﬁg < §$+j) revient @ 1'ajouter par la méthode d'introduction ascen-
dante si '
RSS - RSS ..
F ooy =(n-p-1 P P>
pr(a) T (NPT
p+(J)

V.4 La statistique CP de MALLOWS

CGORMAN et TOMAN [18] se reférant aux travaux de MALLOWS consi-
dérent le critére 15 suivant (o2 ‘b représentant le total de 1'er-
reuv guadratique moyenne) :

r 1 n -
Ly ey
L 2
- L 2 ar )+ (B0 - x 9)D)
0% io1 P Pyt 1
1
R 024-E(RSSp)- (n-p)a?)
g
E(RSS)
= +2p-n
— 7+ 2p

MALLOWS a proposé 1'utilisation de la statistique suivante :

= p -
Cp ~—;?r» +2p-n

N . 2 . . L
ou 0~ est un estimateur de 0" généralement pris écal au carré moyen
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résiduel RNSr obtenu en utilisant toutes les variables (RMSr est
un estimateur sans biais de 02 si on suppose le modéle complet non
biaisé) ; dans ce cas, on a : Cr =r .

Sous 1'hypothése de normalité des erreurs, la statistique F

pour tester 1'hypothése : Bq =0, est :
< -
. RSdp R?Er
P (r-p).RNS

¢, -p
Cn démontre cue : F_ =1+ P -
p r-p
ce qui est encore équivalent & : Cp = (r- p)(Fp— )+p .

Ainsi, des valeurs de Cp beaucoup plus grandes que p - ou des
valeurs de Fp beaucoup plus arandes que 1-, indiquent que nous

n'‘avons pas un sous-modéle adéquat.

Pour comparer les différents sous-modéles, on peut représenter
araphiquement les observations des Cp , ou celles des Fp . SPJPVOLL

C
[36] recommande de représenter les P ay Tieu des Cp $i on préféere
: p

comparer les points avec une ligne horizontale.

SPJPTVCLL donne les valeurs de 1'espérance et de la variance de
la statistique Cp lorsque les Y; sont s;pposés indépendants, de dis-
tribution normale et de méme variance o° et lorsque le sous-modéle
considéré est adéquat.

Les distributions de Cp et de Fp pouvant étre trés dissymétri-
ques, SPIPTVOLL recommande d'évaluer les probabilités

o
1t

Pr (Cp Z la valeur observée de Cp)

Pr (Fp = la valeur observée de Fp)
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I1 suggére d'examiner les Pp a 1'aide d'une représentation graphi-

que.

. "2 .
Mentionnons que dans le cas ol 0~ = RMSr , on a les relations

suivantes entre le critére Cp et les critéres Rs et ?5 :
1—R§
{n-ry. — +2p-n
1-R%
C = r
p
1-R/°
(n-p) . A-v—% +2p-n
I—Pr

Ces éqgalités impliquent oue pour chaque valeur de p , on a
le minimum de C_ et le maximum de Rs ou de ES pour le méme ensemble
de variables ; mais ces critéres n'aménent pas en général a sélec-
tionner le méme sous-ensemble de variables (on le constatera sur

1'exemple du paragraphe VI).

Cn montre de plus qu'éliminer une variable j d'un ensemble de
p variables au sens du critére Cp (C - = Cp) revient a 1'é1imi-
ner par la méthode d'élimination "descendante" des variables si

- RSS n-p 1-g°

"
p-{3) RSS n-r 1-R§

De méme, ajouter une variable j & p variables au sens du cri-

tére Cp (C_. . STCp) revient a 1'ajouter par 1'introduction "ascen-

p+J
dante" si
2
RSS - RSS . 1-R -p-1
F oy =(n-p-1) Tp T s _? P _
p+(3) RSS 1-p2 n-r
p+(J) p+(J)
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1V.5 "Prédiction Sum o4 Squares” (noté PRESS) de ALLEN

ALLEN [3] cherche & minimiser la quantité :

n ~ ?
PRESS = X (y. -
P (¥ ypi)

ot :y =x b , b_ &tant obtenu de Ta méme fagon que b_ , mais
i p'i p p p
seulement & partir de (n- 1) observations, la i &tant exclue.
En d'autres termes, chaque observation est "prédite" en utilisant

Tes (n-1) autres observations. ALLEN a montré que :

-2

press = 5 1Yy e (x ¥y
S = —— ou : (. =X X'
Pisl (1-¢y)° L L &

Rinsi PRESSp peut étre interprété comme une somme pondérée des car-
rés des résidus ol le poids relatif au i®™° résidu est fonction de
la variance de }Pi (Var(ipi) = Qi 02). On verra au paragraphe VI

que ce critére ne donne pas pour chague valeur de p le sous-ensem-

ble qui maximise le coefficient de corrélation rultiple.

Feut-on ne pas calculer toutes les réaressions possibles pour
utiliser ces‘critéres ? Plusieurs auteurs dont FURNIVAL et WILSON
[17] ont développé des aloorithmes de calculs qui pour identifier
les meilleurs sous-ensembles de chaque taille p(l<p<r), ame-
nent & évaluer seulement une faible partie des (2r— 1) sous-ensem-

bles. Le choix du "meilleur sous-ensemble" parmi ceux qui sont sé-

lectionnés peut étre cuidé par la valeur de C_, ou de RS

p
?g . Ces trois critéres sont ceux qui ont &té retenus par le pro-

, ou de

cramme 9R de BMDP . Ce programme qui utilise 1'algorithre de
FURNIVAL et WILSON est trés performant et permet d'analyser des pro-
bléres contenant jusqu'a 27 variables.
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V. LES CRITERES NON AGREGES

Tous les critéres qui viennent d'étre étudiés sont des statis-
tiques aarécées. Celles-ci mesurent 1'adéquation moyenne du modéle
aux données, mais ne reflétent pas 1'adéquation propre a chacune des
régions de 1'espace des observations. On peut envisager des procé-
dures tenant compte des données individuellement. ALLEN [3] propose
de rechercher un sous-ensemble de variables indépendantes pour cha-
que ensemble d'observations. WEISBERC [3S] décompose le critére Cp
en n composantes, ce qui permet d'étudier un sous-modéle particulier
en déterminant le role de chacune des observations dans la structu-

re de C
p

V.1 Notations

Soit U = X(X'X) !

thogonale sur le sous-espace H engendré par les colonnes de X .

X' , la matrice associée & la projection or-

. -1
Soit V = X (X' X
ol p%p %p)

orthoaonale sur le sous—espacer engendré par les colonnes de Xp

X& , la matrice associée a la projection

Soit Z = (I- V)Xq . les vecteurs colonnes de Z sont les projec-
tions des vecteurs colonnes de Xq sur le sous-espace orthooonala Hp.
Posons : W = 2(2'7)"*
le sous-espace H' de H orthogonal a Hp . Cnadonc : U=V+¥W.

Z' ; W est 1'opérateur de projection sur

Le modéle : Y = Xp Bp + Xq Bq + € peut alors se réécrire

ainsi : _ Y = Xp Tt J4 Bq'+ €

Notons que d'aprés I1.1, 1'estimateur des moindres carrés de
v_ pour ce dernier modéle sera le méme que celui de Bp pour le modé-
ler Y = Xp Bp +e€' . L'estimateurﬂdes moindres carrés du vecteur

(7p,Bq) de ce modéle sera denc : (bp,bq), car comme le suggére 1a
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figure ci-dessous, on peut montrer que 1'estimateur bq de ﬁq est le

méme dans les deux versions :

Y =X + X + t =
pﬁp qﬁq € e | Y Xp7p+2ﬁq+e
WL
p
Ib =
’ .q [ = ot e e - e -
\I—Vﬂqbo !
]
t
1
1
H e ‘Aiﬂ o
VX b X.b Vy=vy=x b =y P
99 ‘pp PP P

V.2 La procédure d'ALLEN

ALLEN [2] donne une méthode pour rechercher le sous-ensemble
aqui minimise MSEP(yp) pour chaque y . Nous allons en exposer le

principe :

Si on utilise les r variables, 1'"Erreur carrée moyenne de pré-
ciction” est : NSEP(y ) = o%(1+x(x'X) ! x') .

Si on utilise un sous-ensemble de p variables :

rfsgp(f/p) - 02(1+xp(x5xp)‘1 K) ¢ (E(}p)-xﬁ)2

D'aprés un résultat énoncé au paragraphe II.1 :
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- - - [ -1 '
b = ELx (b + (0 )77 X0 X0 b))

-1
X' X X' X
p ( p P) pq ﬁq

-1 .
En posant : z = - X XX X' X , on obtient :
PO Xq ~ X U Xp) X K '

= +
xp 6p X

E(yp) -xB = E(y,) - x By - x By =28

on en dédqit :

Sy 2 \ -1, 2
MSEP(yp) =0 (1+xp(Xp Xp) xp) + (z Bq)

D'autre part, on peut montrer que :

-1 -1 -1 _,

x (0X)TTx = (0 )T e 2207 2

PP p P
Cette derniére égalité entraine :

. 2

MSEP(y) - MSEP(y,) = (2 B, -1 g2

- z(2' 1) z2'o

Si cette quantité est négative, on considére que yp est meil-
leur que Yo - Puisqu'elle dépend des paramétres inconnus 6q et 02 ,

la technique d'ALLEN requiert des estimateurs de ces quantiteés.

Cette procédure nécessite un effort important de calcul pour
trouver un sous-ensemble optimal de variables (différent au besoin)
pour chaque y . Elle peut permettre d'identifier les données excep-

tionnelles.

V.3 Décomposition de La statisiique Cp

WEISBERG {39] décompose le critére Cp en n composantes, cha-

cune d'elles correspondant & une observation.
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Nous avons vu que la statistique Cp de PALLOWS est un estima-
teur de la quantité :

y 1 D - y 2
)=—% ¥ [va )+ (E(y_ ) - E(y.

2 pi) 7 1:1[ r(ypi) (B - Bly))7 ]

Puisque : E(yi) = E(&i) si on suppose le modéle complet non

biaisé, on obtient si on désione par Vii oo le €M
de V : - N
n (Ely ;) - E(y;))

D= 5 (v, + R1_ ) .

terme diaconal

On a : (E(ypi) -E(y].))2 =E(yp1 -&1)2 -var(y

D'aprés ce qui précéde :

var(y ; -&i) =var(zi bq): w.. 07 =(Uu.,.-v..)0

p 11 11 R

em

si on désiane par Uss Te €™ terme diagonal de U , et par z.

1a i€me ligne de la matrice Z .

Si on estime E(ypi —yi)2 par sa valeur observée, on obtient

corme estimateur de I' , la quantité :

quantité qui est éaale a Cp , en effet :

n n
Y v.., =traceV=p, Z u = trace U = r , et
i=1 i=1
n . noo. .
! 2 . 2 2
T o(y;-y )= T o(ys-y;) +(nr)o
i=1 ' P i=1 P
no- 2
2 yi-yy)
si 62 - _i=l -
n-r v
Posons c.=-F L (TP
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L'examen des C ; donne une information sur le rdle de chaque

observation dans la détermination de Cp .

On démontre que sous les hypothéses de normalité :

E(C .)=v.. + (u )2

b - V")(Zqu

i ii

(n-r)var(C_.) - vﬁ)2 (1+ 2(z].l3q))2

pi

?

2{uy;

ii
différent de Vi indique que ni le biais, ni Ta quantité (u

Ainsi, on peut comparer chaque C j avec v.. , et un Cpi trés
i1 7 Vi)
ne sont trés petits. Si la quantitée <u11 'Vii) est grande, var(Cpi)
sera crande et C‘i aura en moyenne une contribution plus importante

dans la détermination de Cp

WEISBERG illustre sa méthode par un exemple. I1 sélectionne
d'abord les sous-ensembles de variables qui ont les plus petites va-
leurs de Cp . 11 représente ensuite sur des graphiques sépares les
., C .
i1 7pi
permettent d'interpréter Cp et de choisir le sous-modéle le mieux

ensembles de points (v ). I1 montre comment ces craphioues

adapté a 1'ensemble.des données. Cette procédure peut étre parti-
culiérement intéressante quand on analyse des données & des fins de
prédiction, car il est alors utile de tenir compte de 1'évolution

des (Cpi - Vii)

VI. UN EXEMPLE DE SELECTION DE VARTABLES

HACA et OKUNO [20] ont illustré 1'utilisation de critéres de
sélection avec 3C ensembles d'observations générées au hasard & par-
tir du modéle suivant
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X] = €y

X = G,3 et ge,

Xy = c,3 e G,6 ge,+ 0,8 ge,

Xg = Xq + 0,5 Xo * 0,3 Xg * G,5 e,

Xg = 0,5 X1 + Xo + 0,5 eg

y =X + 0,5 Xo + 0,3 X3 + 0,58 s

ol : g = /1-(C,3{? =\/0,91 et , les e, (i=1,2,...5) et e sent in-

dépendants et distribués normalement avec une moyenne nulle et un

écart-type €cal a 1 .

Moyennes, écarts-type et coefficients de corrélation sont don-
nés dans le tableau suivant, ainsi que les valeurs des critéres de
sélection correspondant aux régressions multiples relatives a tous

les sous-enserbles possibles de 5 variables.

Four ce modéle, le meilleur ensemble de variables est 1'ensem-
ble des 3 variables (xl,xz,x3) » car x, et Xg ne contribuent en
rien & y malgré la corrélation relativement €levée entre Xa et y

-qui est due & la combinaison linéaire ¢ Xq * 0,5 x, + 0,3 X4 COm-

2
mune a X4 ety .

EVariab]e! Moyenne Ecart-type ! Coefficient de corrélaticn E
r T o
: | 1o e '3 X Xs Y
L i - S __% -
X !-0.405 1.087 1 .171 .204 .76 .560 .787
- ox, [ -C.386 0.522 , 1 .751 .649 .750 .615
Cx,  1-0.116 1.136 | 1 .660 .715 .61
Loxy %-0.622 1.433 1 .886 .86

|
o x,  1-C.661  1.176 1 .784
| ~ |
Ly 1-0.667 1.692 1
[ |
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1
n"desvariables | ppres  pec  jo0ré 100R’ 1GOR*Z C
sélectionnées | r p D p p n
1
1 | 35.583  31.624 61.95 60.5¢ 55.32  56.71
2 156,366 51.655 37.80 35.56 33.50 110.47
1 3 1 56.647 51.271 38.31 36.11 34.04 109.33
4 123.967 20.333 75.53 74.66 73.84  26.47
5137.567 32.034 61.45 60.08 58.79  57.82
1 2 14.748 11.858 £5.73  84.67  63.68 5.77
1 3 15.676  13.398  €3.87 82.68 81.56 9.91
2 3 21.717  17.455 78.99 77.44 75.586  20.77
1 4 21.6C8 17.352 79.12 77.57 76.12  20.48
2 2 4 56.114  46.99C 43.46 39.27 35.35  <5.87
3 4 25.199  19.S63  75.98 74.20 72.53  27.47
1 5136.733  32.030 61.46 58.60 55.93  56.8C
2 5124.747 20.032 75.85 74.11 72.44  27.67
3 5136.516 31.503 62.09 55.25 56.66  56.3G
. 4 5 26.422 20.255 75.63 73.82 72.13  28.25
(1 2 3 [12.317. <©.774 88.24 86.88 85.61 ~ 2.14"
1 2 4 15,856 11.620 85.77 84.13 "82.60 7.68
1 3 4 15.447 11.858 85.73 84.08 82.54 7.77
2 3 4 17.133  13.086 84.25 82.43 20.73  11.06
3 <1 2 5115.650 12.568  84.84  83.05  81.45 ¢.75
1 3 5122.877 16.325 8C.35 78.0¢  75.57 19.74
2 3 5!26.883 19.901 76.05 73.25 70.70  29.22
1 4 5140.451 31.327 62.30 57.96 53.85  59.93
2 4 5[ 26.913  16.95GC  75.95  73.22 70.63  2G.4%
] 3 4 5{ 27.232  20.027 75.90 73.12 70.52  29.6%
(1 234 | 12.605  9.386  86.70 _86.65 85.20 3.16
jl1 2 3 5112.690  5.528 ©€8.53 86.70  84.58 3.52
Gl 2 5116.811 11.803 £5.76 83.52  81.40 .63
1 3 4 51 1£.456  12.5S6 64.84 82.41 80.15  11.75
2 2 4 120693 19.684 76.07 72.24 68.66  31.27
5 1 2 3 4 &14,166 _6.329] 88.77 86.43 84.24 5

— } _—

)

HACA et OKUNQC ont calculé les valeurs des critéres PRESSp

2 32

RSSp » ROy R R*Z pour toutes les réaressions possibles.

p p

R;Z est un estimateur d'une fonction de rp (Cf. HAGA et OKUNO) et

I1s n'ont pas utilisé le critére C_ dont nous avons pu calculer les
valeurs en utilisant la relation entre Cp et R; (Cf. paragraphe IV.4).
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*2

On peut, d'autre part, montrer que Cp et Rp sont Tiés par la rela-

tion suivante :
(n-p)(n+r) 1—R;2 “9
C = ——— +2p-n si o = RMS_ .
P n+p l-ﬁi?_ r
Les critéres PRESSp . R;Z et Cp aménent a sélectionner le mé-
me ensemble de variables (Xl’XZ’X3) , tandis que ﬁg améne a 1'en-

semble (xl,xz,x3,x4).

Lorsque p=1, 2 ou 3 , tous les critéres donnent le méme Ssous-
ensemble de variables. Par contre, lorsque p=4 , PRESSp retient
(Xl’XZ’X3 et x5) tandis que les autres critéres retiennent (xl,xz,
X3 et x4). I1 est important de remarquer que PRESSp ne maximise pas
toujours le coefficient de corrélation multiple pour un nombre don-
né de variables.

HACA et OKUNO ont aussi simulé S ensembles d'observations tou-
jours a partir du modéle précédent. Ils ont appliqué & ces ¢ ensem-
bles de données des méthodes de sélection par étapes et les métho-
des de sélection selon les critéres ﬁz . R*2 et PRESS . Le tableau
ci-aprés nous permet d'analyser les différences dans les résul-
tats. Les méthodes par étapes ne concordent pas toujours entreelles
et ne sélectionnent pas toujours 1'ensemble (xl,xz,x3). C'est 1'in-
troduction ascendante qui donne les moins bons résultats. Les sélec-
tions qui aménent le plus souvent a retegir les variables (xl’XZ’

et PRESS . Cette analyse
est en accord avec la conclusion du paragraphe III.

x3) sont faites & partir des critéres R
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Introduction]Régression Elimination | Variables sélectionnées E
"ascendante”| pas d pas |"descendante'|d'aprés les critéres suivants

R2 R*? | PRESS. é

1 (1,2,4,5) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3,5) | (1,2,3) (1,2,3)1
! 21 (1,3,4,5) (1,3,5) (1,2,3) (1,2,3) | (1,2,3) | (1,2,3)
2 (1,2,4) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3) | (1,2,3) | (1,2,3)
4| (1,2,3,4) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3,4)} (1,2,3) | (1,2,3)
51 (1,2,3,4) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3) | (1,2,3) | (1,2,3)
6| (1,2,3,4) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3) | (1,2,3) | (1,2,3)

7| (1,2,2,4) {(1,2,3,5) | (1,2,3,5) (1,2,3,5)1(1,2,3,5), (1,2,3,5)

&1 (1,2,3,4) |(1,2,3,4)](1,2,3,4) (1,2,3,4)1(1,2,3,4) (1,2,3,4)I
S (1,2,4) (1,2,4) (1,2,4) (1,2,3) | (1,2,3) | (1,2,3)

VI. CONCLUSTON

Ce probléme de sélection de variables se pose dans tous les do-
maines d'application de la statistique. Cet article avait pour but
de faire le point sur les fondements des diverses méthodes utilisées
en réoression multiple et d'analyser les différences dans les résul-
tats obtenus. Nous avons aussi montré qu'on pouvait affiner le choix
des variables en décomposant le critére Cp , ce qui semble notamment
intéressant pour les modéles de prévision.

Le probiéme de la sélection de variables dans des modéles de
récression non linéaire n'a pas été envisagé ici, mais a étéen par-
ticulier étudié par PEDUZZI, HARDY et HOLFORD [32], et la sélection
par étapes pour les modéles linéaires logistiques a fait 1'objet du
programme LR de BMDP .
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