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INTRODUCTION

1. Notre travail a pour théme 1'évaluation d'algorithmes reposant sur 1'uti-
lisation d'arbres.

Cette structure est 1'une des structures de données les plus répandues
en informatique. Elle apparait soit comme description d'objets structurés : ce

sont les arbres de syntaxe des programmes dans un langage comme PASCAL, les ar-
bres d'expressions des compilateurs, les descriptions arborescentes des objets
hiérarchisés... ; soit encore elle intervient comme structure superposée 3 un en-
semble d'enregistrements d'un fichier, permettant 3 la fois la recherche rapide
d'une clef et 1'insertion efficace de nouveaux &léments dans le fichier.
L'analyse d'un algorithme consiste généralement en 1'étude des variations
du coiit en fonction de Ta taille ou du nombre des données. Nous nous sommes fci

intéressés 3 1'estimation en moyenne des coiits en temps ou en mémoires de certains

des principaux algorithmes d'arbres, en nous attachant & obtenir des expressions
permettant des évaluations précises.

11 apparait que ces estimations en moyenne sont une mesure souvent fidéle du com-
portement des algorithmes dans les conditions d'utilisation pratique. En effet,
les analyses révélent fréquemment une distribution "pointue" des colits, étroite-
ment centrée autour de la moyenne, les configurations qui conduisent aux codts
‘extrémes y étant rares. L'exemple du tri par partition-échange (tri-rapide ou
"quicksort") est & cet égard significatif : ce tri devient inefficace dans des
cas de dégénerescence hautement improbables, et la rareté de ces cas ainsi que
1'excellent comportement en moyenne de 1'algorithme, en font la méthode de tri
la plus efficace pour une utilisation en mémoire centrale.

2. Cette démarche en algorithmique a &té bien illustrée par les travaux de
synthése de Knuth. I1 s'agit dans un premier temps d'un probléme combinatoire de

dénombrement des configurations associées 3 un colit donné ; 1'Etape suivante est
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1'évaluation des coilits moyens sous forme de sommes pondérées de ces dénombrements
et 1'analyse asymptotique de ces quantités fournit en géné&ral lorsqu'on retient

les deux ou trois premier termes des développements des expressions simples
valides méme pour de petites valeurs (n = 10) des tailles des données.
L'analyse d'algorithme emprunte ainsi & 1'analyse combinatoire pour ce qui est
des dénombrements, et 3 1'analyse asymptotique pour ce qui est des estimations
approchées. Elle représente cependant une source de problémes spécifiques :

- au plan des dénombrements : on est conduit & une recherche relativement
exhaustive de dénombrements relatifs a certaines classes d'objets combinatoires :
arbres, permutations, graphes. Ce sont des domaines ol 1'approche par séries
génératrices joue un rdle important., L'étude des algorithmes révéle parfois
certains paramétres non abordés par 1'analyse combinatoire classique : le
paramétre d'ordre d'un arbre binaire (ou fonction nombre de registres) en est

un exemple. On peut méme étre amené 3 des objets combinatoires nouveaux comme
les chemins valués (ou histoires) &tudiés par Frangon et Viennot.

- au plan des estimations asymptotiques : ici encore, il est besoin d'une
approche systématique habituellement fournie, dans le cadre de 1'analyse complexe,
par 1'étude des singularités des séries génératrices. On y rencontre également

des problémes nouveaux comme ceux oll interviennent des quantités arithmétiques
liges & divers systémes de représentation d'entiers : ces systémes -représentation
binaire, code Gray...- jouent en effet un rdle important dans la conception

et 1'évaluation des algorithmes, comme le montre par exemple la structure de

file binémiale introduite par J. Vuillemin.

De surcroit, 1'une desnécessités en algorithmique nous parait 1‘'élaboration de
méthodes et d'outils systématiques d'analyse de larges classes d'algorithmes

pour lesquels on disposerait de procédés de passage quasi-automatiques de la
formulation de 1'algorithme & 1'estimation de sa complexité. On est certes

loin d'avoir atteint cet objectif. Mais les travaux récents de Rota, Schiitzenberger
et Foata sur les correspondances entre objets et séries génératrices nous

semblent une &tape particuliérement utile & 1'algorithmique. I1s nous ont en

tout cas sensiblement influencé (notamment dans les résultats du chapitre V et

la présentation du chapitre I). De méme, les résultats de Delange sur la
distribution des chiffres dans la représentation binaire des entiers sont de
portée plus générale et permettent plusieurs analyses, comme nous le montrons

aux chapitres II et III.
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Enfin, comme nous 1'avons dit, notre problématique informatique s'appuie
largement sur 1'approche de Knuth (chapitres IT et I1I1). L'évaluation des
structures de données dynamiques repose sur une méthodologie trés intéressante
proposée par Frangon et dont 1'une des contributions de notre travail est
d'avoir montré qu'elle se traite naturellement par 1'algébre des fractions
continues.

3. Quant & sont contenu, ce travail comprend cing chapitres qui peuvent
se résumer comme suit :

Le chapitre I constitue un chapitre de rappels et d'introduction. Le
caractére récursif de l1a structure d'arbre conduit assez rapidement 3 des
équations de séries génératrices pour les paramétres les plus simples fournis
par 1'étude des algorithmes. C'est ce que nous avons essayé de mettre en
évidence dans une rédaction oli de nombreux résultats connus sont rappelés
et présentés de maniére, espérons-nous, plus unifiée que de coutume. Le
résuitat nouveau principal y est 1'analyse compléte de la détection d'arbre
{"matching"), laquelle illustre bien au plan des méthodes d'analyse 1'intérét

qu'il y a, dans le domaine des arbres, & se ramener 3 des définitions inductives
sur la structure. L'utilité de 1'analyse est corroborée par des résultats de
simulation qui montrent que les coiits d'exécution sont étroitement centrés
autour de la valeur moyenne calculée.

Le chapitre II contient une analyse détaillée du probléme d'allocation
de registres en compilation. Le paramétre combinatoire sous-jacent est un
paramétre d'arbre déja apparu dans plusieurs travaux de statistiques en science
de la nature ; il y est &tudié en moyenne et en distribution. Les lois limites,
ol interviennent des fonctions théta de la théorie des fonctions elliptiques,
y sont ici encore trés pointues.

Le chapitre III compléte le chapitre précédent ; i1 &tend & d'autres
systémes de numérotation les résultats de Delange relatifs d la représentation
binaire des nombres, ce qui permet de réaliser 1'analyse des réseaux de tris
par fusion paire-impaire et d'expliquer simplement divers phénoménes de
périodicité en analyse d'algorithmes, analogues & ceux du chapitre II.



Le chapitre IV concerne 1'évaluation de structures de données dynamiques
-pour 1'essentiel des arbres- soumises de diverses maniéres & des suites d'adjonc-

tions, interrogations et suppressions. Nous montrons que les analyses se
traitent de maniére synthétique par 1'algébre des fractions continues et la
théorie des polynomes orthogonaux ; les structures de données usuelles de
1'informatique conduisent aux familles classiques de polyndmes de Laguerre,
Hermite, Poisson-Charlier et Meixner (Mittag-Leffler).

Le chapitre V développe les implications combinatoires du théoréme
d'équivalence du chapitre précédent, et fournit les &léments d‘'une théorie
combinatoire des fractions continues de type Jacobi-Stieltjes. On en déduit
notamment une interprétation des coefficients de fonctions elliptiques de

Jacobi et d'inverses de polyndmes orthogonaux, ainsi que diverses preuves
combinatoires d'identités classiques.

La plupart des résultats de ce travail ont &té publiés, ou sont en
cours de publication. Certaines sections utilisent des travaux effectués en
collaboration avec J. Frangon, J.C. Raoult et J. Vuillemin. Nous indiquons
au début de chaque chapitre les références des résultats publiés.

4. Le mémoire présenté ici constitue la thése de doctorat de 1'auteur’.
Certaines sections utilisent des travaux effectués en collaboration avec J. Francon,
J.C. Raoult et J. Vuillemin, dont les références sont indiquées au cours de 1'expo-
sé. L'auteur tient & exprimer sa gratitude a 1'égard des membres du jury de thése
H. Delange, E. Gelenbe, J. Giraud, M. Nivat, G. Poitou, M.P. Schiitzenberger et
J. Vuillemin pour de trés nombreux conseils et encouragements. Sont associés a ces
remerciements J. Frangon, H.M. Steyaert, J.C. Raoult, G. Viennot, G. Kahn ainsi que
N. Parvan pour 1'excellente préparation du manuscript.

+ Thése de doctorat @s-sciences, Université Paris Sud (Sept. 1979).



CHAPITRE I

DENOMBREMENTS D'ARBRES ET ANALYSE D'ALGORITHMES.

Les arbres rencontrés habituellement en informatique ressortissent
a des types divers que 1'on peut classer selon trois traits principaux :

A - planarité de 1'arbre.

B - présence d'étiquettes distinctes.

C - contraintes ordinales sur 1a position des étiquettes dans 1'arbre.

De nombreuses classes sont ainsi définissables par exemple en variant les condi-
tions de type C, ou en imposant des conditions sur la forme des arbres. Nous
nous intéressons, pour 1'essentiel, dans ce travail aux catégories suivantes :

- arbres planaires & étiquettes indépendantes ("arbres planaires"), soit
la combinaison AYB™C™ : ces structures sont appelées simplement arbres par Knuth.
- arbres planaires monotones soit at st ct s'agit notamment des
arbres tournois (monotonicité le long des branches) et des arbres binaires de
recherche {monotonicité de gauche & droite).

- arbres non planaires étiquetés ("arbres étiquetés") soit A" BYC
ces classes d'arbres ont &té dénombrées par Cayley qui a montré que le nombre
d'arbres de taille n vaut n" L.

Comme nous 1'avons déjd indiqué dans 1'introduction, ces arbres apparais-
sent dans des contextes trés divers en informatique : Tes arbres planaires se
présentent comme arbres de syntaxe, arbres de termes ... ; les arbres monotones
apparaissent surtout comme structures de données dynamiques ; les arbres éti-
quetés servent & la statistique des "fonctions aléatoires" (en particulier géné-

ration de nombres aléatoires et évaluation de certaines méthodes dites de Monte-

Carlo) et apparaissent dans les algorithmes d'équivalences ou de recherche d'arbre
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de recouvrement de graphes.

Dans ce chapitre, nous présentons d'abord les méthodes de dénombrement
des principales classes d'arbres (section 1). Nous montrons ensuite deux exemples
d'application : 1'un & 1'analyse de la détection d'arbres ou "matching" (section 2);
1'autre 3 1'évaluation de divers paramétres des foréts fonctionnelles binaires
utiles d 1'analyse heuristique d'un algorithme de factorisation (section 3).
Les principes mis en oeuvre ici sont utilisés au chapitre II (statistique sur
les arbres planaires), au chapitre IV (analyse de structures de données implantées
comme arbres monotones) et au chapitre V (combinatoire des arbres tournois et des

permutations).
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1. DENOMBREMENTS DE DIVERSES CLASSES D'ARBRES.

La plupart des structures d’arbres courantes sont susceptibles de défi-

nitions récursives ; celles-ci traduisent la construction progressive des arbres

a partir de leurs sous-arbres en commengant avec certains ensembles initiaux, Les
constructions ont fréquemment un caractire "non contextuel” en ce sens qu'elles
s'effectuent avgc une information trés limitée sur les sous-arbres. Cette situa-
tion favorable en analyse combinatoire, permet pour les paramétres essentiels de

traduire de maniére systématique les définitions inductives en équations fonction-

nelles sur les séries génératrices de dénombrement.

Nous nous contentons ici d'indications intuitives sur la méthode, que nous illus-

trerons par divers exemples.

Supposons qu'on cherche & dénombrer un ensemble d'objets combinatoires €
sur lequel est défini une notion naturelle de taille. Les objets -typiquement des
arbres- sont construits & partir d'un ensemble de base au moyen de constructeurs
Kl’ KZ’ K3 vee .
Il est tout d'abord commode de considérer les constructeurs comme opérant non

sur les sous-ensembles de © mais sur les multiensemblest de ©. Soient E et

¥ deux multiensembles d'éléments de @
=3 e . et F =3 f.o
we¥ ¥ wed ¥

notés additivement ; une application, par exemple binaire, K : Gx0-+0 s'étend
aux multiensembles en posant

K(E,T') = Zl ew fm. K(w,m')-
Wl
Aux objets de O se trouve habituellement associée une notion naturelle de taille

notée | | qui est une application de & dans IN. Etant donné un multiensemble
& , on désigne par En le nombre d'objets de & de taille n, comptés chacun

avec leur multiplicité et 1'on s'intéresse & la série génératrice E(z) =) Enzn.
n>o

Un multiensemble est un ensemble d'éléments chacun doté d'un coefficient
de multiplicité pris dans €. Nous renvoyons & [Eilenberg; 19743 pour
des définitions classiques et une utilisation voisine de 1a ndtre. Nous

notons M(@;K) la famille des multiensembles de & & coefficients dans K
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Appelons o 1la correspondance qui associe & chaque multiensemble & la série
E(z) :
a @ M(@;K) -~ L{Cz]1].

I1 est de fait que pour les objets de 1'analyse combinatoire usuels (arbres, per-
mutations, partitions...) chague constructeur de base posséde une image par «a,
c'est-a-dire que pour le constructeur K, par exemple binaire, existe une
fonctionnelle ¢ telle que Te diagramme suivant commute

MO;C) x MO30) ——s MO ;€)

O.l dl (X.l
ellz)) xeflz]] —— allz]] .
Les fonctionnelles images des constructeurs de base sont généralement simples et
typiques de la classe d'objets (opérateurs algébriques pour les arbres planaires ;
opérateurs intégraux pour les arbres tournois...). Les définitions récursives des
objets se traduisent alors en équations fonctionnelles sur les séries génératrices
de dénombrements.

Une bonne part de 1'analyse combinatoire élémentaire peut &tre présentée
dans ce cadre ; en particulier le cas ot 0 est un monoTde libre a été largement
étudié (cf. [Chomsky-Schitzenberger ; 19631, [Eilenberg ; 19741, [Berstel ; 19781,
[Salomaa, Soittola ; 1978])T
Cette approche présente pour nous un certain nombre d'avantages :

- de nombreuses sous-classes intéressantes s'obtiennent en Timitant 1'en-
semble des constructions permises ou leur ordre d'applications (on pourrait appe-
ler ces sous-classes "réguliéres" ou "rationnelles" par analogie avec la théorie
des langages formels), et 1'on obtient facilement les équations fonctionnelles
correspondantes : c'est notamment le cas des classes d'arbres auxquelles on impose
des limitations sur le degré des sommets.

- Les paramétres simples des structures sont habituellement 1i&s au nombre
d'applications de chaque constructeur dans l1a structure. On obtient ainsi des

séries génératrices de dénombrement : soit en marquant par une variable 1'appli-

+ Pour d'autres types de structures combinatoires,cf.[Foata, Schlitzenberger ; 19701,
[Foata ; 19711 et [Rota ; 1975].
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cation de chaque constructeur ; soit en lTimitant le nombre de ces applications,
ce qui équivaut & Ja résolution par approximations successives d'une équation
au point fixe. Dans le cas des arbres, on traite de la sorte les dé&nombrements
relatifs au nombre de feuilles, & 1a longueur de cheminement, 3 la hauteur... ,
ce d'une maniére largement indépendante de la classe sur laquelle on opére.
Enfin, les séries génératrices obtenues sont aussi des fonctions. Ceci
permet de leur appliquer des méthodes assez générales de 1'analyse complexe :
- détermination des coefficients des séries entiéres par le théoréme de
Cauchy ; forme intégrale des coefficients des séries génératrices de Dirichlet.
- 8valuations asymptotiques par localisation des singularités et méthode
de Darboux pour les fonctions définies implicitement ; utilisation de la méthode

de €0l pour les coefficients des séries entiéres.

Un arbre planaire est un arbre dessiné et planté au sens de la théorie
des graphes : chague sommet posséde une suite de descendants ou fils (1'ordre
de succession des fils étant figuré de gauche & droite dans le plan) ; enfin on
distingue une racine dans 1'arbre (représentée en haut de 1'arbre). Notre termi-
nologie suit celle de [Knuth ; 19687.

La figure 1 représente les arbres planaires comportant moins de 5 sommets.

AT APA N

n=1 np=2 n=3 n=4

Figure 1 : Artres formés de n sommets pour n<4.

Les arbres binaires (planaires) sont tels que chaque sommet comporte soit 0
descendant (sommet externe) soit 2 descendants (sommet interne). Les sommets
externes sont habituellement représentés par des carrés et 1'on omet parfois de

les faire figurer Jorsqu'il n'y a pas ambiquité. Voici un exemple de ces deux
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représentations d'un arbre binaire :

N
AN

3 Gl

I
C

La figure 2 donne le tableau des arbres binaires de taille inférieure d 4
AN/ AN
° {>b\
6/ ) 0 0
n=20 n=1 n=2 n=3

Figure 2 : Les arbres binaires ¢ N sommets intermes pour n<3.

Nous commencons par le dénombrement des arbres binaires, suivi de celui des ar-
bres (planaires) des plus généraux. Nous traitons avec un certain détail le cas
des arbres binaires, afin d'illuster la traduction des définitions récursives

en équation sur les séries génératrices.
Arbres binaires :

La classe B des arbres binaires est définissable récursivement par
1'équation

B =0+ /0\ R (*)

R 7

qui traduit qu'un arbre binaire est soit 1'arbre formé d'un seul sommet externe
(et de zéro sommet interne) encore appelé arbre vide, soit formé d'une racine et
de deux arbres qui sont les sous-arbres gauche et droit de la racine. On peut
écrire cette équation sous la forme

I3 = K, +Ko(B 4 B) (#x)

ol K0 est le constructeur {d'arité zéro) dont la valeur est 1'arbre vide, et ol
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KZ(E’,?') consiste & construire de toutes les maniéres possibles des arbres
dont les sous-arbres gauches sont dans & et les sous-arbres droits dans F .

En d'autres termes, avec 1'extension aux multi-ensembles :

K A& ,F) = e f
2( ) gézf st S/A\t
te®

La définition (*) est non ambigué et 1'équation (*x) reste valide au sens des

multi-ensembles.

Par ailleurs, pour les arbres binaires, on adopte généralement comme mesure de

taille le nombre de sommets internes.

Soient E(z) et F(z) les séries génératrices associges’ aux multi-ensembles

¢ et F;a G= Kz(é',f ) se trouye associée la série G(z) et 1'on a 1'égalité
G(z) =2z E(z) F(z).

Cette propriété traduit simplement 1a relation évidente

Gn=ZEF

_.n,'n
n1+n2+1—n 1 72
On a ainsi le diagramme commutatif :

K
B x J? 2 5

o o I [0

Crrz1l x Crrz1 - Crez11

od &(E(z),F(z2)) = z E{(2) F(2).
L'existence d'image pour ces constructeurs d'arbres conduit pour la série qéné-

ratrice des arbres binaires B(z) = 3 an" ol Bn est le nombre d'arbres bi-
nz0
naires de taille n, & 1'équation

B(z)=1+z B(z).B(z),

soit B(z) = L2 et B - (2N

Rappelons que E Fn désignent le nombre d'objets de & resp. F de

n’

taille n et que E(z)= 3 Enzn F(z)=2 Fnzn sont les séries géné-
n=o n>0

ratrices associées.



-16-

Les nombres Bn sont les nombres de Catalan. I1s sont apparus pour la premiére

fois dans le décompte des triangulations de polygones par Euler et Segner.
Le paramétre hauteur (mesuré en nombre de sommets internes sur la branche la
plus longue) correspond au nombre d'applications du constructeur KZ' Soit ﬁ[h]

1'ensemble des arbres de hauteur <h. On peut &crire la suite d'égalités :

35[0]= Ko
73[1]= Kz(ﬁEOJ, ﬁEOJ)
1§h]= Kz(ﬁgh-lj,.ﬁ[h-lj)’ |
soit pour les séries énumératrices B[h](z) qui sont ici des polyndmes :
B[O] -1
B[l] =1+z(B[0])2
2

B[Z] =1+z(B[13)

~17.2
B[h] =1+Z(B[h 1]) )

On peut également marquer 1'application de chaque constructeur au niveau des

séries génératrices. Ainsi soit %[h]j 3, le nombre d'arbres de hauteur <h
p e
ayant jl sommet & hauteur 1, j2 sommets & hauteur 2 ... et soit

C[h](ul,uz,...,uh) la série génératrice correspondante ; les CEh] vérifient

les récurrences

CEO](Z) =13 CEl](z H ul) =1 +zu1(C[O](z))2 H

[2] 1 2 3 ]

o (z,ul,uz) =1+zu1(C[ ](z 5 u2)) ; ct ](z,ul,uz,u3) = 1+zu1(C[2‘(z;u2,u3))2
Ainsi la série génératrice des arbres binaires partagés selon le nombre de sommets
d niveau 1,2,3,... :

C(z 5 upsuy,...) = Tim cEM

hs e
posséde 1'expression en "forme quadratique continue" :

zZ ul,uz,...,uh),

2)2)2-

Soit enfin le paramétre longueur de cheminement. La longueur de cheminement interne

C(z ;”1’“2’“3"") =1+ zul(l +zu2(1+zu3( )

d'un arbre (Ici) est définie comme la somme des profondeurs des sommets internes.
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Ce paramétre est définissable inductivement

lei(m) = 0 lei( A ) = T+tsl+1t]+1ci(s) +1ci(t).
st
Introduisons le multi-ensemble

<L =3 lci(s).s.
seB
La définition inductive de 1ci se traduit par 1'équation :
£ = + A+ Ist.s
soit pour Ta série génératrice associée :

L(z) =2z B(z) L(z) + 3. n an".
n=o
La résolution montre les égalités

d 1 1

1
z 82) 14z - 22/1-42+§E

d'ol pour la longueur de cheminement relative & 1'ensemble des arbres de taille n,

L(z) = (1-2z B(z)) s
1'expression classique

-— n-
L, = 4" - (2n+1)8 .

Remarque : On obtient facilement par 1'approximation de Stirling des factorielles
les expressions asymptotiques
L
o4 1 I
Bn —m (1+0(n)) et Bn-n m+0(n).

Le paramétre ﬁ'%‘ représente 1'occupation moyenne de mémoire nécessaire a 1'ex-

ploration d'un arbre de taille n.

Arbres planaires généraux :

La classe % des arbres sans contrainte sur le degré des sommets est
définie par 1'équation
@ =0+ ? + f\ + /4\\ + ...
4 ¢t ¢ 2¢¢%

qu'on peut encore écrire

g K +K +Kzg 9 +Kd?,y,g)+ e s

ol le constructeur KS est défini par
(&"1, 629 .. //)\

La définition est non ambigué et vaut pour les multi-ensembles. La taille d'un
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arbre étant Te nombre de sommets dans 1'arbre, Ta série génératrice associée
G(z) vérifie 1'équation
G(z) = 2+2 6(z) +2(6(2)) 2+ 2(6(2))°+. ..,
carasi F = Ks(fl,fz,...é’s), on a 1'égalité :
F(z)=2z El(z) E2(z) vee Es(z).
On obtient la relation homographique
.z
6(2) = 15773
qui donne, en résolvant :
_1-/1-47 _1
6(z) = == et G, = n (n-l)'
On retrouve ainsi les nombres de Catalan : G =8 ;.
On peut reprendre 1'équation donnant ¢ et marquer par une variable

1'application du constructeur Ko’ Ceci permet de construire la série génératrice

de< arbres partitionnés selon le nombre de feuilles. Soit Gn r le nombre d'arbres

*

ce ta:lle n comportant r feuilles et soit G(z,u) = 3, Gn rurzn Ta série
n,rzo i
~&nératrice correspondante. L'égquation de définition

g = K0 + K (g)+ K (9, q)
se traduit,en marquant par u 1'opérateur KO, en 1'équation

G(z,u) = zu+2G(z,u) +z(G(z,u))2 + ...

st t en résolvant

G(z,u) = 1-2z(1-u) - /E-ZZ(I-U)Z-ZZ(lig)‘

Naturellement G(z,1) = G(z) et le développement en série de G(z,u) montre

(en utilisant par exemple le théoréme d'inversion de Lagrange) 1'expression

_ 1,y /n-2
Gn,r “n (r) (p-1)-
Les nombres G sont appelés nombres de Narayana par [Kreweras ; 19707 .

n,r

Soit %[h] 1'ensemble des arbres de hauteur < h (la hauteur étant mesurée en
nombre d'arétes sur la branche la plus longue) ; les ensembles ?[h] vérifient

les égalités :
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{0l _
9 =%
ro 01 [0
T2+ 1y (gM) + k(g™ 0g™ ) 4.,
Chl _ [h+11 Ch-11 T[h-11
-%+Kﬂ? )+Kﬂg e } o+,

ce qui se traduit par la récurrence

rol Chl
@) =25 6 M) - —Er—
a

1- (2)
On résout cette récurrence homographique et 1'on trouve
Fri1(2)
fh) h+1
G = >
SR O €)

ol les polyndmes Fh sont donnés par

Folz) =0 Fy(z) =1 Fpoo=Fp(z) - 2F (7).
Nous retrouverons ces polyndmes au chapitre II oG ils apparaissent dans 1'énumé-

Chl

ration des arbres selon le nombre de registres. L'identité des G avec les

réduites de la fraction continue

a été observée par [Knuth, de Bruijn, Rice ; 1972] et sera généralisée et appli-
quée aux chapitres IV, V.

Remarque : 1. On traite de la méme maniére les dénombrements de classes d'arbres
définies par des contraintes sur le degré des sommets. Par exemple 1'équation de
la série génératrice P(z) des arbres dont tous les sommets ont degré (nombre

de descendants) pair est
- z
1-P2(z) ‘
2. On traite également de cette fagon les dénombrements d'arbres

P(z) = z+2 P2(z) + 2 PHz) + ...

étiquetés tels que toutes les étiquettes soient indépendantes. I1 suffit d'in-

troduire autant d'opérateurs de construction qu'il y a d'étiquettes possibles.

Construction d'arbres par substitution aux feuilles :

La construction précédente des arbres correspond a une croissance "par

Te haut" : on construit des arbres par réunion de sous-arbres et adjonction d'une
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racine. I1 est possible également de construire les arbres "par le bas" ; ce
procédé de bourgeonnement consiste & substituer aux feuilles des sous-arbres de
hauteur <1.
Soit S(Q@,®») 1'opérateur de substitution sur les arbres qui consiste & greffer
les arbres de 1a famille B sur les feuilles des arbres de la famille @ . Cet
opérateur posséde une image sur les séries formelles : soit A(z,u) Tla série
génératrice des arbres de 1a famille A partitionnés par nombre de feuilles :
A(z,u) = 3 Ao v u'z" oo A est le nombre d'arbres de A de taille nar
ayant r feuilles ; soit B(z) 7la série génératrice des arbres de B et C(z)
la série génératrice associée @ €=5(a,B). La relation

€ =5a,B)

se traduit par 1'égalité
C(z) =A(z, B(z)).

Ainsi, partant d'une définition par substitution des arbres généraux+:

g =0+S(g,4) od A=o0+ g+gﬂb«+5®E+.”,
obtient-on pour la série r(z,u) correspondante 1'équation fonctionnelle :
r{(z,u) =zu+r(z, I%a).
Ces définitions "par invariants" permettent parfois des calculs plus simples. Elles
sont notamment utiles aux dénombrements d'arbres équilibrés.

Soit en effet & 1la famille des arbres 2-3 équilibrés, c'est-d-dire la
famille des arbres dont chaque sommet a degré 2 ou 3 et dont toutes les feuilles
sont & méme profondeur. Ces arbres apparaissent comme support ([{Aho, Hopcroft,
Ullman ; 1974)) de plusieurs structures de données en informatique. La classe
vérifie 1'équation de substitution :

¢ =p+S(¢,A) ol A=D/x\ I N

n] oo

Si 1'on marque par z les sommets internes et par u les sommets externes, on
r.m .

obtient 1'équation donnant la série génératrice E(z,u) =2 Em Pz ot Em , est

Te nombre d'arbres 2-3 équilibrés & m sommets internes et r sommets externes :

E(z,u) =u-+E(z,z(u2+u3)).

t L'opérateur S effectue la substitution aux feuilles marquées o ;
ce détour est nécessaire a 1'obtention d'une définition non ambigiie de Q
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Enfin, si 1'on désigne par Fr le nombres d'arbres ayant r sommets externes

F =

r E s la série génératrice F(u)=1: Frur vérifie 1'équation fonctionnelle

m,r
F(u) =u +F(u2+u3).

z
m
L'évaluation asymptotique des coefficients de F(u) présente un probléme analy-

tique difficile résolu par [Odlyzko ; 1979].

Un arbre tournoi est un arbre binaire dont Tes sommets internes sont &ti-
quetés par des entiers consécutifs commengcant & 1, de sorte que 1'étiquetage soit

croissant sur chaque branche. Par exemple :

M

0 ®
®

La figure 3 donne le tableau des arbres tournois de taille inférieure & 4.
O 1 §D q 'Q
2 2 2 QO q®
3 3) Q
3

n=0 n=1 n=2 n=

Figure 3 : Les arbres tournois de taille n pour n<3.

Les arbres tournois sont une présentation commode des permutations : on passe
d'un arbre tournoi & une permutation en lisant les étiquettes en ordre infixe,

(symétrique), ou de maniére équivalente en les projetant sur un axe horizontal

\

@) ®\
)

4 63 1 2

w
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Réciproquement on obtient 1'arbre tournoi associé & une permutation = en facto-
risant la permutation, considérée comme un mot, en « = Ty 1 Tqs €N plagant 1
d la racine avec comme sous-arbre gauche le tournoi associé récursivement a Ty
et comme sous-arbre droit le tournoi associé & Ty

La construction des arbres tournois est simple : le constructeur Lo
construit 1'arbre tournoi vide ; le constructeur L2 associe & deux arbres tour-
nois (tl’tz) le multi-ensemble des arbres tournois s obtenus en formant
1'arbre t = /;:X\ et en distribuant les étiquettes de [2..[t |+[t2[+1]
dans les sous- %rbregzgauche et droit de toutes les maniéres qui préservent les

relations d'ordre de t; et t,. En d'autres termes, soit n; = Itll, n,= |t2|
- . 3 ) ~
et n -n1+n2+1 H Lz(tl’tz) consiste en 1'ensemble des arbres /// ol
cl(tl) 02(t2)
-0 est une application croissante de [1..n1] dans [2..n]
oy est une application croissante de [1..n21 dans [2..n]
- Im(ql) ¢ Im(cz) = [2..n],
les applications 91> 05 étant étendues aux arbres en opérant par renommage des
étiquettes.
L'ensemble € des arbres tournois vérifie 1'équation
€=
Ly +L,(€, ®)
encore valable en tant qu'équation sur les multi-ensembles. Cette équation se
réécrit
€ -
LO-+LZ(L0+L2(??,€ﬁ,LO+L2(tzt?))

= Lo+ Lp(LosLp(@.€)) +Lo{Ly (2, 2) 1L} + Ly (L, (€,€) L, (€57)),

soit encore avec WU=L ( €)=%- L 1'ensemble des arbres tournois de taille >1:
U = |_+Lg('u) + Ld(u) + LZ(U,M)
ol L=Lo(LsL,) s Lg(A) = LZ(A,LO) et Ld(A) = L2(L0,A).

Le constructeur L2 correspond sur les séries génératrices exponentielles & 1'in-
tégrale d'un produit de Cauchy. En effet, soit B:=L2(¢4,ﬁ ) 5 1a taille d'un tour-

noi étant le nombre de ses sommets internes (étiquetéds), avec les notations .usuelles,
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on a 1'égalite
¢ = n-1
. 'ny,n n. n,’
n1+n2+l-n 172 172
dans Taquelle Te multinomial traduit le nombre de maniére de répartir les &ti-
quettes entre sous-arbres'gauche et droit. De la sorte,entre les séries généra-

n n n
trices exponentielles C(z) = 3. C, %T » A(z) =3 A, %T et B(z)= EZBH ﬁT
n=o0 ) nzo ) n=o :

on a la relation

L'image de Lo est simplement la constante 1.
On peut ainsi effectuer les dénombrements par des méthodes trés voisines

de celles du paragraphe précédent. La série génératrice des tournois vérifie

1'équation 7
T(z) =1+ J Tz(z)dz
0
ce qui équivaut & : dT(z ?
ot = T52) 5 T(0) = 1
d'ol le résultat attendu 1
T(Z)=1TZ .

11 est facile de voir que les points doubles, points simples & gauche, points
simples 8 droite et feuilles de tournois binaires correspondent respectivement
aux pics (P), doubles descentes (DD), doubles montées (DM) et creux (Q) de la

permutation. Soit V. le nombre de permutations ayant j ooints P, k

J’k,],m
points DD, 1 points DM et m points Q, et soit
. j+k+1+m
_ . - _ J k=1 m 2t
V(z) =V(Z3uuy,ip,u,) = > Vi k1 ,m%Y1Y1Y s TGRRETRRYT

Jsks1,m20
la série génératrice correspondante. L'équation donnant V s'obtient en marquant

par Ugs Uy, Ups Uy Tes applications des constructeurs L, Lg, Ld’ L2 dans la
définition &quationnelle de W. Ainsi :

z z
V(z)dz + u,z J

Vz(z)dz.

V(z) = uyz + (ug*ug)z J

0 )
On résout 1'équation différentielle qui est & variables séparées :

dv . 2
W) =y + (ugty) V(z) + uy V(2),
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d'oit 1a solution

U +u : ;
V(z) = & tg(z8) - L1 avec 6= % Y 4“@“2'("1*“1)2

2
En particulier le nombre de permutations alternantes (sans double montées, ni

double descentes) sur [2n+1] ssoit E2n+1 sa pour série génératrice
2n+l
z -

z:Ezn+1(§EI:'15T =tg 2z,

comme on le voit en posant u = U, =1 Uy =ﬁl =0. On démontre de 1a méme maniére

(]
que le nombre de permutations alternantes sur [2n] a pour série génératrice

exponentielle sec z = . Ceci constitue Te théoréme classique d'André.

cos z
Nous retrouverons ces nombres au chapitre IV (dénombrement de suites d'opérations)
et au chapitre V ol nous montrerons que les séries génératrices ordinaires corres-
pondantes ont des développements en fraction continue de forme simple.

On traite de 1a méme maniére que précédemment les évaluations des para-

Ch]

métres hauteur et longueur de cheminement. Soit € la famille des tournois de

hauteur <h et soit T[h] la série exponentielle correspondante. Les polyndmes
T[h: vérifient la récurrence
z
M0z =15 1) <1 [ M),
o
relation qui en permet le calcul de proche en proche.

Enfin, soit 1ci(t) 1la longueur de cheminement interne du tournoi t et
¢ le multi-ensemble des tournois comptés avec, comme multiplicité, leur Tongueur
de cheminement :

€= 3 lci(t).t.
te€
Comme dans le cas binaire non étiqueté, on a 1'équation :
® = Lz(ﬁ.’tf) + Lz(f,’,ef) + DT
ol D(¥) = D It].t.
te®
Passant aux séries génératrices exponentielles, 1'image C(z) de € est donnée

par 1'équation

z
C(z)=2J Clu) &L+ 2
0 (1-z)

soit en dérivant
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oo f s da,
et finalement
1
(1-2)
d'ou le résultat classique

1 2,17 3
5 L2 ]n('i'?i) -z1=2+3z t3 4,

C(z) =

n _ - +
el 2(n+1)Hn 3n.

Ce résultat est utile & plusieurs analyses d'algorithmes : & celle des arbres
binaires de recherche, ou & celles des implantations des files de priorité sous
forme d'arbres tournois (cf. [Knuth ; 19731, [Frangon, Viennot, Vuillemin ; 1978]

{Frangon ; 19791).

Nous considérons ici 1'ensemble & des arbres non plangires enracinés
et étiquetés par les entiers consécutifs 1,2,3,... et dont toutes les étiquettes
sont distinctes. Ainsi, les deux représentations ci-dessous sont représentations

équivalentes d'un méme arbre (non planaire) étiqueté :

®
@ ® W
6 60O
® O
@

La. figure 4 représente 1'ensemble des arbres étiquetés de taille inférieure i 4.

o 9 $554%

n=1 n=2 n=3

Figure 4 : Les arbres étiquetés de taille N, pour n<3,

On introduit comme dans le cas des arbres tournois des constructeurs qui distri-

buent les étiquettes. Puisqu'il n'y a plus de contrainte de monotonicité, ces

+  Nous utilisons ici la_notation classique des nombres harmoniques :

- 1.1 1
%-1+?+3+“&n
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constructeurs distribuent &galement une étiquette & 1a racine de 1'arbre. Par
exemple, le constructeur ternaire des arbres étiquetés M3(a1,a2,a3) est défini
comme suit :

M3(a;,a5,a3) est 1'ensemble des arbres étiquetés de la forme

— o, avec ny = aj|, n, = |ay], ng = [ag], n = lénjtnying
o1(2a1) oy(ay) os(az)

-refl..n]
- o5 est une application croissante de [1..nj] dans [1..n] pour
j=1,2,3.

- Im(cl) o Im(cz) ¢ Im(o3) ¢ {r} =1[1..n1;
les applications o sont &tendues aux arbres par renommage des étiquettes.
Pour chaque degré s, on définit ainsi un constructeur MS 3 les MS sont étendus
aux multi-ensembles par linéarité. I1 importe de remarquer qu'ad cause de la non-
planarité, e multi-ensemble Ms(é',f »...»& ) représente la famille des arbres
étiquetés dont le degré de l1a racine est s, chaque arbre étant compté avec la
mutliplicité s! (chaque arbre est engendré autant de fois qu'il y a de maniéres
de permuter les sous-arbres issus de la racine). Ainsi 1'ensemble & vérifie-t-i1
1'équation

ExMy + T M(E) + 5 Myl E,E) + Myl L2, 8) + oo

Chaque constructeur Ms posséde une image simple ; soit C= MS(Al,AZ,...,AS) et
soient Cn et Aj n Jes nombres d'arbres de taille n (mesurée en nombre de

sommets) des familles B et Aj pour 1<j<s. On a la récurrence

¢ = ( YA A, LA
N 4N, ...+n_+1=n 1 Ny ApeeNg 1’nl 2,n2 SsNg

1°7°2 s
Le multinomial de 1a somme traduit le nombre de fagons de distribuer les &léments

en 1 élément & T1a racine, en n

1
Passant aux séries génératrices exponentielles :
n n
- Z = Z
B(z) = 2. B, o et Ai(z) = >, Ajn ol

nzo

éléments dans les arbres de A1 de taille Nyswe -
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onobtient Ta relation
B(z)=2 Al(z) Az(z)...As(z).

La série génératrice exponentielle des arbres étiquetés satisfait donc 1'équation
n
z

E(z) = ¢ En nl

=z+z E(z)+2—zr Ez(z)+32—I E3(z) + ... =z exp E(2),

Le théoréme d'inversion de Lagrange permet de résoudre cette équation et donne
E

comme valeur du coefficient r’\ﬂ
E n-1
-1 coerf(u™ 1 5 (exp u)) = 10—
n: n n(n_ )|
E n-1
p =N

ce qui constitue le résultat classique de Cayley.
Nous verrons & Ta section 3 1'application de ce type de dénombrement 3 -

1'analyse "heuristique" d'un algorithme de factorisation.
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2. LA RECHERCHE DE MOTIFS DANS LES ARBRES.

Nous présentons ici briévement 1'analyse de 1'algorithme séquenti‘e]Jr
classique de recherche de motif dans les arbres planaires. Cette analyse illustre
les techniques du paragraphe 1.1, en montrant 1'intérét qu'il y a, vis-d-vis des
dénombrements d'arbres, 3 se ramener & des définitions inductives sur la structure.
11 apparait que le temps moyen de recherche est lingaire en la taille du texte et
du motif, résultat qui contraste avec le comportement quadratique dans le cas te

pire de 1'algorithme.

EEEP A~ 4P LI )= pp3 -

Nous considérons le cas des arbres (planaires) binaires non étiquetés,

DEFINITIONS., Un arbre A est un préfize d'un arbre B si B s'cbtient
d partir de A par substitution d'arbres binaires quelconques aux sommets extermes
de B . Un arbre A est arbre partiel d'un arbre B ssi A est préfice d'un

sous-arbre de B . La racine de B est alors appelée sommet d'occurrence de A

dans B . [m]

En d'autres termes, A occurre en le sommet s de B ssi la représentation

planaire de A se superpose 3 celle de B 1lorsqu'on fait coincider la racine de

/N
Ak

L'algorithme séquentiel de détection d'un motif M dans un texte T consiste

A avec le sommet s de B.

en une procédure d'exploration des sommets de B au cours de laquelle, en chaque
sommet seT est lancée une procédure de comparaison ; la procédure de comparaison

explore simultanément en préordre le motif M et le sous-arbre T et s'interrompt

t Une premiére description de cette analyse est parue dans [Flajolet ; 1978].
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des qu'une non-coincidence ("mismatch") est détectée. La version récursive est
décrite & Ta figure 5.

procédure TRAVERSE(T);
externe: M; arbre binaire:T,M;
st T#0 : si COMPARE(M;T):écrire racine(T) fsi;
TRAVERSE(gauche(T));
TRAVERSE(droite(T))
fet
fst
fproc
procédure booléen Z«COMPARE(A,B);
arbre Knaire A,B;
st A=p : Zeyrai
sinst B=P : Z«faux
sinon : Z<COMPARE(gauche(A);gauche(B));
st Z: Z«COMPARE(droite(A);droite(B))fs?
fst
fproc

Figure 5. L'algorithme de détection séquentielle.

Appliqué a un arbre texte T dans un contexte ol le motif M est passé comme
paramgtre externe, cet algorithme construit la liste des occurrences de M dans T,

Afin de décrire les paramétres de 1'analyse, nous donnons deux définitions :

DEFINITION 1. Etant domné un arbre M de taille M, le cegment de M
d'ordre k, noté segk(M) est l'avlre partiel de M <induit par les k-premiers

sommets de M dans 1l'ordre préfize.

Par convention sego(M) =@ (1'arbre vide).

DEFINITION 2. Etant donné um arbre M de taille m , la fonetion de
feuille associée a M est la fonction Fy: {0..m]1+[0..m11 définie inductivement
par :

(z) st M=¢:FM(O)=1

(i) et M= N avee IMl=my et IMyl=m,
MM,
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0 pour k =0
FM(k) = FMl(k-l) pour 0<ksm1

FMz(k-m1-1)+m1+1 pour my <k <m. a

En particulier FM(m) =m+l ; FM(k) compte Te nombre de sommets externes rencontrés

dans la visite en préordre des sommets de rang 1,2,... jusqu'd k+l1.

Exemple : Pour 1'arbre

0.
(5)

dont Tes sommets sont &tiquetés par leur rang en préordre, la fonction de feuille
vaut

Kk lo12 345

FM(k)l 01 13 3 6
Le décompte d'instructions lors de 1'exécution de 1'algorithme avec M comme

motif et T comme texte montre :

LEMME : Le temps de la détection séquentielle du motif M dans le texte
T vaut

Tg(M;T) = c0+c1.t+c2.occ(M;T)-+c3.].zzm‘occ(segk(M) :T)

+ c4.1<2k<pocc(segk(M) 3 T).TFy(K) - Fy(k-1)1,
ou occ(A,B) désigne le nomhre de sommets d'occurrence de A dans B ; m= [M|

et t=1T|. Les constantes numériques C2€12C93€32Cy représentent des comptes

d'instruction et sont caractéristiques de l'implantation. 4

En particulier la somme oll apparait 1a fonction nombre de feuilles correspond a 1a

somme des temps de la procédure de comparaison.
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Le point de départ est le Temme de comptage suivant :

LEMME. Le nombre d'occurrences d'un motif M dans 1'ensemble des arbres
de taille 1t ne dépend que de la taille m de M et s'exprime par la forme
binomiale

(m) _ ,2t-mtl
07 = )

Preuve : On traduit la définition inductive de la notion d'occurrence.
Soit TETE(M;T) la quantité définie par :

1 si M occure a8 Ta racine de T

TETE(M;T) = {

0 sinon.
On définit les multi-ensembies (dépendant de M) :

o™ = ¥ ocemT). T et ™ o 3 TETEMHT) T

TeR TeB

La définition de 1'occurrencemontre qu'on a 1'équation
oM - //K\ + //0\\ s
o) 8 2 g

qui traduit qu'une occurrence a lieu soit & droite, soit & gauche, soit & la
racine de 1'arbre texte. Par ailleurs € est donné inductivement sur M par
M . //}\\ si M= /‘k\ .
£4M1) z:,(Mz) M1 M2
Ainsi pour les séries génératrices associées O(M)(z) et T<M)(z)

(0 (2) = 22 B(2) 0(z) + TM(2)
@y =8z); ™My =27

e® _p, &l

(M2)

(z) T " (2).

La seconde équation montre que
1M (2) = Ma(z)™!,
d'ol finalement en tenant compte de 1'expression de B(z) :

O(M)(Z) - 1 - (1_/m)m+1’
z/1-47

1 1 2 2

- iaqi (2™ B(z)™?7.

En utilisant 1'expression classique des coefficients des puissances de B(z)

déduite par exemple du théoréme de Lagrange-Biirmann
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k 2n+k=-1 2n+k-1 k
(B(z) =Y (M) - (NI,
n=0
on obtient, toutes réductions faites la valeur du coefficient OgM) :

oM _ (2tml),

quantité qui ne dépend que de la taille de M et qu'on note encore Oim). O
Cette forme binomiale peut également s'obtenir par 1'utilisation du théoréme

de Raney ([Raney ; 19601).

COROLLAIRE. La probabilité d'occurrence d'un motif de taille M en un

sommet d'un arbre texte de taille t vérifie les inégalités

O(m)
zml-I_ m;lzmT-z < tfﬁt < 2ml—’.r tzm23. o

La décroissance exponentielle des probabilités d'occurrence d'un motif en fonc-
tion de 1a taille du motif est & 1'origine du caractére Tinéaire en moyenne de la
complexité de 1'algorithme séquentiel. La forme simole de ce corollaire permet de
surcroit de donner du temps de recherche une expression inductive sur la struc-

ture du motif.

PROPOSITION. Le temps moyen de détection séquentielle d'un motif M de

tatlle t dans 1'ensemble des textes de taillet

TS(M;t) = !—31- Tit

T.(M;T)
t 1=t S

est donné par la formule
T (Mt) =t(a + .27 v.vg(P)) +0(1)

ol vy est une valuation définie inductivement sur la structure d'arbre par

V) =15 v (™, ) - 5 Iy (M) + E’%‘—l v (M,)1
ou my =|M1] . Les quantités o, B, y sont des constantes dépendant de 1'implan
tation.

Preuve : (indications). La preuve résulte de la combinaison du lemme
donnant le temps de détection séquentielle avec la valeur asymptotique des pro-
babilités d'occurrence. La valuation v_ traduit le temps de calcul des procé-

s
dures de comparaison pondéré par ces probabilités d'occurrence ; la définition
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de la valuation refléte la définition inductive de la fonction de feuille. QO
La figure ci-dessous donne 1'exemple d'arbres de taille 6 avec la valeur

de la valuation associée.

/4

VS=0.109375 vS=0.203125 Vs=0°921875 vs=1

Figure 6 : Interdépendance de la valuation et de la forme de 1'arbre.

Ainsi la valuation dépend-elle sensiblement de Ta forme de 1'arbre motif.
L'expression inductive de Vg permet le calcul asymptotique de la valeur moyenne
de vy sur 1'ensemble des arbres motifs de taille m, et ainsi conduit & 1'éva-
Tutation de 1'algorithme de détection ségquentielle.

THEOREME 1. Le temps moyen de recherche séquentielle d'un motif de taille
m dans un texte de taille t wvaut

= . _ - l

Ts(m,t) = t(a+yvs)(l+0(m))

ol la constante \-IS est égale @ 6-4 V7 ; les quantités o et vy sont les cons~

tantes de temps lides & 1'implantationde la proposition précédente.

Preuve : On considére le multi-ensemble

V= Ma v (M).M.

La définition inductive de v, se traduit par 1'équation

1 0 0
w=3 [ /N + 1+1.0
Ke 3 1 2" 4 \qr «r/ B(
ol = T M.
MeB 2[
Soit V(z) la série image de W ; V est donc la série génératrice des valuations

)
totales Vm :

V= M).
m ]M%m v (M)

Le multi-ensemble X posséde comme image la série



1
K(z) = ¢ o B 2" = B(3)
_1-/T27
Z t]

d'ol pour V(z) 1'équation

V(z) = § 2B(2) V(z) + § 2 V(2) B(®) +1,

soit en résolvant en V :
- 4
1+v1-4z + 2 v1-2z

V(z)

La fonction V est ainsi une fonction algébrique dont la singularité la plus
proche de 1'origine est un point de branchement en z = %.

En multipliant par les guantités conjuguées, on met V(z) sous Ta forme

V(z) = - —Ly(14/I707 - 2/T°22) (/107 + 1-22).
2z

B(z).%(Z-Zz—Z v1-2z) + H(z)

ot H(z) a pour rayon de convergence %.
Le coefficient Hn de H(z) esten O(p'n) pour p quelconque inférieur
a %, comme on le voit en appliquant une majoration triviale & la forme intégrale
de Hn donnée par le théoréme de Cauchy
1 J dz 1
Ho = 55 H(z) 2% O<p<3 .
n - Zin Iz]=o S+l 2

Ainsi par exemple Hn =O(3n) qui est exponentiellement petit devant B .

=3

La fonction G(z) =%(2 -2z -7/1-2z) est réguliére au voisinage de z =

on peut donc 1'écrire sous la forme
1.k
G(z) =2 g (z-7) -
&o Tk 4
La multiplication par B(z) montre que le produit G(z) B(z) s'exprime par un
développement 1
1k+§ 1k
B(z) 6(z)= 2. h(z-7) “+ 2 hi(z-7)
k>0 k=0

oll les hk, hi sont des coefficients numériques.

1

k+
Formellement, le n-iéme coefficient de Taylor du terme hk(z -%) 2 se comporte
en 0(4nn'3/2_k) et se trouve ainsi asymptotiquement négligeable devant Bn des

que k=1. On montre qu'en effet il est analytiquement justifié pour obtenir
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1'équivalent asymptotique du coefficient n-iéme de G(z) de négqliger les
termes autres que le premier terme : c'est-13 le théoréme de Darboux (cf.
[Henrici ; 19781).

L'on obtient de 1a sorte 1'estimation :

V, =B, G(0) + O( B ) + O0(:") pour 5 <.

Ainsi

L

B = (6-4/2) + 0(}),
m
ce qui conduit immédiatement & 1'énoncé du theoréme.
La figure 7 présente le temps de calcul de de textes et motifs tirées

entre J et 100, 1a taille du motif étant inférieure 3 celle du texte.

A0 20 3o 4o So (1] To 20 90 100

Figure 7 : Temps de calcul de 1'algorithme séquentiel évalué en nombre
d'appels des procédures EXPLORE, COMPARE et ECRIRE, en fonction
de la tatlle de 1'arbre texte.
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Les arbres ont été tirés aléatoirement selon la statistique de Catalan au moyen
d'un algorithme di a J.L. Rémy. Le diagramme montre clairement la lindarité

de 1'algorithme et la faible dispersion des temps, justifiant ainsi d'un point
de vue pratique 1'analyse précédente.

On montre enfin ([Flajolet, Steyaert ; 19791) que cette propriété de Tinéarité

en moyenne est valable pour une large classe de familles d'arbres.



-37-

3. FORETS FONCTIONNELLES BINAIRES : L'ANALYSE HEURISTIQUE D'UN ALGORITHME

DE FACTORISATION.

Nous montrons ici comment effectuer les dénombrements relatifs a des
foréts greffées sur des cycles(graphes fonctionnels). Comme application, nous
effectuons 1'analyse, moyennant une hypothése "heuristique" simple, d'un algo-

rithme de factorisation par "méthode de Monte-Carlo" di & [Pollard ; 19757.

3.1. Construction des foréts fonctionnelles binaires.

A toute fonction finie f : E~E , on peut associer un graphe orienté
dont les sommets sont 1'ensemble E et dont les arétes sont formées des couples

<x,f(x)>. Ce graphe est 1e graphe fonctionnel associé & la fonction f. La figure 7

donne le graphe fonctionnel de f(x) =117 sinsz pour xe[0..163.

Un graphe fonctionnel peut étre considéré comme formé d'un ensemble de cycles
sur lequel sont greffés des arbres non planaires étiquetés, Tes étiquettes étant
distinctes des étiquettes des cycles. La bijection avec les fonctions de [nl

dans [n] montre que le nombre de graphes fonctionnels construit sur [n] vaut n" .

o g G
t 4 2 ?
3 \ 15
t 12« 1«16 « 14 4
13 // ‘/ N 5
T

6§ & 1 5

Figure : Graphe fonctiommel de |17 sin®x] sur [0..167.

Nous nous intéressons ici aux graphes fonctionnels binaires dans lesquels tout
sommet posséde 0 ou 2 antécédents. Ces graphes sont associés aux fonctions
f telles que

v x card{f'l(x)} =0 ou card{f'l(x) = 2} .

Nous nous proposons d'évaluer différents paramétres des graphes fonction-

nels binaires : Tongueur de cycle, distance des points au cycle. Pour cela, nous
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allons d'abord construire les graphes fonctionnels binaires.
Les arbres binaires étiquetés sont une famille A definie par
A=Or M, (A, A)
ol M2 est le constructeur défini & la section 1.3 qui consiste & former un
arbre & partir de deux sous-arbres en distribuant les étiquettes.
Les cycles greffés (binaires) sont des graphes fonctionnels (binaires) comportant
un seul cycle. On les construit & partir de 1'ensemble des arbres binaires éti-
quetés par greffe sur des cycles. Pour chaque entier s=>1, on définit un construc-

teur GS : Gs(al’aZ""’as) est défini comme 1'ensemble des cycles greffés de

forme

ol(al) °2(a2) 03(a3) 04(a4)
ol les 1k’ % vérifient, avec M =]ak| et n =N Hnot. .40 ts, les conditions
- pour tout k, l<ksxs, o, est une application croissante de El..nk]
dans [1l..n] étendue aux arbres par renommage des étiquettes ;
- Im(ol) ¢ Im(cz)... 3 Im(cs) ] {il,iz,...,is} =r1l..nd.

L'ensemble & des cycles greffés binaires vérifie 1'équation :
€= ] 61(A)+3 65 ) 3 6o( LA R) + ..o

dans Taquelle le coefficient é de GS(Je,Jf, ...sA) traduit le fait que chaque
s-cycle est engendré s fois par GS(UQ,94,...,u4) (autant de fois qu'il existe
de permutations circulaires du cycle).
Enfin, les graphes fonctionnels binaires sont eux-mémes construits a partir des
cycles greffés par distribution des &tiquettes, 1'ordre des cycles n'étant pas
pertinent. On définit pour chaque T un constructeur Pp:Pycy,Cp,s...,Cy), OO

les Cy sont dans &, représente 1'ensemble des r-ensembles *

ensemble de r @éléments.



-39~

{ol(cl), oz(cz),..., UY’(CY‘)} ol les I vérifient avec nk=|ck] et
n=cp¥cot...+c :
- pour tout k, l<ks<vr, o est une application croissante de [1..nk]
dans [1..nJ é&tendue aux cycles par renommage des étiquettes ;
- Im(cl) @ Im(o,) ... ® Im(c) = [1..n].
L'ensemble F des arbres fonctionnels binaires vérifie ainsi 1'équation :

1 1 1

¥F=p ot 1T P18 ) +57 Polc . E) +57 Po(E,E,E) +..0

oll Te coefficient rl' de Pr(t? »€ 5...,€) traduit le fait que chaque r-ensemble
de cycles est engendré r! fois par Pr(l:’,z‘-.’,...,g) (autant de fois qu'il existe
de permutation des composantes).

Chacun de ces constructeurs posséde une image : soit 77 une famille d'arbres

étiquetés et 7 = 'J J,...7) correspondant, on a la relation
J =s! ( n yI_ I ...I ,
n s+n1+n22;.+ns=n s nynp.n’ Ty, ng

ol Te multinomial traduit le nombre de maniéres de distribuer Tes étiquettes, et
ol s! représente le nombre de maniéres d'arranger les étiquettes dans le cyc]e

Pour les séries génératrices exponentielles Z,In n' et J(z z
nzo n=0
ceci se traduit par 1'égalité :

Iz) = 25(1(2))°.

Soit X une famille de cycles greffés et & =P (X ,k,...X) ; ona alors
n
L = ( YK K o ..K o,
n nytnsn =n MMy’ Ny My My
somme dans laguelle Te mul t1nom1'a1 représente le nombre de maniéres de distribuer

les &tiquettes entre chacun des cycles greffés.
n

L . P . . z
Ainsi pour les séries génératrices exponentielles L(z)= § n ol et
o [

M
K(z) = Z Kn n' obtient-on la relation
n2o
L(z) = (K(z))"-

L'application au dénombrement de graphes fonctionnels binaires est simple : Tes

équations
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A=1+In(A,4)

¢-T s G (Al A)
o4

o3 FlT PE,E ... E),
rz0

se traduisent sur les séries génératrices exponentielles en les équations

A(z) = z2+5(A(2))°
C(z) = ) Eiiﬂg&llf
s21

f2) = 2 L (czn”,

soit en résolvant ____
(2
A(z) = 1- »Z/l-Zz
C(z) = -Tn /-22°

e
¥4

d'ol Tes résultats de dénombrement :

)l 1,2
Porsp = (—"z—n)— L (3 - 130 (2n-1) () (m3) . (2041)
C,y = 2"(2n-1)!
_@n)} 2n, t
FZn - %;% ( n) .

On peut également marquer chacun des constructeurs. Soit C(z,u) 1la série géné-
ratrice exponentielle en z des cycles partitionnés selon 1a longueur de cycle,
et soit F(z,u,t) 1la série génératrice exponentielle en z des graphes fonction-
nels partitionnés selon Ta longueur totale de leurs cycles (marquée par u) et
selon le nombre de Teurs composantes connexes (marqué par t). Les équations de
définition sont :

A(z) =z + B(A(2))?

<:(z,u)=s}>2isﬁ (A(2))®

F(z,u,t} = Z g_r; (C(Z’U))r’
r=0

Ce dernier résultat a été obtenu au moyen d'un raisonnement direct par
P. Camion.
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A 2
A(z) _1-v1-22

- 2z
C(z,u) = -Tn(1-utu /1-2z2)

F(z,u,t) = (1-utu /1-229) L.

Ces équations permettent de calculer sans difficulté la longueur moyenne de
cycle et le nombre moyen de composantes connexes d'un graphe fonctionnel binaire
de taille n.

Nous nous intéressons maintenant aux deux paramétres suivant des graphes
fonctionnels, lesquels sont utiles a 1'analyse de factorisation de Pollard :
- distance moyenne d'un point du graphe & son cycle
- Tongueur moyenne du cycle vue d'un point du graphe.
On définit pour cela, les paramétres x(g) longueur totale de cycle rapportée
aux points du graphe fonctionnel g et y(g) 1longueur de cheminement au cycle

du graphe fonctionnel g par :

A(a) =0

MB(a15ay,...53.)) = s(|ag]+]ay]+...+[ag]+s)

x(Pr(cl,cz,...,cr)) aeg)+ (c)) +oa4a(cy)
u( 1) =15 u(My(ay,3,)) = u(ay) +ulay) +|ag] +[a,] +1

U(Gs(alaaz’---sas)) =U(al) +11(a2) oot U(as)

k_u(PY‘(Cl’CZ"”’CY‘)) =U(C1) +U(C2) oot U(Cr)$
pour a, akeu{ et c e &.
On introduit les multiensembles

LA = 3 a(a).a 3 LE= >, alc).c 3 LF= 3 A(f).f ;
ae ce € feF

AL = 3 wa).a 3 A8 = 3 u(c).c ; AF = fETu(f).f ;

aeA ce€

et les définitions inductives de A ,u se traduisent par les équations :
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LA=0
L - }jls(A oAy AV NG (A Ay A)
s>

LF = 2 P (8, C ey €) 4ok PUELE .. nlE) 5

soit avec £J= S lal.a :
ae

A= 14 FMAA L) + W(A AT + DA
AE - b Le (o d ool 4ot 6 (Ao s A)
S2

AF = ¥ L0 A Eren) 4ot PE L Coe BT

rz1
Ainsi pour les séries génératrices exponentielles LA(z), LC(z) etc...,

obtient-on les équations

LA(z) = 0 MA(z) =2 MA(z)A(z) + z o A(2)
LC(Z) z C%(ZA) ( ) Y4
= z
(1-2A)2 -ZA Z)

LF(z) =LC(z)exp C(2) |MF(z) =MC(z) exp C(z).
On résout, et 1'on trouve :

2 - —_—
LF(z) =£T_2 MF(z) = (1-229)2 (1-222)3/2

(1-22°) (1-2z
d'ol les valeurs des coefficients
n n+l 2n+2)
_ n = +1)2° - 12n! .
LF,, = n.2"2n! MF,, = C(n ) L—x)'gm <n+1

PROPOSITION. ZLes waleurs moyennes de longueur de cycle vues d'un point,

et de distance au cycle dans 1'ensemble des graphes fonctiomnels binaires valent
Y

Lo, 4" - MF gn n+l 4" 2n+1
Yon = T 20 F o~ 2(2 ) Mon = oniF, T I (2) ’
n

sott asymptotiquement

= 1 1 - 1 . 1
Ao = 5 /IN+0(=) et o, =3 /an- 1+ 0(=).
n "2 I 2n 2 /i

L'algorithme de factorisation de [Pollard ; 19757 qui factorise n au
moyen d'une fonction f : [n]-I[n} peut étre succintement décrit de la maniére

suivante :
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1. Tirer Xo dans [1..n]
2. Calculer itérativement X = f(xm_l)

jusqu'a ce que d = pgcd(n,xm-xj) £1

pour un certain j : 0<j<m
3. Ecrire d.
Le principe de 1'algorithme est que si par exemple n=pqr avec p<q<r et
p,q,r premiers, alors f présente un cycle modulo p plus rapidement que
modulo n (en "moyenne" en O0(/p) &tapes) ; on a alors

X = X (mod p),

et ainsi pgcd(n,xm-xj) fournit un diviseur de n généralement non trivial.
Cet algorithme s'implante d'une part en choisissant une classe de fonctions f
particuliéres - typiquement f(x) = x2+a pour a entier ; d'autre part en
améliorant la procédure de recherche des cycles modulo un diviseur de n.
L'algorithme deyient ainsi

1. tirer a, init dans [0..n-11; r,g<«init;

2. iterer

2

r+(r+ﬂzwlmdn

z+»22+a mod n
d < pgcd(r-2,n)
sur dil :
fiterer
3. éerire (d).
Le paramétre de base de 1'algorithme qui en d&termine le temps d'ex&cution
reste 1i& & Ta valeur de A+un associée au graphe fonctionnel de f modulo p
pour p diviseur de n.
L'évaluation précédente s'applique sous 1'hypothése "heuristique" que les paramé-
tres A, u sur la classe des graphes fonctionnels associés aux fonctions

R2+a} mod p ont asymptotiquement (Tosque p est grand) méme valeur que Sur

1'ensemble des graphes fonctionnels binaires. Moyennant cette hypothése "heuristique
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1'algorithme de Pollard posséde en temps de calcul en -% /xp ol p est le

plus petit diviseur premier de n, soit 0(n1/4) (cf. [Camion, Flajolet,

Monier ; 19791 pour une description plus détaillée accompagnée de résultats

numériques).
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CHAPITRE II

ALLOCATION DE REGISTRES ET EVALUATION
D'EXPRESSIONS ARITHMETIQUES.

Nous étudions ici le probléme de 1'évaluation d'expressions arithmétiques.

Ershov a montré, dés 1958, qu'il existe une stratégie d'évaluation d'expressions

optimale vis-a-vis de 1'occupation des registres de 1'unité de calcul. Le para-

métre nombre de registres de cette stratégie est une fonction de la forme de 1'ar-
bre sous-jacent & 1'expression. Cette fonction de forme des arbres binaires est
connue indépendamment en statistique dans les domaines de Ta géomorphologie et de

la biologie sous le nom de nombre de Strahler ([Shreve ; 19661, [Mc Mahon ; 19751).

La comparaison de la stratégie optimale 3 une stratégie d'évaluation plus
simple - de gauche & droite, par exemple - nécessite le calcul de la distribution
des arbres selon la fonction nombre de registres. Dans ce chapitre, nous analysons
complétement la stratégie optimale : nous obtenons des résultats de distribution
et de moyenne sous une forme simple qui permet un calcul exact. Nous effectuons
ensuite 1'évaluation asymptotique de ces résultats, ce qui conduit pour la dis-
tribution du nombre de registres sur 1'ensemble des arbres de taille n & 1'exis-
tence d'une infinité de lois limites dépendant de la partie fractionnaire de
1og4n. Ce phénoméne de périodicité se refléte au niveau du nombre moyen de regis-
tres nécessaire & 1'évaluation des expressions de taille n pour lequel nous
établissons la forme

Rn = 1og4n-+D(1og4n)-ko(1)
ol D est une fonction continue, périodique et de période 1. Ce résultat est
a comparer au nombre moyen de registres, RGD utilisé par 1'évaluation (non opti-

n

male) procédant de gauche a droite :

RED = /- 3 +0(1)
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résultat qui se déduit de 1'évaluation de la hauteur des arbres par [de Bruijn,
Knuth, Rice ; 1972].

Avant 1'exposé proprement dit, signalons que 1'obtention des résultats de
distribution s'effectue par les méthodes de 1'analyse combinatoire spécifiques
aux arbres, lesquelles ont été présentées au chapitre 1. L'analyse asymptotique
utilise un résultat de Delange concernant la distribution des chiffres dans les
représentations binaires d'entiers. Nous montrerons au chapitre suivant qu'un pro-
bléme en apparence non relié d'analyse de réseaux de tri est justiciable de mé-
thodes analogues.

Ce chapitre prolonge un travail effectué en collaboration avec J.C. Raoult
et J. Vuillemin ([Flajolet, Raoult, Vuillemin ; 1977 et 19791). R. Kemp [19773
a obtenu des résultats analogues par des méthodes différentes que nous discute-
rons au chapitre suivant. Les résultats de distribution, 1'analyse de variance
(poursuivie au chapitre suivant) et la statistique des ordres de sommets sont

nouveaux.
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1. PROBLEMATIQUE INFORMATIQUE.

Un programme écrit dans un langage de programmation de type FORTRAN,
ALGOL, PASCAL etc... est traduit par un compilateur en une suite d'instructions
plus élémentaires directement ex&cutables par une machine. Les modéles usuels
de machines (de Von Neumand) comportent une unité de calcul opérant sur un petit
nombre de registres (par ex. 16) ; les opérandes généralement issus de calculs
antérieurs sont pris dans une mémoire de capacité plus grande, et chargés dans
les registres sur lesquels 1'unité de calcul opére. Un modéle simplifié d'un

évaluateur d'expressions arithmétiques est décrit par la figure 1.

’ UNITE Calcul : Ry<R; op R
de J
CALCUL Chargement : Ri<-MEM[j]
o=y Xety ..
IT Rangement : MEM[J]+R1
L T VT 1 MEMOIRE
REGISTRES

Figure 1 : Modéle d'évaluation d'expressions arithmétiques.

I1 est clair que le nombre de registres de calcul d'une expression dépend de
1'ordre d'évaluation des sous-expressions. Ainsi pour 1'expression ax (b+c), les

évaluations gauche-droite et droite-gauche conduisent aux suites d'instructions :

gauche-droite droite-gauche
R0+a R0+b
R1+b R1+c
Rz*-c R0<-R0+R1
R1+R1+R2 R1<-a
Rl«-RoxR1 Ro<-R1xR0

La premiére stratégied'évaluationutilise les registres (Ro’Rl’RZ)’ la
seconde les registres (Ro’Rl)' Le nombre de registres utilisé par 1'évaluation
gauche-droite est une fonction Reg définie inductivement sur la structure d'ar-

bre par les régles :
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GD GD GD GD
Reg(@) = 0 ; Reg(T/(>\T ) = max(Reg(Tl) 3 14—Reg(T2)).
1 2

(Par convention, les registres sont numérotés & partir de z&ro, et le nombre
de registres est le maximum des indices de registres utilisés). On dispose d'une
formule analogue pour 1'évaluation droite-gauche et globalement (en moyenne et
en distribution) les deux stratégies ont des comportements équivalents.
La définition inductive de RSE montre que pour un arbre T, Rgg(T) est éqal
3 1a hauteur droite de 1'arbre (binaire) T, et donc égal & la hauteur de 1'arbre
général o(T) associé & T par la correspondance de rotation (cf. chapitre I).
L'analyse de la stratégie d'évaluation gauche-droite se raméne donc au probléme
de 1a hauteur des arbres résolu par de Bruijn et al. dont la valeur moyenne
déja indiquée dans 1'introduction,vaut

/- o).
Parmi les stratégies ne dépendant que de la forme de 1'arbre sous-jacent, on

démontre ((Sethi, UTlman ; 19701) 1'optimalité de la stratégie due & [Ershov,
19587. Celle-ci consiste & calculer de 1'intérieur, en priorité, Tes expressions
les plus "lourdes" : Ta fonction nombre de registres de 1'évaluation optimale,
Reg, est donnée par : ‘

Reg(d) = 0

Reg(Tl/o\TZ) = s¢ Reg(T;) =Reg(T,) alors Reg(T,)

sinon max(Reg(Tl);Reg(Tz));
1'évaluation de TfL}\TZ se fait dans 1'ordre Tl-T2 si Reg(Tl)z Reg(Tz) et
dans 1'ordre TZ-T1 si Reg(T1)< Reg(Tz).
Ainsi pour 1'expression E =a+(b-c)x(d-e)*(f+g), 1'ordre d'évaluation optimal est-il
(f+g) 3 (d-e) ; (d-e)}x(f+g) ; (b-c)x(d-e)x(f+g) ; E ;

Te nombre de registres Reg(E) vaut 2, et les instructions machines correspon-

dantes sont :

Roéf R14—R1-R2 R0<—R1xR0
Rl «g Ro « Rl*Ro Rl +a
R0+RO+R1 R1<—b RO+R1+R0
Rled R2+C

R2+e R1<—R1' R2
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Par contraste, 1'évaluation gauche-droite utilise 4 registres ; 1'ordre d'éva-
luation des sous-expressions :
(b-c) ; (d-e) 5 (f+g) ;5 (d-e) = (f+g) ; (b-c) x (d-e)}x(f+q) ; E

correspond 3 la suite d'instructions

Ry +@ Ry« Ry “Ry ™R3
Ry «b 2+R2 3 Ry “R1 xRy
R, +c Ry <f R, <R +R;
Ry “Ry=Ry Ry <9

R2 “d R3 «fig

Remarque : Certains mod&les de machine autorisent 1'utilisation d'un
opérande en mémoire ; cette commodité équivaut & disposer d'un registre supplé-
mentaire pour les opérandes droits qui sont des variables. Le nombre de registres
de la stratégie optimale pour ce modéle mixte différe donc d'au plus 1 de la
fonction Reg. Enfin les résultats de ce chapitre s'interprétent comme des bor-
nes supérieures pour les algorithmes qui utiliseraient les répétitions éventuel-
les de sous-expressions. o

Le nombre de registres Reg associé & un arbre d'expression se déter-
mine en affectant 0 & chacun des sommets externes et en construisant de bas en

haut une valuation sur les sommets de 1'arbre selon les régles données pour Reg :

<r2 r'z
A /\ ,
2
r
1
2T

A& N
&Tz

l+4r
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Sur 1'arbre de 1'expression E, on obtient la valuation :

PEAN
/®

@
VaNVaN
VANWAN

Sous cette forme, on reconnait que la quantité Reg(T) est &gale & la hauteur
du plus grand arbre parfait plongeable (en tant qu'arbre partiel) dans T.
C'est sous cette forme dite nombre de Strahler que Ta fonction Reg apparait
en géomorphologie. Reprenant les termes de Mc Mahon :

" Starting at the point of ultimate ramification, Strahler assigns to these
lowest-order units the numeral 1., In the description of drainage patterns, these
units are the initial feeder streams ; in the description of a tree, they are
the outmost twigs. Whenever two such first order 1links meet they combine to
form another 1ink that continues onward. The continuing Tink is of the next high
order in the system ; it is assigned the numeral 2. When as frequently happens
in an asymetrical pattern of ramification, a first order link meets a second

order Tink, the continuation is assigned the numeral of the higher order ...
La figure 2 montre la numérotation de Strahler appliquée & la "Upoer Hiwassee
River (Géorgie du Nord) (reproduit d'aprés [Shreve, 19661) et la classification

des arbres de taille 5 selon la valeur du nombre de Strahler
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—Schematic diagrams of the N(6)=42 topologically distinct channel networks

with 1=11 links and n=6 first-order Strahler streams or six Horton streams. In a
topologically random population these networks would all be equally likely. Top

row shows the possible second-order networks, for which =2, B=6.00, N(6;2)=16,
p(6;2)=16/42=0.381, N[6,1]=16, and p[6,1]=16/16=1.000. Bottom four rows show the
possible third-order networks, for which Q=3, B=2.45, N(6;3)=26, p(6;3)=26/42=
0.619, N[6,2,1]=24, p[6,2,1]=24/26=0.923 (first three of the four rows), N[6,3,1]=2,
and p[6,3,1]=2/26=0.077 (last row). Arrowhead indicates outlet in each diagram.

STRAHLER

Figure 2 : Numérotation de Strahler : la Upper Hiwnsse River et classi-
fication des ar'bres de taille 5 selon la valeur du nombre de
Strahler.

Certaines observations statistiques relient dans de nombreuses familles
d'arbres naturelles (peupliers, pins...) le nombre de Strahler & 1'épaisseur
des branches. Ces familles naturelles semblent également caractérisées par un
rapport constant entre le nombre de sommets d'ordre r et le nombre de sommets

d'ordre (r+1)} (cf. Figure 3 reproduite d'aprés [Mc Mahon, 1975])
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STRAHLER ORDER NUMBER

SMALL POPLAR TREE, analyzed according to the Strahler system, has
960 first-order segments, 256 second-order segments, 68 third-order
segments and 15 fourth-order segments that arise from a main stem
bearing only two branches. As with the asymmetrical model shown on
the opposite page, when the populations of segments are plotted on
a semilogarithmic graph, the descending slope is approximately level.
As the size of each population decreases moving from twig to trunk
the average-diameter of members of each order increases. Ascending
slope (color) that traces this increase in diameter is also approxi-
mately level.

Figure 3 : Diagramme de Strahler : effectifs des populations et
diamétre des segments.

Nous présentons & la section 4 les statistiques concernant 1'ordre des sommets

dans les arbres.
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2. DISTRIBUTION ET MOYENNE DE LA FONCTION NOMBRE DE REGISTRES.

Nous donnons ici des résultats de dénombrements explicites concernant la
fonction nombre de registres. Les dénombrements s'expriment sous forme binomiale
ou, de maniére équivalente, trigonométrique. Comme conséquence, nous obtenons

deux résuitats d'équivalence de distribution entre hauteur et nombre de registres.

2.1. Récurrences de base.

Soit B» 1a famille des arbres binaires, ﬂp la famille des arbres né-

cessitant exactement p registres, 8§ _  1a famille de ceux qui nécessitent au

p

moins p registres. On désigne par Bn, Rp n’ Sp n les sous-familles de B,

Rp, §p formées des arbres de taille n (comoprenant n sommets internes) ; les

dénombrements correspondants sont notés Bn’ Rp n’ SD n et les séries généra-
trices ordinaires sont notées
n n
B(z) = £ Bz"; R(z)=x R 2" S(z)= ¢ s 2"
n=o0 n P n>0 p.n b nzo P°"

De 1'origine combinatoire de Reg résultent les égalités :

(1) Ro,o =1 Ro,n =0 n>1
(1) Ry, =0 Ry o= 2" nz1
(111) Ry opg =1 Rpn = O n=2P

ol (ii) signifie que tout arbre calculable avec un registre est filiforme,
donc déterminé par une suite de choix gauche/droite et (iii) traduit le fait que
1'arbre parfait est 1'arbre unique de taille minimum évaluable avec p registres.

On ottient ainsi les relations :

z
Ro(z) =1 R(2) = 57 et val(R(z)) = 2P-1.
D'aprés la définition, ona $_ = 1 R, et S (z) = ¢ R.(z), somme qui
p j=p J p iz
converge au sens des séries formelles. La définition inductive de Reg se tra-

duit par 1'équation :

R =0

0

)
’

.=, AU o+ i
p }lp_l ‘Rp-l R Zﬂ‘] I &j R
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soit pour les séries génératrices associées la récurrence :

Ro =1

R = zR +2zR_ © R..

p p-1 P jep 9
Cette récurrence montre que Rp se calcule rationnellement en fonction de
R ,R.,...R_., et 1'on obtient les premiéres valeurs
0’1 p-1 3

R =1; R, =353 R, = ———Fr

° 11227 "2 674102%-422

7
_ z
Ry = P JPPY 7

1-142+7822-22023+3302-2522°+8425-82
Cette méme récurrence permet de calculer de proche en proche les premiéres va-

Teurs des Rp n données par la figure 4.
n
S\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
I 1 6 26 100 364 1288 4488 15504
3 1 14 118 780

Figure 4 : Tables des premiéres valeurs de Rp n
2

Nous résolvons ici la récurrence de base sur les RD en la réduisant
d une récurrence quadratique de forme particuliére. Nous en déduisons des expres-

sians explicites de Rp et Sp ol interviennent les polyndmes de Fibonacci

(Tchebycheff).
PROPOSITION lA. Les quantités RD et Sp sont données par les relations :
1 R = 2P ) 1 c . ¢2P
2ising 'p ~ —ptl 2T sing 7p op
1-t 1-t
ol cos % =L ot ZBZ(Z).
%3

Preuve : Partant de 1a récurrence de base sur Tles Rp
2
= 3 = + 2zR R, ,
Ro 1 Rp sz_1 z p jEp 5

on divise les deux membres par sz afin d'isoler le radical ; ainsi :
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R2

=_.L1+22 R.;
p j<p

N

1a relation homologue dans laquelle p est remplacé par p+l s'écrit :

R
% =2 +2 1 R

Rp+1 J<p+l 3
Par soustraction de ces deux &galités membre & membre, on obtient
RZ R
0= -2l ,
p+l Rp P
et 1'on a ainsi remplacé une récurrence sur la suite des valeurs par une récur-

rence du second ordre (non Tinaire). La relation obtenue est homogéne et peut

se mettre en divisant par R_ sous la forme :

P
R R4 2
ﬁiL = @%%l) -2
p+l p
En posant Up = _%:l. pour tout p21, nous avons ainsi :
P 2
Up+1 = Up - 2.

Cette récurrence quadratique apparait dans certains problémes de théorie des
nombres (tests de primalité des nombres de Mersenne). Pour la résoudre ici, nous
utilisons Ta similitude entre cette récurrence et les formules trigonométriques

de doublement d'arc :

cos 26 =2 cosze - 1.
On pose Up = 2 ¢0S ¢p 5 la récurrence devient
2 cos ¢ =4 cosz¢p -2 = 2 cos 2¢p.

Ainsi en définissant ¢ par U1 = 2 COS ¢, obtient-on 1a solution

p+l

U_ =2 cos Zp-1¢ .
p
Le passage de z & ¢ est donné par la condition initiale
R
=y =0 1.
2 cos ¢ = U1 = Rl =3 1.

Cette relation peut s'exprimer de plusieurs maniéres différentes :

2 cos% =L 5 isin ¢ = Iézz ;
_ %)

e 1% = B(z)-1 = zB2(z) ; ou encore z = ———1-7-

4 cos g
On obtient Rp par le produit des quotients Up

R

0 _

g = U1.U2... Up

= (2 cos ¢)(2 cos 24)(2 cos 4¢)...(2 cos 2p'1¢).
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Cette expression se simplifie lorsqu'on la multiplie par sin ¢ :

Eiﬁ—Q sin ¢(2 cos ¢)(2 cos 4)(2 cos 44)...(2 cos Zp'1¢)

p -
- sin 2 #(2 cos 26)(2 cos 4¢)...(2 cos 2P 1g)
- sin 46 (2 cos 44)...(2 cos 27 Lp)
= sin 2P
Ainsi R_ = >0 » ce qui en posant t = e'id> s'écrit encore :
P sin 2P £2P
Rp = 21 sin ¢———EB;T .
1-t
On obtient Sp = I Rj par sommation. Pour cela on observe 1'identité
jzp
I
1-u2 l-u4 1-u8 l-u16 1-u

qui traduit la propriété de tout entier d'@tre factorisable en une puissance de

2 et un nombre impair. En effet :

ra i, i+l j
z —Ji—v:i = z u2 uk'2 = z u2 (2k+1) = I us.
20 1277 dkeo iskzo 520
p
Le remplacement de u par t2 montre que
D
—-:-—-:.l—— z . = t2
21 sin ¢ j2p J l-tzp
[t 1 s
d'oll 1'expression de Sp tzp
S =27 sin .Q
p ¢1_t2P

PROPOSITION 15. Les fractions ratiomnelles Rp(z) et B(z)-Sp(z) ont

les expressions explicites sutvantes : F (2)
R () = B(2)-5,(2) - 2k
P N An— 2)-S (z) = =——4+ —
F F
p 2p+1(2) p 2p(Z)

ol les polyndmes Fm(z) sont les polyndmes de Fibonacet

1 .
Fa(z) = 2 ("7 (-2).
J
Preuve : Pour obtenir 1'expression explicite de Rp, on part de la relation
; 2sinicos

Ry = ?1n g = % avec  cos % = L

sin 2Py sin 2Py %3

suggére d'introduire les polynbmes de Tchebycheff. Les poly-

L'expression de Rp

ndmes Tm et Um de premiére et seconde espéce sont définis par :



=57~

sin mé
sino

et 1'on a deg(Tm) = deg(Um+1) = m. Les premiéres valeurs de Tm(x) et Um(x)

cos mo =Tm@ose); =UmkoseL

sont données par :

T0=1 H T1=x H T2=2x2-1 H T3=4x3-3x H T4=8x4-8x2+1

20 - (.21 - 1l = . Ui2dx2o1 - U =8y3-
UO-O o Ul—l H U2—2x 5 U3—4x 1 U4-8x 4x

Les identités trigonométriques

cos(m+2)6 + cos m6 = 2 cos 6 cos(m+l)e

sin{m+2)6 4 sinmé _ 2 cos es1n§m+1)e

sin 8 sin o sin @ >

fournissent pour Tm et Um les récurrences
T2 (X)HT(x) = 2T 4 (x)
Um+2(x)+Um(x) = 2XUm+1(X)'

Le retour & 1'expression de Rp s'effectue en exprimant sin 2P4 en fonction

de cosg au moyen du polyndme de Tchebycheff U

P
ind
sin
R =2 cos% g =2 cos% —1 , avec cos% —
P sin2Py 1(cosQ) 2«’“

I1 est alors naturel d'introduire les variantes &lémentaires des polynbmes de
Tchebycheff :

_ m/2 1 . _ 1 /2
tal2) = 2P s Fy(2) = 2 2(m1) (2/,)

lesquels satisfont les récurrences
Enan(2) = Epyq(2) - 2B (2) 5 Fpoo(2) = F (2) - 2F (z)

avec les valeurs initiales

- 1 = -
.Eo =1, E1 =53 Fo 0 F1 =1
En reportant dans 1'expression de Rp, on obtient ainsi :
(o) ,2°-1
Z) = —~— .
p F2p+1(z)
oP .
Partant des relations B=1+t et S =2i sin¢ —— Rl b avec t=e ¢ , on déduit
1-t
1'expression
12
B-S_ = (1+t)
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soit en fonction de u = ei‘t’/2 :
P-1_ -2P+1
S = (yedy U_w
B Sp = (u+u)

ce qui équivant & 1a forme trigonométrique
sin(2P-1)$

B-S_=2 cost
P 2 sin ZP%
Comme 2 cos% = %% , utilisant les variantes des polyndmes de Tchebycheff, on
obtient 1'expression F ) (2)
_2"-1
B(z) - Sy(2) = —F';(;r
2

Les polynbmes Fm(z) sont appelés polyndmes de Fibonacci par [Kreweras, 1970]
dont nous suivons ici les notations. La relation de récurrence

Fm+2(z) =Fm+1(z) -sz(z) H Fo(z) =0 Fl(z) =1,
conduit pour la série génératrice de ces polyndmes

F(usz) = ¢ Fm(z)um,

d 1'expression

F(usz) u

1-u+zu2’
qui se développe en série, donnant

F(usz) =u un(l-zu)n = I (E)(-z)kun+1+k

n=o m=0
k=0
Flusz) = ¢ (m'i-k)(-z)kum,

I1 s'ensuit 1'expression explicite des polyndmes Fm(z). o

Remarquons que les dénominateurs des Rp(z) sont construits sur les dia-
gonales du triangle de Pascal prises aux puissances de 2, comme 1'indique la

figure 5.
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Figure 5 : Construction de Rp(z).

Les polyndmes de Fibonacci sont ainsi appelés car pour 2z2=-1, Fm(z) vaut le

nombre de Fibonacci Fm. De 1'identité entre séries formelles
2P-1
B(z) = = FZ 7y *
p=0 2p+1

qui traduit la partition des arbres selon 1a valeur du nombre de registres, il
s'ensuit en faisant z=-1, 1'égalité numérique

/Bl 111
2 F8 F16
Ce développement du nombre conjugué du nombre d'or dont 1a convergence double ex-

ponentielle est extrémement rapide était connu de [Lucas, 1891].
Une autre application de nature combinatoire concerne 1'identité de la
distribution du nombre de registres sur les arbres binaires et de la distribution

de certaines fonctions de la hauteur sur les arbres généraux.

Corollaire : (7) Le nombre Bn--Sp n d'arbres binaires de taille n

s

6

0
1
,—1
17 1 17
—1-2z
1 271
%
1”3 3 1/—1-62+1022-423
1 4 6 471
1 5 10710 5 1
yd
1 6715 0 15 6 1
172035 35 21 7 1 1.1474782%-22022433023-2522%+842%-82° .
1 8 28 5 70 56 28 8
1 9 36 8412 126 84
1 10 45 120 210 252
1 11 55 165 330
7
1 12 66 220
rd
1 13 78
7
1 14
v
1
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évaluables avec au moins P registres est égal au nombre d'arbre généraux
de taille (n+l) dont la hauteur+ est strictement inférieure d 2P-1.

(21) Le nombre d'arbres binaires de taille n évaluables avec

R

p,n
exactement P vregistres est égal au nombre d'arbres généraux de taille n+2P
de hauteur égale d 2°-2 et dont la branche la plus 4 gauche est de longueur

2P-2.

Preuve : La série génératrice des arbres de hauteur <h vaut

Fhe1(2)
G[h](z) =2 —?bil%;7 ; 1a série génératrice des arbres de hauteur égale & h, et
h+2 h+1
dont 1a branche gauche a longueur h vaut D[h](z) = oL (cf. chapitre I).
Fraz(2)
I1 suffit de comparer ces séries aux expressions
2P-1 F o .(2)
.2 - - 2P-1"
Rp(z) = ?———;(25 et B(z) Sp(z) = . 0
Pt sz(z)

Ces relations suggérent 1'existence d'une correspondance entre arbres
généraux et arbres binaires qui transformerait par pliage une branche de lon-
gueur h maximale d'un arbre général en un arbre parfait plongé dans un arbre
binaire et de hauteur L]ogzhj. Une telle correspondance n'est pas connue mais

[ Frangon, 1977] a donné de la partie (i) de ce résultat une preuve purement géo-
métrique fondée sur les correspondances arbres-chemins.

Pour déterminer le nombre moyen de registres correspondant & 1‘ensemble des

arbres de taille n, on utilise 1a proposition suivante :

PROPOSITION lc. Sott Tn le nombre total de registres de 1'ensemble des
arbres de taille n. La série géndratrice T(z)=: Tn " s'exprime par :
T(z) = 2i sin ¢ zlvz(k)tk, on t=e 1= 282(z) ot cos ¢ = 551,
La quantité Vz(k) est la Eczzluation dyadiqueﬁ de k.

Preuve : Par définition de Tn’ on a

La hauteur est mesurée en nombre d'arétes sur 1a branche la plus Tongue,

i La valuation dyadique de k, vz(k), est T1'unique entier tel que

=2V2(k)

k (29+1) avec geN.
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T = p Rp n et par conséquent T(z) = = p R (z).

" p20 2P p>0 P
L'expression de Rp : Rp = 21 sin ¢——EEB;T , montre :
l‘t p
2
i iin T(z) = 1 p—t +1 -
¢ P20 1-t2p
La somme de droite se réécrit grdce a 1'égalité :
2 4 8
143z+2 t8+3-Jﬁ3+...= z vﬁknk,
1-t 1-t 1-t k>1
laquelle s'obtient simplement en développant :
2P P oPtl p
I p t I - pt2 tsZ - 3 ptz (25+1).
p>0 1-t2p p,S$20 p,k20
2P(2s+1)

Ainsi chaque terme t est pris avec le coefficient p, ou encore chaque

terme tk est pris avec le coefficient v2(k). o

2.3. Dénombrements et résultats de distribution.

Nous donnons maintenant des expressions explicites des coefficients des
séries génératrices Rp(z), Sp(z) et T(z) précédemment calculées. D'une part,

_ 1-/1-42
- 22

ces séries s'expriment en fonction de B(z) dont les développements
des puissances sont connus ; d'autre part RD et B-SD sont des fractions
rationnelles dont les dénominateurs, 1iés aux polynBmes de Tchebycheff, ont des
Zéros exprimables explicitement en fonction de racines de 1'unité. Ainsi chaque

dénombrement présente-t-il une forme binomiale et une forme trigonométrique.

THEOREME 2A. Les nombres R_ , S at Tn ont les expressions expli-

p.n psn
cites :
2n 2n N
i ™ 5y Hndlng) = (g o 1=k

. 2n _ ¢ 2n . P
Sp,n_ Bn+q§J[%+1-q) (n_q)] ou J={2".klkeZ}

_ 2n 2n N - 7 -
Ty = qszz(q)[(nﬂ_q) - (n_q)] ou K = Z-{0}.

Preuve : La preuve plus simple différe de celle que nous avons donné
précédemment dans [Flajolet, Raoult, Vuillemin ; 19781. Contrairement aux métho-

des utilisées par de Bruijn et al., elle n'utilise pas 1'analyse complexe.
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Les polynbmes de Fibonacci satisfont & Ta récurrence linéaire

Fie2(2) =Fpep(2) - Fplz) s

dont 1'équation caractéristique

yo=y-z
admet comme solution les séries
6(z) = —Lljg:ﬁz et G(z) = 1t ;_ z
Le polyndme F_ s'exprime sous la forme
m
g-g @ G,m
F(z) = =% = 2—(1-(3)").

G-G /1-4z G

Avec B(z) = 2% 4z 1 G(z), Te quotient -9151 se réécrit sz(z) et :—L—

. ) &(2)
vaut B(z). On en déduit pour f;TES 1'expression : .

m

1 . a7 —Blz)
Fmiz) - z l-szzm(z) :

On peut remplacer 14z par 1-2zB(z), et développer la fraction d'ol :
1 km,, (2k+1
Fgy - (1-228(2)) ¢ 2 mg(2k+1)m.

k20
En reportant dans 1'expression de RD, on obtient :

P . p+l p+l
R (z)= % ,(2k+1)2 I(B(Z))(2k+1)2 23 z(2k+1) (B(z ))(2k+1)2 +1
P k=0 k>0
Rappelons le développement des puissances de B :
B™(z) = : B{M,r  avec BS‘m) - (2r+m-1) - (2r+m—1) .

=0 r r-1
appliqué & 1'expression développée de R » 11 montre que
_ - 2n+1 - 2n+1 .
Roan = Lo ne1-2P(2ke1)) ~ (n-2b(2ken) 12 2 Bl 2P(2k+1)) - (p-1- 2P(2k+1))1

ce qui tenant compte de la récurrence de base des coefficients binomiaux se
raméne a

R =3z

2 ST
on ™21, 0,2 g - 2Ny, o)l o I'=2P(2ke1) [k 20},
) Qe

n-q
Cette forme est clairement équivalente & celle de 1'énoncé.

On traite le développement de la série Sp de maniére tout & fait ana-
logue. Enfin 1'expression de T(z) en fonction des puissances de B est donnée
par le théoréme 1c ; i1 s'ensuit le développement de 1'énoncé oll 1a valuation

dyadique est étendue naturellement de N2 zZ-10) par v2(-k) = v2(k). a '
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Ces formes binémiales des coefficients sont équivalentes & des formes
trigonométriques. Nous en avons donné précédemment une preuve, fondée sur la

décomposition en &léments simples des fractions Rp(z) et B(z)-Sp(z).

THEOREME ZB. Les nomhres Rp n ¢t Sp n ont les expressions explicites :
g" k+1 . 2 kn 2n kr
R == 1 -1 L
psn — op-1 Isks2P (LT i e o0 o
gn+ . 2k 2n kn
B -S = — b sin® = cos™ =
NP P Pt P 2P

Preuve : Les sommes de coefficients binémiaux dont les indices inférieurs
sont en progression arithmétique sont équivalentes a des sommes de puissances de
racines de 1'unité. Cette équivalence, parfois connue sous le nom de "formule
de Ramus" est 1'application au développement du bindme des procédés de multi-
section de séries et généralise 1'égalité classique

R S L RO L IR (S L) R Y) B

On part des sommes
2n

Mh = Ep Cnokn)o
et 1'on pose v=n mod h ; ainsi :
"on = 2 Cor)-
Soit w une racine primitive h-iéme de 1'unité, on considére les développements
binomiaux de (1+m°)2n, (1+m1)2", (1+m2)2n ..., dont on fait 1a somme pondérée
par les multiplicateurs o°, WV, w2 ..., selon le schéma :
développements binomiaux multiplicateurs
(1+mo)2n = (%?) woj W OV= ,on
(1+m1)2n - (%?) R v oIn
(142)2" - 1 (%;) 2 AL
(1+;h-1)2n= Z(%;) L(h-1) S(h=1)v_ ~(h-I)n

La sommation des développements binomiaux fait disparaitre tous les (%?) tels
que j n'est pas de la forme v+kh ; les coefficients (vizh) apparaissent h

fois. Ainsi :
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2n Jy2n  ~jn
h = I 1+ w
k=0 Coekn) o<j<h ( )
Y - 2n
= 1 (W4
0<j<h
AN
o0<j<h
. . 2
De la méme maniére, on calcule Tes sommes Mn h(a) = (n+a?kh) pour Tesquelles

? keZ
on obtient 1'expression :

-j/2.2n  _j
W ple) = 1 (@SEesTIBT Te
’ o<j<h

L'application a Rp pe bar exemple, s'effectue en prenant h =2p+1, a=2P-1

puis 2P. On obtient ainsi :

2p+1R = I (ws/2+w-’j/2)2n (m‘j-].)m-jh/2 .
p,n 0<j<h
Comme wh/2 =-1, on a encore
P p (WI2.4,73) 2

p,n 05j<h
= I (wj/2+w'j/2)2n(_1)j (wj_2+w'j)
0<j<h/2
en tenant compte de la symétrie due & 1a parité de h. L'énoncé découle du rem-
(wj/Z_w-j/Z)Z

placement de o =240 9 par et du passage aux formes trigono-

métriques correspondantes.
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3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE : DISTRIBUTION ET MOYENNE.

Nous montrons dans cette section 1'existence d'une infinité de lois limi-
tes pour la distribution du nombre de registres sur 1'ensemblie des arbres de
taille n ; ces lois Timites dépendent de la partie fractionnaire de 1og4n et
mettent en évidence des Qistributions de méme forme pour n et 4n. Nous effec-
tuons ensuite une analyse asymptotique détaillée du nombre moyen de registres ﬁn’
laguelle repose sur certaines expressions closes décrivant la distribution des
1 dans les représentations binaires d'entiers. I1 apparait que 1'évaluation asymp-
totique de Rn fait intervenir un terme périodique en 1og4n. Ce terme s'ex-
prime & partir de la fonction de Delange qui est continue et nulle part dériva-
ble. Enfin le terme périodique dans le développement de Rn a des coefficients
de Fourier qui s'expriment simplement au moyen des valeurs des fonctions z(s)

de Riemann et TrT(s) d'Euler 1le long de 1'axe imaginaire.

Le point de départ des évaluations asymptotiques est 1'approximation
classique des coefficients binomiaux par une loi de Gauss. Ainsi pour k dans
le domaine [0 ; /m 1n nl1 , a-t-on 1'expression

Q?L) K%/ In n)*
Tk ok (1 4 p(0RRL),
() m
n
ol O(u*) s'interpréte comme O(u®) pour un certain «>0. Ce résultat se
vérifie simplement comme conséquence de la formule de Stirling ou encore en
développant en série le logarithme du premier membre.

Cette approximation s'étend aux différences finies de coefficients bino-

miaux qu'on peut approcher par des dérivées de la Toi de Gauss et un calcul

simple montre :

PROPOSITION. Les dif'f'érences+ de coefficients binomiauzx Ar(;iL)
t Cette écriture, systématisée en 3.2, est la notation classique des dif-

p - ., re2n 2n r 2n 2
férences finies. Ici 4 (n+k) = (k) '(1)(n+k+r-1) +(;)(n+k2r-2)
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admettent pour ks Y0 Inn  1'estimation :

e-kz/n k (In n)*
") 7 [Hr(;:,) + 0( )]
n n

NN 5
1‘21+kk /ﬁ‘
ol Hk(x) e¥ d ke est le k~idme polyndme d'Hermite.
dx

On montre encore de Ta méme maniére que pour k>v/n 1n n, les coefficients (n2+nk)

sont exponentiellement petits devant (Zn"), la propriété valant également pour

les différences.

THEOREME 3A. Lorsque P est extérieur 4 l'intervalle
[1og4n - 10921n n; 1og4n+1ogz1n nl, la proportion d'arbres calculable avec P

registres est exponentiellement petite :
R

—%’l = D(la) pour tout a 2 0.
n n

Preuve : Lorsque P> /m In n, chacun des termes qui figure dans 1'expres-

sion b1nom1a]e de Rp est exponentiellement petit avec un comportement en

O(e -1n’ n) ; comme ces termes binomiaux sont en nombre au plus 4n, i1 s'ensuit

R 2
que pour p>1og4n+1ogzln n, _%,_n = O(ne']n n) ; de 13 découle la premiére par-
n

tie du théoréme.

Lorsque 2P < /i/1n n, on utilise au contraire 1'expression trigonométrique
4" ktl_, 2 kn 2n kn

D —— =1 PR LN
pan T T g eI Son 08 S
En majorant les sinus par 1, les cosinus par cos —a"ﬁ , on obtient :
2
R n
Ban by oM B = (n3/2)ces?N
Bn Bn 2p+1 2p+i
Pour xel[-2;+23, on vérifie 1'inégalité cos x<1-xT , d'ol :
2n_m_ _ b
1n cos 2p+1—2n In cos 2p+1<2n In(1 - 2p+4)
Comme TIn(l-x)<-x pour x<1, on en déduit 1a majoration
2 2
AU SRR S (S S T4
In cos D+1< 3 22p< 8 n"n.

D'olt finalement pour p<1og4n-10921n n

___]n n
3 2 1
_%;_"= o(n / )=0(r-1&) pour tout o« > 0.
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Comme conséquence du caractére trés pointu de la distribution des Rp p on

obtient immédiatement :
PROPOSITION. (Z) Le nombre moyen de registres relatif & 1'ensemble des
arbres de taille n wvaut
ﬁn = Togn + 0(Tog,n n).
(i1) L'écart type du nombre de registres sur le méme ensemble % admet
la majoration

o, <2 Togyln n. O

On montre & la section suivante comment obtenir une expression asymptotique
précise de F-{n et on traite au chapitre suivant de 1'évaluation de L Revenant
au probléme de distribution on a :

B

THEOREME 3". La distribution du nombre de registres admet la "loit-limite" :

R 2P n*
—%’l‘ = A(/—_) + 0(?") pour pe[log4n-1ogz1nn;1og4n+1ogzln nl
n n n
ou la fonction X, reliée aux fonctions © de la théorie des fonctions elliptiques

est donnée par :

2 2
Mx) = L e X (akd 2.

k impair
Preuve : On part de 1'expression binomiale de Rp n
’
R = & (2" y-2( 200 2 4y on 1t = (2P(2k¢1) |k 203
p,n ,ointl-q n-q n-1-q .

Qel
On sépare la somme selon 1'ensemble des indices :
Il=In[0;/ﬁ1nn[ ;12=In[/ﬁ‘1nn;+oo],
puis on applique aux termes correspondant a I1 1'approximation gaussienne. Les

termes correspondant & 12 sont exponentiellement petits, et ainsi pour tout

2P
a>0 en posant x = —
R n 2.2
0o ()X 4 9ka1) 2 2-2)
n 29(2k+1)511 _ » 2 .
s e 22X 4 5k41) 2 2-2) 00Dy
2P(2k+1)el, /v
+ 0('16)'

n
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Etant donné que vn/1n n< 2P < /7 1n n, le nombre de termes intervenant dans les
deux premiéres sommes qui vaut card(Il) est borné par 21n2n. Ainsi la seconde
somme vaut elle globalement O(M—n), d'ol :
n
22 *

Bgzn - 3 o~ (2k+1)"x (4(2k+1)2X2'2) + 0(1n n).

n 2P(2k+1)ely /n
On peut enfin, en n'introduisant qu’un terme exponentiellement petit, remplacer

1'intervalle de sommation par {0 ;+=], d'ou :

R 2 2 *
Lo (@B 22 vo(lln,
n k impair /n

ce qui donne le résultat de 1'énoncé. [

Le graphe de 1a fonction A est donnée par la figure 6

T T e Tt T SR TRt

Figure 6 : Graphe de la fonction A.
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Soit E{a) 1'ensemble des nombres qui s'é&crivent sous la forme gMa
avec m entier et O<a<l:
E(a) = {neN|logyn - Uog4nj = a}.

Pour chaque o, lorsque n tend vers 1'infini dans E(a), 1a distribution de la

a=0
+ T
a=0.2
e 1
! *
a=0.6
1 +
a=0.5

Figure 7 : Périodicité de la distriiution limite du nombre de registres
selon o =1og4n-Llog4nJ.La figure représente les valeurs

a=030.23;0.4;0.5;0.6;0.8. Le terme central correspondant
a [Jog4nj est fléché.
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variable s =Reg(T) -[jog4|T[J tend vers une loi limite discréte donnée par

(a2 ®.2%n Ainsi recentrée autour de []og4nj la distribution du nombre

seZ *
de registres est donnée par un échantillonnage en des abscisses en progression
géométrique de la fonction A. Nous avons tracé les histogrammes correspondant
aux valeurs de o=0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 (figure 7). A noter que d'aprés 1'ori-

gine du probléme A vérifie 1'équation fonctionnelle

+o
£ A(x27%) =1 pour tout x.

§=-o

Une difficulté dans 1'obtention d'une estimation précise de la moyenne
provient de la présence de la valuation dyadique que multiplient des coefficients
binomiaux. On peut lisser les termes de la somme donnant Tn’ en utilisant la
transformation d'Abel (ou sommation par parties discréte). Ceci conduit & une
expression qui fait intervenir la fonction some-des-chiffres pour Taquelle
existent des formules closes dues & Delange.

Rappelons ici la définition des opérateurs de base du calcul des diffé-

rences. Pour une suite {an} » on définit les opérateurs de

n=o
différence : pa_ = an+1-an

n
-
: =3 +a, +...+
sommation 13, = a,+a, a1
décalage : Ean = a1

Par réarrangement des termes, on a le lemme d'Abel ou formule de sommation par
parties :

a,(ab ) = [ab]g - £(Eb,)(aa,), od [ab]g = by, - by
Partant de 1'expression

2n 2n 2n

Tn= I Vo) = 2land + (na-1)s
>0
qu'on écrit avec un Téger abus de notation
2, 2
Ty = 2 vp(0a%(n4ly)s

k>0

encore appelé opérateur de primitive discréte.
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1'application du Temme d'Abel conduit & la forme équivalente
- 3, 2n
Tn = o 2 w87 (pyen)s

k>0
ol w est la primitive discréte de vy

wik) = 1 v,(J).
<k
Cette expression se simplifie : considérons la représentation binaire de deux

entiers consécutifs :

BIN(j-1) =u 011 ...1

BIN(J)

ul0O...0,
avec ue{0,1}*. Le nombre de zéros de queue dans BIN(j) est précisément vz(j).
Si 1'on désigne par v(Jj) le nombre de chiffres 1 dans la représentation bi-
naire de Jj, on a ainsi 1'égalité

v(3-1) - v(3) =v,(3) - 1,
soit par sommation :

wik)= ¢ vz(j) =k-v(k).
o< j<k

Le comportement de w est moins erratique que celui de vy puisqu'on a

k- L]ogz(k+lxjg w(k) <k. En remplacant dans 1'expression de Tn ,on obtient
_ 3, 2n
Tn -Bn-+k2 v(k)a (n+k-1)'
>0
Une nouvelle sommation par parties conduit & 1'expression
WA, 2n
T =B - I S(kja"( 5 ,),
"N e ntk-2
ol S est la primitive discréte de v :
S(ky= £ v{(3)
o0<j<k
en d'autres termes S(k) vaut Te nombre de chiffres 1 dans 1a représentation

binaire des entiers 0,1,2,... k-1.
La fonction S est encore plus réguliére ; un argument de comptage sim-
ple montre que
S(m)'V% n 1ogzm,
ce qui est conforme & 1'intuition : la représentation des entiers de 0 & m-1

comporte 1 +[jogznd positions binaires comprenant asymptotiquement autant de 1
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que de 0. Un raffinement de cet argument fondé sur le comportement de S(Zr)

montre 1'expression plus précise

S(m) =

T T f
oy
\AJ /

|

L‘\ d\/\\w’ /k/ \

PO =

m 1ogzm-+0(m).

o

20

Figure 8 : Graphe des valeurs de S(m) -% m 1092m. La pente de la

droite qui intervient comme borne inférieure est 1092 %

Le comportement de S(m) tel que tabulé par [Mc ITroy, 19742 est représenté a

la figure 8.

Par des méthodes que nous discutons et étendons au chapitre suivant d d'au-
tres systémes de représentation d'entier, [Delange, 19751 a montré
THEOREME. I7 existe une fonction F telle que pour tout mz0
S(m) =% m log m+mF(log m)dr

F  étant continue, périodique de période 1, et nulle part dérivable.

+  On notera désormais log pour 1092.
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La fonction F vaut
F(u) =3 c(u) +25MWh@ W)y oa c(u)=1+ L) -u
est le complément de 1a partie fractionnaire de u, et ol h est une superposi-

tion de fonctions triangulaires comme indiqué par la figure 9,

o
o] =
L el
ST

-

Figure 9 : La fonetion h de Delange.

L'article de Delange contient encore le résultat de non différentiabilité
suggéré par le diagramme de Mc Ilroy, ainsi que le développement en série de
Fourier de la fonction F que nous utiliserons a la section suivante,

Revenant & 1'expression de Tn

4, 2n
T =B - 1 S(k)a ,
NN % (k) (n+k-2)

on utilise comme précédemment 1'approximation gaussienne des termes centraux,
ce qui conduit a :

2 *
-k%/n k In™n
S(k)e H, (=) + B 0(—=),
osk<vn 1n n 4 /n "

_n _1 /2n
Tn'Bn n2 (n

ol le terme correcteur regroupe le terme d'erreur de 1'approximation gaussienne
et le terme d'erreur (beaucoup plus petit) provenant des coefficients binomiaux
non centraux. Afin d'approcher cette somme par une intégrale introduisons la

partition P={0, 3;, ii,..., In n} ; on peut remplacer, dans la somme donnant Tn

/mo/n
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T'entier k par tv/n, avec t parcourant P. En utilisant 1'expression de

S(k) qui résulte du théoréme de Delange, on a ainsi :

Z [t/“

T,=B,- n'— ( )

2 *
log t/A+ t/i F(log t+310g ny1e™t H,(t) +B o( 10Dy,
2 4 n 2

—

Soit pour ED 1'express1on
T

3

:
g = l-Togn I, -1,-1,+0(10 ""),

n /n
avec
IZ=/lH t:P % Tog t Hy(t) et ,
I3=71-rT t:P t F(log t+Togyn) Hy(t) et

Chacune de ces sommes est une somme de Riemann d'une fonction continue sur 1'in-
tervalle [0,1n nl. On peut remplacer ces sommes par les intégrales qu'elles

approchent les termes d'erreur &tant donnés par le lemme suivant :

LEMME. Soit f wune fonetion continue sur l'intervalle [a3b]l et soit

a =xo,...,ﬁ1=b une subdivision de l'intervalle. Si f est intégrable (au sens

de Riemann) sur [a,bl alors :

b
IJaf(x)dx-o<§ (x3=x5_1)F(x;) ] s (b-a) syp osc(f 5 [X; 5 X4,11)s
ol l'oscillation de T sur un intervalle 1 est définie par :

osc(f; 1)=sup f(I)-inf f(I). o

En particulier, lorsque f admet une dérivée de module borné par M,
osc(f; I)< 1] .M. Ceci montre que pour les deux sommes Il, 12, 1'erreur ré-
sultant du remplacement des sommes par les intégrales vaut 0(];_?)

La somme 13 requiert un traitement spécial puisque F gst continue mais

non dérivable.

LEMME. L'oscillation de F sur un intervalle d'amplitude h est en
1
O(h In ﬁ)'

Preuve : On part de la définition de F :

F(u) =5 c(u) +25(Wn(2eluly,
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Compte tenu de la dérivabilité des fonctions % c(u), zc(u) et 2-c(u) sur
T'intervalle [0 ; 1[, on s'assure que 1'oscillation de ces trois fontions sur

un intervalle de longueur h est en O(h). On se trouve ainsi ramené & déterminer
1'oscillation de h(x) sur un intervalle d'amplitude O0O(h). On démontre que cette
oscillation est en O(h 1In %) en partageant la somme donnant h{x) :

)= = 2@+ 1 2792y ;
o<j<log = jzlog "
h h

Ta seconde fonction est en 0(hZ) donc son oscillation est aussi en O(hz) 3 la
premiére fonction est la somme de 2 log % fonctions dont 1'oscillation est 0(h)

et a donc une oscillation en O(h log %).

Ces résultats montrent :

*

Inn 2

I = J EHy(te™ dreo(I0D)
0 /n
Inn 2 *

I, = J % log t H4(t)e_t dt+0(]n )
0 vy
In n 2 *

I - [ t F(log t+Toggn)H,(t)e” dt+o(lLm).
0 0

2
Etant donné la décroissance rapide de e_t dans les intégrandes, on peut rem-

placer pour chacune de ces trois intégrales les limites d'intégration par [0 ; 4]
en n'introduisant que des termes d'erreur exponentiellement petits. De sorte
qu'en posant
-t2
Hp(t)e = dt

o -t2
log t H4(t)e dt

[
>
1
—
o 8
P

Nl e+

Ol »
J, = J t F(log t+1ogan)H4(’c)e-t dt,
0

3
on a :
11=J1+0(ﬁ‘) ; 12=J2+0(ﬁ’-‘) ; 13=J3+0(1ﬂ).
/m n /n

T
Ainsi 1'expression de ﬁn =§ﬂ devient

n
Rn = -Tog n.J1+1—J2-J3+0(

).

In*n
n
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+
s . 1 Y . .
Un calcul élémentaire montre que Jl =-3 et JZ =7 n 7 - Quant a J3, si

1'on définit J3(u) =J t F(log t+u)e't H4(t)dt, on voit que 15 périodicité de
0

F entraine celle de J3(u). D'ol

THEOREME 4A. Le nombre moyen de registres ﬁn vérifie
i Rn =loggn + D(Tog,n) +0(1),
o D(u)=1- Z—M-Y—é-J t H4(t)e-t F(log t+u)dt est une fonction continue pério-
0

dique de période 1.

La fonction D est indéfiniment dérivable. La périodicité de la distri-
bution lorsqu'on passe de n d 4n se retrouve ainsi de maniére explicite dans

Ta valeur moyenne du nombre de registres.

Les résultats de la section précédente montrent 1a présence d'un terme
périodique dans 1'expression de Rn' Ce terme périodique y est représenté comme
une intégrale de convolution. Nous montrons ici qu'il est possible d'obtenir une
expression exp]iéite des coefficients de Fourier de ce terme périodique++. La déri-
vation part du calcul par Delange des coefficients de Fourier de 1a fonction F.

La fonction F est une somme de termes dont chacun est exprimé au moyen
de 1a fonction triangulaire périodique g(x), et posséde donc un développement

de Fourier.

LEMME (LDelange, 19751). La fonetion F a un développement de Fourier

F(u)=c fke_ﬂknu dont les coefficients sont donnés par :
=1 e 1
fo=2 1097 7773 " 1

1 -1 -1 X 29k
fo="Tnz N () eln) o =15 -

=3

O

Le symbole vy désigne ici 1a constante d'Euler y = 0.57721... .

T L'auteur est redevable a H. Delange de lui avoir indiqué Ta possibilité

de ce développement.
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Nous en déduisons

THEOREME 4B. Le nombre moyen de registres relatif & l'ensemble des arbres
de tatlle N a comme expression :

Rn = log,n +D(Togyn) +o(1),

ou D est développable en série de Fourier : D(u) =z dk ezilkmlI

les coefficients dk tant donnés par :

s
3-S5+ Tog n) = 0.292...
ik

1 Xk
k = T (g Ur(Felx)  avee  x = 777 -

N

d0=(
d

Preuve : On part de 1'expression de D(u) :

o 2
D(u) =1-ﬂyn—2-J t H4(t)e_t F(u+Tog t)dt.
0

L'intégrale est une variante d'un produit de convolution. Les coefficients sont
déterminés au moyen des intégrales
ak:Jo e 2ik u J;F(log t+u)t H4(t)e-t2dt du,
par d =a, si k#0 et d =a +l-z7.
L'intégrale double correspondant a a existe, ce qui permet d'échanger 1'ordre

de sommation:
1

3

ak:JO 0
On pose v=1log t + u et grace 3 la périodicité de F, on obtient :

o 2 .. -1 .
a, = | t Hy(t)e t eZikmlog t |7 =2Tknve gy gt
kKol Tt 0

Le calcul de a, se décompose donc en celui des quantités

2 .
t Hy(t) et J g 2iknu F(log t+u)du dt.

., .
fk =J e'21k"VF(v)dv : donné par le lemme de Delange ;

0 _+2 o3
et ck=J°°t Hy(t)e te2iknlogt 4y qui se raméne & des intégrales
0

Eulériennes.

2

Posant u-= dans 1%expression de ¢

ikn/In2 , _ iK%\ opnya, dKT dkn
du-8r(3+]n2) 24r(L+m)+6r(1+]n2).

t
¢, =3 (16u2-48u+12)e_uu
k2 0

Pour k=0, Sy vaut -2. Pour k # 0, la propriété fonctionnelle de r :

r(z+1) =zr(z), conduit aprés simplification & 1'expression

2 X, 24k
o = x Ol T(7) oty = g -
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Combinant cette expression avec 1'expression de ,fk fournie par le lemme de
Delange, on en déduit le développement de 1'énoncé. Enfin Ta série de Fourier

ste
de D est absolument (et rapidement) convergente puisque z(it) = 0(|t]¢ ) et
m

It
2

r(it) =0(e lorsque t-« (cf. [Whittaker, Watson ; 1902]). o

11 reste & effectuer 1'analyse numérique des coefficients de Fourier de la
fonction D(u). La décroissance exponentielle de la fonction T 1le long de 1'axe

imaginaire se déduit de Ta formule des compléments

r(z)r(-z) = E—;ﬁ%:;; ,
d'od, comme T1(z)=T(z), la relation

(i) |? = o= .
Cette décroissance entraine puisque |z(it)] = O(Itl2 } que numériquement Ta
fonction D est approchée de maniére trés &troite par les premiers termes de
son développement de Fourier : ainsi les trois premiers termes donnent une pré-
cision meilleure que 10710,
Le calcul de T s'effectue (cf. [Edwards, 1974]) par application de la formule
d'Euler-Mac Laurin & la représentation sous forme de somme de 1n I'(s). On obtient

ainsi la série de Stirling :

B B B
1 1 2 4 2m
Inr(s) =(s-3)Ins-s+3In 25 +——+ +t... + —————— + R

2 2 1.2s 3.4s° (2n-1)2m s2M-1 = 72m
dans laquelle Bos B4... sont les nombres de Bernouilli, et ol 1'on montre que
R2m est borné par :

2m+2 B
Rop < (555157?) 2m+2 2m+i% avec 6 = arg s.
(2m+1}(2m+2)s
1 s . )_(_k - 1k1|’ 1

L'application de ce calcul aux valeurs > = (17;5) k=1,2,3 montre qu'en prenant

seulement 5 termes de la série de Stirling 1'erreur est inférieure & 10—10.

On calcule ainsi
)
r(é%)
r(%)

4

e

5.47320334.107° + 19.51234347,107

7 7

ne

- 13.50438021.107

10,42.80694697.1010.

-4,17675105.10"

ne

-2.25805054.10"

De méme, 1'application de la formule d'Euler-Maclaurin au reste de la série donnant
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t(s) (cf. également [Edwards, 1974]) montre :
t{(s) = = i% + I J%
1<k<N k N<k k
1-s B B
_ 1N Iy-s "2 -s-1,°4 -s-3
z(s) _15E<N ks+-§:T-+2N +57 SN + 71 s(s+1)(s+2)N ..

B s-
20 < (s+1)...(s+2m-2)N 5721

+-2-|'T]_ + R

2m

o s+2m+1 2m+2 -s-2m-1|

B
ot Rstlml . |m s(s+1)...(s+2m)N

avec o= Re(s).

La formule d'Euler-Maclaurin initialement applicable lorsque Re(s) > 1
reste valide par prolongement analytique pour Re(s)>-2m (m é&tant le nombre
de termes du développement). Ainsi avec N=40 et m=5, obtient-on

10. De 1a sorte, on calcule :

{C(Xk)}k=1,2,3 avec une précision meilleure que 10
t(xy) ¥ 1.59698524 + 10.27944039
t(xp) = 3.07592654 - i0.53845269
C(x3) T 2.39137398 - i3.27326909 .

Soit finalement pour > Cps C3 les valeurs :

¢ ¥ -1.98089443.10"% - i4.54681440.1073
¢y Y 2.44367551.107° - §3.73073420.107°
¢y -2.24451566.10"8 - 5.31770423.1078,

Ainsi 1'amplitude de D(u) est majorée par 4.1.10'2

. Le graphe de Rn-10g4n
est donné par la figure 10, et montre 1'accord trés rapide de ﬁn et des termes

1og4n +D(1og4n).



Rn—log4n %

0.5 _J
0.4
0.3
' I.'S ; 21.5 g logf

Figure 10 :

Valeurs de Rn- log4n.

_08_
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4. ORDRE DES SOMMETS D'UN ARBRE BINAIRE.

Les applications statistiques de la fonction nombre de registres, ou
nombre de Strahler, sont relatives & 1'ensemble des sous-arbres d'un arbre.
Etant donné un arbre T et un sommet seT, on appelle crdre de s dans T
noté (s ;T) 1Te nombre de registres associé au sous-arbre de T de racine s.
Nous calculons ici 1'ordre moyen d'un sommet d'un arbre de taille n.

On définit les quantités :

%.n = card{seT| |T|=n et o(s:T)=p}.
n
e (z)= 3z o z
P nzo P°"
U =1 pa H
n p20 p,N
enfin la statistique est effectuée sur 1'ensemble des sommets internes des
arbres de taille n, qui sont en nombre an = (;?}), d'oll 1a valeur moyenne
= 1 1
Q= U, = I pe
n 2n n Zn N
(py) () peo P

D'apras les méthodes développées au chapitre I, la série génératrice

Qp(z) vaut :
1
= —— R ,
2,(2) T p(2)
ce qui, compte tenu de 1'expression de R _{z) donnée & la section 2, montre que
op-1 B2p+1
W) =25 e
1-22 B2
d'ol pour Qp,n des formes analogues a celles de Rp,n
_ 2n+l _ 2n+l
To.n = I Hnen-2p(2key) (n-25(2k+1))?
I1 en va de méme pour la série génératrice U(z)= = Unzn :
1.9k
U(z) = —=L= T(2) = 1 vp(k)2* 8%,
/1-47 k=1
d'ol la formule
2m+1 2m+1 1 2m+2
Uy = 1 [ - Tvo(k) = = = k vy(k).
n = 2y Hawaeid = G Vo) = g 2 Gpygd & ovp()

En particulier les premiéres valeurs de Un sont
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U1=1 U2=4 U3=16 U4=64 U5=254, soit

91=1 92=1 Q3=1.066... Q4=1.1428... Qs=1.2095... .

Cette somme se calcule par les méthodes de 1a section 3 et 1'on montre ainsi :

PROPOSITION. L'ordre moyen d'un sommet dans un arbre de taille n a pour
estimation
g, = 2- 0(13%§). .
Cette estimation est voisine de 1'ordre moyen des sommets d'un arbre parfait,
puisque pour un arbre dﬁ }ai11e h, celui-ci vaut
%: (1+%+222+ ...+2—hh_—1) & 2.
Au contraire pour le réseau de la Upper Hiwassee River étudié par Shreve
(de taille 89) cette quantité vaut ~ 1.25 et pour le peuplier courant (de
taille 339, cf. Mc Mahon) elle vaut ~ 1.33.
Ce résultat est aussi a comparer 3 la hauteur moyenne du plus grand arbre par-
fait qui occure en un sommet d'un arbre de taille n, laquelle tend vers la

constante transcendante

h
«= 5 27(2"2) 1 280352, ..,
h=1

ce qui s'établit facilement par le compte d'occurences de motifs du chapitre I

(cf. également [de Bruijn, 1975). Comme i1 est prévisible «<2 = 1lim én’

N-»oo
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CHAPITRE III

SYSTEMES DE NUMERATION ET PHENOMENES DE PERIODICITE
EN ANALYSE D'ALGORITHMES.

Différents systémes de numération apparaissent dans les problémes d'ana-
lyse d'algorithmes. Nous avons vu au chapitre orécédent, le rdle que joue le sys-
téme binaire vis-a-vis de 1'allocation de registres. Certaines structures de don-
nées, comme les files binomiales de [Vuillemin ; 1978] et la généralisation que
constituent les structures dynamiques de ([Bentley ; 19787 sont méme construites
explicitement sur 1a représentation binaire des entiers. Les périodicités inhé-

rentes aux distributions de chiffres dans ces systémes de numération conduisent

d T'apparition de termes périodiques dans les expressions de colits moyens d'algo-
rithmes.

Dans ce chapitre, nous étendons d'abord le résultat de Delange sur la
représentation binaire, & d'autres systémes de numération et nous traitons en
détail le code binaire réfléchi ou code Gray (section 1). Nous obtenons pour le
nombre total de 1 dans la représentation en code Gray des entiers 1,2,...,m-1
1'expression

T(m) = %xn1og m+m G(log m)
ot G est continue, périodique, nulle part dérivable ; cette fonction est cons-
truite & partir d'une superposition de fonctions triangulaires comme illustré par
la figure la ; Ta figure 1b montre par contraste 1a fonction homologue relative

au systéme binaire classique.
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()

(b)

Figure 1 : Fonetions triangulaires associées au code binaire (1a)
et au code Gray (1b)

Nous appliiquons ensuite (section 2) ces résultats d 1'analyse du compor-
tement des réseaux de tri par fusion pair-impair, qui sont diis & [Batcher ; 19687 :
le code Gray joue vis-&-vis de 1'analyse un rdle trés semblable d celui de la
représentation binaire pour 1'allocation de registres. Faisant apparaitre géomé-
triquement l1a représentation Gray des entiers dans 1'analyse, nous en déduisons
une preuve élémentaire par 1'analyse réelle du résultat de [Sedgewick ; 19787
concernant le nombre moyen d'échanges dans ces réseaux, lequel vaut

En = % n Tog n + n M(log,n) +o(n)
ol M est continue, périodique et indéfiniment dérivable.
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Dans une derniére partie (section 3), nous discutons une alternative de
traitement de ces problémes par transformation intégrale dans le plan complexe
fondée sur la transformation de Mellin-Fourier. Cette méthode initialement employée
en analyse d'algorithme par [de Bruijn, Knuth, Rice ; 1972] dans 1'évaluation de
1a hauteur des arbres est & la base de 1a preuve originelle du résultat de
Sedgewick ; elle a également &té appliquée par Knuth & divers problémes algorith-
miques et par Kemp & 1'&tude du nombre de registres. Nous 1'utilisons ici pour
traiter des analyses non immédiatement accessibles & 1'analyse réelle :

- le calcul de Ta variance du nombre de registres sur 1'ensemble des arbres

de taille n, pour lequel nous obtenons 1'expression

2
n

= V(1og4 n) + o(l),
ol V est continue et périodigue ;
- 1a détermination de la taille moyenne du plus grand arbre parfait plongé
dans un arbre binaire pour lequel nous obtenons 1'expression
ﬁn =/n W(Togyn) + 0(1),

ol W est continue et périodique.
Ces deux résultats montrent, comme dans le cas des arbres 2-3 équilibrés traité
par [0dlyzko ; 19791 1'apparition de fonctions périodiques comme termes prin-
cipaux de développements asymptotiques?

Les résultats des sections 1 et 2 que recoupent des résultats indépen-

dants de Ramshaw font 1'objet d'une publication commune [Flajolet, Ramshaw ; 19791.

Certains développements géométriques et les résultats de la section 3 sont nouveaux.

+ On pourra également consulter [Knuth ; 19731 pour d'autres exemples

de phénoménes de périodicité.
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1. SYSTEMES DE REPRESENTATION D'ENTIERS.

Nous montrons dans cette section comment les observations de ['Delange ; 19751
sur les régularités d'apparition des chiffres dans les systémes de numération s'éten-
dent & des systémes non standard, comprenant en particulier le code Gray. Le code
Gray ou code binaire réfléchi a été utilisé dés les premiers temps de 1'informa-
tique pour la lecture "au vol" d'informations numériques. Son intérét réside dans
la propriété que deux entiers contigus ont des représentations qui différent en
exactement une position binaire. Ainsi une erreur de lecture portant sur un chiffre
binaire n'entraine-t-elle qu'une erreur d'estimation d'une unité sur 1‘entier repré-
senté. L'erreur correspondante lorsqu'on utilise les représentations binaires usuelles
n'est au contraire pas bornée. Le code Gray a é€té généralisé notamment par
[Nievergelt, Preparata ; 1974] en des codes redondants limitant 1'effet d'erreurs
portant sur t chiffres simultanés.

Le code Gray est une représentation des entiers par des suites binaires qui
code n par la représentation binaire classique de g{(n), ol g : N-N est défi-
nie par

g(0) =0 ; g(2P+x) = 2P+ g(2P-1-x) pour 0<x¢2°.
En d*autres termes, la représentation Gray d'un entier n =2P4x  est obtenue en
apposant un 1 3 la représentation Gray convenablement cadrée de 2°-1-x. Ainsi
la représentation des entiers consécutifs s'obtient-elle par réflection autour des
puissances de 2 successives, d'ol 1'autre nom de code binaire réfléchi. La figure 2

donne 1a représentation Gray des premiers entiers :

1 11

11111111111

11 11111000O0O0O0TO0

11110 001111000071

011001 0601100110011
01 23456 7 8 9 1011121314 151617 18 :on

Figure 2 : Représentation Gray de l'entier n, pour n de 0 4 18.
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Soit yk(n) le k-iéme chiffre de la représentation Gray de n, et soit
y(n) = E yk(n) le nombre total de 1 dans la représentation de 1'entier n.
Avec les notations du chapitre précédent, on a +y(n) =v(g(n)).

Le probléme que nous considérons consiste d calculer le nombre total de 1
contenus dans les n premiéres colonnes de la table donhée par la figure 2,
c'est-a-dire a évaluer la somme :

Tn)= = ~(J).

Nous montrons le résultat suivant :

THEOREME 1. Soit +y(n) le nomlre de chiffres 1 dans la représentation
en code Gray de n. Il existe une fonction G :R=+R , continue, vériodique et de
période 1 telle que :

1.
£ v(3)=4n log n+n G(log n).
0<j<n

La série de Fourier de G : I gk921k“x converge absolument et ses coefficients
9y sont donnés par
gy = 2109 T(}) - Tog x = 5 -7 = 0.093604 ...

2 -1 -1 . 2kni
9 = 3 Xk (1+x) Tolxg 3%) oy = ;g pour k # 0.

Preuve : La preuve est voisine de celle de Delange. Considérant les lignes
successives du tableau des représentations d'entier, on observe que la k-iéme
ligne consiste en la répétition infinie de blocs de Bits du type Ozklzklzko2k .
Ainsi chaque 1ligne comporte asymptotiquement autant de 0 que de 1, et cet
argument de comptage simple complété par une estimation grossiére de 1'erreur conduit
a 1'équivalence :

TM)m%nmgn.
On affine cet argument en comparant le nombre exact de 1 dans la k-iéme ligne,
soit b yk(n) a 1'estimation par % log n ; soit ek(n) 1'écart entre ces deux

o<k<n
quantités :
e (n) = ( £ y(n)-3.
k ocken K 2

+ Nous continuons de suivre la convention habituelle en informatique que

log u=logyu.
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La valeur de ek(n) lorsque n est multiple de 2k

car pour n=p2k la
2. ninsi
0 si
k-1 .
k -2
ek(p2 )= ST
0 si
AR

p=0 (mod 4)
p=1 (mod 4)
p=2 (mod 4)
p=3 (mod 4).

se détermine exactement,

k-iéme ligne consiste en un nombre entier de blocs de taille

Pour p entre ces valeurs particuliéres, ek(n) est une fonction linéaire. On

peut donc, & un changement d'échelle prés, exprimer e, au moyen d'une fonction

triangulaire t :

R+R définie par :

- ’é( si 0<x <%
_ 1 .1 3 -
t(x) = x-7 st Fsx<j et t(x+l) = t(x) pour tout x.
%-)—2( si 2sx <1
la valeur des premieres fonctions d'écart et le graphe de 1a fonction t(x) sont
représentés aux figures 3 et 4.
1 3 5 7 9 11 13 15 15
0 -5 -1 -5 -2 -5 -3 -5 -4 -5 -5 -5 -6 -5 -7 - -8 -5 -7
1 3 5 7 7 5 3 1 1
0 -5 -1 -3 -2 -3 -3 -5 -4 -5 -3 -3 -2 -5 -1 -5 0 5 1
1 3 3 1 1 3 3 1 1
0 ‘2 ‘1 "? -2 '? '2 ‘é 0 ? 1 é 2 ? 1 é 0 _2 ‘1
1 1. 1 1 1 1 1 1 1
0 '? -1 '? 0 ? ]. ? 0 —é '1 -é O 2 1 i 0 ‘? '1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Figure 3 : Valeur des fonetions d'écart ek(n) pour %k=0,1,2,3 et
n=0...18.
—4
¢
4
Figure 4 : La fonction triangulaire t(x).



-89-

On a ainsi
ek(n) = 2k+2t(n/2k+2).
Soit 2 = |log nj. Comme toutes les lignes du tableau des représentations Gray

dont 1'index est plus grand que £ commencent par un zéro au moins, on a :

Tm= 1t y(i)= 2 (Jredn)=jain+ 1 2M*%(n/2"?),

osi<n o<k<g o<ks<t

n/2

Comme t(x) est nul pour x entier, 1a borne supérieure sur 1'indice de sommation
peut étre remplacée par -o :

g 2Ky o p 2MPynsdRtYy o oIy (nt 342y
o<ks -o<kst Jj20

la derniére ligne &tant obtenue par le changement d‘'indice j=1-k. Cette expres-
sion suggére de considérer la fonction
h(x) = z 279¢(29x)
Jzo
taquelle, a cause de la convergence uniforme de la somme est une fonction continue.

Cette fonction est une superposition de fonctions triangulaires comme 1'indique

la figure 5.

Figure 5 : La superposition de fonctions triangulairves donnant la fonetion h.

Cette fonction est voisine des exemples standards dus a Bolzano et Weierstrass d'une

fonction continue nulle part dérivable. Utilisant cette fonction h, 1'expression
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de T(n) se met sous la forme
T(n) = 3(2+1)n + 2% %n(n/2"*2).
Puisque ¢ = L]og n], on peut faire apparaitre la partie fractionnaire de Tog n :
T(n)=nlogn+3n(|log n] - Tog n+1) ) +nzl10gnl-Togn+2, plogn-{logn]-2,
En utilisant 1a notation {x}=x-[x], on définit la fonction G : R>R par 1'éga-
Tité :
8(x) = 3(1-1x)) + 272012,
et T'on a la formule
T(n) = n]mn+nGUogm
La fonction G(x) est périodique car seulement fonction de {x} ; d'aprés la
continuité de h, elle est continue sur [0;1[. On calcule directement
6(0) = J+an(}) = J+at(P=5-5 =10
et comme G(x) tend vers 0 7lorsque x tend vers 1, on en déduit la continuité
de G(x) en x=1, donc finalement en tout x réel.

I1 reste 3 déterminer la série de Fourier de G, c'est-d-dire exprimer

G sous la forme

6(x) = 1 gke21k1rx
keZ

avec
9) = Ié G(u)e_ﬁkTru du .
La fonction G est somme de deux fonctions :
6(x) = 3(1-0x))+22 00 p(2X3°2)
1a premiére fonction triangulaire a une série de Fourier qui se détermine direc-
tement. La seconde est une superposition de fonctions triangulaires, et ses coeffi-
cients de Fourier s'expriment sous forme de série.

On a donc 9% = ck+dk , avec ! ‘
- J (l%g)e-21knu du
0
1 .
4, - [ 22-uh(2u-2)e-21k1ru du.
0
P _1 _ 1

On trouve immédiatement les valeurs Co = 3 et S = ke lorsque k # 0.

La convergence uniforme de la somme donnant h(x) permet d'échanger somme et
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intégrale, soit

1 R : .

d = 3 I 22-u-;|t(2u+3-2)e-21k1ru du.
j20 /0

Le changement de variable uw=2-j +1o? v conduit @ 1'expression :

d = 1 5 t{v) dv
k™ In2 23 -2 v2+21k1r/]n 2

j20
soit encore, en posant Xk = %;k“ :
1 [ tvydv 1
d =12 h g T2 M)
- 4 v

ol H(z) représente 1'intégrale :

H(z) = J: tv) dv.

z+1
a v

Nous allons évaluer cette intégrale sous 1'hypothése de départ que
Re(z) > 2, ce qui rend faciles certaines manipulations algébriques. Le caractére
analytique des expressions obtenues montre que 1'évaluation reste valable pour
Re(z) >0, domaine qui constitue Te demi-plan d'absolue convergence de 1'intégrale.
Partant de Ta définition de la fonction triangulaire t(x), on vérifie 1'équi-

valence de ta forme
Voo o3 1, 1
£(v) =Jo(l_-»x+aj - x+ 1) - D

Utilisant cette écriture, 1'intégration par partie de 1'intégrale qui donne H(z)

conduit & 1'expression :

1
H(z):-T+%J_ Lx+J-|_x+}1j-%)d—‘Z' .

|
L'hypothése Re(z)>2 permet de séparer en trois parties cette intégrale. La

troisiéme partie s'évalue directement :

" ey !

1z~ z-1 °
Les deux premiéres parties font intervenir la fonction <z(z,a) d'Hurwitz, qui

généralise la fonction z(z) de Riemann :

t(z,a) = I
>
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Lorsque O<ax1, on calcule comme suit les intégrales définies intervenant dans

1'expression de H :

J+a a+j -
(z-l)J Ly+1-ajg¥ = 2 J Lé_l%ﬂl = 2§ - z-1" - 71)
a v 1<j<d Jat+j-1 v 1<i<d (a+j-1) (a+j)
1 J

—) - — .
0554 (j+a)F 1 (3+a)

Comme Re(z)>2, on peut faire tendre J vers 1'infini, et obtenir ainsi 1'expres-

sion :

(z-1) J [v+1l-a g% = r{z-1, a).
a v

Revenant & H(z), on en déduit : 1 3
4271 t(z-1,3) - t(z-1,3)

Hz) = - 7y * 2(z-1) ’

8galité qui reste valable par prolongement analytique pour Re(z)>0, z # 1.

Cette expression peut se transformer : pour tout entier 222, on a en effet
1'égaliteé

t(z,1/2) + (2,2/8) +. .+5(z,1) = 2%¢(z),
qui s'obtient en regroupant les termes dans la somme donnant ¢ selon les

classes résiduelles de leur index modulo & .

Utilisant cette récurrence avec £ =2 et ¢ =4, on obtient
3 Z 52 1
;(z,a)=(4 —2)§(Z)-C(Z,Z‘)§

soit finalement

1
4zl 2z(z-1,3) 2(42'1-22'1)5Lz-l)

Wz) = - sy * 2y 2(z-1)

Cette expression permet le calcul des quantités dk pour k # 0 ; il suffit de

substituer (1+xk) a z et d'observer les simplifications résultant de 1'égalite
X
2 k - 1: 1

4 = 1 zc(xk’z)

k=0 oG TRy () Pour K F 0

Quant & do’ i1 s'obtient & partir de H(1) dont la valeur est calculable par les

développements :
4771 2 14210 2(2-1) +0((2-1)9)
271 2 1410 2(2-1) + 0((2-1)?)
Lotz + o((z-)d)

t(z-1,7) = 3 + (In 0(3) - 22y z-1) +o((z-1)?),
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ce dernier résultat étant classique (cf. [Whittaker, Watson ; 1927]).
De ces développements,on déduit

31n2 1
; -1 x-5+0(z-1)

H(z) = 2Tn1(}) -
ce qui implique
= 1 D S
d0 =2 log F(E) -log In 3 5
Ceci permet finalement le calcul des coefficients de Fourier de G puisque

gk=ck+dk

1 5
9 = 2109 T(q) < 109 7 - 7177 " 7

2¢(x, »3) -
o k4 _ 2k
% T (W D (T POU" X =Tz *#0
lee

Enfin, comme g(it,%) = O(Itl2 }» 13 série de Fourier de G est absolument
convergente, ce qui termine la preuve du théoréme.

A titre d'illustration, nous avons représenté & la figure 6, le tracé
1

approximatif du graphe de la fonction -2h(x) sur 1'intervalle 10 ;21.

Cette méthode d'estimation de distribution de chiffres s'étend & d'autres
systémes de numération (cf. [Flajolet,Ramshaw ; 19791), la condition sur ces sys-
témes étant simplement que la méme réqularité d'apparition des chiffres se repro-
duise en chaque position. C'est par exemple le cas du systéme ternaire é&quilibré
dans Tequel les chiffres sont 1,0,-1 (encore notéd 1) et la base est 3. On sait
que chaque entier positif ou négatif posséde une représentation unique sous cette
forme (cf. [Knuth ; 19691) ; par exemple

20 =33-32+3—1 est noté dans ce systéme 1711.

Du fait du réle symétrique des chiffres 1 et I, on démontre par exemple que la
somme des chiffres des représentations des entiers 0,1,...m-1 soit U(m) a une

expression dans laguelle n'apparait pas de termes en O{m log m), et qui peut se
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mettre sous 1a forme
U(m) = m K(]og3m)

ol K est continue, périodique et de période 1.

Des résultats du méme type valent pour les systémes <q,r> dans lesguels
la base est g, et les chiffres sont pris contigliment dans 1'intervalle
r,r+l,...r+g-1. I1s font encore intervenir dans les développements de Fourier,
les valeurs de la fonction <z d'Hurwitz pour des valeurs rationnelles du paramdtre.
Ceci permet par exemple de traiter le systéme binaire négatif dont la base est -2

(cf. 1'article déja cité, écrit en collaboration avec L. Ramshaw),
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2. ANALYSE DU TRI PAR FUSION PAIR-IMPAIR.

Nous décrivons ici briévement la méthode du tri par fusion pair-impair,
due & [Batcher ; 1968]. Partant de la présentation de 1‘algorithme donnée par
[Knuth ; 1972] et [Sedgewick ; 19781, nous faisons apparaitre géométriquement
la représentation Gray des entiers comme 1'un des paramétres essentiel de 1'al-
gorithme. Utilisant les résultats de la section précédente nous en déduisons une
preuve élémentaire de 1'analyse primitivement effectuée par Sedgewick. La dé-
marche suivie au cours de 1'analyse asymptotique est voisine du traitement que
nous avons donné de 1'évaluation de 1'allocation de registres au chapitre précé-
dent.

2.1. Réseaux_de_tri_et_fusion_pair-impair.

Un réseau de tri de n éléments est formé de n Tlignes d'entrées et
n Tlignes de sorties ; la structure interne est une interconnection de modules

de comparaison-échange, qu'on peut représenter graphiquement sous la forme

, O re 5
y + y u enco y y'

1'entrée d'un module s'effectue & gauche, la sortie & droite et la spécification

de l1a fonction calculée est

x' = min(x,y) y

= max(x,y) .
D'une maniére équivalente, un réseau de tri de n é&léments équivaut & un pro-
gramme séquentiel dont Tes variables communes & 1'entrée et d Ta sortie sont
X1s Xgseees X et dont 1'unique instruction est une procédure de comparaison-
échange.

X(x;y) définfe par : si x>y alors X<y j§i.+
La figure 7 représente deux réseaux de tri de 4 éléments, ainsi que les program-

mes associés.

f L'instruction x <+ y signifie 1'&change du contenu de X et y, c,a.d.

la suite d'instructions t<«x ; x«y ; y<«t.
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Les réseaux de tri se distinguent des algorithmes de tri classiques par la
rigidité de la structure de contrdle. En revanche une réalisation cdblée peut
permettre la parallélisation des opérations portant sur des lignes distinctes.

IT est concevable de réaliser physiquement certains de ces réseaux par des mémoi-

res & bulles (cf.e.g. [Chung, Luccio, Wong ; 19791).

(a) X(xq 5 Xp)
X(x3 ;x4)
X(x2 ;x3)
X(x1 ;xz)
X(x3 ;x4)
X(x2 ;x3)

P9

(b)

X(x1 ;x3)
X(x2 ;x4)
X(x1 ;xz)
X(x3 ;x4)
X(x2 ;x3)

Figure 7 : Dewur réseaux de tri de 4 éléments ; le réseau (Y) est optimal
vis—d-vis du nombre de comparateurs (les entrdes et sorties

sont étiquetées de haut enb as Xl’XZ"')'

L'algorithme de tri par fusion pair-impair de Batcher généralise la structure
donnée par la fig. 7 (b). I1 est défini récursivement par :

TRI(xl,xz,x3...)E TRI(xl,x3,x5...);
TRI(xz,x4,x6...);
FUSION(xl,x3,x5...;x2,x4,x6...).
La procédure clef en est la procédure de fusion qui opére sur les positions paires

et impaires selon le schéma donné figure 8.



(a)

(b)
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Fusion dans 1'algorithme de Batcher

E_: X(132) X(334) X(5:6)...

[o]
El 1 8= 22 225 n< 2e+1
X(2,2+5-1) X(4,4+8-1) X(6,6+6-1)...
1-1
E2 18 =2
X(2,2+6-1) X(4,4+8-1) X(6,6+8-1)...
EB-l 16 =2

X(2,2+6-1) X(4,8+45-1) X(6,6+5-1)...

Le réseau de Fusion correspondant &

n

16

Figure 8 : la Fusion pair-impair.
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On montre que 1'analyse du tri sous la statistique des permutations+

se raméne & 1'analyse de la fusion pair-impair sur 1'ensemble des suites 2-
triées. C'est cette derniére analyse que nous présentons ici. Une suite finie
3153,534- - est dite 2-triée si ses éléments vérifient Tes conditions
a<az<apg<ay ... et A,<8p<Bp<dg ... -

Le nombre de suites 2-triées formées sur 1'ensemble [1..2n], vaut le coefficient
binomial (%?) puisqu'une telle suite est déterminée par le choix des éléments
apparaissant en position paire (ce qui revient 3 choisir n &léments parmi 2n),
Le nombre de comparaisons effectuées par 1'algorithme est indépendant de Ta na-
ture des données et se détermine facilement en fonction de n. (cf. les réfé- :
rences déja citées). Le paramétre qui nous intéresse ici est le nombre moyen d'é-
changes En effectué lors de la fusion des (%?) suites 2-triées de longueur
2n. Si En est le nombre total d'échanges, on a ainsi :

En=(—2r1?—)En.
Knuth a observé qu'on peut donner de 1'algorithme une présentation géométrique
qui fournit 1a preuve la plus élégante de correction. I1 existe en effet une
orrespondance naturelle entre Tles suites 2-triées sur [1..2n] et Tes chemins
reliant les sommets opposés d'un treillis nxn.

Correspondance entre suites 2-triées et chemins :

Soit la suite s =Sy Sy -er So. ol les sj tous différents sont pris
dans 1'intervalle [1..2n] et ol
$1<S3<Sp< ... <5y ¢ €t Sp<Sp<Sg.. <SSy
On considére dans le plan cartésien les chemins a &tapes horizontales h|é ou
verticales V|? Jjoignant 1'origine au point M]E. A la suite s, on associe un

chemin «ofs) considéré comme un mot de longueur 2n sur 1'alphabet {h,v} défini par

analyse dans laquelle on considére comme également probables toutes les
permutations des entrées de 1'algorithme.



+100-

ofs) =Cy €y --- Cpp ol c; est une lettre h si % est en position
paire dans s et ol cj est une lettre v si j est en position impaire dans
De maniére équivalente, le chemin est caractérisé par la suite de ses sommets

x0=0 X =N

M2 I 5

M n
y2n="

‘ 5

M ' M \
o > My M
¥,=0 2

les Xes Y Y sont définis de proche en proche par

X =X X =X
{ KK §i Kk esten position impaire J TR 5i Kk esten

Yk+17k41 | Y1 V!
position paire.
Ainsi la suite triée 1,2,3,...,2n est représentée par le mot (chemin) (vh)n H
la suite 2,1,4,3,6,5... par le mot (hv)n etc... .

Les &tapes successives Eo’El""Eg-l de 1'algorithme de Batcher trans-
forment la suite 2-triée s en une séquence de suites également 2-triées :

s=s0) 5 sy (k)
I1 correspond par la bijection o une suite de chemins
(0 o5y 5 (D) Lags(y L (K Ll

et 1'on démontre que ) e deduit de () par une transformation de pli-

age Pj ce qu'on peut représenter par le schéma
o) B () B2 el (n)

Géométriquement, 1a transformation Po transforme les parties d'un chemin en-
dessus de la diagonale principale en leurs symétriques, par rapport & Ta diagonale
et Taisse invariantes les parties situées en-dessous de la diagonale. De

méme la transformation Pj pour j>0 transforme un chemin par pliage autour

de la paralléle A d Ta diagonale principale située en dessous de celle-ci

£=J

i distance 2*77 5 en sorte que les points situés sous Al_j sont transformés

par symétrie autour de A , alors que les segments situés au-dessus sont Tais-

2-J
sés invariants. En d'autres termes :
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- P_ transforme un point I; en I;. avec
x'=y et y'=x si y<x; x'=xet y'=y si yz2x;
- P, transforme un point I; en I;: avec
Xx'=y-8 et y'=x-8si y>x+§ ; x'=x et y'=y si ys<sx+s,
La suite de transformations PosPys--- Py transforme tout chemin en le chemin
associé & la suite totalement triée. Les pliages successifs réduisent progres-

sivement 1'écart du chemin & la diagonale comme représenté & la figure 9 reprise

de 1'article de Sedgewick.

Figure 9 : La suite des pliages d'un chemin.

On vérifie de surcroit (cf. les références déjd citées) que chaque segment trans-
formé par pliage en un segment distinct -on dira qu'un tel segment est renversé-
correspond au déplacement d'un é&lément par 1'algorithme de fusion (soit un "demi-

échange"). La détermination de En (nombre total d'échanges) se trouve ainsi

2n

ramenée & 1'évaluation sur 1'ensemble des ( n) chemins du nombre de segments

transformés par pliage au cours de la suite d'opérations Po’Pl""’Pn-l'

I1 est clair qu'un segment situé & distance d=0 de la premiére diagonale

-c'est-a-dire un segment horizontal joignant des points ]§+d et |§+d+1

y+d+1

v+ - subit un

ou bien un segment vertical joignant des points l§+d+1

et |
nombre de renversements qui est une fonction de d.
On peut alors définir le code de réflection d'un tel segment s lequel est une

fonction de d seulement comme un mot r,_, r, 5 ... r, ol vaut 1 si

o "o-1-j
1'application de Pl-l-j aprés Py 15 Pp osenn Pz-j conduit & un renversement

et ol rj vaut 0 sinon. En d'autres termes :
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r; =1 si Pz-l-j ° Pg_j °...0 Pl_l(s) # Px-j ° Pz-j+1°"'° Po-1(s)
r; =0 sinon.
Ainsi Torsque n=16, un segment 3 distance 9 comme le segment s d'extrémités
|g s |éo se transforme
- par P1 en un segment d'extrémités Ié s |§
- par P, en un segment d'extrémités ]g . ]g
- par P, en un segment d'extrémités ]g . lg
- par P4 en un segment d'extrémités [g s [g .

Ceci montre que le code de réflection de s est 1101 (cf. figure 10).

Figure 10 : Pliages successifs d'un segment.

On vérifie facilement en comparant les procédés de construction, que Te
code de réflection d'un segment situé a distance d de la diagonale coincide avec
la représentation en code Gray de 1'entier d.

Soit alors Nd,n le nombre de segments verticaux dans 1'ensemble des (%?) che-
mins, situés & distance d de la diagonale principale sous cette diagonale. Par

symétrie, Nd n est aussi le nombre de segments horizontaux situés & distance d
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et au dessus de la diagonale. Avec, comme précédemment, y(n) qui désigne le nom-

bre de 1 dans la représentation Gray de 1'entier n, le nombre d'échanges associés

aux Nd n segments sous la diagonale & distance d est v(d) Nd n la quantité
E) 3

homologue relative aux Nd segments au-dessus de la diagonale et & distance d

N
est (l+y(d)) Nd n (Te terme 1 traduit le codt du pliage Po)' Nous avons ainsi

n ( ﬁ) § (1+2y(d)) Nd,n'

Nous rencontrerons au chapitre suivant des problémes d'énumération voisins du cal-
cul des Nd n: Ici les Nd n Se calculent comme une somme de produits de nombres
> >

de chemins selon le diagramme de la figure 11 ; de sorte que

Nd,n -3 (Zj;d-l)(Zn:?EZJ).
J
n=f
“—>
md-j
4ed-4
-<F————1———————>

J

Figure 11 : Détermination des Nd n:

Cette somme se réduit (cf. [Sedgewick, 19787 ; [Knuth , 19687) de sorte que finalement
2n
N = ).
?,n O<ked M k
-

Substituant dans 1'expression de et aprés sommation par partie, 1'on obtient

1'expression :

avec comme précédemment T(m) = _ZJ v(3).
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Le point de départ est 1'expression du nombre moyen d'échanges

(2
E = Jve X T(k) S,
n-2* Egi (k) ( ;ﬁ

ol T(k) désigne 1a fonction somme des chiffres des représentations Gray des en-
tiers 1,2,...,k-1. La situation est ici trés voisine du probléme du nombre moyen

de registres, bien que Tes deux analyses ne soient pas réductibles 1'une & 1'autre.

Le résultat de 1'analyse asymptotique est le suivant ([Sedgewick ; 19781).

THEOREME 2. Soit En le nombre moyen d'échanges effectués iors de la fusion
par l'algorithme de Batcher de deux suites trides de taille n. Il existe une fonc-
tion M : RR continue, périodique et de période 1, telle que

En = % nlog n+nM(log,n) +0(/n 1ogzn).

La fonetion M est développable en série de Fourier M(x)= 2. mke21kﬂx,

keZ
et les coefficients sont donnés par :

m

1 y+2 3_
5 2 log F(E) - log ﬂ-m-z—0.385417...

2r(xk/2)c(xk,21;) 2kri

M= T (T + xg) P Xk Tnae K20

Preuve : On commence en limitant dans 1a somme 1'indice k a k<v/n Inn
2n

(og) 2
E =042 T(k) 5K 4 one™ M,
n2 lskgﬁnn (W (in") (e

puis en utilisant 1'approximation gaussienne des coefficients binomiaux ;

En=

IS

2
+2 ; T(k)e ™ /" (140(n"10g%n)),
l<k</n'Inn

2
les termes d'erreur introduits absorbant 1'erreur en O(ne']n n). Le théoréme 1
fournit de T(k) une expression explicite qui, par substitution dans 1a somme,
donne :

E, =

2
z : k log k ~k“/n -1, 4
+2 (——fL—+kGUogkﬂe (1+40(n “Tog n)),
1<k<v/n'Inn

ol G est continue, périodique et posséde une série de Fourier explicitement

noI



~105-

déterminée.
On scinde 1a somme en deux parties :

= _n -1, 4
En-2+(Cn+ZDn)(1+0(n Tog 'n))

2
c, - ; k log k e /N
1<k</nInn

2
D, = 2, kG(Tog k)e K /1.
1<k<v/n'1nn

La somme Cn apparait comme une somme des valeurs de la fonction

-k2/n

f(x)=x log x e et 1a formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin prise sous la

forme

' 1 m
>= (k) =[m f(x)ax - 0P, Emf () O(J £(x) dx),
I<k<m 1 1 .

avec m=/n"In n montre 1'estimation

2
x log x e * /ndx+0(/'r71n n).

/ninn
cn—j

1
L'extension des Timites d'intégration d 1'intervalle [0 ;+=] n'introduit qu'un
terme d'erreur en 0(1) ; 1'intégrale résultante s'évalue par le changement de
variable y=x//n, d'ol par sommation la valeur :

Cn=n?%%‘ JO ye ™Y dy+]nL2 Joy In(y)e™ dy + O(v@ 1n n)

=57 () * 1z (F)+00n Inn) = LIGAD - o o/ n ).

La somme donnant Dn fait intervenir la fonction G(x) qui n'est pas dérivable,
On reprend la majoration, utilisée au chapitre 2, de 1'écart entre somme et in-
tégrale par 1'oscillation de la fonction sommée :
i+
1f(3) - J f(x)dx| sosc(f,[i,j+11).
. -x2/n’J
Iei f(x)=x G(log x)e - ol
6(x) = 1-2{x}+22-{x}h(2{x}-2)
h(x)=  279¢(23x).
jzo
Comme Ta fonction triangulaire t(x) est lipschitzienne de rapport %, la dé-
composition de 1a somme donnant h{(x) montre comme précédemment que 1'oscilla-

tion de h sur un intervalle d'amplitude k<1 est en O(k log E) 3 1a méme



-106-

estimation vaut pour 1'oscillation de G sur un intervalle d'amplitude k ; de
la sorte, on a

osc(8(x), [log § 3 log(3+1)3) =0(1%)

puisque 1'amplitude de 1'intervalle [log j; log(j+l)] est essentiellement k =3

A

Quant & f(x), i1 vient :
osc(f(x), [J;J+11) =0(log J),
d'ou finalement

J»/Fﬂnn

D -
"o

2
xG(Tog x)e™* Max < . 2 ; 0(1og k) =0(/rT‘1ogzn).
1<k</n'inn
Comme précédemment, on raméne les limites d'intégration & [0 ; +~], ce qui n'in-
troduit qu'un terme d'erreur en O(/ﬁ‘]ogzn) et 1'on en déduit que
- 2 . po 2
Dn=J xG(Tog x)e™* /ndx+0(/h“1092n) =nI yG(log y+%1og n)e” dy
0 0
en posant y=x//n.
Ainsi en regroupant les termes obtient-on pour En 1'expression
§n=%n Tog n+nM(log,n) +0(/ﬁ‘1092n),

ol la fonction M continue, périodique et de période 1, est définie par :

2
M(u) == s + J_yG logy+u)e™ dy.

Le calcul de la série de Fourier de M(u) s'effectue de maniére analogue au dé-

veloppement du chapitre II. On &crit la série de Fourier de M sous la forme
-2ikwu
kz me ,
>0
avec
1w 2
m=- 4—17n—2 + J J yG(log y+u)e™ dy du
L= oo -y2dy e 2K Mgy pour Kk £ 0
m, = y G(1og y+u)e ydy : )
koo
Le changement de variable v=1og y+tu permet, en utilisant la périodicité de G

de décomposer les intégrales doubles :

ahts v J ye yzdyf;G(v)

2 1 .
m, = J yeYe 2ﬂ("]ogydyJ e'21k"VG(v)dv pour k # 0.
0 0

Les intégrales portant sur la variable y sont des intégrales Eulériennes exprima-

bles au moyen de la fonction T :
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> 2
Yy = 1 -1
Joye dy =5 1(1)=53

o 2 5. .
-y~ 2iknlogy ,. _1 ikm, .
JO ye’e dy =5 P(Tﬁ—i) H

les intégrales portant sur la variable v sont les coefficients de Fourier de G
calculés & la section précédente, de sorte que, toutes réductions faites , on obtient

les valeurs
m, =2 log I(7) - Tog W-f%% -3
T{x £{xps .
M =Tﬁ1? “S;fféézéyk“'z avec =%%Eg. O
Cette alternative & Ta dérivation de Sedgewick repose sur des méthodes analytiques

plus élémentaires, et montre la relation entre la périodicité de la fonction arith-

métique qui apparait dans 1'analyse, et le résultat de 1'évaluation asymptotique.

A titre d'illustration, la figure 12 (reprise de 1'article de Sedgewick) indique
la comparaison des valeurs exactes et estimées du coefficient du terme lindaire

intervenant dans E_.

3859071

.385734

385417

-385100

384927

TT1 7 T Y T -
64128256 512 1024 2048 2090

Figure 12 : Le terme linéaire dans le nombre moyen d'échanges :

valeur exacte et valeur asymptotique.
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3. TRANSFORMATION DE MELLIN : VARIANCE DU NOMBRE DE REGISTRES, TAILLE

D'ARBRE PARFAIT PLONGE.

Nous présentons ici 1'estimation par transformation de Mellin de sommes
combinatoires ou apparaissent des convolutions de coefficients binomiaux et de
quantités arithmétiques qui ne sont pas directement 1iées & des systémes de numé-
ration. C'est notamment le cas des fonctions non-linéaires de la valuation dyadi-
que (carré, exponentielle) qui apparaissent dans 1'estimation de la variance du
nombre de registres ou de la taille moyenne du plus grand arbre parfait olongé
dans un arbre de taille n.

La méthode utilisée par [de Bruijn, Knuth, Rice ; 19721 pour traiter
le probléme de la hauteur des arbres et par [Sedgewick ; 19781 pour 1'analyse
des réseaux de tri, est en fait trés générale. Soit & évaluer une somme combina-
toire

An'kg: % B (n k
ol 1'on suppose que les quantités @, sont de 1'ordre d'une puissance de In k :
o =0(1n*k) pour tout k.
On introduit une fonction B définie par
k§1 e K H.(kx)
ol Hr(t) est le r-iéme polyndme d'Hermite. L'approximation classique des
coefficients binomiaux et de leurs différences montre que
A (n1/2
RN "
n

Le probléme est ainsi ramené & 1'estimation du comportement de B(x) lorsque x 0.

(r+1)/21n*n).

La méthode d'évaluation consiste 3 calculer 1a transformée de Mellin de B(x) en
utilisant diverses propriétés algébriques élémentaires de la transformation, On
obtient ainsi une fonction B*(s) qui permet de retrouver B(x) par transforma-
tion inverse. La transformation inverse exprimée par une intégrale dans le plan
complexe s'évalue par le calcul des résidus lorsque sont satisfaites certaines

conditions analytiques, et i1 apparait que chaque résidu fournit un terme du dé-

veloppement asymptotique de B(x) au voisinage de 1'origine.
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Rappelons briévement les propriétés élémentaires de la transformation de Mellin.

La transformation de Mellin d'une fonction f(x) définie sur [0 ;+«]
est une fonction f*(s) donnée par 1'intégrale :
(My) £*(s) = L:xs‘lf(x)dx,
et est encore notée M[f(x);s]. Si f est continue, posséde un ordre en zéro
et un ordre & 1'infini :

f(x) = D(Xa) au voisinage de o* 3 f(x) =0(x-B) au voisinage de +« ,
la transformée f*(s) est définie dans la bande

-a < Re(s) <.

D'autre part, on a élémentairement (par changement de variables et intégration

par parties) :

(M) ALTFO™ 587 = 24000 5 5/m1, m20 5
(M,) ALF(ax) 551 = a "ALF(x) 557
(M3) 4[%{ 381 = -(s-1) ALf(x) 55-11 3

cette derniére égalité étant valide dans un domaine ol
Tim STy =0 et Tim xSTle(x) = 0.
x=0t X> o

L'intégrale Eulérienne définissant pour Re(s)>0 1la fonction gamma

r(s) = J

xs_le—xdx,
0

peut-étre considérée comme une transformée de Mellin :

(Mg) Ale™ ; s1 =r1(s) pour Re(s)>0.

Enfin, i1 existe pour la transformée de Mellin un théoréme d'inversion de méme
nature que pour la transformée de Fourier (cf. e.g. [Widder ; 19717]) :

Si 1'intégrale J x5 1¢(x)dx converge absolument pour Re(s)=c et si f(x)
0

est a variation bornée au voisinage de x, alors f
c+R.

fx+) + f(x- : 1 i -s
(M ) _L_—)_—_-(_L= 1im == I f(s)x ds.
5 2 Roeo 2in c-R; i
Revenant & notre probléme, on part de 1'intégrale donnant la transformée

de Mellin qu'on applique & 1a fonction B. On obtient la suite de dérivations :

T £(x+) = Vim f(x+e) 5 f(x-) = Vim f(x-¢)

e e
e>0 e<0
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. ® s-1 k%xe
B*(s) = | x “e H_(kx)dx M)
k r 0
0 k=1 ’
P51 d"(e™")
= | X oy v dx
0 k=1 du u=kx
® r, -uZ
- s-1d (e ) d
= ak X r X
k>1 0 du 2u=kx
o r, "X
= 2 o k'SJ $ldle )y, (M)
k>1 0 dxr
® ] @
= T a KS-1)(s-1)(5-2) .. (s01) st FleXax (i)
k=1 0
= 3w KS(-1)"(s-1)(s-2)...(sr) § v (M),
k=1
Ainsi finalement :
r -
B¥(s) = L e(s)(s-1)(s-2)...(s-r) T(55D),
al g(s) = > o k™S est la série génératrice de Dirichlet de la suite fo oy -

k=1
La condition Re(s) >max{1l,r) est suffisante pour justifier cette dérivation. En

effet, dans la zone Re(s)>1 1la série génératrice de Dirichlet de ¢ est définie *
et normalement convergente dans Re(s)>1+s§>1. La condition Re(s)>r permet ici
T'utilisation de la formule de transformation des dérivées. Enfin la décroissance
rapide 3 1'infini de e-x2 permet dans la région Re(s)>max(1l,r) 1'interversion
de l1a sommation avec 1'intégration.

Pour Re(s) >max(1,r), on vérifie que B*(s) est continue et satisfait les condi-
tios du théoréme d'inversion (MS) de sorte que 1'on a :

B(x) = 7= J?:} £(s) T(50)(1-5)(2-5)...(r-s)x"Sds ou c>max(l.r)
Supposons £(s) prolongeable analytiquement et méromorphe dans c¢. Sans recher-
cher les conditions analytiques les plus générales de validité, nous observons
que le résidu de 1'intégrande autour d'un pdle So =g+it de multiplicité k se

calcule par les développements locaux

1 - 1 k-1 k
QE(s)F(égr)(l-s)...(r-s) = 5ok an+a1(s—so) +..k+1ak_1(s-so) + 0(s-so) ]
- -s $-54)2 s-55)%"

XS = x O(1+(s=s,)In x + ( 2,°) %% +...+ (———2-3—— Tnx + 0(s-s,))

On a fait 1'hypothese que a, =0(In"k).
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et se trouve ainsi é&tre de la forme :
x_GPk_l(ln x) [cos(t Tn x) +1i sin{t 1n x)13,
ot Pk-l est un polyndme de degré k-1 exactement.
Ainsi lorsqu'il est justifié de calculer 1'intégrale donnant B(x) par résidus,
1'on obtient un développement asymptotique de B(x) au voisinage de zéro dont
les termes sont tels que :
- la partie réelle d'un pdle donne 1'ordre principal x ° du terme ;
- la partie imaginaire, si elle est non-nulle, conduit 3 un terme périodique
fonction de In x ;
- la multiplicité du pdle, suivant k=1, conduit & un polynbme de degré
(k-1) en (1n x).
Cette méthode est particuligrement adaptée a 1'évaluation de sommes ol les

fonctions arithmétiques sont des fonctions de la valuation dyadique. Soit en effet

8 : N>N une fonction définie sur les entiers, et soit

o(x) = 3 e(n)xn

n>o
sa série génératrice ordinaire. L'évaluation de la somme
2.2
~-k"x
B(x) = 3, o(vy(k))e™ X H (kx)

k=1
par transformation de Mellin conduit, comme on 1'a vu, & la transformée

B*(s) = 3 £(s) T(EE)(1-s)(2-) ..

ot £(s) est la série génératrice de Dirichlet de {e(vz(k))}k21 . Une suite

. (r-s)

{e(vz(k))}kzl a une série génératrice de Dirichlet qui s'exprime au moyen de la

série génératrice ordinaire ©(x). En effet, par définition
k
fis)- 3 2 alo) all),elo), o) al0) al)
k>1 k 1 2 3 4 5 6
En d&composant 6(n) :
8(n) = 0{0) + (8(1)=8(0)) + (8(2)-6(1)) + ... + (8(n)-8(n-1))

et en regroupant les termes dans ¢, on obtient :
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£(s) =22 _(_) _1_) o(o) L (o), o(1) fefo) Lo(3) ,
S 2 45 S S 7S 85
+e(l)-e(o) Loll)-s(0) ,8(1)-0(0) ,8(1)-8(0) ,

oS 4S 65 gs
+8(2)-6(1) L e(2)-e(1)

4S gs
L 3)-6(2) |

s

8

Cette manipulation purement algébrique montre 1'égalité formelle :
£(s) = £(s)i0(0) +e(l)-g(o) + (2)-e(1) +9(3)-2(2) o

4% 8
1 1 1
=c(S)[9(2—S) s 9(;;)]
1 1
=z(s) 9(-2-5)(1-5),

égalité dont la justification analytique ne présente en principe pas de difficulté.

APPLICATION 1. Variance du nombre de registres.
Soit Vn la variance du nombre de registres sur 1'ensemble des arbres de
taille n, et soient Mga) pour o = 1,2,... 1les moments de la distribution du

nombre de registres. On a classiquement

2
v, = w2 "

et ici les Mé“) sont donnés par :

M) =g D) s <n32-1>-

Le calcul du moment d'ordre 1 (moyenne) a déja é&té effectué. I1 suffit donc d'éva-

Tuer 1e moment d'ordre 2. Ceci conduit a introduire la fonction
2.2
2 -k
C(x) = 2 (v,y(k)) ™ X H,(kx),
k>1
et 1'on a :

M) <L) ot
/n /n
La transformée de Mellin de C(x) est

C*(s) = 3e(s) T(§-1)(s-1)(s-2)(1- 2)o(d)
oil 2 2
2
2 4 (1, d, 1. x(1+) .
o(x) ng, m e T ai) T

d'od finalement pour Re(s)> 2, en tenant compte de la propriété fonctionnelle

de 1a fonction gamma :
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2541

C*(s) =
(s) 1)

5(s-1) ©(s) I(3).

Cette fonction posséde des singularités sur le seul axe imaginaire (incluant 0) :

- un pdle triple en s=0

~N

- des pbles doubles en s = —%5% pour k # 0.

—

On sait en effet que la fonction
s
n(s) =s(s-1) &(s) 1(3)

est entiére et a partir des valeurs classiques

c(0)=-% 5 c'(o)=-%1n 2r 3 0(1) =13 r'(1) =-y,

on calcule facilement :

n(0) =1 ; n'(o)=-1’§—2+1n 2r.

Introduisons également Ta notation
s
e(s) = (s-1) z(s) T(3)-
Le calcul par résidus de C(x) comme transformée inverse de C*(s) donne :

- pour le résidu en 0, une contribution
—1naly - ‘(0)_ 1y,1_n'(o) “(o
c;(x) =10g°x - 2 Tog x(?ﬁiﬁ) 5)+5-105 +
(In 2)
- pour 1a somme des résidus en X =$;k; , une contribution de :

cz(x) ==-2 log x w{x)+p(x) - 7(x)

A 1 X 1N X X Inx
ol m(x) = 7 };0 e(x) e et o(X)=(1n 2)22;:.()(‘() e

Chacune des séries m et p est une série de Fourier absolument convergente en

PaT

In x, dont les coefficients décroissent exponentiellement.

Le choix d'un contour rectangulaire joignant les points 2+ip ; -N-%-+ip 5

-N- %- ip 3 2-1p ou N est entier montre lorsqu'on fait tendre N et p vers
1'infini que la fonction C(x) est égale & Ta somme de Cl(x), Cz(x) et d'un
terme d'erreur en O(Xm) ol 1'on peut rendre m arbitrairement grand. On en dé-
duit ainsi pour le moment Mgz) 1'estimation

(2) _ 1, 1 1n*n
Ml =C C (=) + 0(—=).

Reprenant 1'expression de la moyenne, telle que nous 1'avons calculée au chapitre

*
;L) +0(1ﬂ—9) ol 1'on peut donner & D(x) la forme

précédent, on a Mgl) = D(
/n /n
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DU)=409x+(%§%-%)+wUnxL
Ainsi la variance Vn =M£2)- (Mv(ll))2 peut elle s'écrire sous la forme
1 1 1,12, /1n"n
Vo o=Ci(=) +C,5(=) - (D(=)) +0(—).
nolE TR /A /A
Le calcul de Cl(x) +C2(x) -D(x) montre que les termes en 1092x et log x
s'éliminent, ce qui est cohérent avec 1'estimation de 1a variance donnée au cha-

pitre précédent ; de fait :

] 2 ] ]
Cl(x) +C2(x) - (D(x))2= 1—12+ .(_'L_E]Q»?).Z.(Q) - "2(1n X) -ZTTIH—(ZQ)W(]H X) +(1 22)2p(1n X)
n n

D'ol finalement :

PROPOSITION. La variance du nombre de registres est une fonction continue
périodique et de période 1, de 1og4n qui s'éerit sous la forme
2
Vn = a+B8mw (-1ogax) + yn(-log4x) + 6p(-1og4x)
ou les fonetions w et p sont développables en séries de Fourier et ou les

constantes o, B, Y, 8 &'expriment au moyen des valeurs de T(s) t(s) et deux

de leurs dérivées en s=1 et s=0.

APPLICATION 2. Taille moyenne du plus grand arbre parfait plongé.

Ainsi que nous T1'avons vu au chapitre II, la taille du plus grand sous-
arbre parfait plongé dans un arbre binaire dont Te nombre de registres est p,
vaut 2P-1. Ainsi, désignant par ﬁn Ja taille moyenne de ce plus grand sous-
arbre parfait plongé, 1a moyenne é&tant calculée sur 1'ensemble des Bn arbres

binaires de taille n, nous avons 1'égalité

v, (k)
P al=g S22 0 a2(20),
n Bn égi (n+k)

A cette somme se trouve associée la fonction
v2(k)e_k2X2

B(x)=2,2 Ho(kx) s
k=1
et T'on a la relation :
Pn-+1 =B(n_1/2)n1/2-+0(1n*n).

La transformée de Mellin de B(x), soit B*(s), se détermine & partir de la série

génératrice ordinaire de la suite {2"}n>0 :
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_ nn__1
o(z)=r 2z = 15 *

de sorte que, pour Re{s}22:

B*(s)=%(s-1)(s-2) r(s—é—z) z(s)l—_z—f;ﬁ(l-z ) = %(s 1)(s-2) r(2 )C(S)"z's"i‘l';
=3(s-1) 1(3) w(s) ;;fl :
La fonction B*(O) posséde des pdles simples en s=1, s= 1+Xk odl X = %%5%
Les résidus de B*(s)x > valent :
- en s=1: % F(%)x-1= %Eﬂ
Ly -(1+x )In x

1 -1
- en s=ly @ - 7 xI(— ) E(1+xk) X e

Ici encore, la décroissance trés rapide de la fonction gamma & 1'infini montre
que Ta somme des résidus en les points (1+xk) est une série de Fourier qui

converge absolument, en sorte que si 1'on définit la fonction w(u) par :

A1 Ty X
w(u) = -ZlT ~ e kz#:o xkF(T) ;(1+xk)e s

w est continue périodique de période 1 et indéfiniment dérivable. Une estimation
des termes d'erreurs montre alors 1'égalité :
B(x) =§mUnx)+Oum) pour m>0 arbitraire.

Revenant & 1'expression de la quantité ﬁn’ il vient en posant W(u)= w(u 1n 2) :

PROPOSITION. La tatlle moyenne du plus grand arbre parfait plongé dans un
arbre binaire satisfait 4 l'est'mation :
P, = /W u(logyn) + 0(1n"n)

o W est continue, périodique de période 1 et développable en série de Fourier :

1+ .
v 1 X _2ik
W(u) = 7“ 4e sz: Xkr( 5 k) C(1+Xk)e 1 1|'u,
formule dans laquelle X = ;Z:lkg
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CHAPITRE IV

EVALUATION DES STRUCTURES DE DONNEES DYNAMIQUES.

Ce chapitre est consacré & 1'évaluation d'une large classe d'algorithmes

opérant sur des structures de données dynamiques. Cette question a &té abordée
T,

sous des angles divers
- 1'allocation dynamique de mémoire séquentielle est discutée par [Knuth ;
19687 et rejoint le cas particulier du type de données "pile" de ce chapitre.

- le type de données "partition d'ensemble" dans lequel on réalise la

gestion de classes d'équivalences est utile d& divers algorithmes de théorie des
graphes ; 1'analyse de 1'algorithme de Aho-Hopcroft-UlTiman est réalisée par

[Knuth, Schonhage ; 19787.

- le type de données "dictionnaire" a été &tudié généralement sous 1'effet
d'une suite d'adjonctions (cf.[Knuth ; 19737 pour une discussion des algorithmes);
[Snyder ; 19771 a également considéré le colit maximal d'une suite d'opérations,
Notre approche s'appuie sur la problématique de J. Frangon ([Frangon ; 19787).

11 s'agit d'estimer le colt des structures dont la taille varie avec le temps
-c'est notamment le cas des fichiers- et qui sont soumises de diverses maniéres

8 des opérations d'adjonction, interrogation et suppression. La comparaison

de deux structures différentes, ou encore de deux implantations d'une méme struc-
ture ne peut habituellement se limiter & la comparaison des colts individuels de
chaque opération. En effet certains algorithmes privilégient certaines opérations :

dans une liste non triée 1'adjonction est plus simple & réaliser que dans une liste

Nous renvoyons & [Flajolet, Francon, Vuillemin ; 1979 bl pour une biblio-
graphie plus compléte.
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triée (i1 suffit de placer la clef en téte de la structure) ; en revanche,
1a recherche d'une clef absente de la structure y est plus codteuse (on doit
explorer toute la structure). I1 arrive méme que les fonctions de colt relatives
d une opération ne soient pas des fonctions monotones de la taille de la struc-
ture : c'est notamment le cas des structures bindmiales de J. Vuiliemin, dont on
a déja dit que le comportement était 1ié a certaines propriétés de la représenta-
tion binaire des entiers.
Pour ces deux raisons, on s'efforce d'évaluer non les colts individuels d'opéra-
tions -appelés coiits unitaires- mais au contraire les colts de suites d'opéra-
tions -appelés colits intégrés-. I1 existe pour 1'évaluation des coits intégrés
une approche probabiliste qui fait certaines hypothéses sur 1'arrivée, la durée
de vie ou la distribution des clefs ; ainsi par exemple : arrivées obéissant &
une loi de Poisson, clefs dont 1a durée de vie dans Te fichier est donnée par une
loi exponentielle, clefs tirées wuniformément sur un intervalle.

Nous suivons dans ce travail 1'approche de nature combinatoire de Frangon.
Dans cette approche, 1'@valuation d'un algorithme s'effectue sur 1'ensemble de

toutes les évolutions possibles de la structure. On considérera ainsi pour un

dictionnaire toutes les positions relatives possibles en lesquelles une clef

peut arriver. D'une certaine maniére la démarche prolonge la méthode classique
d'analyse des algorithmes de tri Torsqu'on 1'effectue sur 1'ensemble des n!
permutations des clefs d'entrées.

Utilisant des résultats de combinatoire des permutations de [Francon, Viennot ;
19791, Francon a le premier montré que les comptes d'histoires, relatifs a
certains types de données usuels, conduisent & des dénombrements en termes de
quantités combinatoires connues : nombres factoriels, nombres d'involutions,
nombres d'Euler. Ceci a permis les premiers calculs exnlicites de colits intégrés.
Notre travail continue celui de Francon : en nous plagant dans un cadre plus géné-

ral, nous montrons que 1'expression naturelle des séries génératrices de dénom-

brements d' histoires est en termes de fractions continues. Ce résultat ouwvre
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aux histoires de fichier 1'accés & 1'algébre classique des fractions continues.
Nous obtenons ainsi (section 2) des expressions de séries génératrices de dé-
nombrements concernant :

(i) les histoires des structures classiques de dictionnaires, files de
priorité, etc... pour lesquels nous retrouvons par 1'algébre les résultats de
Frangon.

(i) les histoires de hauteur bornée : évaluation de colts sous 1'hypo-
thése que l1a taille du fichier ne dépasse jamais une certaine taille maximum.

(iii) les histoires relatives a une population bornée : évaluation de colts
de transactions qui s'effectuent par rapport & un fichier de référeﬁce fixe.
Nous montrons (section 2) que les dénombrements d'histoires de hauteur bornée et

populations bornées conduisent dans les cas classiques & des expressions ol in-

terviennent Tes polyndmes orthogonaux de 1'analyse : polyndmes de Laguerre,

Hermite, Poisson-Charlier et Meixner. Nous poursuivons (section 3) cette é&tude
des séries génératrices en montrant que le passage des coits unitaires d'opé-
rations individuelles aux colts intégrés de suites d'opérations se traduit sur

les séries génératrices par une transformation intégrale linéaire. Ainsi par

exemple, pour les dictionnaires, la série génératrice exponentielle des cofits

intégrés K(z) est reliée & la série génératrice ordinaire des colits unitaires

c(u) par la relation :

s 2 t c(u) du - G
K = £ . t = (5 X
(z) = 55 JO o) (o] ol (573)

Cette transformation se simplifie dans le cas des files de priorité et, entre une
série génératrice K(z) de colts intégrés, et la série génératrice ordinaire c(u)
des colits unitaires, on a la relation

v 1 1 t
K = —_— = c(=).
@i T O

Ceci conduit pour les implantations courantes & des expressions explicites trés
simples des colts intégrés permettant Ta comparaison effective des structures.
IT existe un 1ien de nature informatique entre ce chapitre et les pré-

cédents. Un grand nombre d'implantations efficaces de structures dynamiques,'
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reposent sur 1'utilisation des arbres : arbres binaires de recherche, arbres
binomiaux, arbres tournois, arbres pagodes... . Par ailleurs, le type de donnée
pile, qui est du domaine de la statistique Catalan, apparait comme cas Timite
particuliérement simple.

L'introduction des fractions continues et 1'obtention des séries généra-
trices ont été présentées dans un rapport préliminaire ([Flajolet ; 19781) ;
ceci forme la base des sections 1 et 2. Les résultats de la section 3 concernant
les formes intégrales des colits intégrés résultent d'un travail commun effectué
avec J. Francon et J. Vuillemin ([Flajolet, Frangon, Vuillemin ; 1979 a et bl).

Les aspects plus spécifiquement combinatoires sont discutés au chapitre suivant.
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1. FICHIERS ET FRACTIONS CONTINUES.

Dans cette partie, nous rappelons briévement la problématique informa-
tique des histoires de fichiers, renvoyant & [Frangon, 19781 pour certains complé-
ments de présentation. Nous montrons ensuite comment & chaque type de donnée
-dictionnaire, file de priorité...- déterminé par une fonction de possibilité ar-
bitraire, se trouve associée une fraction continue équivalente (au sens des

séries formelles) & la série génératrice des histoires relatives d cette structure.

Nous considérons ici Tes algorithmes de manipulation de fichiers qui opé-
rent des adjonctions, interrogations ou suppressions, sur une structure dont la
taille varie ainsi avec le temps. L'accés aux "clefs" peut se faire par position
ou par valeur. Nous considérerons tout particuliérement les cing classes d'algo-

rithmes suivantes, dites encore types de données™ :

a. le type de donnée "dictionnaire" : les clefs sont accessibles par leur valeur

et pour chaque opération, toutes les valeurs des clefs sont permises ; en par-
ticulier Tes interrogations peuvent porter sur des clefs présentes ou absentes
du fichier. Ces structures sont classiquement implantées en mémoire centrale,
sous forme de listes triées ou non, et d'arbres équilibrés ou non. Elles sont

utilisées pour maintenir & jour des tables d'identificateurs, des ensembles

d'objets dans des fichiers ...

b. Te type de donnée "file de priorité" : les clefs sont accessibles par valeur ;

d chaque instant peut s'opérer une adjonction d'une clef & valeur quelconque, ou
une suppression portant sur la clef de plus petite valeur ("de priorité minimale").
Les files de priorité peuvent s'implanter comme des dictionnaires, mais il est

avantageux de tirer partie des restrictions d'accés lors de 1a suppression en

cf. CKnuth ; 19731 pour une présentation des principaux algorithmes.
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utilisant les structures d'arbre tournoi, tas, arbre pagode ([Frangon, Viennot,
Vuillemin ; 19781) ou encore arbre bindmial ([Vuillemin ; 19781). Elles sont
utilisées lorsqu'on doit gérer sous forme de file d'attente -par exemple dans
un systéme d'exploitation d'ordinateur- un ensemble d'individus obéissant & un
systéme de priorités. On les retrouve &galement dans les algorithmes de plus

court chemin dans les graphes.

c. le type de donnée "table de symboles" : les clefs y sont accessibles par valeur,

les adjonctions sont quelconques, les suppressions portent sur la derniére clef
entrée, et les interrogations portent sur des clefs présentes dans le fichier. Ces
structures s'implantent comme des dictionnaires. L'absence d'interrogation néga-
tive (en utilisation normale) est typique de 1'organisation de 1a table des sym-
boles par un compilateur d'un langage dont tous les identificateurs sont déclarés

(ALGOL, PASCAL,...).

d. le type de donnée "pile" : les clefs y son accessibles par position ; les opé-

ratiors permises sont 1'adjonction et la suppression, et elles portent toujours
sur 1'élément en premiére position, le "sommet de pile". Cette structure trés sim-

ple s'implante sous forme de liste chainée ou de vecteur.

e. le type de donnée "liste linéaire" : les clefs y sont accessibles par position ;

Tes opérations permises sont 1'adjonction et la suporession lesquelles peuvent pren-
dre & chaque instant toutes les valeurs compatibles avec la taille de la structure.
Cette structure peut s'implanter sous forme d'arbre de positions.

Les problémes pratiques qui peuvent se poser concernant les implantations de 1'un

de ces types de donnée sonf nombreux :

- estimation de 1'utilité de maintenir une structure triée, par opposition

a une structure non triée, une structure d'arbre par opposition a une structure de
tiste ; les résultats peuvent varier selon que 1'utilisation est de type diction-

naire ou file de priorité ;

- évaluation de 1'influence sur les performances des algorithmes du choix
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de certains paramétres : par exemple la taille d'une mémoire tampon dans un sys-
téme de mémoire hiérarchisée, lorsqu'on implante une pile ou une file de priorité etc.

Nous nous proposons de montrer que moyennant certaines hypothéses simples,
on peut apporter une réponse & de nombreuses questions de ce type.

On part d'un ensemble 'K de clefs dont on suppose, comme pour 1'ensemble
des nombres réels ou des chaines de caractéres, qu'il est infini, totalement ordonné
et dense. Pour 1a structure de dictionnaire qui donne accés aux clefs par leur
valeur, on définit une suite d'opérations comme une séquence de l1a forme

Ol(kl) Oz(kz) eee On(kn)
ol neN et ol pour chaque i, 1<i<n, ona kie % et Oi e {AR,S,Q}. L'élément
O(k) s'interpréte comme effectuer 1'opération d'adjonction (A), interrogation (Q)
ou suppression (S) sur la clef k. Une suite d'opérations est licite si les adjonc-
tions portent sur des clefs non présentes dans le fichier, et si les suppressions
portent sur des clefs présentes dans le fichier ; plus précisément, on définit la

suite d'états de fichiers Fo’ Fl’ vees Fn avec Fi <%, attachée @ une suite

d'opération, par les régles

(i) F, =9 5 et pour tout i tel que lsisn :

(1) Fy = Fypuikg)  si 0y =A et ki éF. g

(114) Fy = Fi \k;)  si 0.=S et kieF,

i i 1°

(iv) Fy=F., i 0, =Q.

La suite d'opérations est licite si F_~ est bien défini par les régles ci-dessus,

(%]
-

(o]
]

On modifie cette définition pour les files de priorité en imposant que la suppres-
sion porte sur 1'élément minimal du fichier courant, soit pour la suite d'états de
fichiers les régles :
(1) F0
(i1) Fy

(1) Fy = Fy_\k;} si 0

"

# , et pour tout i tel que l<isnm:

Foquikyd s 0, =A et kjeF,

i 1}

S et ki =m1n(Fi_1).

i
Enfin, i1 est commode de considérer les tables de symboles comme des files

de priorité sur lesquelles on n'effectue que des interrogations positives :



-123-

(i) Fo =9 , etpour l<isn:
(1) F, = Fy_pulky) Si0, A et K eF.
(111) Fy = Fi_ ik si 0; =S et ky=min(F,_;)
(iv) Fi=F.y sio 0y =0Q et k;=F_j.

Exemple : Une suite d'opérations du type dictionnaire avec la suite des états

de fichiers correspondant est :

A(2.7) A(3.1) 0(0.57) A(1.4) S(3.1) Q(2.7)

] {2.7} {2.7;3.1} 12.7;3.1} {2.7;3.1;1.4y {2.7:;3.1} ({2.7:3.1}.
Pour le type file de priorité ol les suppressions nortent toujours sur la clef

de valeur minimale présente dans le fichier

A(2.7) A(3.1) A(10) $(2.7) S(3.1) A(99) $(10)

e {2.7} {2.7;3.13 {2.7;3.1;10}  {3.1;10} {10}  {10;99} {99}.

Pour la structure de liste linéaire, une suite d'opérations est une suite

de la forme

01(pysky) Oy(ppky) wov O (P sk )
od neN et ol pour chaque i, 1<i<n, ona ki eX, P; eN et Oi e {A,S}. Chaque
instruction de type O0(k,p) s'interpréte comme : “effectuer 1'opération 0 d'ad-
jonction ou suppression de la clef k en p-iéme position T dans 1e fichier. Plus
précisément on définit pour une telle suite d'opérations la suite des é&tats de

fichiers associée So,Sl,...,S ol Si cH" est une séquence de clefs (non un

n

ensemble comme dans le cas précédent) donnée par les régles :

(1) So= ¢ (1a suite vide de M™) et pour tout i tel que l<isn :

(11) s1 S 1=Si1) Sjoq,p -~ Sjop» typ et si 05 = A

alors S, =S1._1’151._1,2...S1._1’pi_1 k; Si-l,pi"' Si-1°ti-1

(111) ST S; =S5 1) Siq p---Sqopatyy etsi 0;=S

S

alors 5;=5; 1,1 Si-1,2°*°5 i-1oti.1

2 ie1,p -1 Sisl,patl T

On suppose les positions numérotées & partir de zéro.
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1'application de cette régle est soumise & la condition que Si-l,pi = ki'
Une suite d'opérations de type pile est une suite d'opérations de type liste li-
néaire dans Taquelle chacune des position P; vaut O.

IT convient d'observer que cette définition des suites d'opérations n'est qu'une
représentation commode de la maniére dont ces types de données sont habituellement
utilisés. Ainsi par exemple la suppression dans une file de priorité s'effectue

généralement par une commande S (suppression du minimum) sans qu'il soit

min
nécessaire que 1'utilisateur spécifie la valeur de ce minimum ; il en va de méme
d'une suppression dans une Tiste linéaire ... . I1 est clair que notre définition
n'est qu'un raccourci de présentation et qu'on pourrait donner des définitions
équivalentes plus proches des conditions pratiques d'utilisation mais plus hété-
rogénes.

Nous définissons maintenant des représentations canoniques de suites d'opé-
rations encore appelées histoires. Ces suites canoniques sont en nombre fini pour
chaque Tongueur n et ainsi permettent de ramener 1'analyse 3 des problémes com-
binatoires de dénombrement.

Les histoires relatives aux types de données dans Tesquels 1'accds aux clefs se
fait par valeur, s'obtiennent en ne retenant que les informations relatives &
1'ordre relatif des clefs dans le fichier courant. On introduit d'abord 1a notion
de rang d'un &lément x dans un ensemble F, quantité notée o(x ;F) et donnée
par :

p(x3;F)y=1 si fiop<xsfy o0 F={f :f;5... f} avec f0<f1<f2<...<fr
(par convention f_;=-= et Frpp = t=)-

Etant donnée une suite d'opérations pour un type de donnée dictionnaire, file de
priorité ou table de symboles :
Ol(kl) 02(k2) cee On(kn),
avec la suite d'états de fichiers FO, Fl’ F2 . Fn ,on appelle histoire la suite
h =Oi(r1) Oé(rz) vt OA(rn)

olt pour l<isn ry= p(k_i;F_i_l) et
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v o . . Lot . _ .
0.—01. si Oie{A,S} ’Oi_Q si i_Q et kieFi-l’

0! =Q si 0, =Q et kyfF,.
On compense ainsi Ta perte d'information sur la valeur des clefs en indiquant dans
1'histoire le caractére positif ou négatif de 1‘'interrogation. Les histoires rela-
tives aux types de données dans Tesquels 1'accés aux clefs se fait par position,
s'obtiennent en ne conservant que les informations relatives d la position des clefs
dans le fichier courant. Ainsi pour le type de donnée 1iste linéaire ou pile, 3 une
suite d'opérations
01(Py 3 ky) Op(py k) -ov Op(ppskp)s
on associe 1'histoire
Ol(pl) Oz(pz) . On(pn).

Exemple : A la suite d'opérations de type file de priorité

A(2.7) A(3.1) A(10) S(2.7) S(3.1) A(99) S(10)
correspond 1'histoire :

A(0) A(1) A(2) S(0) S(0) A(1) S(0) ;
d la suite de type dictionnaire

A(2.7) A(3.1) Q(0.57) A{1.4) S(3.1) Q(2.7) :

A(0) A(1) Q7(0) A(D) S(2) Q'(1) 3
et 3 1a suite de type 1iste linéaire

A(03;2.7) A(0;1.7) A(2:;2.6) S(1:;2.7) A(2;0.57) :

A(0) A(0) A(2) S(1) A(2). O

Le postulat de base de la théorie des histoires de fichiers proposée par J. Frangon

consiste & évaluer les algorithmes sur 1'ensemble des histoires.

Une telle démarche n'est a priori justifiée que si les coits de suites d'opérations
ayant méme histoire associde sont égaux. Désignant par c(h) 1le colit d'une histoire
-c'est-a-dire le coilit de n'importe quelle suite d'opérations ayant cette histoire
comme représentant canonique- on définit le colt intégré de n opérations comme

la moyenne
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1
n

des coiits rapportée & 1'ensemble (fini) ﬁen des histoires de longueur n.

Nous n'entrerons pas ici dans tous les détails de la problématique pour lesquels
nous renvoyons a ([Frangon ; 19781 et T[Flajolet, Frangon, Vuillemin ; 19791).
Cette méthode d'analyse se justifie pour les algorithmes de dictionnaire, file de

priorité ou table de symboles gqui opérent par comparaison entre les clefs.

L'intérét de cette réduction @ un ensemble fini de cas est que les histoires peu-
vent &tre définies indépendamment comme des objets combinatoires, ce qui en rend
possible le dénombrement.

Définition combinatoire des histoires.

(i) Un schéma s est un mot sur 1'alphabet {A,S,Q+,Q-} tel que pour tout
préfixe gauche t de s, on ait
[tlA > |t|5 .
On note S 1'ensemble des schémas.
(1) A tout schéma s=0,0,...0 ~se trouve associée la suite des hauteurs

hohl"'hn définie par

1 s? 0i+l = A+ i
hg=0 s hjyp=hy +q 08t 054y =000
-1 si 01.+1 = S.

(i11) A chaque type de donnée =1 (dictionnaire, file de priorité...) se

trouve associée une fonction de possibilité posZ : {A,S,0+,Q—} xN>N ol

pos(w; k) est donnée par la table suivante :
+ -

AN A S Q 0

DictionnaireZ k+1 | k k | k+1

File de priorité k+1 | 1 0 o0
Table des symboles k+1 1 1 k{ O
Liste linéaire k+1 | k 0, 0
Pile 1 1 0} O

+ IWIX désigne le nombre d'occurrences de la lettre x dans le mot W,
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Une histoire de type I est un couple h=(s,v) ol s =0102"'0n est un schéma
et v =ViVye. Yy est une suite d'entiers satisfaisant aux inégalités
05%<P“2W1;“+1%

Une telle histoire est encore notée Ol(vl) OZ(VZ)"'On(Vn)' La suite d'entiers
ViV - eVy s'appelle la valuation de 1'histoire, et Ta suite 0102...0n est le
schéma de 1'histoire. 5

11 est facile de vérifier que cette définition combinatoire des histoires
coincide pour chaque type de donnée avec la définition des histoires comme repré-
sentations canoniques de suites d'opérations : le schéma représente la suite des
opérations lorsqu'on ne prend pas en compte les arguments (clefs ou positions) ;
la condition (i) signifie qu'aucune suppression ne peut avoir lieu sur le fichier
vide ; la hauteur hi est égale & la taille du fichier courant aprés les opérations
0102...01_1. Un schéma est représentable par une ligne brisée dans le plan carté-

sien dont les sommets sont les points (O,ho) (1,h1) (Z,hz)... (n,hn), et par

exemple au schéma s =AASQ+SAQ-Q+AA correspond le diagramme :

AAS Q's AQ QA A
(on 8tiquette éventuellement les paliers horizontaux par + et -).
On représente les histoires par des diagrammes plans consistant en 1a représenta-
tion cartésienne du schéma complétée des valeurs successives de la valuation re-
présentées par les points (O ;vl) HE ! ;v2) 3 (2 ;v3) «o. (n-1 ;vn) (les croix
sur la figure). Ainsi a 1'histoire de dictionnaire

h =(AASQ+SAQ-Q+AA, 0110001012)

correspond le diagramme

¥ — —
o 1A 15 005 0P 10 g0 A A
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La hauteur du schéma s =0102 - 0n auquel se trouve associée la suite des
hauteurs u=h;h, ... h_ est par définition max [h.}. On dit que le schéma
172 n 1<j<n i

termine & niveau (hauteur) hn. L'opération Oj est dite, dans ce contexte,
opérer & niveau (hauteur) hj-l' Enfin on étend aux histoires la terminologie
relative aux schémas et 1'on parlera ainsi de hauteur d'une histoire, de niveau
d'une opération dans une histoire ...

Sous des hypothésestde "stationnarité"(ou "aléatoirité") satisfaites par
de nombreuses structures de données, on peut globalement décomposer le coiit d'une
histoire en une somme de colits d'opérations individuelles. Plus précisément, on
considére les structures pour lesquelles existe une famille de constantes ka
dites colits unitaires ol w e{A,S,Q+,Q-} et keIN telles qu'on ait 1'égaliteé
pour tout n :

he:x.’nc(h) T ein &t oy on
k=0
ol an représente 1'ensemble des histoires de Tongueur n et N“k,n vaut le
nombre d'opérations de type w effectuéesd niveau k dans 1'ensemble de ces
histoires. Moyennant cette condition, on peut formellement évaluer les colts inté-
grés comme si les colts de chaque opération ne dépendaient que de la nature de
1'opération et de 1a taille du fichier ; on a alors pour la valeur du colit inté-

gré de Ta structure sur 1'ensemble M% 1'expression :

1

K, = A § Cupe Noy -
Notons que les structures de 1iste triées ou non, les arbres binaires de recher-
che (sans équilibrage), les arbres tourncis et arbres pagodes, les files binomia-
les vérifient cette hypothése et les colts unitaires s'évaluent eux-mémes comme
certains colits moyens. Le reste de ce chapitre est consacré aux méthodes d'évalua-

tion de colts intégrés de telles structures.

+ cf. [Frangon ; 1978 et 1979].
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Sl e P AP, D Q- GENY RHp o flgh B =gl L R e e e LT P

Nous traitons dans cette section les histoires de fichiers d'un type x

tout & fait général données par une fonction de possibilités quelconque
pos(A ; k) = oy pos(Q ;5 k) = Ky pos(S ; k) = oy -

Nous montrons 1'expression en termes de fractions continues’ des séries généra-
trices associées aux histoires de hauteur bornée aux histoires de hauteur quel-
conque et aux histoires vérifiant certaines conditions initiales ou finales.

Dans cette partie de 1'exposé, il n'est pas nécessaire de distinguer
entre interrogations positives et négatives. I1 est commode ici de considérer
les histoires comme des mots sur un alphabet infini X ={a§i) ;sgi) ;qg.i)}].’j>0
oil mgi) représente la i€ possibilité de 1'opération  sur un fichier de

taille Jj. Ainsi & toute histoire h={(s,v) avec s SRR et v =VyeeeYy

dont la suite des hauteurs est ho"'hn associe-t-on le mot

(vi) (vy) (v}
w [iV] e w .
o My hy-1
On considére d'abord 1'ensemble ¥ des histoires dont la hauteur finale est
nu]]eTt cet ensemble est encore noté ZJ( Torsqu'on veut mettre en évidence

le type de structure I auquel les histoires sont relatives.

THEOREME lA. La série caractéristique non—commutative des histoires

x(¥) admet le développement en fractions continues

x(¥€) = - -
), - CERIER
SRR I ) 1 o)
1-(zqi))- (22 N )
! (i) (z agi))|(Z §§?75
1-(zq37)- ——

Loulv o -1 N i .. ,
ol —WL dénote uw v, et ol dans chaque somme I w§1), l'indice de sommation

1 est astreint & la condition 0<1<pos(uw;J).

¥ Pour les propriétés classiques des fractions continues, nous renvoyons a
[Perron ;19547 , [Wall; 19671 . ] .
++ Ces histoires font jouer un rdle symétrique aux adjonctions et

suppressions.
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Preuve : La preuve de ce résultat utilise des notions de la théorie des
séries formelles en indéterminées non commutatives, dont 1"introduction dans les
problémes d'énumération combinatoire est due & Schiltzenberger (cf. les références
données au chapitre 1).

On part d'un codage des schémas qui étiquette chaque lettre {A,0Q,S}
d'un schéma par sa hauteur dans le schéma. Soit Y 1'alphabet infini

{ag39535s;} Ce codage est une application ¢ de {A,Q,5}" dans Y* qu'on

ARSRNINELD
définit par : C(SISZ"'SH) =UqUy...u  ssi est satisfaite la condition suiyante
pour tout m tel que ls<msn:

- chaque lettre est étiquetée par sa hauteur dans le schéma, i.e. si

s =¢ o0 w=A,S ou Q etsi |slsz...sm_1|A-]5152...sm_1[5= x  alors

Up= -

Ainsi au schéma s =AAASAQSAQS correspond le codage c(s) =2,313,543,0353350,5,
Soit ¥ 1'ensemble des schémas et :f[h] 1'ensemble des schémas de hau-

teur <h. Nous allons donner une expression de la série caractéristique non com-

mutative de 1'ensemble ch[h]) des schémas étiquetés de hauteur <h.

Rappelons les principes suivants : 1'on se place dans 1'algébre large C<«<T>>

d'un monoide libre T* construite sur le corps des nombres complexes ; en d'au-

tres termes C<<T>> est 1'algdbre des séries formelles en les indéterminées

non-commutatives T 3 coefficients complexes. Un &lément C<<T>> s'écrit

a= 2. .a .u

* U
UeTu

et les opérations de somme et produit de Cauchy sont classiquement définies par :

a+b= ET* (a,+b,).u

a.b= 2 [ st ).u.
uel* vw=u ¥ ¥

La valuation d'une série a est

val(a) =min{]u] sa, # 0} ol |u|] désigne la Tongueur du mot u.
Par convention val(0) =+~ . On dispose alors sur C<<T>> d'une notion de conver-
gence (formelle) : une suite {an}n>o d'éléments de C<<T>> a comme Timite a ssi

Tim va1(a-an) =t
n~+w
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En d'autres termes a, tend vers a ssi les coefficients des séries a, se
stabilisent progressivement, en partant des termes d'ordre Te plus bas. Cette
notion de convergence induit une notion de sommabilité pour les suites infinies.
Les séries dont le terme constant est non nul possédent un inverse multiplicatif.
En particulier, on peut toujours supposer ce terme constant égal & 1 ; le quasi-
inverse de la série a o0 val(a)>0 est par définition la série (l-a)'1 qui

est encore donnée par

(l-a)-1= 3 ak.
k>0
Dans Te cadre de 1'énumération d'ensembles de mots, on utilise la notion de
série caractéristique. La série caractéristique de 1'ensemble E est notée Xx(E)ou

car(E) et est définie par

x(E) = car(E) = 2 u.

uek
Soient E et F des sous-ensembles de T* (encore appelés langages). La réunion

de E et F est notée indifféremment EuF ou E+F. Le produit de concaténa-
tionde E et F est noté E.F ou simplement E F. Enfin avec la notation du
mot vide par e, 1'étoile de E»notée E*, est définie par E*=c+E+E.E+E.E.E+... .
Sous des conditions générales de non-ambiguité les opérations sur les ensembles

se traduisent sur les séries caractéristiques.

LEMME. Sotent E, F deux sousensemBles de T.
(i) car(E+F)=car(E)+car(F) s2 EnF =90

(iZ) car(E.F) =car(E).car(F) st

Yu, u'eE Y v, vieF : uv=u'v' <mplique u=u' et v=v'
mp

(on dit dans ce cas que le produit E.F est non ambigu)

(1) car(E*) = (1 - car(E)) "}

k

st sont remplies les deux conditions
- BnE“=¢ pour tout couple 1,] tel que 1 # ]
- chaque produit Ek est non anb igu.

(on dit que l'étoile de E est non ambigud). ]
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Ici, chacun des ensembles JP[h]

peut &tre décrit par une expression réquliére,
c.3.d. une expression dans laquelle n'interviennent que les opérations d'union,

de produit de concaténation et d'étoile. En effet :
f[()] - *

%
1]

21 = (g, a9 sy

ftzj = (q0+a0(q1+al(q2)*sz)*sl)*,
et 1'on vérifie par récurrence que

U1 [h1 Ih])
od oM est Ta substitution : g.- (g, +2,(q.) s, 1)

v © 97 (9 F 30N ) Spepd-

On obtient la série caractéristique de JF[h]

en remplagant chaque opération
sur les ensembles par son homologue sur les séries selon le Temme ci-dessus.
I1 faut pour cela s'assurer que les opérations qui apparaissent sont non ambi-
guéds. La non ambiguité est trivialement vérifiée pour les unions et produits,

lesquels portent sur des ensembles de mots formés de lettres différentes, Si

1'on définit les ensembles
J,[h,h] - q;

h,h-1
f[ 1 (qh_1+ah_1(qh)*sh)*---,

on vérifie que chaque opération &toile est non ambigué.: les counles 175y
constituent en effet une parenthétisation non ambigug.
Ainsi, en introduisant la notation

3%9 pour représenter ab'lc,

1'on obtient pour les séries caractéristiques car(f[h]) les expressions

(0] 1
car(f ") = =
5
£1] 1
car(f ) = —5 5,
0{’1
19" 1_[?;’1
car(jiZ]) = la B
0



-133-

h 1
L ])

et en général car(y

\ah-llsh

1- 4,
Cette écriture montre clairement 1'analogie avec les réduites d'une fraction
continue.
D'aprés 1'origine combinatoire du probléme, on a la chaine d'inclusions

FOT 1 21 gth)

sEhL carplh])

avec pour car( la propriété :

va1 (st sth=1dy op,
Cette propriété traduit simplement le fait qu'un schéma de hauteur h a une
longueur supérieure ou égale & 2h.

On définit par analogie avec le cas classique, une fraction continue non commuta-

tive comme limite de réduites, en posant

1 . 1
= Tim s
1-q - .__.391f1___ h>w 1-q - %1°1
EPT The' T o 2
a4 - = 9
31| S
1-q
h

et la discussion précédente montre 1'identité

car(S) =

On passe enfin d'un schéma & 1'ensemble des histoires correspondantes en rempla-
cant un symbole d'opération & niveau k soit w, par la somme de toutes les
possibilités correspondantes. Pour cela on définit la substitution (morphisme)

T ¢ Y >C<<X>> par :



o) =1 o,
o we{A,5,Q}, keN et la somme porte sur les valeurs de 1'index i telles que
0<i<pos(w; k). Le morphisme <t est continu et 1'on a les égalités
car(’bf.[h]) = r(car(f[h])) d'ott car{¥)= t(car(#));
la notation R[h] désigne 1'ensemble des histoires de hauteur <h. Cette égaliteé

est équivalente & 1'énoncé du théoréme.

Soit Hn Te nombre d'histoires revenant au niveau 0 relatives au systéme
de possibilité
pos{A; k) = @ pos(S ; k) = % pos(Q; k) = Ky
On obtient la sé&rie génératrice des quantités Hn’ H(z) == ann, d partir de
car(#) . au moyen du morphisme qui envoie chaque variable de X sur la variable z.

Ceci conduit au résultat suivant :

-’.
THEOREME IB. La série génératrice des nombres Hn comptant les histoires

«e longueur n admet le développement en fraction continue

z ann = l 7
nzo0 2,04z
1 K0Z 0,0 z2
]_-Klz- ———l—-L_
1 ap03Z
KoZ=
La série génératrice des nombres th] comptant les histoires de longueur n

et de hauteur sh admet 1'expression rationnelle

[h]
z H Zn = 1 ]
nzo N a 0122
l‘KOZ" 0
a4 0,7
1- 12

+ Rappelons qu'il s'agit des histoires commencant et finissant & hauteur 0.
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Les développement de ce type somtclassiquement connus sous le nom de fractions
continues de Jacobi ou J-fractions. Lorsque chacun des coefficients K3 est

nul, la fraction est dite de Stieltjes ou encore S-fraction.

Les polyndmes numérateurs et dénominateurs des réduites apparaissent éga-
lement dans 1'expression des séries génératrices d'histoires terminant & une hau-
teur donnée, ainsi que dans diverses autres séries génératrices. Nous présentons

ici ces calculs valables pour un systéme de possibilités quelconque.

Nous considérons les classes 96&“% composées des histoires de hauteur <h
3

partant du niveau 0 et finissant au niveau £ ; avec les notations précédentes
ﬁfg?g =wlhl ot ?6:’%5?3 . Plus généralement,nous introduisons 1'ensemble yﬁE?R
des histoires en un sens étendu, dont la hauteur est <h, qui partent du niveau
k et finissent au niveau 2 ; de telles histoires étendues sont définies par le
fait qu'en Teur préfixant une suite de k adjonctions, on obtient une histoire
qui part de O :

Uex'[(r:i ssi a(o)ago)...a(o) ue %N

0 k-1 "€ %0, q
Avec des conventions évidentes, on pose 3€k . &f&mg etc ... . On ajoute
éventuellement un indice supplémentaire pour désigner l1a longueur de sorte que
[hl  _ [h] -
3€k’£,n = {ullJeMk’l et ul = n}
fhl_ ,,[h]
et ?fn = geo,o,n etc... .

On désigne enfin systématiquement les dénombrements par des lettres droites :

(hy wp [h]
Hk,z,n = card(&ek,l’n

génératrices ordinaires :

) etc..., et 1'on utilise la notation classique des séries

KEhD (zy=p il

n
z etc... .
k,2 n=o k,2,n

Nous avons vu 1'expression sous forme de réduites, des séries génératrices

d'histoires de hauteur bornées
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1

2
291 4

KM (2) = g W0 -

1-¢ _z-
[s} s 22
172
1-Klz- -

l'KhZ
Cette fraction peut se mettre sous la forme d'un quotient de deux polyndmes,
et 1'on obtient :
PROPOSITION : La série géndratrice des histoires de hauteur <h vaut

By(2)
) Qh(Z) ’

ou les Ph’Qh vérifient la récurrence linéaire :

H[h](z)

P_(2)=0 5 P (2)=1 ; PL(2) = (1-,2) Pp_1(2) = oy 2P, ,(2)

Qp(2) =15 Qp(2) =1z 5 Qy(2) = (1-x2) Qy_1(2) -ay g 02" o(2)-

Preuve : Cette proposition exprime seulement la classique récurrence
linéaire des numérateurs et dénominateurs de réduites de fractions continues ;
nous en rappelons ici le principe.

On considére pour tout h 1la fonction
h 1
¢:My) - e
1-,( z - —o.—l-z_
(o
obtenue en "marguant” par y 1le dernier niveau de la h-iéme réduite. Cette
fonction est homographique en y, et 1'on a

2
[h](“h Nk

[h+1]
9 ( 1-ﬁg-y

y) =4 )

Ainsi existe sur les fonctions g[h] une récurrence qui n'est nas apnarente

sur les réduites, et 1'on vérifie 1'égalité

P -P,_.y
g[h](y) _h h-1 ,
Qh-Qh-ly
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ol les Ph et Qh sont donnés par la récurrence linéaire ci-dessus. En y=0,
g[h](y) vaut la h-iéme réduite. 5

Ce méme développement montre :

PROPOSITION. La série génératrice des histoires allant de la hauteur h
a la hauteur h, et dont tous les sommets ont une hauteur non inférieure 4 h,

vaut
1 Qh_l(z)-H(z)'Ph_l(z)
h-lohzz Qh-Z(Z) H(Z)'Ph_z(z) ’

ol ngn]n dénote le nombre de telles histoires de longueur n .

[oM y _ e [0 0 _
HEzm2) = £ b onZ

[0

Preuve : le théoréme 1 montre que la série génératrice de ces histoires,

Hﬁzﬂ%z) vaut la fraction continue :

1

*hoh+1%

1- K2~ 5
Lox - ohhe1?
h+l .

qu'on appelle encore h-iéme troncature de 1a fraction continue donnant H(z).
D'aprés la preuve de la proposition précédente cette troncature t vérifie

1'équation

h 2
MM (o, 10,2%) = H(z),

d'ol, en résolvant, la preuve de 1'énoncé. o

PROPOSITION. La série génératrice des histoires allant de la hauteur
0 4d la hauteur K vaut

- " n_ 1 -
Ho(2) = B Ho k2 = Tro,mopzk [O-1(2) H(2) =Py (2)1

.

ou H est le nomlre de telles histoires ayant longueur n .

0,k,n

Preuve : La décomposition des histoires de Xo K selon les derniers
3

passages aux niveaux 0,1,2,...,k-1 fournit la factorisation non ambiqué

. (201 (=11 [>2] [2k]
®ok = %00 20 %110 2 %50 [ ¥k
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soit en passant aux séries génératrices :
- k (201 =211 [2k]
Ho,k(Z) = gy e oy 2 HO,O Hl,l cee Hk,k .
L'énoncé découle immédiatement du remplacement des HEZQJ par leurs expressions

JsJ
données par Ta proposition précédente.

Des considérations élémentaires de symétrie montrent pour Tes Hk 0(z) 1'expres-
’

sion générale
~ 0102... O'k
Hk O(Z) T oo o o}
'Y 0 1-.- k"l t]
Ces résultats donnent la forme des séries génératrices des "passages & niveau".
Soit ka n le nombre d'opérations de type « effectuées & niveau k dans
b

1'ensemble des histoires de longueur n, (du niveau 0 au niveau O0). Les séries

génératrices correspondantes vérifient les égalités :

NA(2) = gg% NA 2" = oz By (2) By o(2)
n_

NS, (z) = ég% NS) nZ = o2 Ho,k(z) Hk-l,o(z)

NQ,(z) = gg% NOy 2" = %2 By ((2) B o(2).

On pose enfin N, = 3 No, . et 1'ona:
W >

k,n

n_
N (2) = gg; N nZ = Ho i (2) Hy o(2)-
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2. LES STRUCTURES CLASSIQUES : DENOMBREMENTS.

Comme nous 1'avons d&ja dit dans 1'introduction, le théoréme d'équivalence
trés général de la section précédente ouvre aux histoires de fichiers 1'accés d la
théorie classique des fractions continues. Les sources les plus riches de dévelop-
pement en fractions continues de séries entiéres sont
- les équations fonctionnelles
- les formules d'addition correspondant au théoréme de Stieltjes-Rogers,
Ainsi reprenant un exemple di a [Polya ; 19371, si Q, désigne le nombre d'isoméres
de structure sans carbone asym&rique de 1'alcool CnH2n+1OH, la série génératrice
Q(z) == ann vérifie 1'équation fonctionnelle

Q(x) = 1+xq(x) Q(x) 3
il s'ensuit la fraction continue

Q(x) = L

X

X
1-—3

1-=—
Nous utilisons ici les deux méthodes -é&quations fonctionnelles, formules d'addi-
tion- pour retrouver par 1'algébre les dénombrements d'histoires de fichiers et
relatifs aux structures classiques de dictionnaires, listes linéaires, files de
priorité et tables de symboles obtenus initialement par Francon et Viennot au
moyen de correspondances géométriques.
Nous effectuons ensuite le calcul des séries génératrices d'histoires de hauteur
bornées dans le cas de ces mémes structures informatiques : i1 s'agit d'identi-
fier les polynémes qui apparaissent en numérateur et dénominateur, et 1'on voit
apparaitre les polyndmes classiques de 1'analyse : polyndmes de Laguerre,
Hermite, Meixner, Poisson-Charlier ... . Cette coincidence n'est pas pour surpren-
dre, car 1'on sait que ces polyndmes sont historiquement apparus dans les réduites
de fractions simples et ce n'est qu'ultérieurement que les définitions algébriques
(récurrence & trois termes) ont &té remplacées par des définitions Tiées & 1'ex-

pression analytique de relations d'orthogonalité. Ces relations d'orthogonalité,
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sous leur aspect algébrique, sont utilisées & Ta section suivante pour le calcul
des colits intégrés. Nous terminons en donnant toujours dans le cas des struc-
tures informatiques classiques, 1'expression des séries génératrices d'histoires

relatives & une population bornée.

Soit ZH(z) la série génératrice des histoires de type ¢ . Le théoréme 1
appliqué aux 5 structures informatiques de base décrites plus haut, montre pour
r = dictionnaire ; file de priorité ; table de symbole ; Tiste linéaire ; pile ;

les égalités :

H(z) = 12 > H(z) = --———;7?——_
1-1z- Z 1- 4
52,2 272
1-3z- 4 1- <2
3222 322
1-5z-=% 1-
TS 1
H(z) = — Lhz) = ;é -
- Z _ z
1-0.z 5 1 5
22 272 -
1-1z- 5 1- >
1-22-32 1-32
PILE 1
H(z) = 5
1- z
1- z
1 - =

Les séries correspondant aux dictionnaires et files de priorité sont un cas
particulier de la fraction continue de Gauss qui exprime le rapport de deux
séries hypergéométriques contigués.
Définissons la série hypergéométrique par
o(a,bs;z) =1+ab f%-+a(a+1)b(b+1) %?-+a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2) %; + oo,
elle vérifie trivialement 1'équation fonctionnelle
Q(a,bsz) =qa(a,b+l;2) - aza(a+l,b+l;z).

Ainsi, en divisant par @(a,b+1l;z), 1'on met cette relation sous Ta forme
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Q(a,b+lsz) _ 1

Q(a,b3z) 1-az g(a;fzgilii >

ce qui par itération conduit & la fraction continue
(a,b+l,z) 1

o(a,b,z) 4 az :
1- (b+)z

a+l)z
1- _(b+%)z

1-

La substitution a »% 3 b0 3 2z +222 conduit a la fraction continue des files

de prioritée :

FP 1
H(2) = ——Tz— - a(3.1522%).
T2
1- 3z2

(On a effectué la simplification q(a,0,z) = 1).

FP

On tire de 13 le dénombrement explicite K n = 1.3.5...(2n-1).

2
La substitution a -1 ; b0, conduit au développement en fraction continue

a(l,132) = niz" = ——llz—— 3
nzo l-—
1-
z
1-—5

1-=£
la contraction de cette fraction continue (cf. [Perron ;1954_ p. 40) conduit

a 1'égaliteé

o(1,1,2) =

1°z
1-1z-

Lo 3 2222

- Z——.—-—

ol Ta fraction continue (déja connue d'Euler) est identique & celle qui est rela-

tive aux dictionnaires. En résumé :

THEOREME ZA. Les séries génératrices d'histoives de dictionnaire et file

de priorité s'expriment sous forme hypergéométrique par

FP 1 DICT

H(z) = 9(2,0;222) 3 H(z) = o(1,1,2),

ce qui équivaut aux dénombrements
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FPH DICT

n = 1.3.5...(2n-1) ; H =nl .4

2 n
L'identification des fractions continues relatives aux listes linéaires et
tables de symboles s'effectue gréce au théoréme d'addition de Stieltjes-

Rogers (cf. [Wall ; 19477 p.203).

THEOREME D'ADDITION (Stieltjes-Rogers).

Soit f ume série qui admet la formule d'addition f(xty) = Zwkf(x)f(y)
k=0

ou fk(x) est de la forme
K (Kl 2
K Pk (o * Fiokaa (e * o0 o

alors, la transformée de Laplace-Borel formelle Tde f posséde un développe—

ment en fraction continue

Je-tf(tz)dt= 1 >
0 2z
1-x z- 5
1-x Z-)LZ-Z——
] tout §20 ¢ Agq e op wi=f . o -f
ot powr tout JER M Tt T OfP TNy Ty
J

L'application de ce théoréme & la fonction sec z=

o5 3 est immédiate. En effet

1 _ 1 _ 1 1
cos{x+y) ~ coS X cos y-sin x siny cos x cos y I-tgxtgy

k k
= Z(sec x.tgkx)(sec y.tgky) = Z(k!)z(secx%,—x)(secy%fx ).
k=0 on k=0 ' :

. N . s z =
Ainsi, en notant E2n le coefficient de o dans le développement de Taylor

sec(x+y) =

de sec z (les nombres E2n sont appelés nombres d'Euler ou nombres sécants)
obtient-on 1'égalité :

2n 1
2B 2 s s
& 2n 2.2

fraction continue qui est celle des listes Tinéaires.

n
La transformée de Laplace-Borel formelle de la série f(z)=zfanTr est par
définition f‘(z) =z fnzn. Par commodité nous utilisons 1'expression ana-
lytique pour dénoter la transformation formelle.
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z -
Considérons maintenant 1a série f(z) =e® -1-z dont le développement de Taylor

définit les nombres de Bell 2-associés, Bn (cf. CComtet ; 19701) :

n
f(z) = ¢ B ﬁT . La série f(z) vérifie Ta formule d'addition :

) - eex-l-x eey-l-y o(eF-1)(e¥-1)

f(x+y

soit en développant en série la derniére exponentielle :

X_q_ X_q1k Y_1_y (Y_11K
Flxry) = 3 k1 e 17X LQ—E%l— e Ly LE-E%J— .

k=0
Ceci conduit & Ta fraction continue :
n _ 1
gg% an ) 122 |
= 1-0z- 5
1-1z- 2z
3 2
1-2z-—

qui est celle des tables de symboles.

THEOREME ZB. Les séries génératrices exponentielles d'histolres de liste

linéaire et tables de symboles ont les expressions
L, z&n TS, 2" _ ef-1-z
> "H w=secz; 3. H 5=e ;
&, en(@n)l &s  “noal
sott pour les dénombrements correspondants :

LL _ TS, _
Hon = Epp et Hp = By
ou E2n est le 2n— iéme nombre d'Euler et Bn est le n—iéme nombre de Bell

0

2-agssocté.

Les dénombrements relatifs aux dictionnaires, files de priorité et listes
1inéaires ont &té obtenus de maniére trés différente par [Francon, Viennot ; 1979]
et [Francon ; 19781 . |
Le cas des histoires de pile ~-qu'on sait d'ailleurs en bijection naturelle avec

les arbres- est trivial : la fraction continue relative & cette structure :

1
Hz)= —=5—
1_ Z
1-2—
vérifie 1'équation fonctionnelle C(z) =-——%———-, ce qui donne la valeur

1-z7C(z)
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PILE, . L
2n " n+l

2n
n

C(z) = ; soit, comme i1 est attendu, 1'égalité ).

1-/i-472

222

Remarque : Le théoréme ZA peut aussi s'obtenir comme conséquence des formules
2

d'additions relatives aux fonctions T%E et e /2.

2.2. Histoires de hauteur bornée.

A chaque type de structure correspond une fraction continue qui exprime
la série génératrice H(z) des histoires. Les réduites de la fraction continue
font apparaitre deux familles de polyndmes numérateurs et dénominateurs. Dans
Tes cas que nous considérons, les polyndmes dénominateurs ont des expressions
plus compactes que Tes polynSmes numérateurs qui s'en déduisent par convolution.
L'interprétation combinatoire montre pour la série Ho,k(z) la propriété :
va](Ho,k(z)) = k,
qui traduit la nécessité d'au moins k &tapes pour atteindre la hauteur k.

Reprenant 1'expression de H0 k(z) obtenue & 1a section précédente

0,k(2) = W(Qk-l(z) H(z) - P _4(2))s
on voit qu'ainsi :

valrQ, _,(2) H(z) - Pk-l(z)] = 2k.
Comme,d'autre part, le degré de P _; vérifie :

deg Pk_l(z)Ask-l,

on en déduit que le polynbme Pk-l(z) coincide avec les k premiers termes
de Ta série Qk—l(z) H(z). Ainsi, avec les opérateurs d'effacement Em définis
sur C[[z]l] par
Em(zn) =0 si n>m; Em(Z") =z" si n<m
et &tendus par linéarité, 1'on a (en décalant les indices)
Pk(Z) = Ek_l(Qk(Z)-H(Z)):
propriété qui permet commodémment de calculer les Pk d partir des Qk'

Nous nous limitons donc dans la suite de cette section a la détermination des

polyndmes dénominateurs Qk' Dans chacun des cas classiques, la récurrence sur ces
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polyndmes conduit d une équation aux dérivées partielles sur la série généra-
trice exponentielle. L'&quation s'avére & variables séparables et se résout
par les méthodes classiques.
Pour chaque famille {Qk}, on considére la sér;e génératrice

t

K(z,t) =
(z t) kg Qk-l(z) )

ainsi que les polyndmes "réciproques” et leur série génératrice
Y

Gk-l(z) = szk-l (%)

k
v t 1
Kz.t) =20 1(2) 5=kl t).
Nous renvoyons par exemple & [Siegﬁ ;19391 et ([Chihara ; 19781 pour la

présentation des familles classiques de polyndmes orthogonaux.

Dictionnaires et polyndmes de Laguerre.

Le calcul des premiéres réduites montre les valeurs

2
[07 1 [ 1-3z (2] 1-824117
H-"z) =q5 5 B (2) = s B2 (z) = ————=—=5"—3
z 1-42427 1-92+182%-62

Les polyndmes dénominateurs vérifient la récurrence
Q(2) = (1-(2k+1)z) Q_;(2) - kzzZQk_z(z) 3 0_1(2) =15 04(2) = 1-z,

ce qui se traduit pour la série génératrice K par 1'équation

3K(§%t1 (1+ tz)2 = X(z,t) (1—z—t22).

De 13, en intégrant
K(z,t) = c(z) - %(1+tz)'1- In{1+tz).

Les conditions initiales montrent que la constante d'intégration c(z) vaut
% , et finalement

n K{z,t) = =t - In{1l+tz)

K(z,t) = Tf%i exp T%TE

K(z,t) = T%f exp z T£f .
Les polynémes Qk sont donc identiques aux polynfmes de Laguerre, et 1'on a
1'expression close

m! _k

(D" )= 2 (DL

O<ks<my
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Files de priorité et polyndmes d'Hermite.

Les premiéres réduites ont pour valeur
2
[0l r13 1 [21 1-2z r31 1-5z
H-" (z) =1 ;5 U (z) = —3 ; H (z) = o I H (z)=-———§—-— 3
1-z 1-3z 1-627+3z
la récurrence de base et 1'équation de K sont respectivement

0 (2) = Q_q(2) - k2% Q_,(2)

§ﬁ£§%il = K(z,t)(l-zzt).

2

Soit finalement :

2,2 A 2
K(z,t) = et/ oy K(z,t) = 2t t/2,

Les polynémes 0§, sont ainsi identiques aux polyndmes d'Hermite, et possédent
k

la forme explicite :

k m! m-2k
- P .
b-1(2) 05223 (1) Fer(makyt

Tables de symboles et polyndmes de Poisson-Charlier.

Les premiéres réduites sont

[o] [13 1-z [2] 1-3z
H-"-(z) =1 ; H- " (2) = =5 H-"(z) = 57
l-z-z2 1-3z+22+22

et 1a récurrence de base sur les polyndmes Qk s'écrit
Q(2) = (1-kz) Q_y(2) - k2% Q_,(2),
d'o 1'équation :
2&%%;3) = K(z,t)(l-zzt) + zt aﬁ%ﬁle .

On en déduit les expressions :

1+l)

e'Zt(1+zt)( z

K(z,t)
(1+z2)

K(z,t) e_t(1+t) = (1+'c)e_t (1+t)%.

Le développement de K(z-1,t) fournit pour les polynSmes § 1'expression

(-1)" 8, _4(z-1) Z;Egé-l)k(ﬁ) 2(z-1)(z-2)...(z-k+1).

Ainsi 3 un décalage de la variable prés, les polyndmes { sont identiques aux

polyndmes de Poisson-Charlier.
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Listes 1inéaires et polyndmes de Meixner.

Les premiéres réduites ont ici pour valeur
2
rel _, ., r11_ 31 . .r21 _ 1-4z% 037 _ _1-13z"
H _]_,H -___.?,H _———Z’H = 2+gz_

2

1-z 1-5z 1-14z
La récurrence de base et 1'équation donnant K sont
2.2
Qk(z) =Qk_1(z) -k"z Qk-Z(Z)' ‘

Cette récurrence fournit lorsqu'on en multiplie les termes par ET , aprés

sommation, 1'@quation
aKg;Et) _ (l-zzt)K(z,t)- 2242 aK(gét) ,
d'oll en intégrant

K(z,t) = -——;———,exp(% arc tg zt) ;

»’1+22t2

R(z,t) = — exp(z arc tg t).

1+t

%)

Ces polynomes Qk(z) sont connus sous le nom de polynfmes de Meixner et sont

relids aux polyndmes de Mittag-Leffler (cf. [Flajolet ; 19781).

THEOREME 2°. Pour les quatre structures classiques — dictionnaires,
files de priorité, listes linéaires et tables de symboles, la série génératrice
des histoires de hauteur bormée est ratiomnelle.les polyndmes dénominateurs réeci—
proques Qk ont une série génératrice exponentielle de la forme
K(z,t) = a(t) exp z b(t),

o les fonctions a et b sont domnées par la table

a(t) b(t)

1 t
DICT e It

?
Fp e t/2 t
LL ,l_, arc tg t

x/1+t2

TS (1+t)et n(1+t) .0
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Le type de donnée pile conduit, comme on le voit d'aprés le résultats

du chapitre I, & 1'apparition des polynbmes de Fibonacci (Tchebycheff).

J. Frangon [1978] a également posé le probléme de 1'analyse de colits de
suites d'opérations, lorsque les clefs sont prises dans un ensemble de référence
fini. Ces histoires sont dites histoires relatives & une population bornée. Par
la suite Te symbole N désigne Ta taille de cet ensemble de référence. Nous
résolvons ici le probléme de 1a détermination des nombres d'histoires (ou de
leurs séries génératrices) dans le cas des dictionnaires, files de priorité et
liste linéaire.

ZHQN/

Pour un type de donnée : , on désigne par Te nombre d'histoires de type

r lorsque la population est 1imitée a une taille N fixée.

Files de priorité sur population bornée.

Ce cas correspond & une fonction de possibilité

pos{(A ; k) = N-k ; pos(Ss;k) =13 pos{Q;k) =0,
et les opérations sur un fichier de taille supérieure @ N sont impossibles.
La fonction de possibilité traduit le fait qu'une adjonction dans un fichier de
taille k, ne peut porter que sur les N-k é&léments de Ta population de réfé-
rence non compris dans le fichier. Ainsi, dans ce cas, a-t-on pour la série géné-

ratrice 1'expression :

/N/ - 1
H W (z) = >
1 - Nz
1 - (N—l)z2
2
] - 0-2)z
1-22
Le calcul des premiéres valeurs montre
2 2
/0/ /1/ 1. ./2/ 1-2 /3/ 1-3z
WP (2) =15 W iiz) = =5 s W (2) = =K s 0 (2) = —F— .
1-z 1-32 1-62%+32"

Cette fraction rationnelle est obtenue par “"renversement" de 1a N-iéme réduite
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de 1a fraction continue des files de priorité (sur ensemble de clefs infini).
Les renversées s'expriment, de maniére générale, au moyen des mémes familles de

{P,}, {0} que Tes fractions d'origine. On le vérifie ici en remarquant que
H/N+1/(Z) 1

w28V ()
d'ol, pour tout N, 1’'expression
y-1(2)
V() = T on ay(2) = Q) - e g p(2).

Ainsi les polyndmes qui apparaissent sont identiques aux variantes élémentaires des

polynfmes d'Hermite des files de priorité ordinaire ; leur série génératrice

N

vaut z: t
Quo1(2) §7 =
N>0 N-1 NI

et-zzt2/2 .

Listes Tinéaires sur une population bornée.

Ici 1a fonction de possiblité vaut
pos{A; k) = N-k ; pos(S;k) = k ; pos(Q;k) =0,
d'ol 1'expression
H/N/(z) - 1
N1z
2
1 - (N-1)22
1- Z(N-l)zé
1 - lsz

2
1 -

Cette fraction est reliée a certaines fractions continues calculées par Stieltjes
et Rogers. Le point de départ est la formule d'addition de (ch x)N

chN(x+y) =(chxchy+ shxsh y)N = cth chNy E (E)thkx thky

k
= 3 (L.2..k) N1 (ko) ch X eply B
O<k<h : '

La fraction correspondante est exactement celle des 1istes Tinéaires sur popula-
tion bornée, de sorte qu'avec le théoréme de Stieltjes-Rogers :

H/N/(z) = J e teh t z)th.
0

La série génératrice exponentielle des histoires vaut ainsi R/N/(z) = cth.

Le calcul de 1a transformée de Laplace conduit & Ta décomposition en éléments
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X -
simples de H/™(z). En effet en developpant ch x = E_i%__ :
N
IN/ 1 {” Ny JZt(N-23)y <ty o 15D (i)
H (z)=—J(}:(.)e Yo tdt = —(T%'T"
2N 03 J 2N j 1 J)z
puisqu'on a 1'égalité
“ gzt -t . 1
{Oe e dt"l-az‘

Ceci montre pour le nombre d'histoires Ta valeur

/NS _ 1 N N
= N ? (3) (29"

Dictionnaires sur population bornée.

La fonction de possibilité correspondante est
pos(A; k) = N-k ; pos(S;k) = k 3 pos(QJr s k) = k 5 pos(Q; k) = (N-k).

La série génératrice des histoires admet donc le développement en fraction continue
WV (z) = 1
N.1z
2
1-Nz- (N-1)2z

2

1-Nz-

1.Nz2
1-Nz

Par rapport aux listes linéaires, cette fraction est obtenue en décalant de la

1-Nz-

constante N les coefficients correspondant aux possibilités d'interrogation.

Ces cas se traitent par le Temme suivant, dit lemme d'insertion des paliers.

LEMME. Etant dommés deux systémes L et T dont les fonctions de possi-

bilités Zpos et Tpos vérifient les relations

TpoS(Q s k) = Zpos(S s k) +2

Tpos(A s k) = Epos(A 3 k) s Tpos(S 3 k) = Zpos(S 3 k)
pour une certaine constante entiére A, alors les séries génératrices d'histoires
vérifient la relation

== ;

H(z) = L
1-az 1-xz

les séries génératrices exponentielles correspondantes Tf(z) et Ef(z) vérifient

f(z) = e*%. If(z2).
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Preuve : Ces deux égalités sont la traduction au niveau des séries

génératrices de la relation

T k

Ho= 3 (D) BH a"K,
" o<ksn k k
laquelle représente la décomposition des histoires de type T selon le nombre

de paliers de type A .

L'application de ce lemme & la fraction des histoires de dictionnaire sur popu-

lation bornée est immédiate & partir du résyltat précédent ; on en déduit 1'ex-

pression N N
(3) (3)
= L ______;L____ -
WV (z2) 'ZN 2 N Tk
J 1-(N- 23)1 Nz
dron = oV = o N 2?
- /N/ e22+1 N
Notons également 1a valeur de 1a série génératrice exponentielle H' ™/ (z)= (——7——) :

~

THEOREME ZD. Les séries génératrices des histoires relatives d une popula-
tion de taille N  ont pour expression
() dans le cas des files de priorité

Qy-1(2)
WV () < NNl

ou les polyndmes Q sont les variantes élémentaires

N t-2%%2
des polyndmes d'Hermite de série génératrice . QN-].(Z) NT=e .
N=0- :
(i7) dans le cas des Zistes linéaires :
H/N/(z) = 2 (N ; 2 o ce qw, correspond d la série génératrice
. 2" : N 2"
exponentielle an i (ch z)
(127) dans le cas des dictionnaires :
H/N/(Z = Z 173 )X ce qui correspond 4 la série génératrice exponer—
ZX N 2
riette (25" o

Remarque : On peut également dans les deux derniers cas opérer directement

sur la formule d'addition sous-jacente & Ta fraction continue en observant que

si une fonction f(x) vérifie la formule d'addition

fx+y) = 2w, T fL(y),
{x+y) e k k(X) k('Y)

alors la fonction exxf(x) vérifie trivialement
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! OMe(uy) = T w001 )
k=0

Nous verrons, au chapitre suivant, que les fonctions fk qui apparaissent dans

les formules d'addition ne sont autres que les séries génératrices exponentielles
des histoires terminant & hauteur k (ce & un facteur multiplicatif Qg q
prés). De la sorte on obtient les expressions suivantes de ces séries génératrices :

- dans Tle cas des listes Tinéaires :
n

N N k
ZOHokn'%=(k)chxthx
n> T :
- dans Te cas des dictionnaires :
n 2x,. N
Ny ;e "+1 k
ZHo,k,nr%=(k)( =) th'x.

n=0
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3. TRANSFORMATIONS INTEGRALES ASSOCIEES AUX STRUCTURES DE DONNEES.

On sait que se trouve associé & chaque série entiére un produit scalaire
étroitement 1ié au développement en fraction continue de Ta série. On montre notam-
ment que les polyndmes dénominateurs des réduites de la fraction sont orthogonaux
vis-&-vis de ce produit.

Ce produit scalaire est défini algébriquement & partir des coefficients de la série
de départ, mais 1'on peut -c'est le probléme des moments- en rechercher une représen-
tation analytique sous la forme

< f,g > = J f(x) g(x) da(x), pour un certain intervalle I
et une certaine mesure da.I
Nous n'utilisons ici que Tes propriétés algébriques des relations d'orthogonalité.

Ces relations sont appliquées aux séries et aux polyndmes associés aux types
de données classiques - dictionnaire, file de priorité ... -. Dans chaque cas les
polynémes ont une série génératrice de forme particuliére

a(t) exp z b(t).
Les polyndmes orthogonaux de ce type constituent Ta classification de Meixner
des polyndmes orthogonaux.

On montre pour chaque structure : : dictionnaire, file de priorité...,
le résultat suivant : i1 existe une transformation intégrale L qui transforme
la série génératrice c(u) des colts unitaires d'un algorithme, en la série
exponentielle R(z) des cofits intégrés du méme algorithme ; c'est-a-dire qu'on
a 1'égalité

" R(z) = %f(c(u) 3 2).
De surcroit 1a nature relativement simple des transformées permet le calcul

explicite des colts intégrés de bon nombre d'algorithmes pratiquement utilisés,
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3.1. Relations_d'orthogonalité ; classification_de Meixner_des_polynBmes

[AS-SA-S N SLE I I 4L - 4L AP PPN NP N R R R e R R S R

Etant donnée la fraction continue de type J :

1
A 012
1-%x7- 0-1
0 2
Gldzz
1-x,- - -
1 0n0qZ
2°3
1-%yz - 55—
5 +

associée & un type de donnée’ . I1 Tui correspond les deux familles de polyndmes

{Pk} et {Qk}, ainsi que Te développement en série entiére
H(z) = 3 H 2"
nz0 "
On définit sur 1'ensemble des polyndmes & coefficients complexes, une forme

Tinéaire associée & la suite des nombres Hn (donc & la série, ou encore & la

fraction), notée < >y ou simpiement < > :
n

<X > = Hn 3 <ap(x) + bq(x)> = a<p(x)> +b<q(x)> pour a,beC et p,geClx1.

Cette forme linédaire permet & son tour de définir une forme bilinéaire notée
< | >y ou simplement < | > :

<p(x)[a(x)> = <p(x).q(x)> ,
forme qui est Ta composée de la forme linéaire < > et du produit d'algébre

de Crx].

PROPOSITION. SoZent Qk les polyndmes réciproques des polyndmes Qk,

k+1

e'est~a-dire Qk(x) = X Qk(i) . Les polyndmes Qk vérifient les relations

d'orthogonalité :

<X2|Qk_1(x)> 0 pour 0<o<k

<Xk|Qk_1(X)> Al e e Oy | TpO - T

Preuve : Rappelons que le polynbme Qk-l a degré k exactement.

On a vu & la section précédente 1'égalité

Les développements qui suivent valent clairement pour toute J-fraction.
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o () = === [0, _1(2) H(z) ~P,_;(2)7 .

0102. . .Okz
D'aprds 1'origine combinatoire du probléme, on sait que
Va](Ho,k) =k,

8galité déja rencontrée qui exprime que toute histoire de 0 & k a longueur
2 k (le résultat s'obtient aussi simplement par le calcul).

- J B =50 J i
Posons Qk_l(x) = § Qk—l,j xY et Qk_l(x) = I Qk-l,j x* . Le calcul du produit
scalaire <Qk_1(x)|x2> montre les &galités :

Ty (> = 2 By By g 5= PSS W coefF(x* 3 1 (OH(X))

L
J 2

0105+ -0 coeff{x" ; Ho,k(x))'

En vertu de la remarque ci-dessus concernant va1(H0 k(x)), et de la valeur

Ho,k,k =00 Oy g5 ON déduit immédiatement 1'énoncé de la proposition.

Le raisonnement montre encore :

PROPOSITION. Le nombre d'histoires finissant & hauteur K et ayant

longueur n vaut

n=
fokon = 3oy, X Q%1 - o
De maniére analogue :

PROPOSITION. Le nombre d'histoires commengant & hauteur k , finissant

4 hauteur L , et ayant longueur N vaut

H - 1
Ko2sn @0y -Qy_ 1 T10p---0)

<6k_1(x) ag_l(x) xn> < a

Meixner a montré ([Meixner ; 19341, {Chihara ; 19781) qu'il existe seule-
ment cinq familles de polyndmes orthogonaux dont la série génératrice exponentielle
est de la forme a(t) exp x b(t). Nous avons rencontré jusqu'ici les familles
de Laguerre, Hermite, Char1ier.et Meixner (dits de premier type). La combinaison

des relations d'orthogonalité générales et des propriétés particuliéres des poly-
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ndmes de Meixner permet de démontrer :

THEOREME 3A. Pour des suites de références w, ,  dépendant du type
2

de donnée, les séries génératrices triples d'histoires :

IH w ukv£ EE = E(u,v,2)
ky2,on "k, nl 7oV

ont des expressions données par le tableau suivant :

g (usv,z)

()
1

DICT 1-z(14+u) (1+v) - uv 1
22/2 Zutuv+vz 1

FP e e a

1

LL (1-uv)cos z-(u+v)sinz 1
TS ee2(1+u)(1+v)-z-u-v-1 i i%

Preuve : On considére les quatre structures classiques de 1'énoncé pour
Tesquelles les polyndmes Qk ont une série génératrice de la forme
_ k
K(,t) = £ 8 (x) g = a(t) exp(x b(t)).

On calcule d'abord les séries génératrices

k 2N
0,ksn Yo, kY nl -

Pour cela on évalue de deux maniéres différentes le produit scalaire

¥(v,z) =£(0,v,z) = £ H

<K(x,s)|K(x,t)> produit portant sur la variable x.

Formellement, i1 vient :

(1) en utilisant Tes relations d'orthogonalité :
- - J — - k, k
t st
K(8) KX, )> = < 2 04 (x) il UL I k—l(x)’Qk-l(x)>(k,)2
QA 0qeeely 9 G105...0
) 1 k-1 % 2 kkek _ a(st)
k (k)

R S R R
(k1)2

avec q(y) ==
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(ii) en uytilisant 1a forme de type Meixner de K(x,t) :
<K(x,8) |K{x,t) >=<K(x,s) | a(t) exp(x b(t)) >=<K(x,s) | a(t) 5;539%§13 N
n
a(t)e 2(x) i—tl?"n—b%ﬂ
a(t) k§]<ok_1<x)|x">i—f b—‘%?—n
a(t) k?% Ho,k,n il;i%fk sk Qi%%f '

En comparant ces deux expressions, 1'on obtient une certaine série génératrice des

H sous la forme :
Oqe..0 n [ s PIIREN ¢ Tqe+.0
1 k _k b(t) 01 k-1 "1 k _k.k
a(t) 2 H s — =2 st¢ .
K 0,k,n k! n! - (k!)2

Dans le cas de la classification de Meixner, la valuation de 1a série b(t)

0,k,n

est 8gale & 1 ; de Ta sorte, on peut définir un inverse de b vis-d-vis de la

composition, soit B, tel gue

B{b(t}) = t,
et 1'on a, en posant b(t)=z, t = g(z) :
S Hogon e sk 4= o ats aa)
0,k,n k! n! 7 a(p(z :

k,n
Dans les cas que nous considérons, @(y) vaut soit i%§ (dictionnaires, listes

linéaires) soit ey (files de priorité, tables de symbole). Par ailleurs, la
série g(z) posséde dans chaque cas une expression explicite, donnée par la table

suivante

DICT FP LL TS

z tg z eZ-1

Ainsi :
PROPOSITION. Les séries génératrices des histoires finissant & niveau k

et de longueur n

g n

~ _ v

:<O,V,Z) = . nz):() HO’Q’n mo,l £l
, N>

3N

ont des expressions données par la table suivante
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£(0,v,z)
1
DICT T2-vz
Ep e22/2+zv
1

LL cosz-vsinz

z
TS e (14v)-z-v-1

- O

Ce calcul se généralise & la détermination de la série triple =(u,v,z). On

part de la relation
_ 1 - - n
Hk,l,n - ao...ak_l 01...o'k <Qk—1(x) Ql_l(x)x >

et 1'on exprime de deux maniéres différentes la forme triple

<K(x,t) K(x,u) K(x,v)>.
En développant la forme de Meixner de K(x,t), et en utilisant la définition de
K(x,u) et K(x,v), on obtient :

k f n
<K(x,t) K(xsu) K(xv) >= a(t) T <Q_(x) Q,_;(x)x"> iy % L

En développant par contre les formes de Meixner de K(x,t), K(x,u} et K(x,v) :
<K(x,t) K(xsu) K(x,v) >= a(u) a(v) a(w) <eX(P{t)+0(u)+b(v))

Ainsi & posséde-t-il la forme

a(u) a(v)
g(u,v,z) =
a(R(z+b(u)+b(v)))
ceci conduit aprés calcul simple & 1'énoncé du théoréme.

Les résultats de cette section sont résumés par les transformations inté-

+

grales qui relient séries génératrices de colts unitaires' et séries génératrices

de coiits intégrés.

-f.
Nous nous plagons pour 1'énoncé du résultat dans 1'hypothése simplifica-

trice ol les colits d'opérations sont indépendants de la nature des opé-
rations. Nous verrons par la suite qu'on peut soit se ramener 3 ce cas,
soit disposer, pour chaque opération, d'une transformation intégrale par-
ticuliére.



THEOREME 3. Soit

Ck représente le colit d'une opération effectuée

série génératrice des coiits unitaires

de référence qui dépend de

tielle des cofits intégrés
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{Ck}kzo

'Y

a niveau k .

=§:Ck w U

la structure (wk—l ou w = k') La série exponen

n+1

R(z) ZK —)— est reliée a

tatres C(u) par une transformation intégrale

k(z)

L(C{u) ;5 z),

ol la transformation & est donnée par la table suivante

une famille de cofits unitaires d'opérations :

ou {mk} est une suite

la série des coiits uni-

Ed “k
2
) (55)
-z
0 ; 2
/(1) ((55) -w
2
2 z°/4
FP e? /ZJ e7Vc(u) /2%-4u du 4
0 1
2
2 tg% d
u
LL Tos 3 JO C{u) // 1
(1-u) tg z- 4u
Z/2 .\2
Z_5-1 (e "7-1)
TS 2 * ZIJ Ueu)—=—— | §
/ z 2 X :
0 (e +1-u)"-4uz
Preuve : On part de la définition des colts intégrés,
K = C, N = > C H . H ..
2o B Men Ko K 0sKd a0,
Au niveau des séries génératrices :
K(z) = 2 K, 2"= 32 ¢ Ho o (2) H (2)
>0 ck§° kc 0,k k,0
172" "k 2
=2C (Hy (2))7.
Ko kaoul...uk_l 0,k
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On a vu plus haut qu'une certaine série génératrice exponentielle par rapport

ad n des H s'exprimait sous la forme
n
k z _ 1
2 MoLkan B0,k 5 AT T &z US E(2))-

0,ksn

Ainsi la dépendance en s est elle trés simple, et en utilisant la définition de

Q, l'ona:

0.k = kT a(e(z) -

La série génératrice exponentielle Ho K posséde donc une forme particuliére,
s

naot .o
-~ zZ 17 ""k-~-1 s(z)
H (2)=2 Hy oo

alors que la série ordinaire (de rayon de convergence nul) ne se raméne a aucune
fonction classique. On recherche donc une expression pour la série .génératrice
exponentielle des Kn’ en 1'occurrence la série

n+1

k(z) =2 K n+1).

La transformation de Laplace-Borel fait passer des séries génératrices exponen-
tielles aux séries génératrices ordinaires ; 1'on applique ainsi une transforma-
tion de Laplace inverse a la définition de K(z), en utilisant les expressions des
Ho,k(z) (1'usage que nous faisons de la transformation de Laplace est purement

formel, et ce n'est que par commodité que nous utilisons la notation intégrale

usuelle).
x" 5 x" ‘
LEMME. Sotent A(x) = 2 a, 77 et B(x) = 2 b I deux séries géné
n! n nl
n=o n=o0
ratrices exponentielles ; le produit de convolution formel
L n+l
P(x) = (A«B)(x) =, 3 (2 a3b,5) thrmy
def nso i 1 n-i (n+D)!

s'exprime par 1'intégrale

R ¥
B(x) = JO A(x-1) B(z) dr

Preuve : I1 s'agit du Temme c]assiqué qui exprime que la transformée de
Laplace d'un produit de convolution est le produit de Cauchy des transformées
des facteurs. La propriété est algébrique, comme le montre la preuve. On part de
1'intégrale :

X . X agb, nom
I= JO A(x-t) B(1) dr = n%m J'O a1 (x-1)7 1 de
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b
1= S Jx(l)k nm()nkm+k =2a

Tm!
n,m,k>0 /0 nim: n,m=0

+m+12 -1 (E)

n|ml

Or le calcul des différences de 1a fonction X%T montre 1'identité

n
n-k (k) _ (-1)n n!
x+k+1 = (x+1)(x+2)...(x+n+l *

A" 1—1)-( =3 (-1)

Le remplacement de x par m dans 1'égalité donnant I conduit au résultat :
5 tn+m+1 .
I= ab —————r = (AxB)(x). O
nomzo MM n+m+1!

L'application de ce Temme & R(z) qui vaut

. 0109+ - R
TR ﬁ fou o) (2
conduit, étant donnée 1'expression des ﬂ d la suite d'égalités :

~

—
N

~—
I

v “*k-1 1 k g )
> C
o k (k' a(e z

_ z B(T)k B(z-t)
- = oo ity it o

k=0

dt

z
Jo ClB(t)B(z-1)1 a(8(x)).a(B(z-=

L*étape suivante consiste, pour chaque structure, & transformer cette intégrale

en une forme plus facilement calculable. Ceci s'obtient par le changement de

variable
= B(1) B(z-7)
dans 1'intégrale donnant k(z) écrite sous la forme

p 2/2 dr
k) =2 [ Cetst) stz sty it

Le calcul utilise les expressions de a et B8 du paragraphe précédent. Nous

commencons par le cas le plus simple des files de priorité.

a. Files de priorité : On part de 1'expression
R rz/2 22 2
R(z) = 2 J C(r(z-1)) e T /2 &7 (271) /2y,
0
le changement de variable u = (z 1) équivaut 3

2 a3
T = % /; 4“ dr = /z ~4u  du,

d'ol finalement 1'expression

2
2 z°/4
p - 22 /2 J ey
0

R(z) C(u) Y2%-4u du.
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b. Dictionnaires : On part encore de la forme intégrale de convolution :
z/2
- _ 7(z-1) dt .
K(z) = 2 jo C((l-r)(l-z+t)) (1-t)(1-z+41) °
1_:_ Zifz'ﬂ) =y - (l-u)12=z(1-u)1+u(1-z) =0.

Les calculs se conduisent simplement si 1'on remarque que les deux racines de
cette équation sont t et z-t : les quantités intervenant dans le changement
de variable s'expriment comme fonctions symétriques &lémentaires de ces racines.

On obtient :

(1) (L-z+r) = 22, P-2fY &
avec A= zz-u(2-z)2. Soit toutes réductions faites
t 2
v 2 C(u) du z
K(z) = 5= I avec t = (5=) .
22 jo /{1-u)(t-u) -z

c. Listes lingaires :

z/2
- dr .
K(z) = 2 fo C(tg T t9(z-) Zorreos(aT

dans le changement de variable u = tgrttg(z-t), tg t et tg(z-t) sont les
racines en 6 de 1'équation
62 - 6tg 2(1-u) +u = 0.

Avec A= (1-u)2tgzz-4u discriminant, i1 vient
1 1-u

= /8(1-u) et C0S T COS{z-1) ¢COS Z °
Ainsi : -
2 [t97 du
K(z) = cos z Cu) ——=—=
0 /(1 -u) tg z- 4u
d. Tables de symboles.

/2 z-
R(z) = 2 Jz ee Tl el Tzl C((e™-1)(e?*T-1))d+
0

-1 T

Posons d'abord v=e® +e ;eT et 27T

sont Tes racines en y de 1'équation

" v-/ -4e

yo-vy+eT =0 et

. d t- 1 /2, t
et 1'on a d—‘;=(e1-e T)=-§»/v—4e,
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Zez/2
R(z) = -2 e 272 J eVC(eZ-v+l) ——

l+e? /V2_4et

On effectue la translation wu =et-v+1 et i1 vient finalement

z/2 442
. z___ . {e”""-1) -u
K(z) = 2 e® Zl[ Clu) —2=2 |
0 //(ez+1-u)2-4eZ
3.4. Prolongements.
(i) Certaines des intégrales apparues dans 1'é&noncé du théoréme sont en

fait des intégrales de convolution :

DICTR(z) = 2 ’C(s) . 1

-Z IR . )
V1- ?
S s s

2 5
Fp 2274 s
R(z) = de ‘C(s) xe /?i 5 .
s=€r

Dans le cas des files de priorité, 1'expression se préte 3 1'évaluation par une
nouvelle transformation de Laplace-Borel :

PPr(z) = |4es(C(s)*eS @)‘ )
s=4r

22

On pose donc s = T et 1'on applique la transformation

BLf(s) ;3 t] = J e™® f(st) dt.
1

R s n+s 22n+1
K(z) vaut K, s 7 et se transforme par B en
nso 2n (2n+15.l .
1,.2 D t
ZF(-)t K = -
2 =0 2n n!

D'autre part, le produit de convolution se transforme en produit de Cauchy, et
1'on obtient avec T série génératrice ordinaire des colts unitaires,
C(x) = ):Ckxk

n
t 1 1 =, t
= = = ().
T ° oy Tt

C . . . . N o, -
THEOREME 3". 1q série génératrice des coiits unitaires .C(X) et la série

by K2n

=S

n
génératrice des coilts intégrés définie par K(t) =t K2n %T sont lides par la

relation
- 1 1 =, t
K1) = = 1t YUr3)
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(i) Les calculs du paragraphe 3.3 reposent sur le fait que les séries expo-
n
nentielles ZZHO K.n ﬁT sont proportionnelles aux puissances d’'une méme foncticn :
n:o :

Zn k
Z:Ho,k,n o7 = A o(2)08(2)17 A eC.

C'est encore le cas des dictionnaires et des listes Tinéaires sur population

bornée, ce bien que les polyndmes associés ne fassent pas partie de la classi-

fication de Meixner. Les piles vérifient une propriété analogue, et 1'on a :

THEOREME 30. (i) Pour le type de donnée pile, la série génératrice des

coiits unitaires C{u)= 2. Ck uk et la série génératrice des cofits intégrés
kzo
K(z) =3 Kn 22n vérifient la relation .
n=0 2 1-/1-47
K(z) =C(z B“(z)) aveec B(z)= — -

(1) Pour les types de domnées liste lindaire et dictilomnaires sur popula-

tion de taille N, la série binbmiale des cofits unitaires C(u) = ZCK(E) uk,

. n+l k>0
et la série exponentielle des coiits intégrés K(z) =t annTl sont lides par la

relation :
217 = ehN, /N ) , L
R(z) =ch"z&’ ""[C{u);z] pour les listes linéaires

. 2x,4 N
K(z) = (e_2+1) :.t:/N/[C(u);z] pour les dictiowiaires,

ou la transformation ;c’/N/ est définie par
2
th®z/2
Jf/N/ [C(u)szl = 2 J C&U) du ‘
0 (L) N(1-u) V(1+u)2th2z-4u

(iii1) 11 existe pour chaque type d'opération (sur structure non bornée)

we {A,5,Q}, une transformation intégrale ~£w qui fait passer des séries génératrices
de coiits unitaires de 1'opération w aux codts intégrés correspondants.

Prenons par exemple o = A (adjonction) ; avec CAk colit d'une adjonction a

niveau k, et KAn le coiit intégré des adjonctions dans 1'ensemble des histoires

de Tongueur n :

KA .= 2. CA o, H , .H .,
n+l K320 k “k "o,k,j 'k,o,n-j

soit au niveau des séries exponentielles :
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n+l

. . .
KA(2) = 2 KA.y ooqy = Eo CAy oy Ho 1 (2) 4 By o(2)-

Les séries f et f s'expriment encore comme puissances d'une méme
0,k k+l,0
série, et il s'introduit ainsi une expression sous forme d'intégrale de type

convolution trés analogue aux précédentes

. Gge O 01044 k k+1
KAlz) = kzzo' A = kAT (a?é%gf) a(é(l)))
Z
- Jo CA(8(t).8(z-1)) a(B(T))%Zf)s(z-r)) d -

Les mémes changements de variable s'appliquent encore, et conduisent dans chaque

cas a une transformation particuliére & 1'opération considérée qui n'est qu'une

variante simple de la transformation associée 3 1'ensemble des opérations.

(11i1) On peut calculer les colts intégrés d'algorithmes, en &valuant, comme 11
est dit en (iii), les colts intégrés de chacune des opérations. On peut aussi
utiliser les relations simples entre {Nk,n} et les {ka’n}. Ainsi pour une
file de priorité, 1'on a :

NS = NA NS + NA

k,n k+l,n k,n ksn =

relations dont 1'interprétation est immédiate.

k,n’
o)
(v) La méme méthode d'analyse développée dans ce chapitre s'applique d tous

les types de structures & fonction de possibilités de la forme

pos{Q;k)=ak+s

pos (Ask-1).pos{S;k)=k(vk+8) a3B,Ys8€R 3
pour celles-ci en effet, les polyndmes associés se raménent d la classification
de Meixner.
C'est ainsi essentiellement & la linéarité des fonctions de possibilités
rencontrées dans les applications informatiques, qu'est due 1'existence de
transformation intéqrales simples exprimant les séries génératrices de coiits

intégrés.
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4. APPLICATIONS

I1 est clair & ce point qu'on dispose d'un mode de calcul effectif des
colits intégrés de toutes les structures stationnaires dont les colits unitaires
possédent des séries génératrices de forme simple. Or, & 1'exception des
files binomiales, Tes codts unitaires des structures usuelles sont des
combinaisons linéaires des fonctions de k suivantes :

2.1, 1 . _ 1 1
1, k, k3 X ®r’ HK =1+ 5 et ’

dont les séries génératrices ont les formes simples :

1 2-x . 1 .1 1 o1 1
(l_x)z'm""l-—x’r - sy e

L
1-x °

Les calculs, parfois fastidieux, se raménent essentiellement 3 des
déterminations de primitives de fonctions &lémentaires -produits de logarithmes
et de fonctions algébriques- puis aux développements en séries de Taylor. Pour
ne pas alourdir la présentation ; nous nous contenterons de reproduire les

tables tirées de [Flajolet, Francon, Vuillemin ; 1979 a et b].

Par ailleurs combinant ces méthodes avec des techniques voisines de
celles de Delange et du chapitre III de ce travail, L. Chéno [1979] a réalisé
1'analyse des files binomiales pour lesquelles il a obtenu 1'expression

des colits intégrés

K2n

———————— = n.log,n + n.I{n) + o(n)
1.3.5...(2n-1) 2 ’

ol I est une fonction oscillante de n qui vérifie I(n) = I(2n).



Linear Lists

. DATA TYPE DATA ORGANISATION CAk CSk CQE CQk
Sorted Tist (k+2)/2 (k+1)/2 (k+1)/2 (k+2)/2
|
Dictionary Unsorted Tist 0 (k+1)/2 (k+1)/2 k
Coe 1. 1
: Binary search tree 2(Hk+1-1) 2(1-+F)hk-3 2(1+ E-)Hk-3 2(Hk+l—1)
Sorted list (k+2)/2 0
Binary search tree 2(Hk+1-1) 0
Priority Queue Binary Tournament Hk+1—1/2 2(Hk-2+1/k)

Pagoda

2(1-1/(k+1))

2(H, -2+1/k)

Binomial queues

LTt (k) -v (k+1)

o(k)+v(k)-1-v(k-1)

List

(k+2)/2

(k+1)/2

Position Tournament

2(Hyq71)

2(1+ %)Hk-3

Table 1 :

des files binomiales, k = 3b.2', v(k) = Bb; et o(K) = FTib2!

Colt évalué en nombre de comparaisons des principales structures stationnaires ; dans le cas

-[91-



number of
comparison

MIX time

ULL SLL BST
1 2 3n 7 n 3n 1 5 2
" Y15 - 15 7T tg 2an L 0(log“n)
3 2 167 13 1 23 2,613 293 1 49 739 2
n +_17n+T+0(ﬁ) 5" +—40—n+74—0—+0(ﬁ) 5 nH 1 - Tg n*t0(log" n)

Table 2 :

Colts intégrés des structures de dictionnaires.

Structure

Integrated Cost

scrted list

binary search tree

binary tournament

pagoda

binomial queue

n{n+5)
6

. cooN=1
2 =)y oy

CLERVIS
2i-1 nt

n? I<i<n il

=n Inn + 0(n)

. L aN=1 .
11>[31(2 —1)H .

ntooo3 )
2i-1 n-1

n? I<i<n j!

=3 nlnn+ 0(n)
2

jdentical to binary search trees

=n 1092 n+n I(n) + 0(n)

L

n-i n
2 -1 1+ 2.-1 } -2n
n-i n
n-i n
5 2 -1 1+5 2°-1 }
n-i n

_9n

Table 3 :

Colts intégrés des files de priorité ; par convention n? = 1.3.5...2n-1.

-891-
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CHAPITRE V

QUELQUES ASPECTS DE LA COMBINATOIRE DES FRACTIONS CONTINUES.

Nous avons montré, au chapitre précédent, un théoréme simple d'équivalence

entre séries génératrices de chemins plans valués apparus alors comme histoires de

structures de données et fractions continues, et nous avons montré comment 1'algébre

sous-jacente permettait de traiter simplement les dénombrements relatifs aux histoi-
res de structures de données.

Nous revenons ici sur ce résultat, en montrant qu'il permet de donner des
preuves combinatoires simples de diverses identités de fractions continues compre-
nant :

- d'une part des résultats généraux de développement en séries entiéres de
fractions continues.

- d'autre part des preuves combinatoires de développements en fractions con-
tinues de séries entiéres divergentes particuliéres.

Ce chapitre montre au plan des généralités que divers travaux de Stieltjes,
Rogers, Touchard et Carlitz ol interviennent les fractions continues sont suscepti-
bles d'un traitement unifié, la combinatoire naturelle des fractions continues étant
celle des chemins plans valués. I1 montre ensuite que les développements en frac-
tions continues de séries éntiéres divergentes & coefficients entiers et dont le

prototype est la fraction continue d'Euler

n _ 1
z:n!z = 12 5

z
1-1z- 22 5
b4
1-3z- )
1_52_ §L

s'obtiennent, au moyen de correspondances dues pour 1'essentiel a [Frangon, Viennot ;

19791, par la combinatoire des permutations et des partitions d'ensemble.
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Une partie de ce chapitre est ainsi une réinterprétation et une synthése
de résultats connus. Cette tentative d'expliquer les théorémes classiques de 1'al-
gébre par des correspondances géométriques entre objets combinatoires a son origine
dans les travaux de Foata et Schiitzenberger, qui gcrivent’ :

"Plus important nous semble la démonstration du fait que toutes les identités
classiques... sont seulement la traduction de propriétés trés simples de morphismes
d'ensemble ordonnés."

Ce chapitre contient aussi des résultats nouveaux, parmi lesquels :
- une interprétation trés simples des coefficients de Taylor des fonctions
elliptiques de Jacobi en et dn différente de celle de [Viennot ; 1978].
- les interprétations des coefficients de Taylor des inverses des polynémes
orthogonaux classiques : polynfmes de Laguerre, Hermite, Meixner (Mittag-Leffler)
et Poisson-Charlier.
- les développements en fractions continues des séries génératrices de nombres
classiques : nombres de Stirling de premiére et seconde espéce, nombres de Bell,
nombres de Bell associés, ainsi que certaines de leurs g-généralisations.

Ce chapitre montre certains prolongements combinatoires d'idées apparues
au chapitre précédent a propos d'histoire de structures de données. Le traitement
que nous en donnons en est cependant largement indépendant. Pour ne pas alourdir
la présentation nous nous sommes parfois contentés d'esquisser certains développe-
ments possibles, renvoyant 3 [Flajolet ; 19791 pour une description plus détaillée

de certains aspects.

Voir [Foata,Schiitzenberger ; 1970]
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1. COMBINATOIRE DES FRACTIONS CONTINUES DE JACOBI-STIELTJES.

L'un des problémes classiques en algébre des fractions continues est la rela-

tion entre une fraction continue du type
1

)\122 Kj, )\jeC,
1- KoL~ >
ApZ
z-—t .
1 X322
1

7 - —

1-x
- &y
et la série entiére qui lui correspond par développement formel :

- 2 3
H(z)-Ho+le+sz +H3z cee

Nous nous proposons de montrer ici que bon nombre de résultats é1émentaires connus
s'obtiennent sans calcul comme conséquences directes du théoréme d'équivalence don-

né au chapitre IV.

Nous partons ici d'une fraction continue de type J

3733 2) = L (1)

l-x 2-——————m
)\22
1- KyZ -

que nous considérons pour 1'instant comme une série formelle en les indéterminées
k= (kgskqaers) A= (Asdps..) et z. Soit J[h](E X;2) la h-iéme réduite qui
vaut

ablisy s — L Loy

l‘KhZ
Chacune de ces fractions représente une série entiére qu'on peut ordonner selon les
puissances croissantes de z :

rsrsz) = 2 ann ; J[h](E,X 32) = ¥ HCh13 (2)
350 jzo "
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ol les H et th] sont des polynbmes en « ;A .
Le théoréme d'équivalence entre fractions continues et séries caractéristiques de

chemin du chapitre IV peut s'exprimer sous la forme

PROPOSITION lA. Le n-iéme coefficient de Taylor de la fraction continue
de Jacobi (1) est le polyndme caractéristique des chemins de longueur n dont les
étapes montantes sont ualuées+ par 1, les paliers horizontaux d niveau K par

k, et les descentes du niveau k par i, .
k k™ o

Ce résultat permet de former facilement les mondmes qui interviennent dans

la constitution des Hn(E,i)

HO =1 : correspondant au chemin vide ;
Hl kg correspondant au palier horizontal ;
H2 = Kgkg T Ap correspondant aux deux chemins --, ™ ;
= . § == AN A AR
Hj Koko¥o T Kor1 * X1Kp K12y ¢ correspondant a s s s H
et de méme

_ 4 2 2
H4 = K0+2K0K1>\1+K1)\1+>\1 .

A noter que si 1'on pose xj =aj.1 9 les polyndmes H, deviennent homogénes en

les indéterminges « , a =(0gsays---) et o = (01,0,,...) ; 1'0n revient de la
sorte 4 1'énoncé du théoreme 1B du chapitre IV.

Rogers dans son article de 1907 semble &tre le premier & avoir considéré explicite-
ment ces polyndmes que nous appellerons polyndmes de Jacobi-Rogers (pour une frac-
tion de type J). Dans le cas d'une fraction de Stieltjes ol tous les coefficients

K3 sont nuls, on obtient les polyndmes de Stieltjes-Rogers définis par

HA(X) = Hn(ﬁ,i) O 2 = (3,8,8,...)
(avec une définition identique pour les H&Lh]).

Les polynomes Hﬁ(i) sont formés comme les Hn sans 1'introduction de paliers ;

i Les chemins sont valués multiplicativement par les i, et kg- Ils sont donc

équivalents aux histoires de structures de données relatives 3 une fonction
de possibilité pos(As; k) =1; pos(S;k) =N pos(Q; k) = Ky

(Tes Ko A apparaissant ici comme paramétres). Pour le traitement de cette
section, i1 n'est nécessaire de valuer que Tes montées ou les descentes et

nous avons choisi arbitrairement de valuer les descentes.
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on a notamment 1'égalité Héj+1 = 0 et les premiéres valeurs des Héj sont
L - . | - . | - 2 . " 3 2 2
H0 =13 H2 = )‘1 5 H4 = )‘1”‘1)‘2’ HG-A1+2A1 2+)\1A2+)\1)\2A3,

ol par exemple H6 correspond aux c¢inq chemins

/\/\/\,/\/‘\,/\/\,/V\\,/\\

La proposition lA se simplifie donc en :

PROPOSITION lB. La fraction continue de Stieltjes J'(X:z)=J(0,1;2z) se
développe en série entiére en z; le coefficient HI'II est le polyndme caractéristi-
que des chemins de longueur n sans étapes horizontales dont les étapes montantes

sont étiquetées par 1 et les étapes descendantes du niveau Kk par A -
0

Ces propositions s'appliquent aux réduites et les polyndmes th] et Hé[hl
sont polyndmes caractéristiques de chemins de hauteur bornée par h.
(s résultats sont voisins de remarques dues & [Touchard ; 1952] et de résultats
analogues indépendants de [Jackson ; 13781 et [Read ; 1979].
11 se pose naturellement la question de Ta nature des coefficients des polyndmes
et i1 est immédiat, par 1'algébre ou la combinatoire, que
H, dépend seulement de Aohgasseahy et ISLIEREREL
Ho1 dépend seulement de Al,xz,...,kj et KoaK1ae--oKj_12K5-
La somme des coefficients de Hn vaut Hn(T,T) qui est le n-ieme coefficient

de la série associée a la fraction continue

1

2 k]
1-1z- 1z

3
1-1z-1

et qui d'aprés 1'interprétation combinatoire vaut le nombre de chemins de longueur
n, c.d.d. le n-iéme nombre de Motzkin Mn . On ‘dispose d'une propriété analogue
pour 1es Hﬁ et Hén(i) =H2n(5,i) est le 2n-iéme coefficient de la série asso-

ciée a la fraction continue
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lequel vaut le nombre de chemins sans paliers de longueur 2n, soit le n-ié&me nom-

1 Zn)w_‘

-y | ( n Quant aux coefficients eux-mémes, ils sont susceptibles

bre de Catalan

d'une forme explicite comme produit de coefficients binomiaux.

PROPOSITION ZA. Les polyndmes de Jacobi-Rogers ont l'expression explicite

n, n n, m_m m
- = 1.2 h 1 h
Hy(ks2) = > p(nl,...,nh ;mo,...,mh) A Ap ey KOOKI —Kp
h’nl’“""h
LR

al la somme est prise sur l'ensemble des h:0 et des séquences (nl,... My 5 M s oen ,mh)

telles que 2n1+2n2+. . .+2nh+mo+m1+. S =R, p étant donné par

n ni+n,-1\ {n-m_-2n n,+n,-1
p(nl,...,nh;mo,...,mh)= ( >(1 2 )( 0 1)( 172 )
My nl-l m n, -1

1 1
(nh_1+nh-1> (n-m0 oo M go2np.2ng g )
- =}
Np-171 L™

Conventionnellement (_pl) = ‘Sp -1 ol & est le symbole de Kronecker.
Dans le cas des fractions de Stieltjes, on dispose d'une expression explicite plus

simple encore :

PROPOSITION ZB. Les polyndmes de Stieltjes Rogers possédent 1'expression

explicite :
nytn,-1 Nytna=-1 n,_q+n, -1 ny n n
Hy ()= 20 172 SRR DY L R VPR
h=0 n;-1 n,-1 N -1t
Ng¥e=+0p=n
Preuve (ZA,ZB). Les coefficients binomiaux (mn )s (n-m%-an) ... comptent le nom-
0 1
bre de fagons d'insérer des paliers horizontaux & hauteur 0,1,... . Les coefficients

binomiaux (nr;11+nr-1) comptent le nombre de facons d'associer Mol points de
r-1

niveau r=1, a n. points de niveau r de maniére compatible avec la structure de

chemin positif.

I1 est & noter que 1'identité de la proposition ZB correspond 3 deux modes

Ce développement a déja &té rencontré aux chapitres I, IV.
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différents de génération des chemins : 1'un (la fraction continue) & une généra-
tion de 1a gauche vers la droite ; 1'autre (la série formelle) & une génération
par niveaux successifs. Un résultat analogue vaut pour les formes quadratiques

continues évoquées au chapitre I. Ce résultat généralise certains développements
calculatoires de [Carlitz ; 1964] repris par [Riordam ; 19681 et issus d'un pro-

bléme de tri. I1 permet de retrouver directement les résultats de Carlitz
(cf. [Flajolet ; 19791).

On a vu qu'une fraction continue de type J est série caractéristique de
chemins valués (proposition 1). Soit & chercher Te développement en série entiére
de la fraction J(k,x ; z) ; le probléme &quivaut a la détermination des nombres de
chemins valués par ;, X. Or, si 1'on introduit les quantités

Hk,n = nombre de chemins valués du niveau 0 au niveau k, de longueur n,
les Hk,n vérifient de simples récurrences linéaires tandis que Tes Ho,n =Hn sont
les coefficients du développement en série de J(x,X;z).

Ces récurrences sont en effet

Hion Hk-1,n-1 "<k Bion-1F 2k Pt n-1 (x)
qui exprime qu'on arrive au niveau k en n étapes :
- soit par (n-1) étapes conduisant au niveau k-1, suivies d'une montée
de coefficient 1 ;
- soit par (n-1) &tapes conduisant au niveau k-1 suivies d'un palier
horizontal de coefficient K 3
- soit par (n-1) étapes conduisant au niveau k+1 suivies d'une descente
de coefficient Aerl -

Ceci est résumé simplement par le diagramme suivant :

A+l
>

0////1

(n-1) n
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Donc si 1'on dispose les Hk p enun tableau (le second indice &tant indice de
3 B
colonne), le calcul s'organise simplement de la gauche vers la droite, colonne par

colonne. Par exemple le tableau correspondant @ « = (2,7,1,8...) et

» = (3,1,4,1,5...) commence comme suit

En arrétant de 1a sorte & un niveau convenable, on s'apercoit que le calcul de
Ho, Hl""’ *%n nécessite 1e calcul de n2 éléments du tableau, soit approxima-
tivement 4n2 opérations arithmétiques.

Réciproquement, le calcul des coefficients du développement en fraction
continue d'une série entiére

H(x) =Y} ann avec f =1,
no

s'effectue simplement par la construction inductive de 1a matrice des Hk n Par

diagonales successives en partant de la gauche, la détermination des Kj et Aj
progressant en méme temps que la construction de la matrice. A 1'étape k+1 ayant
déja construit : Agsdgseres A 3 KgoKysesaaky 3 {Hj,n | 34n < 2k+1}, on calcule
de proche en proche

A= Hore,0 = Hoke2

Hoka2,0 = ¥ol2k+1,0

Hoks1,1 = N
y _ Maka, 170k, 1Mok 40
2k,2 X
2
" Moo 079t 27 Hok-1 1
2k-1,3 ~ i

Hetke1 =1 = Mea1 Mz, k7 kM1 k7 e k-1
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B - Hoy3.0 = Hokes

" _ Hora3,0 %0 2k42,0
k42,1 = xl

Hias, kK2, ka2 k-1
Ak+1

=

Hez, ka1 = kel = a2 ka1 Mietk

IT s'agit 1a exactement de 1'algorithme donné par Stieltjes qui calcule les 2n
premiers coefficients du développement en fraction continue d'une série entiére en

temps 0(n2).

DEFINITION : Etant donné wne fraction continue JI(k,A;2) ; la matrice

infinte des chemins valués {H'k n est appelée matrice de Stieltjes associée
:]

}k,nzo
a Jd.

Soit la fraction continue J(x,X;z) correspondant & la série entiére

H(z) = ¥ HZz" et soit S={H
nzo0 n Y
I1 est commode de définir les quantités Hk n représentant les chemins valués par-

k,n}k,nao Ta matrice de Stieltjes associée.

tant du niveau k et finissant au niveau 0. Les propriétés de symétrie évidentes
entrainent Tes égalités :

v
Hk,n = Ao eee Ay Hk,n .
On a, d'autre part, les propriétés de convolution remarquées par Frangon dans le

cadre des histoires de fichier :

N
H = H H »q20 .
p+q kg k,p "'k,q P. Q2
Cette propriété traduit le fait que pour aller du niveau 0 en p+q é&tapes, on
passe a 1'étape p par un certain niveau k>0.

On a ainsi entre H(z) et S 1les relations :

Hosq = .3:1, Mg e Aoty g pOUr P, 20.

Soient {Xp} et {Yq} deux ensembles de variables ; si 1'on multiplie cette &galité

par XY

n'g et qu'on somme en p et g, on obtient 1a décomposition de 1a forme
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quadratique E:H q %o'q

P
pz%;o Hp +q p q " (Z3 0,n Xy) Z: Ho,nfn) + 21 Z: Hy, ¥ n) (X: Hyn'n)
* *1‘20": fam n)(E fan
. . . - . X
Soient x et y deux variables ; si 1'on multiplie 1'égalité par o1 gl et qu'on

somme en p et q, on obtient 1a formule d'addition relative & la série exponentielle
. n
fA(x) = S H %

A(x+y) = : Alxz o A H(x) Flk(y)

=

oll 1'on a posé H (x) = 2:: Hk n . A noter que ﬁk(x) ='%T + 0(x k+l
e n! !
ainsi démontré directement

). On a

PROPOSITION 3. Soit une fraction continue \](E,i 32) ; et soit S= {Hk n}

la matrice de Stieltjes associée.

(1) Définissant pour tout k Lla forme lindaire E H LN
nzo
la forme bilinéaire (X, ¥)= 2 _ H se décompose en :
P.G30 p+ q p q
W(X,¥) = E:: AMAge Ay @k(2)¢k(7)
20
(i) Définissant pour tout k la série exponentielle x) EH X—, s
n=o
la série H(x) =y H, posséde la formule d'addition :
nzo

|:|(x+y) = g >‘1>\2 ...)\k I:Ik(x)l:lk(Y)‘

Ces résultats expriment dans deux formulations différentes les relations entre une
série entiére et son développement en fraction continue. Le premier est di &
Stieltjes, le second est dit & Rogers. I1s sont chacun susceptibles d'une récipro-

que (cf. [Wall ; 19481 p. 203, [Perron ; 19531 p. 131).

Remarques : On peut interpréter de méme sans calcul par la combinatoire des chemins,
les opérations de contraction des fractions continues ou les formules de dérivations

données par [Touchard ; 1954].
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2. FRACTIONS CONTINUES, PARTITIONS ET PERMUTATIONS.

L'équivalence entre série caractéristique de chemins et fractions continues
conduit, comme nous 1'avons vu & la section 1 aux développements en fractions con-
tinues des séries génératrices des nombres de Catalan et Motzkin.

L'utilisation de correspondances "géométriques" ~bijections combinatoires-
entre systémes de chemins valués et partitions ou permutations conduit d diverses
expressions sous forme de fractions continues de séries génératrices ordinaires
-divergentes- de quantités comptant des partitions d'ensembles ou des permutations.
On obtient de 1a sorte les développements relatifs aux :

- nombre de Bell, nombres de Stirling de seconde espéce, nombres d'involution
avec ou sans point fixe ;

- nombres factoriels ; nombres eulériens, nombres de Stirling de premiére
espéce, nombres d'Euler et leurs généralisés.

Certaines de ces fractions continues ont &té obtenues, par le calcul,
par Euler, Stieltjes et Rogers, et nous en donnons des formes plus générales. Les
correspondances chemins—vermutations que nous utilisons en conjonction avec notre
théoréme d'équivalence sont dues & [Frangon, Viennot ; 19787 .

Enfin, nous déduisons de ces développements une interprétation nouvelle

des coefficients des fonctions elliptiques de Jacobi en et dn.

Soit encore Mn le nombre de chemins positifs de 0 & 0 avec paliers
ayant longueur n, et soit ABn le nomblre"r de ces chemins de longueur 2n sans

paliers horizontaux. La suite {Mn} = {1,1,2,4,9,21...} est la suite des nombres

e 2
de Motzkin de série génératrice M(z) = lié___%EEZiéz_ ; les B sont les nom-

n
1-71-42

bres de Catalan de série génératrice 5 et 1'on a vu qu'on avait comme consé-

quence directe du théoréme d'équivalence :

Bn représente également le nombre d'arbres binaires formés de n sommets
internes.
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PROPOSITION lA. Les séries génératrices des nombres de Motszkin et Catalan

admettent les développements

M(z) = > ann = —1—2
nzo oz - —2
22
l-z-=
2n 1
C(z) = 2_Cz7 = >
nzo0 1-—2
2
1.2
2

L'application de divers types de morphismes conduit & d'autres développements en
fractions continues. Par exemple 1'utilisation du morphisme

;) =zu pour j=x>0,

uag)=u(s;) =z 5 u(g;

lequel marque par u les paliers horizontaux conduit & 1'identité :

PROPOSITION lB. Sott Mn K Le nombre de chemins de longueur n ayant

k paliers horizontaux ; on a alors :

k _n
2o M w2 ——————
n,k 2 a
n,k>o0 1-7u- 2z

z
1-zu-=

On obtient de maniére identique les développements des séries génératrices d'arbres

binaires et d'arbres généraux*partagés selon leur nombre de feuilles. Ainsi, soit

Gn r le nombre d'arbres généraux & n sommets ayant rfeuilles (cf. chapitre I) :
> 6, u "= =
n,rzo 1-z(14) - —E4

2%y
1-z(1+u) - —

Enfin, introduisons 1'aire sous un chemin comme la somme des hauteurs des points
sur le chemin, 1'aire a{u) d'un chemin u se définit inductivement par

a(e) =0 3 a(aJ-) = a(Sj) =b pour j20 ; a(x.y)=a(x)+a(y).

T cas s .
On utilise pour cela les correspondances classiques arbres — chemins.
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Soit A(n,k) 1le nombre de chemins de longueur n ayant une aire égale & k.
Le morphisme y défini par p(aj) =u(bj) = qu pour Jj>0 vérifie pour tout

chemin wu :
u = 2lulgetw),

L'application de ce morphisme conduit & une fraction continue due & [Car]itz H 1974] .

PROPOSITION lc. La série génératrice des chemins partitionnés selon le

paramétre d'aive posséde l'expression

Mz = T2 Ay o dte —L—
n,kz0 ’ 1--249 =
2.3
1- S
1-29

Les partitions d'ensembles sont en correspondance naturelle avec certains
systemes de chemins valués. Cette correspondance qui étend une correspondance due
d Francon et Viennot fournit diverses fractions continues relatives a des énumé-

rations de partitions.

PROPOSITION 2. Les partitions d'ensembles de taille n sont en bijection
avee les chemins valués relatifs 4 la fonction de possibilité :

pos(A;3)=1 3 pos(S;J)=Jj+l:pos(Q;J)=3+1 pour tout j=zO0.

Preuve. La preuve est constructive. Soit = une partition relative a un ensemble

d n éléments qu'on peut toujours supposer étre 1'intervalle [1..n] . Nous allons
construire un couple (s,v) constitué d'un schéma s et d'une valuation v. Etant
donné 1 les éléments de [1l..n] se répartissent en trois types :

- les éléments initiaux : ce sont les éléments appartenant & une classe de
cardinalité >2, et qui sont minimaux dans Teur classe vis & vis de 1'ordre usuel
sur [l..n];

- les éléments finaux : ce sont les éléments appartenant & une classe de

cardinalité =2 et qui sont maximaux dans leur classe ;



-182-

- les &léments transitoires : ceux qui ne sont ni initiaux ni finaux ; i1 s'agit
soit des &léments intermédiaires des classes de cardinalité >2, soit des &léments

des classes singletons.

Le schéma s = $15p -+ Sy est donné par
sj =A si j est élément initial dans m
sj = S si j est élément final dans m
sj =Q si j est élément transitoire dans = .
La séquence des valuations ViVp «-- Vg est définie de proche en proche comme suit :

- si j est élément initial (sj =A), alors v; =0.

Etant donné un élément j et une classe o = {al SapS ... <a } de w, on dit que

s
a recouvre Jj ssi aq <j<5as ; alors :

- si j est élément final ou &lément transitoire d'une classe de cardina-
1ité > 2, on considére les classes recouvrant j , et on les arrange selon 1'ordre
de Teurs premiers éléments. Soient ainsi

} ...

{uOISu S 1o {a11<a12<...<

= o
0?2 0s, ls1

ces classes ; si j appartient @ 1la v-iéme classe {“vl <o, ...} , on pose

- si j appartient & une classe singleton, alors vy est le nombre de clas-
ses recouvrant Jj.
On vérifie alors que la correspondance conduit & un couple (s,v) qui est
cohérent avec la fonction de possibilité :
pos(A;3) =13 pos(S;3)=3+1 5 pos(Q;J) = j+l.

Cette correspondance est d'autre part clairement reversible.

IT est utile d'illustrer cette correspondance par un exemple. Soit ainsi
n=13, et considérons Tla partition
w = {1,7,11} {2,4,6,9} {3} {5,10} (8} (12,13} .
Cette partition se représente graphiquement de maniére simple, des &léments d'une

méme classe étant joints par des segments horizontaux :
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On voit clairement sur ce graphe que les classes recouvrant 1'élément 6 sont
{1,7,11}, {2,4,6,9} et (5,10} Le schéma associé & = est s =5159---513 o
Sy = A car 1 est élément initial ; Sy = A car 2 est également initial ; S3 = Q
car 3 est transitoire en tant qu'élément d'une classe singleton.... ; enfin
S13 = S car 13 est élément final de la classe {12,13}. Ainsi le schéma associé
a 7 est-il

AAQQAQQQSSSAS
On détermine de wéme Ta valuation v=v;v, ... vj3 : 1 et 2 sont &iéments initiaux
de leur classe et donc Vi=vy =0 ; Tle point 3 est recouvert par les deux classes

ouvertes précédemment {1,...} et {2,...} donc V3 =2 ; 1'él1ément 4 est transi-

toire dans la seconde classe et donc vy =1 (le rang des classes commence & z&ro)... .

Ainsi
v = 002101311000

et la représentation planaire du diagramme (s,v) est:

Lutilisation de cette correspondance conduit au résultat :

THEOREME 1. Soit B, nam le nombre de partitions d'ensembles comprenant
12

" classes singleton, n, classes de cardinalité 22 et m éléments nontransi—

toires ; la série génératrice
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n, n m+n,+2n
_ 1 "2 .m 177"z
B(u19u2)taz) = Z: Bn SN, ul u2 tz
Ny,N,,M20 1°72
1272
posséde le développement
1
B(up,u,,t,2z) =
1°72 1u222
1 Sugz- 5
2uzz
1-(u +lt)z -
1 2
3u22
1 -(u1+2t)z-
En particulier :
(fa) T ez ——2—— () TS, v - -
n 1z n 1uz?
1-1z - ———; 1-uz -
222 2u z
1-22 - &L 1-(L+u)z -
. n 1 . n 1
(ifia) X Iz = ——-——-—-—I—ﬁ——- (iib) 2 Jpz = 2
1-z- Z 1- z
2z 222
1-z - £2— 1- 5
1 3z

ot les B, sont Lles nombres de Bell (ou nombres exponentiels) ; les Sn x Sont
les nombres de Stirling de seconde espéce ; In compte les tnvolutions de n et
Jn compte les involutions sans point fize de n, <Z.e. J2n+1 =0 et

J2n = 1.3.5... 2n-1.

Preuve. La premiére partie s'obtient en utilisant un morphisme u

u(aj) = U,z u(bj) =jz u(cj) =(u1+(J-1)t)z pour j=20.
Ce morphisme marque les classes de cardinalité =2 par leurs éléments initiaux
étiquetés par u, ; pour les éléments transitoires correspondant a une hauteur de
schéma de j, les (j-1) premiéres possibilités sont associées d des éléments in-

termédiaires de classes de cardinalité >3 et la j-iéme possibilité correspond

a un élément singleton.

Des expressions analogues valent pour les nombres de Bell (2-) associ_és+

+ Ces nombres sont déja apparus dans un autre contexte au chapitre IV.
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(cf.[Comtet ; 1970]) : soit 8 £2) le nombre de partitions d'un ensemble & n
8lément ne comprenant pas de classe singleton et soit nga le nombre de ces par-

titions constituées d'exactement k classes :

AL L O o o N —
nzo 1- 1z n,kzo 1- luz
212 2uz2
1-1.z - 3 1-1.7 - ===
3z
1-2.z-= Tt

I1 est & noter que toutes ces quantités ont des séries génératrices exponentielles

de forme simple calculables directement ;

n,Hn+2n
n, n 1 2
_ 1 "2 . mz
B(ul’UZ’t’Z) - z: Bnl,nz,m up Uy t m1+m+2nﬁ!

est donné par :

2 3 4.2
t t
B(up,U,,t,2) = exp(uy2 +u2(%T + %?T + ZET- ).
11 est en particulier bien connu que : E:B ET exp(eZ -1) 3
2 n 2
2 Stn,k) u Z—!=expu(ez-1); ZI Z—,: Z+Z/2;E\Jnrzﬁ=e2/2;
(2) 2" z k 2" z

LB S =exple®-z-1) 5 et L S s =expu(e® -z-1).

On pourrait ainsi réexprimer le théoréme 2 comme développement en fraction continue

de transformées de Laplace de séries exponentielles.

2.3. Permutations.

Nous rappelons ici la bijection fondamentale entre permutations et chemins
due 3 Frangon et Viennot. Nous 1'utilisons pour déduire des fractions continues
relatives aux nombres factoriels et & certains de leurs partages. L'utilisation du
théoréme d'équivalence en liaison avec cette bijection et un développement classique,
nous permet de déduire une interprétation combinatoire nouvelle des coefficients
de Taylor de fonctions e1]iptidues de Jacobi.

La construction d'une bijection entre permutations et chemins valués,passe

par la représentation en arbres des permutations décrite au chapitre 1.
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THEOREME F-V. (Correspondance entre permutations et chemins valués).
Les permutations de [n+ll sont en bijection avec les chemins valués de

longueur N correspondant au systéme de possibilités :

pos(A,j) =j+1 5 pos(S,j)=J 5 pos(Q,j)=2j+2 pour tout j=0.

Preuve : Nous ne faisons que rappeler ici le principe de la preuve, renvoyant a
1'article de Frangon-Yiennot pour une description compiéte de la correspondance.
11 est commode, comme dans le cas des histoires de fichiers, de considérer gue
les paliers horizontaux sont de deux types différents notés Q' et Q", le systéme
correspondant alors & 1a fonction de possibilité

pos(A,j) =j+1 ; pos(S,i) =3 s pos(Qj) = pos(Qg) = j+1 pour j=0.
Partant d'un chemin valué (t,v) de longueur n, on construit un arbre tournoi
sur [n+1]; la correspondance est algorithmique.
L'algorithme procéde par insertions successives de sommets 1, 2, 3... en partant
d 1'étape 0 de 1'arbre vide. A 1'étape J, pour l<j<n, J positions sont
possibles pour insérer le sommet j. Si la lettre tj du schéma est un A, alors
le sommet Jj est un point double ; si tj est un S, c'est une feuille ; si tj
est un Q', j est un point double & gauche ; enfin si tj est un Q", Jj est un
point double a droite.
A chaque étape Jj, la hauteur dans le schéma étant hj » le nombre d'emplacements
vacants, est 1+hj avant que j soit inséré. Si 1'élément correspondant de la
valuation est v, , Te sommet j est placé a (vj+1)-iéme position vacante en par-

J
tant de la gauche.

La construction se termine par le placement du sommet (n+l) dans la der-

niére position vacante. |

Exemple. Soit e diagrammme (t,v) o t =Q"AQ'A SAQ"SS et

v = 001021011 ; 1'algorithme engendre la suite d'arbres partiels suivante :



Comme précédemment, 1'intérét principal de cette correspondance est dans son ap-
plication aux problémes d'énumération.

Soit ¢ = 010y -+ O, Une permutation ; 1'élément o5 est un pic (ou maximum)

ssi 0j-1<03> 0541 5 UN Creux (ou minimum) ssi 05-1>0§ <0541 3 une double mon-
tée ssi 05105 <0541 > UNe double descente sS1 ¢

§-1793> 9441 (par convention

fo =

0= On+l = 0). Un pic d'une permutation est une valeur o5 telle que crj_1<o. ;

J
c'est donc soit un creux, soit une double montée. I1 est clair que le nombre de

maxima d'une permutation est égal au nombre de ses minima augmenté d'une unité.

THEOREME 2A. Soit Pk e.m le nombre de permutations comportant k minima
(done k+1 maxima), £ doubles montées et m doubles descentes. La série

P(u,v,W,Z)=EPk 2 ukvEWm22k+2+m+1 posséde 1'expression

P(u,v,w,2) = 17 5
.2uz

1-1(vw)z - 5
1-2(v+w)z - 2342

En particulier :
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(1) T (m1)iz" = L ;
nzo 1.2z
1-2z- 5
1-4z--2:32
.. k_n _ 1 .
(i) > Ansl kel 2 = 5 ;
nzo 1-1(1+ 1.2uz
k>0 -1(1+u)z - 2.3 2
1-2(1+u) - &2
s 2n+1 1
(iii) Y E z = :
nzo 2n+l 1- 1.222
L. 2.32°
2
3.4z

1-

ol I-\n K est le nombre Eulérien comptant les permutatioms de [l1..n] a k pies ;

E2n+1 est le nombre d'Euler impair comptant les permutations altermantes de [2n+1].

Preuve : La preuve résulte directement de 1'équivalence fondamentale et de la re-
marque que les pics, creux, doubles-montées et doubles descentes sont respective-
ment associées aux points doubles, feuilles, points simples & droite et points
simples & gauche de 1'arbre tournoi.

11 suffit donc d'appliquer au théoréme d'équivalence Te morphisme

w(ay) = (J+luz w(sz) = (3*1)z  wu(aj) = (J+l)vz  wu(a}) = (G+1)wz.

Les autres cas s'obtiennent par particularisation du résultat général.

I1 existe une modification importante de la correspondance de Francon-
Viennot qu'ils ont &galement considérée dans leur article. Soit Sﬁ+1 1'ensemble
des permutations de [1..n+1] se terminant par n+l :

: Spe1 = {009 -+ opyy Lopyq = ntld .
L'ensemble S;+1 est évidemment isomorphe & 1'ensemble Sn de toutes les permuta-
tions sur [1..n]. Les permutations de Sﬁ+1 correspondent aux arbres ayant (n+l)
en bas de la branche droite issue de la racine. I1s sont donc tels que tous les

arbres partiels de la construction chemin-arbres présentent une position libre sur

la branche droite issue de la racine. C'est ainsi que ne doivent pas apparaftre en
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cette position des points simples & gauches ou des feuilles.
Ceci se traduit sur les chemins valués par 1'interdiction d'une position dans le
cas ol apparait dans le schéma UM S ou um Q". Ainsi S"1+1 correspond-il au
systéme de possibilités

pos(A,3) = j+1 pos(S,j) =J pos(Q',j) = j+1  pos(Q",J) = J.

THEOREME ZB. On a les développements suivants

1
Zn!zn= 77 H

n=o 17z
1-z 22z2
1-3z-—
k_n _ 1
2_ Ay gz 72 ;
n,k=o0 1-uz- 17uz
222
1-(1+2u)z - —
S 2n _ 1 .
ZEZnZ - 12 ? 3
1- z
1 - 2%7°
, . ¥
k.n 1
P Spk Uz o= 5 :
1-uz- 4z

2
1-(2+u)z - (14u)2z°

o les An K sont les nombres Eulériens ; E2 est le 2n-iéme nomhre d'Euler
>

n

(ou nombre sécant) comptant les permutations alternantes de [2n] Sk est
t]

le nombre de Stirling de premiére espéce comptant les permutations de [1..n]

ayant kK minima 1ﬂelat7,'fs-r

Preuve : cf. supra ; par exemple les minima relatifs correspondent aux positions

de type A ou Q" et de valuation maximum.

Un minimum relatif est un minimum dans 1'ordre de gauche & droite.
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THEOREME ZC. Soit Cn le nomhre de permutations de Sn ayant Ny

1°"2°"
cycles de longueur 1 et n, cyeles de longueur 2 . La série génératrice

Clugsln,z) = > c unl unzzn
1°72 nsp,N20 Npshysn 1 -2
posséde le développement
1
C(uq,u,,2) =
( 172 ) 1u222

l-ulz- 5

2(1+u2)z
1-(2+u1)z- —_—

En particulier, pour le nombre Dn de permutations sans points fixes (dérangements) :
1
0" s —
nso " 1- 1272

1-22 - ———

Preuve. La preuve est conséquence directe de la bijection décrite dans [Foata,
Schiitzenberger ; 1970] p. 13 qui envoie Sn sur Tui-méme en échangeant les minima
de droite & gauche avec les plus petits éléments de cycles. Les cycles singletons
correspondent aux minima de droite & gauche qui sont en méme temps double montées ;
Tes éléments minimaux de cycles non singletons correspondent aux minima de droite

a gauche qui sont aussi des creux. On raméne ainsi les comptages de cycles au mar-
quage d'éléments repérables directement sur Te chemin valué par la correspondance

de Frangon-Viennot.

Remarque : Les quantités qui apparaissent dans le théoréme 2 ont des séries géné-

ratrices exponentielles de forme simple. En particulier

: A ukgf___ 1-u
n,k=0 n.k ! 1-uezz1_uj

n
Z2n+1 ZZn 1
gE2n+1(2_n+l)! =tgz; gEZn Znyi T S€C Z 7 55y
n
S Sk uk %— = exp(-u.£n(1-t)) = 1 G
n,kxo ? ’ (1-t)
n; n, ,n exp(uq-u,)z n -z
1 "2z 172 P4 e
' e —L2 s o B &
ny a0 Npshoen 71 72 i (1-z)u2 e nnt (12

Le théoréme 2 pourrait donc également s'exprimer comme développement en fractions
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continues de transformées de Laplace de séries exponentielles.
Certains de ces développements ont été obtenus préalablement par le calcul : les
développements des séries 3. n! z" et Y (n+#l)!z" sont dds & Euler qui les a
utilisés pour sommer des séries divergentes solutions formelles d'équations diffé-
rentielles simples. La maniére la plus simple de les &tablir consiste a passer par
la fraction continue de Gauss (cf. chapitre IV), & laquelle se réduit également le
développement relatif aux nombres de Stirling de premiére espéce. Les développements
relatifs aux nombres d'Euler et nombres Eulériens sont dis & Stieltjes (et ont été
partiellement retrouvés par Rogers) ; ils s'établissent au moyen du théoréme
d'addition de Stieltjes-Rogers.

On peut étendre la construction qui a permis de passer au théoréme 2A
au théoréme 28 de la maniére suivante. Considérons les r-foréts d'arbres tournois
telles que (n+j) occurre au bas de la branche droite de 1a j-iéme composante de
la forét pour tout je[l..n]. De telles foréts sont bijectivement associées a la
classe Sgil des permutations de S$+r telles que les valeurs n+l, n+2,..., n+r

apparaissent comme sous-séquence dans cet ordre :

(r) _ _ B . . i
S = {0162 et Opip lojl =n+l,..., Gjr = 2D i<y << ], n+r} .

IT est clair que Sgi% coincide avec SH+1. On peut modifier la correspondance de
Francon-Viennot et vérifier qu'alors les r-foréts de ce type correspondent a la
fonction de possibilité :

pos(A,j) = J+r 5 pos(S,j) =J 5 pos{Q',i) =3 ; pos(Q",j)=J+r pour j=0.
La cardinalité de Sﬁ:z est donnée par les factorielles montantes
card ST} < (r) = r(r+1) Lo (ren-1).
Les paramétres des arbres tournois s'étendent additivement aux foréts, ce qui
conduit & de nouveaux paramétres définis sur Sgil. Ainsi par exemple, si 1'on part
des points doubles et points simples & droite des arbres tournois, le paramétre cor-
respondant des forédts est le nombre total de points doubles ou points simples a

droite ; pour une r-forét de taille n+r, i1 correspond au nombre de montées dans

la permutation associée de Sgil , en omettant de compter les montées possibles
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(n+j,n+j+1). Soit Agra Te nombre de permutations de Sg:z présentant r montées
de ce type ; les Agr& sont les nombres Eulériens d'ordre r (cf. [Foata,

Schiitzenberger ; 19701, [Riordan ; 1968]). Soit de méme Eé:) le nombre de permu-

tations de Sg:lr telles que les &léments 1,2,3,... 2n sont soit pic soit creux.
Les E(r) sont les nombres d'Euler d'ordre r. On montre alors par 1'utilisation
2n

de morphismes adéquats

THEOREME ZD. Les séries génératrices des factorielles montantes, des nom-
bres d'Euler et nombres Eulériens d'ordre Y admettent les développements en

fractions continues

1 :
(), = 5 ;

n=0 1-r7 - l.rz

2
1-(r+2)z - 2(r+l)z

Yy ko_n 1 .
u z = s
k lruz2

5
1- ((r+l)usl)z - 2lrtlluz

1-ruz-

2n 1
DEDS VLT S S—
n=o 2n 1- lrz2 [}
1- 2(r+1)z2

Remarques : L'extension additive des paramétres de Sn a Sgil correspond &

1'8lévation & puissance r-iéme des séries génératrices exponentielles associées :

n 2n
1 (r) z r
() L H Z:: E 5= = Sec z ;
o nn! (1_Z)r msg 2n 2nl
(r) k2 - L-y r
nZ%;o An,k U (1 -u exp(z(l-u)))

Ces développements ont été également donnés par Stieltjes et Rogers. Les rAn K

sont reliées aux énumérations de permutations avec positions interdites et 1'on a :

(r) . r
An,k =r. an+r,n+1—k ’
ou les Ta sont Tes nombres considérés dans [Foata,Schitzenberger ; 19701 p. 45.

n,p
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Fonctions elliptiques.

I1 est possible & 1'inverse de déduire de développements connus des inter-
prétations en termes de chemins valués qu'on peut chercher & traduire par 1'une
des correspondances précédentes. C'est ce que nous allons faire ici pour les fonc-

tions elliptiques de Jacobi cn{u,a) et dn(u,a).

Ces fonctions sont classiquement definies’ par

cn(u,a) = cos am(u,a) ; dn{u,a) = Jl-azsinzam(u,a),

ol am{u,a) est 1'inverse d'une intégrale elliptique : par définition

¢
am(u,a) = ¢ ssi  u = —dt
0 J1-o2sin’t

Les fonctions cn(u,a) et dn{u,a) sont développables en série de Taylor en u :

2n
en(u0) = 7 (-1)" B, ¢, (a9) 5 dn(use) = 32 (-1)" o D, (a%),

n=o Jjzo

)

ol Cn et Dn sont des polyndmes de degré (n-1), Dn étant le polyndme réci-
progue de Cn. La propriété remarquable des coefficients de Cn est d'étre entiers
de plus, Teur somme vaut le nombre d'Euler E2n , ce qui traduit la propriété bien
connue des fonctions elliptiques de se réduire aux fonctions hyperboliques lorsque
le "module" o vaut 1. Comme E2n compte les permutations alternantes de [1..2n]
i1 se pose naturellement le probléme de 1'existence d'un paramétre naturel de

partitionnement des permutations alternantes, dont les dénombrements conduiraient

aux coefficients des Cn.

THEQOREME 3. Le coefficient Cn du développement en série de la fonetion

r
elliptique

en(usa) = 35 (-1)" €y o™ 5
n Koo n,k 2n!

compte le nombre de permutations altermantes sur [1..2n]  ayant Kk creuxr d valeur

paire.

Preuve : Les théorémes classiques d'addition des fonctions elliptiques conduisent

au développement

On pourra se reporter & [Nhittaker, Watson ; 1902].



n 2k _2n 1
Z:: (-1) Cn,k e 27 = 5
n,k>o 1+ 17z
22 2.2
1+ az
32 2
1+ L4
42 2.2
14122

ot T'on voit que Cn,r compte les chemins valués de longueur 2n relatifs & la
fonction de possibilité

pos(A,j) = j+1 5 pos(S,j) = J 5 pos(Q',j) = pos(Q",3) = O,
dont le schéma comprend 2r é&tapes dans {al,a3,a5,...}\,{b2,b4,b6 ...}. De maniére
équivalente Cn,r compte les chemins valués comprenant r étapes dans
{al,a3,a5...} puisqu'a toute étape de type aZj-l correspond une étape sz .
I1 suffit de remarquer que dans un schéma sans palier horizontal étiqueté par
hauteur comme par exemple

331 bp 33 353304 535, 53

Tes 31,3353 ... (soulignés dans le schéma) apparaissent aux positions paires en
partant de la gauche, et sont ainsi associées dans la correspondance de Frangon-

Viennot aux creux (étapes de type A) de valeur paire.

Cette interprétation est distincte de la premiére interprétation des coefficients des

fonctions elliptiques, donnée par [Viennot ; 1978].

Exemple. Soit Bn r t'ensemble des permutations alternantes de 2n comprenant r
creux de valeur paire :
0,0 = {0} 3 Cl,O = {21} CZ,O = {2143}; C2,1 = {4231,3142,3241,4132},

ce qui est cohérent avec les premiéres valeurs des coefficients Cn "
*
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3. INTERPRETATIONS COMBINATOIRES LIEES AUX POLYNOMES CLASSIQUES.

Nous avons vu au chapitre IV que les polyndmes numérateurs et dénominateurs
des réduites des fractions sont 1iés de diverses maniéres aux énumérations de
chemins valués.

L'application de ces résultats aux fractions comptant partitions et permutations
conduit, en 1iaison avec les bijections chemins-partitions et chemins-permutations

& diverses interprétations de ces polyndmes comprenant notamment les interprétations
des coefficients de Taylor de leurs inverses. Les polyndmes ainsi interprétés
appartiennent aux familles classiques de Tchebycheff, Hermite, Laguerre, Meixner

et Poisson-Charlier.

3.1. Rappels.

Nous nous contentons ici de reprendre les propositions &tablies au chapitre
précédent et relative & une J-fraction:

Nz) = 3md 5 2) = 1

0 AZZZ
1"|< - —

1
Cette J-fraction énumére les chemins valués correspondant & une fonction de possi-
bilité tout & fait générale :

pos(A ; k) = ap 3 pos(S; k) = I pos{(Q: k) = K
R S h] PL(2)
La h-iéme réduite notée JLJ(z) s'exprime comme quotient 5;?37 , ol les Ph

et Qh vérifient la récurrence

Py(2) =0 P(z) =1 Py(2) = (1ku2)Py_4(2) = A 2% Py y(2)

0.4(2) =1 Q(2) = Tz Qu(2) = (1p2)Qy 1 (2) - 3,270, _p(2).

Les polyndmes "réciproques"

Ph-l(z) = Zh;l F)h(z) et Qh-l(z) = Zh Gh(z)s

vérifient des récurrences trivialement déduites des précédentes.
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PROPOSITION 1. La série génératrice des chemins valués de 0 a 0 ayant

hauteur < h wvaut

[h] h(2)
Jti(z) = h( 2y

PROPOSITION 2. La série génératrice des chemins valuds du niveau 0 au

niveau Kk vaut

B n_ 1 -
fol2) = T2 o sn 2= oimr [ (2) 3(2) - Py (2)]
Remarque. Les séries —1 H k(z) sont les séries génératrices ordinaires
—_ @peesp_] 0o

des colonnes de la matrice de Stieltjes associées & la fraction J(z).

De 1a propriété vaT(Ho’k(z)) = k, on déduit que Pk-l(z) coincide avec Tes termes
de degré inférieur 3 k de Qg-1(z) J(z). Ceci permet d'exprimer les coefficients
des P, _, comme convolution de coefficients des Q.1 avec les coefficients de

J(z).

PROPOSITION 3. Les polyndmes Gk-l vérifient les relations d'orthogonalité

formelle

<Xn](-2k_1> 0 pour O<e< k
< Xk | Qk-l > T 0p0qee. Op g 0109...0)

pour le produit scalaire canoniquement associde a J(z) .

D'ol en introduisant les coefficients des Eh r polynémes Qh définis par

q(2) = ,;, CAREE

PROPOSITION 4. La matrice de Stieltjes S={H et la matrice

k,n}k,nzo
des coefficients des polyndmes dénominateurs K= {ah r} sont tnverses L'une de
l'autre :

S.Kk=1 ot I= [aij]i’jzo.
Les premiers éléments des matrices S et K sont donnés ci-dessous

lorsque les coefficients K5 sont tous nuls.
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1 1
0 1 0 1
Sgus™ | 0 ° X Kes= | o ° '
0 Aot 0 1 0 “A . =x; 0 1
2 0 o "1
A0+on1 0 Agtrith, 1 AOAO 0 “AgAmAg 0 1

IT est & noter que les &léments de la matrice K représentent certains types de
chemins dans un réseau. Dans le cas ol Ky = 0 pour tout J, les ah r vérifient
3

les récurrences

%h,r = Oh-1,r-1 7 *h Gnoz,p 0

ce qui montre qu'au signe prés les ah,r comptent des chemins valués dont les
étapes dans le plan x-y sont formées des vecteurs al% et Blgf . G. Viennot
(communication & 1'auteur) a montré 1'existence d'une preuve de ce résultat fondée

sur des transformations de chemins.

PROPOSITION 5. Les chemins de 0 & h ayant hauteur < h  ont pour
série génératrice h
o0 ses O 92
Jgh](z) .0 1Q (z? 1
h-1
. Ph(z) .
Preuve : I1 suffit de remplacer J(z) par 6;?27 dans 1'expression de la pro-
position 2 et d'utiliser 1'"identité des déterminants" :

Qp-1(2) P(2) = Pp_1(2) Qu(2) = Aqh, oon 2y 22

Chaque systéme de chemins valués est associé a une classe de polynlmes
orthogonaux. L'identification des polyndmes associés aux fractions de la section 2,
s‘effeche commodément par 1'intermédiaire des équations différentielles traduisant
les relations de récurrence (cf. chapitre IV). Les correspondances géométriques
permettent alors d'interpréter en termes de permutations ou partitions les fractions

apparues en 3.1 qui s'expriment au moyen de ces polyn8mes.

* C'est 1'interprétation d'Euler-Mindig des polyndmes des réduites.
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Etant donnée une partition = de [1..n], on définit la largeur de =
en X, notée w(w;x) comme le nombre de classes ¢ recouvrant Xx
w(mi;x) =card {c|cem 3] ypa¥pec  yyx<y,l.
La largeur de w est simplement

AU N LA

Par exemple pour = = {1,7,11}, {2,4,6,9} {3} {5,10} {8} {12,13}, la largeur de
en 6 vaut 3 car il existe trois classes recouvrant 6 : {1,7,11}, {2,4,6,9} et
{5,10} ; de méme w(m;3) =2 et w(m) = 3.

La largeur d'une partition est une mesure du chevauchement de ses classes.

THEOREME 4A. Soit th] le nomlre de partitions de [1..n] de largeur
< h; soit égh] le nombre de partitions de [1..n+h] telles que les éléments

1,2,...h appartienment d des classes distinctes non singleton, alors

P _4(2z)
Z:: h h-1
BYE 4]Zn = Qh (Z)

nxo -1 mz0

. h
o il ol

ol Qh_l(z) est le h-iéme polyndme de Charlier réciproque ; Ph_1 est déterminé

d partir de Qh-l par les régles de convolution de la section 3.1.

Preuve : Les polynbmes de Charlier sont définis par

¢ (2) = DR x(x-1). . (x-k+1)
h k
ozk<h
et ont pour série exponentielle
h
> Cplz) py = e (1+u)?

h>0
On vérifie que les polynbmes réciproques donnés par Qh_l(z) = zh Ch(%) satisfont

aux récurrences des polyndmes de réduites associés & la fraction continue des nom-
bres de Bell.
On vérifie d'autre part que la correspondance chemins partitions transforme la

hauteur d'un chemin en 1a largeur de l1a partition.

La notion de largeur s'applique aux involutions qui sont des partitions
particuliéres. La largeur d'une involution représente ainsi une mesure du chevau-

chement de ses cycles.
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B

THEOREME 4~. Soit Inh le nombre d'involutions de N de largeur h ;

sott inzh le nombre d'involutions de nt+h de largeur h, telles que 1,2,...h

appartiennent A des cycles de longueur 2 différents. Soient Ih et 1 h les

n+h

quantités homologues relatives awx tnvolutions sans points fixes. Alors

P .(z) h
[hin h-1 s[hl m h!z
E I z = ——————7 et z I 2" = ———7—7
mo Qh-l(Z mo M Qh-1 z
P! .{z) h
.[hl_n_ h-1 +,[hl_m_ hlz
E 1 Z = t E o Z ==
o " Qh-l(z) © mo Qh-l(z)

ol Qﬁ_l(z) =zh Hh(%) est le h—iéme polyndme d'Hermite réciproque et
Q, {(z2) = Zh H l-1). Les polynbmes P et P/ sont donnés par les régles de
h-1 hiz h-1 h-1

convolution.

Etant donnée une permutation oeS., et une valeur xe[0..n], on considere

le mot w(x)e {+,-3" appelé signature de x dans o et défini par
+ si g5 > X

(W(x)); =

- st g.sX

Ainsi pour o =649315827 1les signatures w(o), w(1l),... sont

+
+

+ + o+
[
1

+ + + o+

1

+ + + o+ + o+ 4+ o+
i ]
1 1

+ 4+ o+ o+ o+ o+
]
+ o+ o+ 4+ o+
+ o+ o+ o+ o+ + o+ 4+
1]

Un groupe dans un mot we {+,-} est un facteur maximal de w formé de symboles +
seulement. Le groupement de o en x noté gr{c;x) est le nombre de groupes

de w(x). Le groupement de o est défini comme
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gr(ec) = max gr(e;x).
xe[0..n] :
Dans 1'exemple précédent, le groupement de 2 vaut 3, ce qui correspond aux trois

groupes ++++, ++ et + dans w(2).

THEOREME. So<t¢ Frl‘:h] le nombre de permutations de Sn de groupement < h ;

sott Ez[:] le nombre de permutations altermantes de SZn de groupement <h ; alors :

P (z) K (z)

[h] n h [h] 2n h
) Fa 0.0 t > : e
nzo Qh z ¢ n=o0 Nh z

ol Qh est le polyndme réciproque du h-téme polyndme de Laguerre d'ordre 1 et
Nh est le h—iéme polyndme de Meixner réciproque ; Ph et Nh sont déterminés par

les régles de convolution.

Preuve. Rappelons que le m-iéme polyndme de Laguerre d'ordre 1 est défini par

L2y = 5= (M 0 (-p"k X

o<k<n
ce qui correspond d la série exponent‘ieHe

Z:Ll) —éexpzﬁuu.
m20 (1+u)

Les polyndmes de Meixner Mh ont pour série génératrice

S M, h' = (1+t )-l/zexp(z arc tg t).
hzo
Les Qh et Nh de 1'@noncé sont ainsi définis par
h, (1),1
o (2) = 2" LDd) et (2 =" ).
On vérifie facilement que dans la correspondance de Frangon-Viennot, le groupement

d'une permutation différe de 2 de la hauteur du chemin valué associé.

On peut comme dans le cas des partitions donner une interprétation des inverses

des polynémes de Laguerre et Meixner (cf. [Flajolet ; 19791).
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4. GENERALISATIONS.

Ces développements en fractions continues donnent lieu & différents types
de généralisation lorsqu'on introduit dans les dénombrements de chemins valués
des paramétres 1iés aux hauteurs des points du schéma, ou aux valeurs de la valua-
tion.

Soit donné un systéme de possibilités :

() pos(As3) = oy 5 pos(S33) =053 Pos(Q33) =y 320,
et un chemin valué c=(u,v) de schéma u =Ujlp.. Uy de valuation v SV Vs
soit h1h2"’hn la suite des hauteurs des sommets dans le schéma. On a &tudié
précédemment la notion de hauteur (maximum) définie par

h.max(c) = max hy.

l<icn
On définit de méme la valuation maximum de ¢

v.max(c) = max Vy-
l<izn

I1 est naturel d'introduire le paramétre de hauteur cumulée :

h-cum = Z:: by
1<i<n

lequel représente 1'aire comprise sous le schéma du chemin valué. On considére de
méme le paramétre de valuation cumulée :

v.cum = E vi-
1<i<n

11 se pose alors le probléme des dénombrements relatifs & chacun de ces paramétres.

1. Le paramétre de hauteur se traduit au niveau des énumérations par le passage
de 1a fraction continue & ses réduites (qui est rationnelle).

2. Le paramétre de valuation maximum conduit en général a des séries algébriques

v.maxcgm] Te nombre de

Soit Cn le nombre de chemins de type Z: et soit
celles qui ont valuation maximum m. La série génératrice

v maxeiml gy - S v.maxcﬁm] z" est susceptible du développement en fraction
nzo

continue
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z:: v&maxC[m]zn - 1
n 1,2
, aclz
l'KOZ' —
1052
1-«yz- 12
1
S R R - .
ol Ky = m1n(m,Kj) 3o m1n(m,aJ) 305 mln(m,cJ)
En particulier si Tes Ajs O3s Kj sont croissants, les coefficients de la frac-

tion continue se stabilisent a” m & partir d'un certain niveau et pour j assez

grand 1la j-iéme troncature de la fraction continue vaut
mzz2
: 2.2
mz
B . 1-mz- 2.2

m-z
l-mz-—

soit la quantité mzz2 M(mz) ok M est la série génératrice des nombres de Motzkin.

Ainsi v.maxC[m] est-i1 donné par une expression du type
Am(z) M(mz) + Bm(z)

C,(z) M(mz) + Dﬁ(ij )

Dans Tes cas simples considérés précédemment, les Am, Bm, Cm et Dm ne sont au-

. tres (& des facteurs de normalisation prés) que les polyndmes numérateurs et
dénominateurs des réduites.

On pourra par exemple é&numérer de la sorte différentes classes de permuta-

tions de Cata]an (cf. [Knuth, 19681) p. 234).

U

3. Le parametre de hauteur cumulée conduit & une premiére classe de q-généralisa-

h. cumC

t1ons So1t n,r

1e nombre de chemins de type Z: dont la hauteur

cumu]ee vaut r; on cons1dere Ta série génératrice double

(z;9) = 2:: h. cume n r.anr.
n,ro

h cum

Celle-ci posséde Te ‘développement eri-fractions continues

& HEEMEEN I NI
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aoolqlz2

0
1-xg072- 37

1 31029 Z
1 -Klq Z- 5
a203q z

I'KZZ'

comme on le voit par 1'utilisation du morphisme

W(A33) = agq? 5 w(S33) = oya’ 5 w(@3d) = kge

Les coefficients h.cumcn r vérifient les propriétés
(1) hcule =0 sioranf
.. h.cum _
(i) ;; Cor = Co s

et constituent une "g-généralisation” des nombres Cn'
A T1'exception du cas simple d'une fonction de possibilité constante, ces gq-généra-

lisations sont non classiques.

4. Le paramétre de valuation cumulée conduit & un second type de q-généralisa-

A .cumC

tions. Soit n,r

le nombre de chemins de type Z: dont 1a valuation

cumulée vaut r ; on considére maintenant la série double

v_cumc(Z .q) = Z:: v.cumCn rznqr.
n,r=o ?

Si 1'on note pour tout nombre entier m

[m) = [m], = 1+q+q +...+ 1o la

on dispose pour V.CUMle  4iyune expression en fraction continue

v.cumC(Z :q) = 1 >
[ao][cllz
1-[Ko] z- 5
[a1][0212
1'[K1]Z- —_—

Ces g-généralisations semblent se réduire aux q-généralisations classiques (en

ne cumulant &ventuellement que les valuations associées & certains types de paliers)
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Interprétations combinatoires.

Nous avons donné, dans le cas des partitions et permutations, des inter-
prétations combinatoires de la hauteur d'ol i1 est inmédiat de tirer des interpré-
tations de Ta hauteur cumulée.

L'interprétation des valuations repose sur la traduction en termes des objets
combinatoires, de la valeur des valuations dans un chemin valué et peut s'exprimer
en termes de "largeur gauche" pour les partitions, ou en termes de "groupement

gauche" pour les permutations.
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