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JEUX DE LA SECRETAIRE

Danielle FLORENS-ZMIROU

Sommaire. — Dans cet article, on généralise le probléme classique de la secrétaire en montrant
ses liens avec la statistique inférentielle. Ceci permet de construire différents jeux de la secré-
taire, que I'on étudie.

Premiére partie : Préliminaires mathématiques

I Processus sur les groupes de permutations.
I.1 Processus des rangs absolus.

1.2 Processus des rangs relatifs.

1.3 Processus temps d’entrée.

I1 Expérience statistique séquentielle.

I1I Temps d’arrét optimaux.

IV Rappel sur la théorie des jeux.

Deuxiéme partie : Problémes de la secrétaire

I Probléme de la secrétaire et statistique inférentielle

1.1 Premier modéle

1.2 Deuxiéme modéle

1.2.1 Le deuxiéme modéle comme cas particulier du premier

[.2.2 Le probléme de la secrétaire correspondant au deuxiéme modéle
a) Utilisation du processus X
b) Utilisation du processus Y

II Premier jeu de la secrétaire

II1 Deuxiéme jeu de la secrétaire.

(1) Université des sciences et techniques du Languedoc (Montpellier II). UER de mathé-
matiques.
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INTRODUCTION

Le probléme classique de la secrétaire peut se formuler comme suit :

Un employeur cherche a engager une secrétaire. Il dispose d’un certain
nombre de réponses a son offre d’emploi. Il suppose aussi que les candidates peuvent
étre rangées dans un ordre total de préférence, mais il ignore cet ordre. Par conven-
tion, la candidate qui a le rang 1 sera appelée la meilleure. Pour choisir la meilleure
secrétaire, il procéde de la fagon suivante : il interroge les candidates une a une
dans un ordre aléatoire. A la n°™® interrogation, il connait I'ordre relatif des n
premiéres candidates interrogées. Il peut alors décider :

— soit de sarréter 4 I’étape et il est alors obligé de choisir la n*™® candi-
date ;
ieme

— soit de ne pas choisir cette n candidate et d’interroger la suivante.

Le probiéme posé est alors le suivant : a quel moment I'employeur doit-il
s’arréter pour maximiser la probabilité de trouver la meilleure secrétaire ? Nous
allons étudier différentes généralisations de ce probléme. (Pour une revue détaillée
sur ce probléme, cf. [4] ou [10]).

Dans une premiére partie, nous allons présenter un certain nombre de ré-
sultats que nous utiliserons dans la deuxiéme partie. Nous allons définir d’abord
des processus sur le groupe des permutations, en précisant la notion de rang relatif.
Ceci nous conduira a énoncer quelques résultats combinatoires. Nous rappellerons
ensuite la notion essentielle d’expérience statistique bayesienne. Reprenant la
théorie des temps d’arrét nous montrerons un théoréme d’exhaustivité dans cette
théorie. Cette premiére partie se terminera par des résultats bien connus de la
théorie des jeux a deux joueurs de somme nulle, les duels.

Dans la deuxiéme partie, nous allons construire différentes expériences sta-
tistiques bayesiennes qui nous conduiront a des généralisations du probléme de la
secrétaire. Nous étudierons les temps d’arrét optimaux pour ces problémes. Nous
nous placerons ensuite dans le cas d’une nature “hostile” & 'employeur, ce qui
nous conduira a deux notions de jeux, obtenues en définissant certaines stratégies
pour la nature. Nous calculerons la solution de ces jeux (valeur, stratégies minimax
et stratégies maximin).

Dans ce papier, nous n’utiliserons pratiquement que des ensembles finis.
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PREMIERE PARTIE : PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

I — PROCESSUS SUR LE GROUPE DES PERMUTATIONS

Notations :
. [NV] désignera I’ensemble {1,2,...,N}jou NEN*= {1,2,....,n,..}
. G [NV] désignera le groupe des permutations de NV objets.
L WEGN)w=(w(l),...,w (V).

Nous allons définir sur G [/V] un certain nombre de processus.

Dans la deuxiéme partie, nous étudierons la loi de ces processus pour cer-
taines probabilités sur G [V].

1.1 Processus des rangs absolus

Définissons le processus des rangs absolus W = (W,,),, (| par
Wy GIN] e V]
w P Ny W (w=wh).

Remarque :

Dans tous les problémes de la secrétaire, le probléme provient du fait que le
processus W n’est pas observable.

A ce processus W, nous allons associer une partition de G [/N] qui nous sera
trés utile dans la suite de ce travail :
ou A, =W, (V.

1.2 Processus des rangs relatifs

Définissons le processus des rangs relatifs X = (X, )ne[ Njbpar:
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GIN] =—> [n]

n *

( w F~~_p X, (w)= “rang relatif de n par rapport a
(A,...,n—1)visgvisde w” .

S X

Donnons une définition précise du processus X.

Théoreme 1

Pour route permutation w € G [N), pour tout entier n € [N}, il existe une
permutation unique w™ € G [n] et une application unique gpf:/ 2 [n] = [NV]stricte-
ment croissante telles que l'on ait :

w OInN = gpflvo W™
ou Iiv est l'infection de [n] dans [N]. »

Ainsi, une permutation w € G [V] apparait comme une limite projective cor-
respondant au diagramme commutatif suivant :

(V4 - > (V]
Iy I T‘911vv~1
(N-1)

V= 1] — —> [N —1]
5 (n+1) E
[n+ 1] = > (n+ 1]
1;1+1 ‘p’r:+l
[n] ¥ w ™ > 1]

Ce théoréme nous permet de construire un isomorphisme, que nous noterons
7, entre Pespace G [V] et ’espace G [V] défini par :

GINI={(x=(x,,...,xy)x, €[n] ;nE[N]}.

En effet, appelons n lapplication de G [N] dans G[n] qui & w € G[N]
fait correspondre le w (™) € G [n] du théoreéme :

N G [N] —— G [1]
w >~~~ o™ =7"(w):
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Nous appelerons w ordre absolu et W™ ordre relatif.

Nous pouvons alors définir 7 par :
7 : G[N] 3 G [N]
Wb~~~ x =1(w)
ol :

X, = [TI'N (W] () = w™ (n) = “‘rang relatif de n par rapportd (1,...,n-1)
vis-g-vis de w”.

Remarques :

1. Dans les notations, nous respecterons toujours le diagramme commutatif suivant:

G[N]—T—s G [V]

NpZ

~

Ainsi, au processusf = (Xy)ne v défini sur G [V]par :
X :G[N]— [n]
X rIS—» X,
nous associons le processus X = (X, )nE[N] défini sur G [V] par :
X, @) = X, (1 (@) = x, = (7} ()] (n).
((6 [V, (‘i,n)nE[N]) est la représentation canonique de G [N], (G [N],(X,),ep)))-

2. Se donner Pordre relatif w est équivalent 4 se donner la suite des
rangs rel‘z\itifs (x; , - ..,x,) grice a l'isomorphisme précédent considéré entre
Gln]et G [n].

Donnons maintenant un certain nombre de résultats combinatoires. (Nous
ne donnons pas les démonstrations de ces résultats qui se déduisent, sans trop de
difficultés, du diagramme projectif introduit précédemment).

Lemme 1

Pour tout entier n € [NV], pour tout W eG [n], nous avons :

N!
Hoolm)l (w) = w®™ }i=—".
ni
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Lemme 2
Pour tout entier n € [V], pour toutx, € [n], nous avons :

N!
Ho/lml (@] ) =x,}1=—.

Lemme 3

Pour tout entier n € [V], pour tout x, € [n], pour tout wo(n) compris entre
x, et N-n + X, ,nous avons :

[{wfw (1) = wy (1) et [72 (@)](n) = x,}]

:(wo(")_ 1) (N_ wO(")) - -n)!.

x —1 n—x
n n

Lemme 4

Pour tout entier n € [N}, pour tout w™MeG [n] vérifiant W™ (i) = 1 ou i
est un indice fixe entre 1 et n, nous avons :

(N-1!
(n-11""

He/mY (w) = 0™ et w(@) =1} =

Lemme 5

Pour tout entier n € [N — 1], pour tout wMeg (7], pour tout
i€ {n+1,...,N} nousavons:

How/mY (@) = w™ et w(@) =1} =

N -1!
n! '

1.3 — Processus “temps d’entrée”

Nous aurons besoin d’un autre processus sur I’espace G [V], processus qui se

définit a partir du processus X.
Pour cela, rappelons ce qu’on appelle processus d’entrée associé & un processus
X= (Xn)nE[N] ol :

X Q> FE
n
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Considérons une partition de £ :
E=E + E .

Définissons la suite (Tk)ke[N] par :

T, = K™ temps d’entrée du processus X dans E .-

T, est a valeurs dans [V} U {A} (A, est un cimetiére. Si le processus ne rentre
plus dans £ a partir de 7, _ ,, nous posons T, = Ax)'

Ceci permet de définir le processus ¥ = (Yk)ke[ N ol

V= (T Xp)-

(Nous posons X, = A, si T,

= Al). Ce processus a comme espace d’états
k
Pespace F, =FU {A}ou:

A=(A,,4,)

F=[N]xE,
Dans notre cas, le processus X des rangs relatifs est 4 valeurs dans :

E=[N]
et nous prendrons le processus ¥ des temps d’entrée successifs dans E = {1} CE.

Remarques :

1. Dans la généralisation du probléme de la secrétaire ou l’on cherche, non
la meilleure, mais une des s meilleures, on a besoin du processus Y associé au sous-
ensemble E1 = {1, 2,...,s}(cf.[10]). Dans ce travail, nous n’utiliserons pas cette
généralisation.

2. Un autre processus peut aussi étre introduit (ce processus est trés impor-
tant pour certaines généralisations du probléme de la secrétaire mais nous ne l'uti-
liserons pratiquement pas ici, cf. [10]) :

zZ= (Zn)nE[N] ?
on:  Z :G[N]=>[n]avecZ, (w)=[r"(w)]™" (1) = (™)1 (D),

c’est-a-dire :

Z,(w)=z, « w(z)< w (i) pourtousles i € [n], i ¥ z, .
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Nous avons donc :

[z, =nly gt 2y Dy gy in =2 N,

IT — EXPERIENCE STATISTIQUE SEQUENTIELLE

Nous allons rappeler des notions de base de statistique inférentielle. (Pour
plus de détails, le lecteur est renvoy€ i [3] ou [8]).

Définition 1

Une expérience statistique séquentielle est la donnée de :
e O : un espace de paramétres,
e (2 : un espace d’épreuves,

e P : une transition de probabilité de © dans 2 (c’est-i-dire, modulo les problémes
de mesurabilité, une famille de probabilités sur 2 indexées par ©),

o X = (Xn)nE[N] un processus observation ol :
X, Q=& ; n€[N].
{(Nous noterons toujours avec un indice en bas le présent et avec un indice en haut

n
le passé, parexemple &L = .I—IL‘E" X" = X X))
l:

Nous pouvons schématiser cette notion de la maniére suivante :
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Définition 2

Une expérience statistique séquentielle “avec bruit” est la donnée de :
e © : un espace de “bruits”,
e Q' : un espace d’épreuves (non observables),
o P’ : une probabilité sur ',
e (2 :un espace d’épreuves (observables par lintermédiaire du processus X),
oF Q' x0Om Q,

o X = (Xn)nE[N] un processus observation ol :
X, Qr& ;n€[N]

Remarques :

1. L’équation w = F(w', 0) se lit : “I’observation w est I’observation théo-
rique w' perturbée par le bruit ", Les modéles de ce type se rencontrent en sta-
tistique inférentielle dans les modéles linéaires et dans les modéles fiduciaires,
c’est-a-dire les modéles ol on utilise une probabilité fiduciaire construite a partir
d’une fonction pivotale.

2. Les deux définitions sont équivalentes (rappelons que nous sommes dans
des espaces finis). En effet :

2)=1)
Si nous considérons les sections de £
F,: Q>0 ;0€0
Wi~ F, (W) = F(«', 6)
nous pouvons construire les probabilités P, par:

— ? .
P,=F,(P) ;0 €0.

M=
Il suffit de poser :
{

\ e Q'=Q°
! e F:Q' x®r Q ou F(.,0) =, projection de ® sur

20P'= ® Po
IS0
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Définition 3

Une expérience statistique séquentielle bayesienne est la donnée supplé-
mentaire d’une probabilité u sur © (la mesure a priori). Nous noterons u x P la
probabilité correspondante sur © x £ et P, la marginale sur £2.

1II — TEMPS D’ARRET OPTIMAUX

Nous allons rappeler les principaux résultats de la théorie des temps d’arrét
optimaux que nous utiliserons (en horizon fini). Pour une démonstration de ces
résultats classiques le lecteur est renvoyé€ a [2] ou [6] ou [9] ou [10].

Enoncé du probleme

Soient :

e (2, § , P) un espace de probabilité,

e (Eﬁn)nE[N] une suite croissante de sous-tribus de &, (En général, nous
aurons un processus X = (X,,), gy surQetg, =V X, .. .., X)),

. (Gn)ne[ N| une suite de variables aléatoires réelles positives adaptée a la
suite (F ,, )] (Cest-d-dire : pour tout n € [V], G, est &, -mesurable),

e B, lensemble des temps d’arrét adaptés a la suite (E’j'tl-)je[N] dont les
valeurs sont comprises entre 7 et N. (Nous écrirons % 4 la place de @,).

Le probléme des temps dﬂ’grrét optimaux est (en horizon fini) la construction ex-
plicite d’un temps d’arrét T vérifiant :

E[Gs]= V E[G,].
TE%

Cette construction est fournie par le théoréme suivant :

Théoréme 2 :

Définissons, par récurrence descendante, la suite ('yn)ne[ N de la maniére
suivante :
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‘ T =0y
f Y2 =G, V E[V,4,/F,]in€N—1]

En posant :

~

T, = premier instant i> n tel que G; = v, ,

Nous avons :
1. E[Gp/¥F,] <7, pourtout T € G,
2' E [G;n/g;n] = 7;«;

3.m, = V E[G./S
TE%I [T'-’n]

4. E[GF 1=Elv,]= V E[G;]
' 7B,

5. (7, )ne(ny ost la plus petite sur-martingale majorant la svite (G,),c(n)

6. Si T’ est un autre temps d’arrét optimal alors :

T<T. .

(Nous avons aussi écrit T a la place de T';).

Dans le cas ol nous avons :
G)E [v,4+./%,] = constante = E [y, ., ];n€[N—1],
le théoréme précédent se simplifie. En effet, en posant

E [v,41] pour n €[N — 1]

d,=
0 pourn =N
nous avons :
T = premier instant n o0 d, <G, .
Remarque

Des conditions suffisantes (mais non nécessaires) pour avoir la relation
(i) sont :

‘ X,,...,X, . .. Xy variables aléatoires indépendantes

n

( G,(X,,....X,)=G,(X,).
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Ce cas est appelé cas indépendant dans la littérature (cf. [2]).

Supposons ’hypothése (i) et supposons de plus que le processus X soit &

valeurs dans un espace d’états E avec :
3 E=E, +E,
gn)si X, €k,
G(Xl,...,X)=G(X)=§ ]
( § nhoTnEnh 0 ki X, €E,

ol g est une fonction de [/V] dans RY .

Il est, dans ce cas particulier, facile de visualiser 7. Pour cela, considérons
le graphe des deux fonctions suivantes :

n r~—p f(n)=d,
2g:[1v].__. R

n s g(n)

g f:[N] ——— R%

(Nous savons que la fonction f est décroissante car, d’aprés le théoréme 2,nous
avons :

d,>dy>...>d,>...>dy =0).

rr—————————
[ S
T

3
3
N
=
=Y
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Le temps d’arrét Fest donné par les “ilots d’arrét” [n; , n,] et [n; , V]
selon la terminologie de Presman et Sonin (cf. [7]). C’est-d-dire :

non arrét entre 1 et n,— 1 quel que soit X,

arrétentre n ) etn, siX, € £,

~
It

non arrét entre n, + 1 et ny; — 1 quel que soit X,
arrétentre ny et N — 1siX, € E,

arrét en NV quel que soit X, .

Remargues :

1. Le théoréme d’exhaustivité que nous allons établir ci-dessous nous justi-
fiera T en montrant que I’on ne peut s’arréter, pour le temps d’arrét optimal, que
sil’onest dans E,.

2. Nous avons un seul ilot d’arrét {n, , V] dans le cas ou la fonction g coupe
au plus une fois la fonction f. Une condition suffisante pour avoir un seul ilot
d’arrét est la croissance de la fonction g, ce qui se produit dans le probléme clas-
sique de la secrétaire car nous avons, dans ce cas, g(n) = n/N. Dans ce cas particu-
lier ou g est toujours au-dessus de f, nous avons I’il6t d’arrét [1, V] et dans ’autre
cas particulier o g est toujours en dessous de f, nous avons I'flot d’arrét formé
du seul point V.

Regardons ce que donne le théoréme 2 dans le cas ou la suite des gains
(Gn)nE[ N1 estune martingale.

Proposition 1

1l y a équivalence entre :
1. Lasuite (G, ),e(n) €St une martingale.
2. Pour tout TE€ 6, E [G]est une constante.

Ainsi, pour une suite de gains qui est une martingale nous avons :

— tout temps d’arrét est optimal ;

— le temps d’arrét optimal T (celui qui s’arréte le plus vite parmi les temps
d’arrét optimaux) est donné par :

T=1.
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Remarque :

D’aprés le théoréme 2, la condition de sur-martingalité suffit pour entrainer
que T soit identiquement égal a 1.

Précisons ce que devient le théoréme 2 dans le cas markovien.

Définition du “‘cas markovien”

Nous dirons que nous sommes dans le cas markovien si nous avons les hypo-
théses suivantes :

1. Le processus Y = (Y, ), est une chaine de Markov d valeurs dans un
espace E auquel on adjoint un cimetiére A.

2. Pour tout n on définit une transition sous-markovienne m, telle que
P Y, €./Y,1=m,(Y,,.).

Soit g, une suite de v.a. sur £, on pose g, (A) =0, { =inf{n ;y, =A}L

Nous avons alors :

Théoréme 3

Soit v, la solution de I’équation

Yo = Sup (g, » 7, ¥, 41)-
Alors

2) 1, = Es swEl0,)/%,]

b) Pour un probléme d’horizon N(g, = 0 si n > N)

ona Tu =Sup(gn,7rn 7n+1)
avec Yve, = 0
Soit T=inf{n;n=>17,0,)=g,0)}

c) Dans le cas stationnaire ot m et g sont indépendants de n et toujours
g, =0 Vn>N,

notons Y. = A
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Sin tend vers ', lim T A = A
et A = sup [g, 7A]
et T=inf{n;n>1, \(n,) =g} .

Donnons, pour terminer, un théoréme d’exhaustivité que nous utiliserons par
la suite. Revenons a la situation générale et supposons que notre processus obser-
vation X soit 4 valeurs dans un espace d’états F avec :

E'=E0+E1
0 siX €F
n 0
X, = ;. nE[M].

G (X,,...
n 1 n

>0siX €F

n 1

A partir du processus X, construisons le processus ¥ = (Yk)kE[ Nl correspondant
aux temps d’entrée successifs dans E',. (Pour sa définition, cf. I). Nous allons
appeler ®(X) I’ensemble des temps d’arrét adaptés au processus X et B (Y) le
sous-ensemble de ceux qui sont adaptés au processus Y.

Nous avons alors :

Théoréme 4

V_ EG]= V E[G,] .
TE % (X) veE S (Y) v

En effet, pour tout T € B(X), posons : v = o pour [G < 0], et T = Y,
pour [G, > 0] ; alors v est dans B(Y)etE [G,1<E[G, ]
v

Donc Sup E[G,]> Sup E[G

rl
vE B (Y) v TE % (X)

L’inégalité contraire est évidente.
IV — RAPPELS SUR LA THEORIE DES JEUX

Nous allons fixer les notations et rappeler quelques résultats essentiels sur
la théorie des jeux (cf. [1]ou [3]).
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Définition

Un duel entre deux joueurs 1 et 3 est la donnée de :

S S, = espace des stratégies (pures) du joueur 1
S — ’»” t2d Ehd 9 » I 2

2
( G:S8 xS5,”>R,1la fonction de gain (perte pour le joueur 1,
gain pour le joueur 2).

Nous noterons :

o5 = Vespace des stratégies mixtes du joueur 1 (c’est-a-dire les distributions
de probabilité sur S 1),

e 5, = l'espace des stratégies mixtes du joueur 2 (c’est-a-dire les distributions
de probabilité sur S,).

La fonction de gain s’étend naturellement as  xs
e G W=V G,») ;ues,

<
vEs,

G, (v) = N Gu,v) ;vEs
uEsl

2

2

Définitions

o Lejeu est dit avoir une valeur 9 sion a :

AV Gu,vy= V A G@,v) =29

=
kEs VEs2 v6s2 uesl

o [ est une stratégie égalisante pour le joueur 1 sion a :

G (@, v) indépendant de v €5, .

o U est une Stratégie égalisante pour le joueur 2 sion a :
G (i, v) indépendant de u €s,.

Il est montré dans [3] V'intérét des stratégies égalisantes pour la recherche
des stratégies minimax et maximin.

Le théoréme fondamental de la théorie des duels est :
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Théoréme 5

1. Tout duel a une valeur.

2. Le joueur 1 a une stratégie minimax.

3. Le joueur 2 a une stratégie maximin.
(Rappelons que S, et S, sont des ensembles finis).

Donnons pour terminer un résultat technique (pour la démonstration cf. [1]).

Proposition 2

1. V AN Gu,v= V AN G,
uEs2 uEsl V€s2 uESl

2. A V G, v)= A V. G(u,w).
yEsl vEsz pEsl WES2

DEUXIEME PARTIE : PROBLEMES DE LA SECRETAIRE

I — PROBLEMES DE LA SECRETAIRE ET STATISTIQUE INFERENTIELLE

Nous allons considérer deux modéles différents (le deuxiéme apparait comme
un cas particulier du premier) construits a partir de deux notions différentes d’ex-
périences statistiques. Ces modéles nous conduisent a deux sortes de généralisations
différentes du probléme classique de la secrétaire. Nous résolvons, dans ce chapitre,
le probléme de la secrétaire correspondant au deuxiéme modéle sans aborder la
résolution du probléme de la secrétaire correspondant au premier modéle.

Dans le chapitre II, nous traiterons du jeu associé au premier modeéle et dans
le chapitre III du jeu associé au deuxiéme modéle.



52

1.1 — Premier modéle

Considérons ’expérience statistique bayesienne suivante :

¢« O =G[N]

e Q= G[N]

e P : 0r~>5, = mesure de Dirac en 0

o X = (Xn)nE[N] = processus des rangs relatifs

e (i @ mesure sur @,

Notations :
— M, : mesure uniforme sur © ;p,(8) = /N ! pour tout 6 € ©.

— u™ : 1oi de probabilité de X" = (X,,...,X,) quand § est muni de
la mesure Pu‘

— My loi de probabilité de X, quand £2 est muni de la mesure P“.

Pour la transition considérée, nous avons Pu = u.

Remarque :

Des modéles statistiques de ce type ont connu un trés grand développement
a partir de 1960 dans les problémes connus sous le nom de Survey-Sampling (cf.

[5D.
A cette expérience, nous associons la généralisation du probléme de la secré-
taire construite avec la suite de gains suivante :

GE(X (s, X ) =P [W, =1X,... X n€[N]

Remarque :

Ainsi, le probléme de la secrétaire se présente comme un probléme de déci-
sion séquentielle particulier. En effet, dans un probléme classique de décision
séquentielle, la stratégie du statisticien (cf. {3]) est composée de deux parties :

— un temps d’arrét ;
— une décision terminale.
Dans le probléme de la secrétaire, la partie décision terminale disparait et

il ne reste que le temps d’arrét. En effet, la décision terminale nous est imposée
car si on s’arréte a I’étape n on doit choisir la #'°™¢ candidate.
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1.2 Deuxiéme modéle

Considérons D’expérience statistique bayesienne “avec bruit” suivante :
[cf. I1,1°% partie]
— I’ = [N] = espace des bruits

- Q' =G[N]

P = Mg = mesure uniforme sur Q'

—- & =G[N]

~F:Q xT' b—> Q; (w',‘y)n—\—vw;ou:

si i est tel que ' (i) = 1 alors :
w' (j) pourj#ietj#y
w,()=14 1 pourj=1y
[V s
w (7! pourj=i
— X = (X,),e(n) Processus des rangs relatifs.
— v :mesure sur I",

A cette deuxiéme expérience, nous associons la deuxiéme généralisation du
probléme de la secrétaire construite avec la suite de gains suivante :

G, (Xy,....X,)=P, [W,=VUX,,...,X,],nE€[N]

1.2.1. Le deuxiéme modéle comme cas particulier du premier
Montrons que le deuxiéme modele n’est qu’un cas particulier du premier
modéle. Pour cela, calculons la transition Q de I' dans G [V] associée au deuxiéme

modéle. Nous obtenons facilement le résultat suivant :

Proposition 3

1
1. w) = —————m 3§ YET weEG .
Qy (@) N—=1D! (=11, ! V]

2. Q (o))=—1—v(o.>”l(l)) ; vmesure sur I ;w € G [NV].



54

Ainsi :
Proposition 4

Le deuxiéeme modéle correspond au premier a condition de prendre des mesures
sur © vérifiant la propriété suivante :
(ii) u est constante surles 4, ;n €[NV],

clest-d-dire : wy et w, €A, = u(w,) = u(w,).

Remarques -

1. La mesure uniforme w qui, comme nous allons le voir, correspond au pro-
bléme classique de la secrétaire, vérifie bien siir la condition (ii). Elle correspond
la mesure uniforme v, sur I'.

2. Dans le cas particulier ou x,, = 1, nous avons z, = 7, ainsi :

1
u<">(x1,...,xn=1)=;v{n+1,...,N}+ v {n}; n €[N].

(n—1)!

3. Dans le cas ou v est la mesure uniforme sur [V], c’est-a-dire, d’aprés la
proposition 4, ol 4 = K, nOUs avons :

() (xy,...,x,)=—"

Ainsi, pour la distribution uniforme u,, nous trouvons que les variables
aléatoires (X,)),(y; sont indépendantes, la loi de X, étant la mesure uniforme
sur [n]. Ceci correspond bien au cas du probléme classique de la secrétaire.

Nous devons calculer maintenant la suite des gains (Gneq IGELE
G (X, ,...X,)=P, [W,=1X,,....X,];nE[N].

Nous obtenons par un calcul facile :

Proposition 5

v {n} |
O R A Ix, 1) s E V]

‘n‘v{n-i-l,...,N}-i—v{n}
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1.2.2 — Le probléme de la secrétaire correspondant au deuxiéme modéle

Résolvons maintenant le probléme de la secrétaire correspondant au deu-
xiéme modéle. Comme nous avons :

[X, #1]1 =[G, =0];n€[N),

nous pouvons résoudre ce probléme, soit en utilisant le processus X, soit en uti-
lisant le processus Y correspondant aux temps d’entrée dans {1}, (cf. théoréme 4).

A) Utilisation du processus X

Rappelons qu’a xm = (0, ST X)) nous avons associé (cf. premiére par-
tieyZ =2, X (")) ouZ estla position de la meilleure relative :

zZ (xMy=n Iix =1y * 2y, &=y

1] (X, #F11°

Nous avons alors pour la loi v de X,,.... X ):

Proposition 6

1
p (x .. ,x,) == vin+1,... ,N}+ viz, )} ;neN].

1
(n-1)!
Démonstration

En utilisant les lemmes combinatoires donnés dans la premiére partie et la
proposition 3, il est facile de montrer que, quand Q = G [NV] est muni de la loi

Q, (y€ET),laloiv™ de (X,,...,X,)est donnée par :
1
— sin <y
n!
p () (x x )= : I sin=y
12 2%, (I’l—l)' [xn.:l]
1

g

m 2 =11 si 1 <y<n
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Nous pouvons maintenant calculer le temps d’arrét optimal ?)en appli-
quant le théoréme 2. Pour cela il nous faut calculer la sur-martingale (7:’, )ne[ NT'
La loi compliquée des X, rend pénible le calcul des espérances conditionnelles
E [+ /Xl, ..., X, ]. Nous donnons le résultat sans reproduire les calculs qui

viin+l . 1
sont longs mais non difficiles.

Théoréme 6

En posant : _ _
d::E[ynH] ;n=0,...,N—1,

HOUS AVONS :
1. La suite (d: )n: 0 N_, €St donnée par l'équation de récurrence des-
cendante suivante : '

ga’K,_l=V{N}
dy n-1
(d” = v V2L |+ d’ n=0,.. N—2.
n-1 n n n

2. Le temps d’arrét optimal T est donné par :

- S arrétennsin.v{n}=>d’ et X =1
= ( non arrét si n. u{n}<d:
pour n=1,...,N - 1.
3. La probabilité maximum de gagner est :
T\e/‘a E[G;] = E[G;i:,, ]=d(’; .
Démonstration

Nous donnons seulement 1’expression des espérances conditionnelles qui
conduisent au théoréme. Pour n € [NV - 1], nous avons :

dy/n

E,[v, /X, ....X, =1]=

n

lu{n+ 1I,...,N}+v{n}

n
d, "3 1
EV[7:+1/X19- . ,Xn :# l]: -;,l—» . 2

- 1
Sy lY+—=—vin+1,...,N}
n
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Remarque :

Malgré la loi compliquée des X, , nous avons retrouvé les conclusions du
cas indépendant (cf. (i) premiére partie). Le temps d’arrét optimal T™Vest fourni
simplement par la comparaison des deux fonctions fet g ol :

\ fn)y=4d,
; nEeEN-1].

( gn)y=n.vin}

Cela s’explique de la maniére suivante : nous savons que le processus X
ne nous intéresse qu’aux instants 7 ot X, = 1. Or nous allons voir plus loin que
le processus Y associé aux temps d’entrée du processus X dans {1} est une chaine
de Markov homogéne pour toute mesure v.

Précisons la structure du temps d’arrét- optimal TVen calculant la suite

(drl;)n=0, N1 Supposons que la mesure v fournisse & lotsd’arrét (Ai)i=1,. Lk

avec :
Ai_=[ai,[3i] ci=1,...,k

1 <a <8, <¢a,<B,<...<q <f =N

k

Nous avons donc, par définition des ilots darrét

14

ned, = L Vyint=v{n}
n

e :
nGEUAl. = —Vy{n}=—
i=1 n n

Théoréme 7

g v{1} pour &, =1

TES K, -1 ..oy - D[ « vin}
i Y 1
:Z‘I ﬁl B -(ﬁi_l) [ e 1 :l pour 0‘1 :/:

nEAi n-
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2. La suite (d}) vérifie, pour o, #1,

vin+1} v{B} dy

poure; ~lsn<pg —1: d |:———+ b
n Bz"l 8;

pour f; Sn<o;,y —1;d, =dg =dg

e !
i+1

Démonstration
l.Poura, = l,onaT (»)=1let:

V EIG7]1= EIGY] = v{l}.

2. Poura, # l,ona.

K ~
E(Gx 1= 2 { X E|G, .[T"=n]]}
i=1 nE€A4;
k ~
-3 4 Z S
i=1 1

1
nCAi —yn+1,... ,N}+v{n}

n
Or, pour n € 4; nous avons :

P IT?=n]=PB |X,=1;X;#1;i<n;i€4,;j<i]

- ( —(;) ](‘(xn:ll))[ vin+1, .,N}'*‘V{H}J'
i~ 1

2. Nous obtenons cette forme des df,
et la définition des ilots.

en utilisant 1’équation de récurrence

Nous pouvons préciser ce théoréme dans le cas des mesures conduisant 4 un
seul ilot d’arrét [a; , V].

Corollaire

1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la mesure v conduise a un
seul ilot d’arrét [, , N]est qu’il existe o, € [V] vérifiant :

vi{n+1} v {N}
Pourtoutn =2 a, ,v {n}z2 ——— + ...+N .

; — 1
Pourtoutn<a1,v{n}< e 1}+.”+V{N}
n a; —1 N-—1
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Dans ce cas, nous avons :

2. Poura; #1:
vin +1 v {N
sin>a1—l,d,‘,’=nl:—i———}+...+ {}:l
n N—1
vi{a} v {N}
sin<o, —1,d°=d’ =d’ =(@, —1)| —&=
1 n al 0 (1 ) Oll“l N —1
3. Poura,=1;
vin + 1 N
sin>1,d,=n -—{———} +...+V{ !
n N —1

sin=0,dg= v {1}.

Remargue .

Dans le cas de la mesure uniforme, nous retrouvons bien les résultats clas-
siques :

e un seulilot {a, ,...,N]ola, est le premier entier vérifiant :
1 1
—+ ...+ <1,
a, N—1

e la probabilité maximum de gagner est :

o, —1 1 + 4 1 :l
N e -1 " N—1]1

Considérons le processus ¥ = (Y,) associé aux temps d’entrée successifs
du processus X dans le sous-ensemble {1} Y est un processus & espace d’états
EUcou E = [N]. La loi du processus est donnée par :

Théoreme 8

Si Q@ = G[N] est muni de la mesure Q,, (cf. proposition 2), Y est une chaine
de Markov homogéne d valeurs dans [N]U > dont le noyau © est donné par :
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0 Sil<p<k<N
11
——<—v{p+1,...,N}+v{p})
p—1\p il <k<p<N
1
—v{k+1,...,N}+v {k}
n(k,p)=( Kk
v {k}
1 Sil<Kk<N ;p=oo
;C‘V{k+1,...,N}+V{k}
m(w, ) =1,

Démonstration

Ce théoréme se déduit de la définition du processus Y et de la proposition 5.

Calculons maintenant la suite des gains pour ce processus. Nous avons :

G (Y ,... .Y ) =P, [Wy, =1Y ... Y ];k€EN].

Proposition 7
0 si Yk = oo

/
\ v{Y
G:(Yl"-"Yk)zz {k} SiYk'_f/:°°

1
—V{Yk+1,...,N}+v{Yk}
Y,

Démonstration

Si Y, # oo, alors nous avons :

ka=1 « Yk+l =

Ainsi :
G (Y, ,...,Yn)=g(Yn)=n(Yn , )
g = 1 v ) siy € [N]etg (=) =0
—v{y+1,...,N}+»(y)

y
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Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme 3. Ici,
les problémes d’arrét optimal et d’horizon V coincident : il existe un temps d’ar-
rét optimal. Nous avons A = sup (g, A et T = inf {Y, :g(Y,) = A(Y, ) }.

I1 — PREMIER JEU DE LA SECRETAIRE

Au premier modéle introduit dans le chapitre précédent nous allons associer
le jeu suivant.

Définition du 1°* jeu de la secrétaire

o Lejoueur 1 est la nature avec comme espace des stratégies pures :
S, =0=G[N]
e Le joueur 2 est l'employeur avec comme espace des stratégies pures :

s, = ‘G = ensemble des temps d’arrét compris
entre 1 et Vet adaptés au processus X .

e La fonction de gain est définie par :
G[6,T1=E, [Go]
ou
GO (Xy,....X,)=P, [W,=1/X,,...X,];:nE€[N].

Nous savons, d’aprés le théoréme 5, que ce jeu admet une valeur, que la
nature a une stratégie minimax et I’employeur une stratégie maximin. Nous allons
calculer ces trois objets.

Proposition 8

Soit v € s, la distribution uniforme sur les temps d arrét constants. Alors v
est une stratégie égalisante pour le deuxiéme joueur et nous avons :

. 1
G(u,v)=;, pourtoutu €s, .
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Démonstration

Soit T le temps d’arrét constant T = n, alors

GG T)=E,[G,]=E,[G,]= n4,).

Soit p la distribution uniforme sur [/V], alors :

G, »)=E,[G BV L P
(u,9) = E;[G(n, T)]—_,_,lu( ,,)XN—Nn;u( DN

n=

Donc » est une stratégie égalisante pour le deuxiéme joueur.

Proposition 9

Soit {1 une stratégie égalisante pour le premier joueur, alors
1

Sup G (&, =—,
up (8, T) N

En effet,
~ 1 -~ - ~
G, 1) = E[G,] = ste = E[G,] = —= 4,1 = 4[4,] = &[4,].
Ainsi, si 1 est une stratégie égalisante pour le premier joueur et si U est une
stratégie égalisante pour le deuxiéme joueur, nous avons
1
Sup G(@t, T) = inf G (u, b)) =—.
T m N
Il ne nous reste qu’a construire la stratégie (ou les stratégies) égalisante 1. Nous

avons vu dans la proposition 1 qu’il y a équivalence entre {1, stratégie égalisante,
et la suite (G:)ne[ N martingale. Caractérisons les mesures i qui conduisent 4

une martingale.
Définissons le sous-ensemble M de §, comme I’ensemble des mesures u véri-
fiant les deux conditions suivantes :
1
a) uf4,1= ---=u[AN]=;-
8) u ne charge que les permutations w = (w (1), ..., w(V)) vérifiant :

w1)>w@)>...>wh)=1,
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c’est-a-dire, dans l’espace G [V], les permutations x = (x,..., xn) vérifiant :

x1=x2=...—xn0=1,xn#1pourn>n0.

Remarque :

La mesure u qui charge uniformément les NV permutations cycliques de la
permutation w = (¥, N - 1,..., 1) est un élément de M. Mais il y en a beaucoup
d’autres.

Proposition 10

1l y a équivalence entre .

1. (GH) est une martingale.

n<(N}
2. uEM.

Démonstration :

(1 = (2).
La condition de martingalité s’écrit :
Pour tout 1 <n < m <N,
(ulW,=1LX,....X J=ulW, =1X,....X, ]

n

SiX, # 1, le terme de gauche de (iii) est nul, donc nous avons pourm = n :

uw

m

=1L,X,., X #1]=0,

ce qui entraine que u vérifie la condition §) de la définition de M. En prenant
n = 1 dans (iii) nous obtenons :

uw,, =1X = 1]=u{W, =1]=uld, ]1=uld ]pourtoutm&|N],

¢’est-a-dire la condition «) de la définition de M.

(2 =)

Il nous faut donc vérifier la condition (iii). Celle-ci est vérifiée dés que un
des X, # 1 car les deux termes sont nuls d’aprés 8). Il nous reste donc 4 montrer
que :

uW_ =1,X. =1,...,X. =1]=p[W =1,X =1,....X =1
m

1 n

et ceci est entrainé par «) et ).
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Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant :

Théoréeme 9

Pour le jeu considéré nous avons :
) 1
1) La valeur du jeu est — ;
N
2) Toute mesure u € M est une stratégie minimax de la nature ;

3) » mesure uniforme sur les temps d’arrét constants est une stratégie maxi-
min de l'employeur.

Remarque :

Nous retrouvons bien la solution de Gilbert et Mosteller (cf. [4]) c’est-a-
dire la mesure uniforme sur les N permutations cycliques de la permutation
w = (N, ..., 1). Mais nous en obtenons beaucoup d’autres. (Par exemple, pour
N = 3, toutes les mesures u telles que :

u(1,2,3)=p, s u(1,3.2)=u 502, 1,3) = 0y, u(3,1,2) = 4, 5

1
uB,2,1)=u, avec pu +u, =p,+p, = pg =3

appartiennent a M). Notre résultat est normal car, avant ’apparition de la meilleure,
il faut présenter les candidates dans ’ordre décroissant comme le fait une permu-
tation cyclique de (&, ..., 1), mais aprés I’apparition de cette meilleure I’ordre des
candidates restantes n’a plus aucune importance.

IIT - DEUXIEME JEU DE LA SECRETAIRE

Au deuxiéme modéle introduit dans le chapitre précédent nous allons asso-
cier le jeu suivant :

Définition du 2éme jeu de la secrétaire

o Le joueur 1 est la nature avec comme espace des stratégies pures .

S, =T=[N].
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o Le joueur 1 est la nature avec comme espace des stratégies pures :
= [N].
e Le joueur 2 est l'employeur avec comme espace des strarégies pures :
2 = B,
e La fonction de gain est définie par :
- v
Glv,T1=E|Gr].

Pour résoudre ce jeu, nous ne pouvons employer la méthode du chapitre
précédent. En effet, il est facile de voir, (cf. proposition 1 et définition de M dans
la proposition 10), que la suite (G, Jne(n| M€ peut étre une martingale pour aucune
mesure v sur I'. Nous allons résoudre ce jeu en utilisant le processus (Y,,).

Théoreme 10

1) La valeur du jeu est

1
N-1
)
i=1 i
2) La stratégie minimax de lg nature est donnée par

b (N)

v (i) = pouri=1,...,N—1

p(N) = V,-Desl.

3) La stratégie maximin de l'employeur est donnée par

R 14

u(T,.)=. 1avecT inf (Y,/Y,=>i}pouri=12,...,N
pu(T,) =V i€ S,

Deémonstration

a) Nous avons vu (théoréme 7) que pour tout v € s, :

G, T)—(t-—l)l: @, ..+—vﬂ]

G,T,)=r(1)

N—1
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ol
T,=inf {Y, /Y, 6 =i}, i=1, N
Soit :
vV
u(T)=—— pouri=2,...,N
u(Ty) =V

une mesure sur les Ti .

1 1
Alors Vx(l+1+—+ ...+ —)=1
2 N—1
1
d’ol V==
1+ 2
=1
Donc G, =2G@T)xa(T)=0.

b) Déterminons 7 telle que g(Y, ) soit une martingale adaptée ag,,

lesY, <N

La condition de martingalité s’écrit :

Efg(Y,)Y,]=g(Y,) pourtout ¥, <Y, <N.

Soit (ng)h=g () ,Yhe[N—1]
1
avec g(h): T
;V(h +1,...,N)+v(h)
N
1 ¢

et (7rg)(h)=1 % l;(_)l

Sr it N () e=htl

Nous obtenons dong :

v
sm=3 20

9=h+1 8-

pour tout h € [N — 1] .

pour
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Cette condition est équivalente a :

. v (V)

v(h)= ; pour hE [N —1]}.
. 1
viN=—F7—T=V.

1
1+ Z -
i=1 !
Remarque
Nous pourrions aussi considérer d’autres jeux en modifiant S, oula fonction
de gain par exemple :
— Modification du gain : 'employeur gagne s’il obtient une des s meilleures
pour s fixé € [V].

— Modification de S, : employeur gagne s’il obtient la meilleure mais avec
deux choix. Dans une publication ultérieure sur les problémes de temps d’arrét
avec plusieurs choix, nous traiterons ce jeu.
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