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NORMES EQUIVALENTES
POUR L'ESPACE DES MARTINGALES BORNEES
DANS UN ESPACE D'ORLICZ

A.M. DECAILLOT

On considére un espace de probabilité (2, @, P) et un couple (P, ¥) de
fonctions de Young conjuguées(*). On désigne par ¢ [resp. ¥]la dérivée a
gauche de ® (resp. ¥) :

Wt t
®(r) = jo o(s) ds [resp () = fo U(s) ds]
On rappelle les inégalités classiques :
Yuz=0 Yv=0 uv <& () + ¥ 4D
Vu=>0 upw) = &) + Yp)] (2)

On dira par la suite que la fonction ® (resp. ¥) est “d croissance modérée”
si elle vérifie 'une des deux conditions équivalentes :

QN _ e _
ST A4S B XS @)
ven o o
[resp' WG CBleTswgn TPS ] “)

L’espace L®(2, @&, P) des classes d’équivalence de v.a.réelles X définies
sur (2, &, P) pour lesquelles il existe au moins un réel a > 0 tel que

1X|
—] | <
E [cb (= )] 1
est un sous-espace vectoriel de L' (2, &, P) noté L?.

(*) Pour l'utilisation des fonctions de Young en probabilité, on pourra consulter [1]
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En outre la formule
X
Xy =inf{a :a>0,E [cb .la_l)]< 1;

définit une norme sur L®. L’espace vectoriel L® est complet et cet espace de
Banach est appelé un espace d’Orlicz. (On a des définitions analogues pour
LY et {.1ly).
Il n’est pas difficile d’établir que, pour toute sous-tribu @3 de I'espace
de probabilité (2, &,P), E®(X) € L® dés que X € L® et que
IE ® (Xl < liXllg ()

D’autre part si ® est a croissance modérée, I'espace L% coincide avec
Iensemble des classes d’équivalence de v.ar. X telles que E(® |X]) < oo,

NB On peut étendre la définition de ||X|l, & toute v.ar. X en posant

X
IXlly = + o 8’il n’existe aucun réel a > 0 tel que E [@(l—-l—)] < 1.
a

On vérifie immédiatement que, si X et Y sont deux v.a.r. telles que
I XI<|Y]|, on a

X lg < 1Y llg

Soit (X,, n € N) une suite de v.a.r. définies sur (2, &, P). On désigne par
V(x) la variation quadratique de cette suite soit :

V(X) =X% + (X'+1_X‘)2

e i i
N

On notera par la suite V, (X) = X2 + Z (X,.H—X,-)2 et X* = suplX,,|.
0<i<n N

Un résultat classique, dont la démonstration peut étre trouvée en [II],
nous indique que si (X,,, n € N) est une martingale définie sur

[, &, P; B, n€EN)

ne

et si ® est une fonction de Young a croissance modérée, il existe deux cons-
tantes ¢ et C > 0 ne dépendant que de & telles que

CE(@ [V <E[®XM] < CE [2(V!]})] (6)
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Définition — On dira qu’une suite de v.a.r (X,,, n € N) est bornée dans L®si

sup [1X,, llg < oo
N

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme — Soit (¢, ¥) un couple de fonctions de Young conjuguées a
a croissance modérée.

Pour toute martingale (X, , n € N) définie sur [Q, &, P, (B,,n € N)]on
a les équivalences

sup || X, |l <oo® V2€ [® e X*=sup |X,| €L
N x) N

Dans 'un ou 'autre de ces cas, il existe des constantes «, 8, ¥ ne dépendant
que des fonctions ® et ¥ telles que

(i) Gy {iip)
allv/Plle < IIX*lly < B IIV(‘X)’ZIIQ HX*le < 7 Szp X g

NB 1) L’équivalence I/&/)’ € L® + X* € L? est évidente, puisque d’aprés (6):
E(‘I’[I(’,})/2 D) <oow E[PX*)] <o
2) Il est évident aussi que X* € L® = sup || X,, ||, < o car
N

1X,1 < sup | X, | = sup |IX,Il_ <lisup IX,|llg-
N N N
3) Appliquons I'inégalité (1) avecu = ¢, v = 29 (¢) :
t
V20 (1)) =2t (t) — &) > 2 f 0(s) ds — d(t) = & (1)
0

Si ¥ est a croissance modérée, on en déduit d’aprés (4) :

V=0 () <BY [e@®)] N

Soit (X,, n € N) une martingale bornée dans L® Dans [I] il est dé-
montré que toute martingale bornée dans L?® est réguliére, donc de la forme
X, =E®*"(X,), st I'on désigne par X_ la limite ps. de X,. De plus X.€1°®
et le lemme de Fatou montre que

XLy < sgp X, e €))
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En outre, si 'on désigne par £ : R, = R, la fonction croissante définie
Ylpw)], la vaar X* = sup X, | vérifie
N

par [cf. (2)]:E@) = up(u) — ®(w) =

[ x* ] 1
Yo > 1 E |¢ < ®
g | pIIX,,IIq,)J p—1
De (7) et (9) on déduit
1 B
Yp>1 E <I> <
g (pux o/l o —1

11 suffit de choisir p = 1 + B pour prouver que X* € L® et que d’aprés

8 :
IX*leg < (1 +B) [IX s < +B) sup X, g (10)

Donc I'implication sup X,y <oo=X*€L® cst démontrée,ainsi que

I'inégalité (iii),
SUp | X, |

D’autre part ||X 1l < | X*](l4 car hm X, | <

En éliminant le cas trivial ou X* il 0, il vient
B

X*
Yp>1 E[Cb————-—]<— (an
(p IlX*Hq,) p—1
Puisque ® est a croissance modérée, I'application de (6) 4 la martingale

X
(X:, =2 pe N) (a réel > 0 quelconque) permet d’écrire
a
Vl/2 X*
CE [@(ﬁ] <E [q><_)] (12)
a a

B
En choisissant p = 1 + o’ et a = pllX*|ly, on déduit de (11) et (12)
%
I SO P
B *
(1+ ) uxiiy

Ya>0

1/2
V(X) <"1‘E )

(+ 2 e )
L+ = )lIX*g
ce qui prouve que V(‘)g € L% et que
B
WV, < (14 ) 151l

E | o

(13)
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On a donc prouvé I'implication sup IanIId, < oo = V&)z € L® et Piné-
galité (i). N

Pour démontrer I'inégalité (ii), nous utiliserons un argument de dualité

qui fait intervenir les résultats suivants(!) : pour tout couple dev.ar X € L®
et Y € LY lav.ar XY est intégrable et vérifie

HXY N < 2 1X1g 1Yy (14)

Le dual fort de I'espace d’Orlicz L® muni de la norme II.1lg est Pespace
LY muni de la norme

|E(XY)I
nWrih, = sup —— (15)
v R X,
Cette norme est équivalente a la norme |.i|, car
vy eLY HYlly < IIYH:I, < 2Ylly (16)

On peut en déduire le lemme suivant :

Lemme. — Soit (X,,, n € N) une suite adaptée de v.ar de L? telle que,
quelle que soit la martingale (¥, n € N) bornée dans LY et quel que soitn € N,
on ait :

EX,Y ) <D supllY, Il D >0)
N

Alors la suite (X,,, n € N) est bornée dans L® et
sup |I.X,llg <D
N
Soit Y € LY. Considérons la martingale (¥,=E ®"(Y),n € N). D’aprés
(5), elle est bornée dans LY et sup |IY, Il < |IY[ly.X, étant @3, -mesurable,
N
on a en utilisant les hypothéses du lemme
EX, Y N=IEX,Y)] <D ||Yll
Donc, d’aprés (15) et (16) :
E(X, )|
X, e < NX, 11y = sup ———— <
Y#0 ”Y”q,

Donc sup |1X,llg <D ce qui démontre le lemme.
N

(*) Pour les démonstrations de toutes ces propriétés, on se référera a [I]
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Soit (X,, n € N) une martingale de L® telle que V(‘)/g € L®. Soit
(Y,, n € N) une martingale bornée dans LY donc telle que V(ly/)2 eLY.

Posons Vi = 1 AX, = X; — X;_, AY; =Y, — Y.,

AX,= X, AY, = Y,

La propriété de martingale et I'inégalité de Schwarz permettent d’écrire
n
EX, Y, = 1B( T AX,AY)I <EIVY(X0) ViR (1))
i=0

12 17172
SEVi Vinl
De (14) il résulte :
IE(X, Y, < 21V 2N IVl

Soit encore en appliquant (13) puis (10) & la martingale (Y,,, n € N) bornée
dans LY :

EX, Y, < NIV, sup I, lly

Le lemme démontré ci-dessus permet d’affirmer que la martingale
(X,, n € N) est bornéé dans L* et que

sup [1X, lla <AV llo

soit en utilisant (10)

2
IX* g <B 1V lls

ce qui démontre linégalité (ii).
Par la suite, on sera amené a considérer certaines fonctions de Young &
telles que la fonction &, =@ oV soit également une fonction de Young,

1
c.a.d essentiellement soit convexe et telle que lim N $, (t) = + oo
+ o

Dans ce cas il est immédiat de vérifier I’équivalence
IXI'"? eL® » xe L™

et plus précisément

NX 1 = 1Xlg (7
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D’autre part si ¢ est a croissance modérée, il en est de méme pour &, .
Si p, désigne la dérivée a gauche de ®,, on a en effet :

ty, (£ 1 \/t t
a; = sup ‘pl()=su _\/_‘P(\/_)<ﬁ<°°

S 18
B e 2 @G/D 2 (18)

Rappelons enfin que dans [I] il est démontré la proposition suivante :

to(t
Soit @ une fonction de Young telle que a = sup (@)
>0 P(0)

v.a positive de L®, Tout processus croissant (4,, n € N) dont le potentiel
(E®"(A. —A,), n €N) est majoré par la martingale positive (E #™(2Z),n€ N)
vérifie I'inégalité :

< oo, Soit Z une

.l < allZlly (19)

Soit (®, ¥) un couple fonctions de Young conjuguées a croissance
modérée.. On suppose que &, =P o V est également une fonction de Young.

Soit (X,,, n € N) une martingale bornée dans L®, donc vérifiant I'une
des conditions équivalentes :
12 @ L4
V( x/) EL® » Yy €L
Remarquons que (X,,, n € N) est de carré intégrable car V(,, € L™ cr
implique, par récurrence sur i :

ViEN X, €L
Désignons par (4,, n € N) le processus croissant de la décomposition

de Doob de la sous-martingale intégrable (X%, n € N)

4, = Z E M Xy — X ) (4o = 0)

m<n

Aoo = 2 Eam[(Xm+.l _Xm )2]
N

Comme Vi) — Vg = 2, (Xpey— X, )%, on peut écrire :

n
ma2n
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En (V= V,)= 3 E™ (Ko — XpP'1= 3 EE*MI(K,,, — X'

m>n m>n
=E* (A, —A,)
Par conséquent le processus croissant (4,,, n € N) vérifie
Vn €N E®" (A, — A,) <E™ )
Comme V., € Ld", la proposition rappelée ci-dessus permet de conclure

que A, € L®! et que [cf. (18) et (19)] :

[¢4
ollo, < 5 1V gl

soit encore, ce qui est équivalent : A2 € L? et
12 < \/&— 1/2
HAL g < k) IV He (20)
Remarque préliminaire :

Si(U;;i=1,...n)et (W, ;i=1,...n)sont des v.ade carré intégrable,
il est immédiat de vérifier que

) E‘“"“(U,.w,-))s Z EMLwh R ETI W @D

i=1

La démonstration est analogue a 'celle de I'inégalité de Schwarz a partir
de :

YA ER Y ESL(U, + AW, 1= 0
i=1

Soit (@, ¥) un couple de fonctions de Young conjuguées a croissance
modérée. On suppose que ¥, =WVo v est une fonction de Young.

~ Soit (X,,, » € N) une martingale de L® de carré intégrable et telle que
X, = 0 ps. On suppose de plus que 42 € L% (4,,n € N) désignant le pro-
cessus croissant de la décomposition de Doob de la sous-martingale (X2, n € N).
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Soit (Y,, n € N) une martingale bornée dans LY, donc également de
carré intégrable d’aprés la remarque faite ci-dessus. On désigne par (4, n €N)
le processus croissant de la décomposition de Doob de la sous-martingale

(Y2, n €N).

Les hypothéses faites permettent d’affirmer que A’/ € LY et que d’aprés
(20), (13) et (10) :

1
422y < c Wy < ¢ sup Y, il

Posons :
Vi1 AX, =X, — X,_, AY, =Y, — Y,

La propriété de martingale et ’hypothése X, = O ps entrainent :
n n .
E(X,Y,) = E( 2 AX, AY,.) =FE (2 E®-1 (AX; AY,.))
i=1 i=t
Soit d’aprés (21) :

IE(X, Y,)| < E(/Z E*1axy) /3 E%1(AYD) = EG/4, VA)
i=1 i=1

Donc
IEX, Yl < EGA. VAL)
L’hypothése AY? € L® permet d’écrire d’aprés (14) :
E(X,Y,)l < 211421, 1427 1ly < Kk 14l Sl;‘p Y ily
Donc d’aprés le lemme ci-dessus, (X,, n €N) est bornée dans L?® et

sup X, lle < k [AY g
soit encore d’aprés (10)

||Sl;p Xalllg < ¢ 1ALy

CONCLUSION

Soit (¢, ¥) un couple de fonctions de Young & croissance modérée. Soit
(X,, n € N) une martingale de L®.
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DSi® oVest une fonction de Young et si (X,,, n € N) est bornée dans
L? alors AY?2 € L® et

A2y < ¢ 1V lg

2) Si ® oV est une fonction de Young, si X, = 0etsi AY2€ L?® alors
(X,,, n € N) est bornée dans L®et

llsllqlp X, g <c' NAY2l,

les constantes ¢ et ¢’ ne dépendant que de & et de ¥
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