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DISTRIBUTION DE L'OPTIMUM
DANS UN PROGRAMME LINEAIRE STOCHASTIQUE

A. SERRECCHIA

INTRODUCTION

Considérons le programme linéaire suivant :

min €A, b, ¢) : min{cx |Ax = b, x =2 0}

ou A,b et ¢ sont des matrices réelles de dimensions respectives m x n,
m x 1, 1 x n. Sil’'un au moins des éléments A, b et ¢ contient des composantes
aléatoires alors le programme min %(A , b, ¢) est appelé programme linéaire
stochastique. Dans ce dernier cas on démontre [7]) que 'optimum de la
forme linéaire cx sous les contraintes Ax = b et x = 0 est une variable
aléatoire a valeurs dans R""). La distribution de probabilité de cette variable
aléatoire, sous des conditions plus ou moins générales, a fait ’objet de nom-
breux travaux, notamment ceux de Babbar [1] ; Bereanu [2], [3], [4], [5];
Prékopa [8] ; Tintner [9], [10] ; Wagner [11] et Williams [12].

Dans cet article nous considérerons un programme linéaire stochastique
lorsque le vecteur b seul est supposé aléatoire. Des hypothéses seront faites
sur la matrice 4 et le vecteur ¢ pour éliminer le cas d’une valeur non bornée
de l'inf. de ®(A4, b, c¢). On donnera la fonction de répartition de I’optimum
pour le programme min (A4, b, ¢) d’abord et pour son programme dual
ensuite.

(*) Les numéros entre [ ] renvoient a la bibliographie.

(**) Dans toute la suite R indiquera la droite réelle achevée : R = RU (+ o) U (=),
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I — RAPPELS DE PROGRAMMATION LINEAIRE

Les définitions et les théorémes ci-dessous résument les notions fonda-
mentales de programmation linéaire utilisées dans la suite.

La résolution du programme linéaire min 2 (4 , b, ¢) revient & minimiser
la fonction linéaire cx, appelée fonction économique, sous les contraintes :
(DAx =5, 2)x = 0.

On appelle solution de ®R(A, b, ¢) tout vecteur x € R” qui satisfait
le systéme (1).

Si X est une solution de (A4, b, ¢) telle que x = 0, alors X est une
solution réalisable de R (4, b, c).

Soit kK < min(m, n) le rang de A.

On appelle base de ©2(A4, b, c¢) toute sous-matrice de A qui est carrée
d’ordre k et réguliére.

Chaque base de R(A, b, c) définit une partition de P'ensemble des
composantes de x en deux classes : la classe des varigbles basiques, qui
contient les composantes de x associées (au moyen du systéme (1)) aux
colonnes de A contenues dans la base, et la classe des varigbles non basiques,
définie de fagon complémentaire.

Une solution x de € (4 , b, c) est appelée solution basique si ses variables
non basiques (par rapport a une base B donnée) sont toutes nulles.

Théoréme 1, 1 : Si (4, b, ¢) admet une solution réalisable alors il admet
au moins une solution basique réalisable.

On notera P I’ensemble des solutions réalisables de ®(4 , b, ¢).
Un vecteur X € P, tel que :

VxE€P:cx=2cx

est appelé solution optimale de ®R(A, b, c) et la valeur ¢x correspondante
est dite optimum de R(A, b, ¢).

Théoréme I, 2 : Si (4, b, ¢) admet une solution optimale alors il ad-
met au moins une solution basique optimale.

Le programme min €(A , b, ¢) est dit défini si 1’ensemble P n’est pas
vide.

Le programme défini min R (A4 , b, c) est optimisable si

3XEP:min{ex |x €EP}=cx.
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Etant donné le programme min% (4, b, ¢), on définit son programme
dual, noté max €, (4, b, c¢), comme le programme suivant :

max R, (4, b,c): {max yb | yA <c} a1, 2)

La résolution de (I,2) revient a maximiser la fonction linéaire yb sous
la contrainte yA < c.
Un vecteur y € R™, tel que A4 < ¢, est appelé solution de 2 (A, b, ¢).

Compte tenu de la structure particuliére de ®,(A , b, ¢) toute solution
sera une solution réalisable.

On notera Q I'ensemble des solutions de €,(4 , b, ¢).

Une solution y de ,(A4, b, ¢) est dite optimale si :
vy €Q : yb <yb.

La valeur yb sera alors optimum de R4(4, b, ¢).

Le programme max % ,(A4 , b, ¢) est défini si ’ensemble Q n’est pas vide.
Le programme défini max €,(A, b, ¢) est optimisable si
IyEQ max {ybly €EQ=7b.
Théoréme I, 3 (d’existence) : Etant donné deux programmes min (A4, b, 0
et max %,;(4, b, ¢) on a les seules possibilités suivantes :
(i) Les deux programmes sont optimisables ;

(i) Un programme n’est pas défini et 1’autre est défini mais non opti-
misable;

(iii) Aucun des deux programmes n’est défini,

Théoréme I, 4 (de dualité) : Simin €(A4 , b, ¢) et max Rq(4, b, c)sont tous
les deux optimisables alors :

min ¢x = max yb
xEP yEQ

Relations d’exclusion : Si x et y désignent deux solutions optimales,
respectivement de €(4, b, c) et R ¢4, b, c), on a alors :

m
Vi€{l,2,...,n}:%;>0 =¢—2 a;y,=0

i=1

Vje{l’29~"’n}:cj_2 aifyi>0 =>fl=0

i=1
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ou Qij 1 €5
D’aprés le théoréme d’existence et les relations d’exclusion, B étant
une base de A, on dira que B vérifie la condition d’optimalité si et seule-

ment si il existe un vecteur y € R™ tel que :

Xjety; désignent les composantes de 4 ,¢c,Xx ety .

—yB =0
Ty @ 1)
r—yR>0

ol R indique la matrice formée par les colonnes de 4 n’appartenant pas a B,
v et r étant les sous-vecteurs de c¢ associés respectivement aux variables
basiques et non basiques par rapport a B.

II — DEFINITION DU PROBLEME DE DISTRIBUTION

Soit (2, &, P) un espace probabilisé et soit un vecteur aléatoire
réel'™) défini sur ( ,&) et a valeurs dans H, ou H est un borélien de
R™ pouvant éventuellement coincider avec R™. On notera F la fonction
de répartition de 5. Au vecteur b on associe le programme linéaire stochastique :

mn® (A4, b,c): min{cx |Ax =b,x =0} aL b

A et ¢ étant deux matrices réelles de dimensions respectives m x n et 1 x .
A chaque réalisation b de 3 correspond, par (II, 1), le programme linéaire
certain min% (4 , b, ¢) dont I’ensemble des solutions réalisables sera noté P, .
Considérons I’application Z de H dans R ainsi définie :

+ oo, si min €(A4, b, ¢) n’est pas défini

5 _ —oo, simnfA,b, )
H >R :b-Z()= est défini sans étre optimisable ai, 2)

min{cx | x €EP,},
simin ¢ (A4, b, ¢) est optimisable

Dans [7], on démontre que l’application Z ci-dessus définie est mesu-
rable, donc que Z est une variable aléatoire & valeurs dans R. Notre probléme
est de déterminer la fonction de répartition de Z. En programmation stochas-
tique un tel probléme est appelé probleme de distribution.

(*) Dans toute la suite, tout élément aléatoire sera noté par un tilde.
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IIl - LE PROBLEME DE DISTRIBUTION DANS LE CAS OU LA MATRICE
A EST CARREE ET REGULIERE

En premiére approximation & ce probléme de distribution considérons le
cas ou la matrice 4 est carrée et réguliére. Dans cette hypothése, le systéme
linéaire Ax = b, ol b est une réalisation donnée de B, admet une solution et
une seule :

x=A"1'bh i1, 1)

ot A~ ! indique la matrice inverse de A. La valeur Z = Z (b) prise par la variable
aléatoire (II, 2) sera donc :

cA™'b si A7'b2=20
Z=Z(ph)= (111, 2)
+ oo si A7'b 20
o la notation A~ 'b = x # 0 signifie que 'une au moins des composantes de x

est négative. Les formules (111, 1) et (111, 2) s’appliquent a toute réalisation de
b et donc la fonction de répartition de Z("), notée G, est donnée par :

VZER :G(z)=Prob{Z <z} =Prob {cA ' 5 <z} N{4"' 5 =0} =

f‘/r'n.p’e f S(z)dF (111, 3)

ou SE)Y={bEH|(cA"'"b<z)N(A~'b=0)}.

IV — LE PROBLEME DE DISTRIBUTION DANS LE CAS OU LAMATRICE
A EST RECTANGULAIRE DE RANG MAXIMAL

Considérons maintenant le cas ou la matrice A est rectangulaire m xn
de rang égal a m. Soit g, (1 < q < C?),le nombre des bases de (A4, b, ¢).
La i-éme base sera notée B, ,(i=1,2,...,q). Les vecteurs v; , (7; € R™)
et & , (§, € R™) désigneront respectivement les sous-vecteurs de ¢ et de x asso-
ciés aux colonnesde B;. A chaque base B; on peut associer la variable alatoire :

(*) Par extension du concept de fonction de répartition on gardera cette appellation
méme si Z a une masse concentrée a I'infini, autrement dit si :

Prob{b EH | A1 b} 0} =Prob{Z = +e}=a>0

et la condition lim G (z) = 1 n’est donc pas vérifiée.
z—>+ 00
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t.

=yB 'h G=1,2,...,9.
L’ensemble {B; |i = 1,2

i
,...,q}définit donc le vecteur aléatoire de R? :

~

F=Vi
ol V est la matrice g x m dont le i-¢me vecteur ligne est v,B; ' ,
(i=1,2,...,q9). Sib est une réalisation de b les composantes du vecteur

t = Vb représentent évidemment les valeurs prises parla fonction économique
de <R(A4,b,c), correspondant aux solutions basiques. Le programme
min R(4 , b, ¢) pourrait étre défini sans étre optimisable puisque la fonction
économique cx pourrait ne pas étre bornée sur I’ensemble P, (non nécessai-
rement borné) des solutions réalisables de 2 (4 , b, ¢).

Hypothése IV, 1 : Le systéme yA < ¢ est compatible .

D’aprés le théoréme d’existence 1, 3, il est évident que si ’hypothése IV, 1
est vraie alors tout programme défini minR(A, b, ¢) est optimisable ;
autrement dit, ¥ » € H les deux éventualités suivantes sont seules possibles :

(1) min®@A,»d,c) n’est pas défini.
(2) min A4, b, ¢) est optimisable.

Hypothése IV, 2 : I existe un borélien inclus dans H, noté 0, tel que :

S Lo [ [ aF>0 et min2, b 0

est défini pour toutb €0 .

Si I’hypothése IV, 2 n’était pas vraie alors par la définition de Z on serait
évidemment dans le cas trivial olt Prob{Z =+ o} =1 .

Dans toute la suite on supposera vraies les hypothéses IV, 1 et IV, 2.

D’aprés les hypothéses IV, 1 et 1V, 2, le programme min (4, b, ¢)
est optimisable pour tout b € 6, donc, par le théoréme I, 2, il existe au
moins une base de A qui vérifie la condition d’optimalité (1, 1).

Supposons que B; soit la seule base de A qui vérifie la condition d’opti-
malité, ¥V b € H on aura alors :
too, si BP0
Z®) = av, n
=vB'b si BT'b>0

et la fonction de répartition de Z sera de méme type que dans (III, 3), mais
I’ensemble S (z) sera défini par :
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S(z)={bEH| (vB 'b<2z) N (B 'b >0}

Soit p un entier tel que : 1 <p < g et soient B, , B, soees By les

bases de A qui vérifient la condition d’optimalité. Pour tout vecteur b ap-
partenant a H on aura alors :

+oo, si bE

’

p
bEH| N (B,"lb?0)§

=1
tjl =tj2 =...=fjk,si
Zb) = " ) (v, 2)
belbeH [n (Bi‘11b>0)] A [ (Bj“b}O)]
=1 =1
ielip ..., it

ou (j, ,j,,....J;) représente une combinaison quelconque de k indices,
(1 <k<p),delensemble{l ,2,...,p0}.

En effet s’il n’y a pas de solution réalisable parmi les solutions basiques
associées aux bases de A4 qui satisfont 4 la condition d’optimalité, alors,
d’aprés le théoréme (I, 2), min ©(4, b, ¢) n’est pas optimisable, donc, par
I’hypothése IV, 1, min @(4, b, ¢) n’est pas défini et Z () =+ oo

Par contre, s’il y a des solutions réalisables parmi les solutions basiques
associées aux bases qui vérifient la condition d’optimalité alors min (A4 , b, ¢)
est optimisable et d’aprés le théoréme (I, 2) la valeur optimum coincide avec
les valeurs prises par la fonction économique pour les solutions basiques
optimales.

Afin d’expliciter la fonction de répartition de Z considérons la partition
de H suivante :

P 4 14 p
H=B,-0U[.U B,-l]U..--U U U U B [V VB,
j1=1 j1=1 jp=1 Je=1
I2¥i Jk¥ i
Tk#tik—1
. P
ou : B, =1 bEH | N (B,-—‘bko)g
j=1
P
b, = bEH‘[B,-:‘WO]ﬂ n B'6#0 2,n=1,2, P
j=1

e



Bn gbeHl[ﬁ (B,;‘b>0)]m[ﬁ (B,“b‘%O)]§ V€, kY e,
i=1 j=1
S e i}
8., beH\n 8 'b> 0)% CVIE{1,2, . ph =i

Pour z fixé appartenant a R, ’événement

{Z<z}
peut se décomposer de la fagon suivante

(Z<z}={Z<z3NH=
=[<Z<zmﬁ,01u[{z”<z} n (31@1)] U [{Z<z} m(u O ..
L=

11=1 jz=1 k=
j2# 1 JeF i1
JkFik—1
U,.. [{Z<z}m;“,2 .A.,-p]=[{2<z}ﬁﬁ].0]u[ L’j ®;, m{Z<z})] U...u
f1=1
P P I4 ~ ~
u...u[ 5 & ... & (5iliz_,',kn{z<z})]u S8, ., NEZ<2
J1=1j2=1 k=1
j2#i ik #i1
kFik—1

La fonction de répartition de Z, notée G, sera alors

VZER : G(z) = Prob{Z < 2}

= (v, 3)
6 & .
2 ‘/:/ fﬁllﬂ{t <Z} 1=1 =1 ”'ikZ‘z1 fj f‘/‘;

ia ik m{z/k <z}
iy i1 s Fh

Je#ik-1

.

3
k=1

+ ...+
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Sl )

1/2

Il

Biyig -

aF ) L
ipn iy, <a}” E’—;l(iz—l j22=l

1= Ik—l

ja#h Ik *i
Je¥Fik—1

V — LE PROGRAMME STOCHASTIQUE DUAL DE min %(4 , b, ¢) DANS
LE CAS OU LA MATRICE A EST CARREE ET REGULIERE.

Comme b est un vecteur aléatoire de R™, le programme max %, (4 , b, ¢)
est stochastique. Considérons I'application L de H dans R :

— oo, si max R,(4, b, ¢) n’est pas défini
r ~
H — R :b~L(b)= + oo, si max R, (4, b, c) est défini sans étre opt.ble  (V, 1
max{yb |y €Q}, si max%,;(4, b, ¢) est optimisable

On peut démontrer que P'application L est mesurable, donc que L est une
variable aléatoire 4 valeurs dans R.

L’ensemble Q des solutions du systéme yA < ¢ représente un polyédre
convexe de R™. Si la matrice A est carrée et réguliére alors @ n’est pas vide
car il contient au moins le point :

y=cA"

qui est appelé sommet de Q. D’autre part, comme ¥ est le seul sommet de Q,
par le théoréme I, 2 appliqué au programme dual, si b est une réalisation
de b telle que max R ;(4 , b, c) est optimisable, alors :

max yb = yb. v, 2)
yEeQ

On peut donc écrire :

yb, simax@, (A, b, ¢) est optimisable
L) =
+ oo, sinon.
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Proposition V, 1 : Les deux applications L (b) et Z(b) sont identiques;
autrement dit :

vbEH:Z®) =L®).

Démonstration : On vient de voir que ¥b € H, oubienmax %@, (4, b, ¢)
est optimisable ou bien il est défini mais non optimisable ; or, si b est tel que
max®, (A, b, c) est optimisable, min R(A4, b, ¢) l'est aussi en vertu du
théoréme d’existence ; en outre, d’aprés le théoréme de dualité :

yb = max yb = min cx = cA~'b.
yeQ x EP

§i, par contre, b est tel que max%®, (A4, b, ¢) n’est pas optimisable (donc
L{b) = + o) alors par le théoréme d’gxistence min (A4, b, ¢) n’est pas
défini, ce qui entraine Z(b) = + oo = L (b).

De la proposition V, 1 découle donc :
¥bo,, si A 'b=0
L) =

+ oo, sinon.

Vérifions alors que la fonction de répartition (notée T) de L est égale
i la fonction G du § III :

Vz €ER : T(z) = Prob {L < z} :fj:nip}e' f‘/{‘bEHal'!;b<z)ﬂ(A—lz_>:> N

S ooy

car Vb =cA"'b.

VI — LE PROGRAMME STOCHASTIQUE DUAL DE min €(4 , b, c) DANS
LE CAS OU LA MATRICE A EST RECTANGULAIRE DE RANG
MAXIMAL.

Soit la matrice A rectangulaire de rang m . Considérons les systémes
suivants :
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i=1,2,...,q (VI’I)

ol B; est la i-¢me base de A et R, représente la matrice formée par les colonnes
de A non incluses dans B;, v, le vecteur formé par les m composantes de ¢
correspondant aux colonnes de B; et r, le vecteur formé par les compo-
santes de ¢ non incluses dans «;.

Un vecteur y € R™ qui vérifie (VI, 1) pour unindiceifixé,i€{1, 2,...,q},
est appelé sommet du polyédre convexe Q et sera noté y,.

D’aprés la définition du systéme (VI, 1) il est évident que une base B,
définit un sommet de Q si et seulement si B; vérifie la condition d’optimalité
(I, 1). Comme il existe au moins une base de 4 qui vérifie la condition d’cpti-
malité (I, 1) il existe donc au moins un sommet de Q.

Proposition VI, 1 : Si b est une réalisation de b telle que max R, (A4, b, ¢)
est optimisable alors :

3i€{1,2,‘..,p}:maxyb=y(0b
yEeQ

ou p indique le nombre des sommets de 0 : 1 < p <gq.

La proposition VI, 1 n’est rien d’autre que le théoréme I, 2 appliqué
au programme dual.

Le théoréme d’existence et les relations d’exclusion justifient la

Définition VI, 1 : On dit que un sommet Yo satisfait 4 la condition d’optima-
lit¢ pour max®,; (4, b, ¢) si et seulement si il existe un vecteur p € R™
tel que :

b—pB, =0
p =20

V1, 2)

ol b est une réalisation donnée de b. Le systéme b — pB; = 0 ayant la solution

unique p = B,.‘l b, la condition (VI, 2) est satisfaite si et seulement si B/ b =0

D’aprés les hypothéses IV, 1 et IV, 2, pour tout b € 6 le programme
min (A4, b, ¢) est optimisable et cela entraine, par le théoréme d’existence,
max %;(A4,b, c) est optimisable. Par la proposition VI, 1, donc, pour tout
b€ il existe au moins un sommet qui vérifie la condition d’optimalité
(VI, 2). Par contre, si b & 6 alors max %y (A,b,c) nest pas optimisable
et aucun sommet ne vérifie la condition (VI, 2).
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Supposons que Vb €0, Y soit le seul sommet qui vérifie la condition
d’optimalité. On aura alors :

+ oo, si B,-“b}O

-~ VI, 3
L) = ( )
ypb st Bi'b=0
et on retrouve donc (IV, 1), car y ;b = v; Bi_l b.
Plus généralement, si y 1y, ¥y s> V() » 1 <7< p, sont lessommets

qui, au moins pour une valeur b € 6, satisfont a la condition d’optimalité
on aura :

+oo, si bE

’

bEH'ﬁ @ b}O)z
=1

y(jl)b=...y(,h)b, si b€

h
beHHn (B,.;lb>0)]n [ﬁ (B,-lb;zO)”
i=1 j=1

1€{it,..., In}

ou (,,j;,...,J,) représente une combinaison quelconque de % indices
(1 <h<7)delensemble{1,2,...,7}.

D’aprés la condition (VI, 2), pour tout b € 8 on a & = k, k étant défini
dans (IV, 2). Enoutre, Vi€ {1,2,...,k}etVbEH :

_ -1 —
Yiin b= Y Bii - tii'

On a donc démontré que les deux variables aléatoires I et Z sont
identiques, ce qui pouvait étre démontré, d’ailleurs, a ’aide des théorémes
d’existence et de dualité. La fonction de répartition de I est alors égale a celle
de Z, (1V, 3).

L’introduction du programme stochastique dual de min R(4, b, ¢)
et le fait que les deux variables aléatoires L et Z sont identiques permet toutefois
de donner une expression formellement plus simple de la fonction de répartition
deZ=L.

Proposition VI, 4 : V¥ b € H, la valeur prise par L est:

+oo, si Vi€{l,2,...,p}:B;'bE0

~

L) =
max{yy b,..., ¥,y b} si 3i€{1,2,...,p}:B;'b>0.
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Demonstratlon En effet, pour b fixé, max €, (4, b, ¢) n’est pas opti-
misable (L (b) = + ) si et seulement si aucun des sommets de Q ne vérifie
la condition d’optimalité, donc si et seulement si

ViE{l,2,...,0 : B 20,

Cela implique aussi que max %,(4, b, ¢) est optimisable si et seulement
sidi€{l,2,...,p}tel que B 1 p = 0 ; dans ce cas en vertu de la proposi-
tion VI, 1 on aura L ) = max{y(,) b,....Vu b}.

La fonction de répartition de Z = L sera donc :
VZER :G(z) =Prob{Z <z}=T(z) = Prob{L <z} =
= Prob{max (y(;,b,..., v, b) <z, b€b) =

o JI o

{» eHI n (y(,)b<z)n(bee)}
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