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INTRODUCTION

Nous nous proposons ici de consacrer une étude aux Algébres de Post,
qui sont une-extension naturelle des Algébres de Boole.

Il est d’abord intéressant de revenir sur ce que recouvre le terme d’Algébres
de Boole. On distingue, par ordre de complexité croissante :

— T’algébre <2> ={0,1}, sous-algébre (totalement ordonnée) de toute
autre algébre ;

— les algebres finies, nécessairement isomorphes a4 <2>", ou bien a
R(E) (card (E) = n), ol ’'on n’a plus Pordre total ;

— les algébres “‘ensemblistes” du type % (E), ol E est alors un ensemble
quelconque, isomorphes a <2>f (*) ;

— les algebres de Boole quelconques définies par exemple, comme
treillis distributifs et complémentés, représentables seulement par un clan de
parties d’un ensemble (Théoréme de Stone).

La structure booléenne s’est construite peu d peu a partir de I’Algébre
<2>, support de la logique binaire. Il était naturel d’envisager la construction
de logiques a r valeurs (r € N ;r 2 2), o0, dés que r 2 3,1l y a des degrés entre
le vrai et le faux. Le support primitif a donc été, de fagon naturelle, un en-
semble <r>={e¢, =0,¢,,...,e,_, = l},chaine 4 r éléments, muni, comme
on le verra, d’opérations supplémentaires dont les nécessités (du point originel
de la logique) apparaitront clairement. Mais, 4 partir de <r>, sera définie une
structure algébrique P dénommée r-Algébre de Post, qui est 4 <r> ce qu’une
algébre de Boole est 4 <2>. De méme, ’analogue ‘‘ensembliste” de @(F)
sera en algébre de Post & (E),ensemble des partitions ordonnées d’un ensemble
E en r sous ensembles.

Comme, par ailleurs, une 2-Algébre de Post n’est autre (d une bijection
prés) qu’une Algébre de Boole, on voit bien quelle est la place des Algébres
de Post dans la catégorie des treillis distributifs.

*) FE désignera dans toute la suite 1’ensemble des applications de £ dans F



L’article de Post [14] consacré aux logiques d n-valeurs ne s’étendait
guére sur le support algébrique nécessaire a leur étude. Ce fut Rosenbloom
qui parla le premier [15] d’Algeébre de Post, mais en en donnant une axioma-
tique si obscure que pendant vingt ans, ce sujet tomba dans l'oubli. Il fut
repris dans un excellent article d’Epstein [[3]] par la voie des treillis. Epstein
démontra ’équivalence de la définition de Rosenbloom et d’un ensemble
de propriétés simples. C’est cette définition qui a été utilisée ici.

Dans la premiére partie de cette étude, nous avons tiché de donner les
outils de calcul postien : comme en algebre de Boole, les techniques de calcul
(et leur facilité d’emploi) sont ici essentielles. Mais le manque de référence
dans la littérature mathématique (et aussi le souhait que ce papier soit
“autonome”) nous a conduit a développer un peu la partie “structure” (sous-
algébres, homomorphisme, structure produit et image) sans laquelle rien de
solide ne peut étre fait; on y verra aussi une forme de codage (postien vers
booléen) dans le paragraphe consacré a la sous-diagonale qui permet de tra-
duire en booléen tout probléme postien. Les applications sont nombreuses.
Enfin, il était important de noter I’existence d’un anneau postien, prolonge-
ment de I'anneau booléen usuel : La différence symétrique booléenne,
dont on sait combien elle est précieuse, y trouve son extension.

La seconde partie traite des polyndomes et des équations postiens. On
y montre que tout polyndme a une décomposition canonique (forme nor-
male disjonctive) qui est unique et posséde des propriétés de “transparence”
(homomorphisme) vis a vis des opérations postiennes usuelles : tous ceux
qui ont db manipuler les fonctions booléennes savent combien est utile,
notamment pour la résolution des équations fonctionnelles. L’étude des
polyndmes conduit naturellement a celle des équations : on y montre
comment 'on peut résoudre complétement un systéme algébrique quelconque
de p équations et g inéquations postiennes 4 n inconnues ; on trouvera
plusieurs exemples dans le texte.

Ces résultats pourront naturellement s’appliquer tout d’abord au cas ou
P = <> (et donc résoudre les équations sur un ensemble fini totalement
ordonné), mais aussi au cas ou P est une algébre de fonctions (d’ol a4 nouveau
un procédé de résolution des équations fonctionnelles) et encore au cas ou
P = % (E), oh les inconnues sont des partitions ordonnées d’un ensemble (en
r sous-ensembles).

Un dernier chapitre enfin expose une application des résultats obtenus
a une extension de la notion de graphe orienté, ici appelée r-graphoides : P'idée
de cette extension est de graduer la notion de descendance. Dans un graphe
orienté¢ ordinaire, on utilise une logique a deux valeurs : la proposition “le
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sommet j descend du sommet i est vraie ou fausse et prend donc sa valeur
de vérité dans {0,1} = <2>. Si on la value dans <r>, on obtient la notion
de “degré de descendance”. A tout couple (i,j) de sommets on associe
un élément e, € <r>. Entre les cas ¢ = 0 (resp. e,_, = 1) qui sont usuelle-
ment le cas de la non-descendance (resp. de la “pleine” descendance), il y a des
degrés.

On voit aisément quel est le type de problémes qui peuvent se poser :
problémes de cheminement & lintérieur d’un graphoide en n’empruntant
que des chemins de poids au plus (resp. au moins) égal 4 un poids ¢, donné
(probléme de l'e, forte connexité) etc... ce qui est intéressant d constater
c’est que 'on sait effectivement mettre en équation et résoudre les problémes
précédents : la technique consiste a utiliser des matiéres postiennes au lieu
de matrices booléennes.

Qu’il me soit permis pour terminer, de remercier ici Monsieur KREWERAS
qui, par l'intérét qu’il a porté &4 mon travail m’a permis de mener a bien la
rédaction de cet article.






RAPPELS ET NOTATIONS BOOLEENS

Si B est une algébre de Boole, on désignera par x v y la disjonction
(sup.) de deux éléments, par x. y leur conjonction (inf.), ¥ le complément
de x, 0 et 1 les éléments universels. On rappelle que :

xspex.y=x)exvy=y)ex.y=0).

Désignant par <2> ={0,1} la sous-algébre minimale, on définit une
application ( exponentielle) [[6]]

Bx<2>-B (x, a) ~— x°

1 0

par Xt =x et x' =X
On la prolonge ([[8]]) en une application :
B" x <2>" - B
par x=(x,...,x,) €EB" a=(a,...,0,) € <>"
n
X = T:[x?i=(x‘;1).(x;2)...(xﬁ") . D
On montre facilement que
x*=1e®a=x (p. 2)
x® =] et a¥f=>x*.xF=0.

ase<2>N

(p. 3)et(p. 3"
Cette “orthonormalité” des x® sera trés utile dans la suite.

Cette notation exponentielle permet de simplifier considérablement
certaines écritures puisque par exemple le théoréme de la forme normale
disjonctive (ou de Lagrange) s’écrit (voir [[11]], par exemple).



(wxe€B) fm= \ » f@.

ae <>
Par exemple, pour n = 2 ce théoréme dit que :
fx,x,)=%,.%, . fO,0)vx, . X, . f(1,0)vXx, .x,.f(0,1)
vx, . x, f(1,1).
Une forme modifiée de ce théoréme fournit la décomposition canonique

d’un élément de l’algébre de Boole produit B” :

(Vx€B") x = V nx"‘.a (p. 4)
a € <2>

Par exemple, pour n = 2, on a (V (x, ,x,)EB?):
xy,%x) =% .%, . (0,0 vx; . %, .(1,0)vx, . x, . (0, )vx, . x,.(1,1) .

On rappelle par ailleurs que si B et B’ sont deux Algébres de Boole, une
application ¢ de B dans B’ sera appelée un homomorphisme booléen si

(v(x,y)EB?)
pxvy)=pvely) et o) =9k).
On en déduit alors
px.y)=ex).00)
p(0)=20 et e(l)=1.

Il y a “compatibilité” compléte avec les structures booléennes.



I — PROPRIETES DES ALGEBRES DE POST

Une fois donnée la définition d’une Algeébre de Post, on étudie es-
sentiellement dans le début de ce chapitre les techniques de calcul postien.
On ne peut rien faire en postien (comme ailleurs) sans une certaine aisance
de calcul ; les Algébres de Post sont de ce point de vue, un peu moins facile
d’accés que d’autres structures : le nombre des opérations de base et des é1é-
ments distingués y est en effet relativement élevé — ’habitude du calcul booléen
aide néanmoins 4 la compréhension.

Signalons que les sections A et B du présent chapitre sont dues a Epstein :
il s’agit de la définition et des propriétés essenticlles des Algebres de Post,
que nous avons cru bon de reprendre ici de fagon a rendre cet article, autant
que possible, autonome. Pour le reste, il s’agit essentiellement de résultats
inédits, ou figurant dans la these [8].

A — DEFINITION
Soit r un entier supérieur ou égal a 2, fixé dans toute la suite.

Définition (1).
On appelle r-Algébre de Post un treillis distributif P
(on note x vy = sup.{x, y} et x.y=inf.{x,})
avec éléments universels (0 et 1) tels que :
a) il existe » applications de P dans P :
0<i<r—-1 x—xf

telles que
V x =1 (A1)

iFj=xi x= (A2)



b) il existe dans P une chaine <r> :

<r>={ey,e ,...,e_;}
O0=¢, <¢; <...5¢,_, =1 (A3)
et 'on a :
a) (x.e, =0)=x=0) (A4)
DY(WDUSis<r—Dxve,_, =e¢)=(x=c¢) (AS)
r—1
c)(YyxEP) x= x. e (A6) .
i=o
Interprétation

En logique a r valeurs, il y a r valeurs de “vérité” formant un ensemble
totalement ordonné qui est <r>. Les relations (Al) et (A2) assurent que de
r choses, l'une et 'une seulement. La proposition (A6) permet effectivement
I’écriture de la valeur de vérité (x) de toute proposition suivant une décompo-
sition canonique.

Les propriétés (A4) et (AS) sont techniques. Elles permettent d’assurer
par exemple que tous les éléments de <r> sont distincts.

Remarque

Si r = 2, les conditions précédentes s’écrivent :

Xvxt=1 x°. x!' =
x% et x! sont donc compléments ’'un de 'autre. On a aussi
(VY x€EP) X. e, vxle, = x'.

P est donc une algébre de Boole (tous ses éléments sont complémentés).
Définition (2) :

r s'appelle le module de P, les.x" s’appellent les composantes postiennes de

X.

Les propriétés (A4) et (A5) s’étendent de fagon simple. On a
Proposition :
si x.e; =0 aA<i<r-10

alors x=0
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En effet

x.=0=(x.¢).(e,))=0=x.e, =0=>x=0.

Proposition :
si xve, =¢ et <]
alors X =g
En effet
xXveve_, =eve ; =g
et (i<j~1)=xv(e,.ve,-~1)=xve,-_1=e]~
donc X = e

iR

B — LE CENTRE D’UNE ALGEBRE DE POST.

L’ensemble B des éléments complémentés d’une r-Algébre de Post est
fondamental dans la suite. Nous Pappellerons le centre de P. On a un théo-
réme qui est bien connu :

Proposition :

L’ensemble des éléments complémentés d’un treillis distributif est une
algébre de Boole.

La démonstration est trés simple et ressemble par exemple a celle qui
prouve que dans un monoide, l'ensemble des éléments inversibles est un
groupe. Par exemple, le centre de <r> est <2> (la démonstration est triviale).

Voici maintenant un théoréme | 1] qui démontre que B est exactement I'en-
semble des composantes postiennes des éléments de P.

Théoréme [1]
Soit y €P. Pour que y appartienne 4 B, il faut et il suffit qu’il existe
xEPeti€[0,r — 1] tels que

y=x.

Démonstration
Supposons d’abord que l'on ait y = x' .
r—1
Alors, si 'on pose z = v x/ , il vient:

j=o
jFEi



yvz=1 et y.z=V x. ¥=0
j#i
et y est complémenté.
En sens inverse, supposons y complémenté. Donc il existe y tel que

yvy =1 et y.y=0.
Je dis qu’alors : y =y, (B
En effet

y=yle,vyle v...vy 2o , vy t=yl

Mais, d’autre part :

0 1 —2 —1
ysylie ,vyte ,v...vyrle vyt

r—1

y<QO%vylv...vy?) e ,vy

2 i

y<OPvylv. vyl (e, vy ) =6, vy

Alors

et donc O 'vy)ve,_, =1=e¢,_, =y tvy=1.

En complémentant (3’~! et ¥ sont tous deux complémentés), il vient
y-l.y=0 soit y<y !,
Remarque :

On utilisera souvent dans la suite une propriété demontrée en cours de
calcul:la disjonction de certains des ¥’ admet pour complémentaire (booléen)
la disjonction des autres. C’est-d-dire (si / C [0, r — 1] est un ensemble

d’indices)
[V xl]= vV x/.
i€l i€l

Nous allons maintenant démontrer un résultat fondamental (encore du
a Epstein), concernant I'unicité des composantes postiennes

Lemme

Si b.ei=b.ej (avec bEB et {(Fj) alors b =20



Supposons i <j et

=, b) = e, .b=e¢ b<eve . b<eve =
e, =¢.(bvb)y=e. bve. e;.bveb<eve . b<eve =g
Donc eve,. . b=¢ et e.b=g¢

Ceci implique

b.e]-=0 et donc b=0, car j=1.
lThéoréme 2]
Les composantes postiennes d’un élément sont uniques.
Démonstration :
r—-1 r—1
x = x'. e x=Vy'.e,-
i=o0 i=0
et in=Vyi=1 avec x. X =3y . y=0 (G#j).
i i
Soit
r—1 r—1
jFk xj.yk.[v x! e,]=xj-yk-[v yi'ei]-
i=0 i=
Donc XYk e =x Y% ey,
etcomme x.y*EB ona X .y¥* =0, d’aprésle .lemme précé-
dent.
Mais comme
r—1
x*=1, on en déduit :
i=0
r —1
y* = xt Yk =y*¥ x¥ etdonc ¥ <xF.
i=0

On démontre l'inégalité inverse de la méme facon. L’unicité des com-
posantes postiennes (extension de l'unicité du complémentaire booléen) est
une propriété importante : elle va permettre d’identifier les composantes (et les
décompositions canoniques). Par exemple si x est un élément complémenté

de P, x s’écrit :

x=X.0vx.1=X.e,v0.e,v...v0.e,_, vx.

erf 1
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et donc :
XX =x(0<i<r—-Dxf=0;x""'=x.

De méme, si 'on recherche les composantes des éléments de <r>, on

e =0.eyv...v0.e_,v].ev0.¢,,v...v0.¢,_,
et donc
(e;Y = 8/ (symbole de Krdnecker) . (B2)

Le théoréme ‘“‘technique” qui suit permet,a partir d’'une décomposition
quelconque : du type

x = b..e; ou b,€B

1 i 13
de donner la décomposition canonique (unique) de x .

Théoréme [3]

Sio x= V b;.e;  alors

r— _—
xX=T7 b; ; xX*=b,. [T b, A<i<r-2)
1 jZit1

x~1=p (relations (B3))

r—1 >

Démonstration :

Observons d’abord que les x’ ainsi définis vérifient bien les conditions
d’orthonormalité (A1-A2). Car (1 <i<r — 1)

x . x"~1 <b,_,.b

1 =0 x° . x'<b,.b,=0

et si 1<j<r-2, et,par exemple : [ <j i+1<j))

xi.x’<—5j.bi=0.
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b,y =(b,_,vb,_,).(b,_, vh,_,) (distributivité)

= br——l Vbr—2

trois premiers termes conduit a :

br—l Vbr—2 Vbr—3 - br_—2 br——l = br—l Vb"-2 Vbr—3

La disjonction des

et, par récurrence, si ’on suppose alors
r—1
i o—
. x*=b,_,v...vb,_,
i=r—k

r—1
V =0, ,v...b,_)vbr-k-1- T E
=y j=r—k

qui se réduit encore par distributivité et vaut :
b,_yv...vb,_, vb,_, ). (b,_,v...vb,_vb,_,...b,_))

et le second facteur vaut 1. On trouve donc :

V x'=b,_,vb,_, vb,, etdonc:

y =(b,_yvb,_ ,v...vb)vb, .

Reste maintenant a démontrer que les x! sont effectivement les compo-

Ve

i=1

santes postiennes de x, donc que l'on a
-1

Vs,

i=1

u<,

Or, on a démontré au cours du calcul précédent que

r—1
i=Y—k t—Y— b

et on utilise le fait que,comme <r> est totalement ordonné

e=Ve.

jsi

r~1 r—1
Vx‘.e-=Vx‘. Ve.
o= j<i '}

Donc
i=1
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et la transformation qui suit est une manipulation sur les indices que I'on
peut suivre sur le schéma ci-dessous.

Le théoréme précédent va nous permettre d’identifier les composantes
postiennes d’une disjonction et d’une conjonction. Si en effet

r—1
= i - i
x—_Vox.e,. et y=V y.¢g
i=

i
o

rF—1
alors xvy=v (xfvy).eée,
i=0
mais les x* v y¥ ne vérifient pas nécessairement les conditions d’orthonormalité

(A1-A2). Le théoréme précédent nous permet cependant de conclure, (car
x'vy €B) et I'on a :

r—1 r—1 r—1
(evy) =T] (xXvyh) = ﬂf.?‘:[ Tc"] : [TT ?"]

Gcvy) =x% .0,

Si maintenant 1<i<r-—2, alors:

vy =ivy). TT vy = (xivyd). | ;] [ﬂ J;]

jzi+1 jzit+1

. []V x,] : [\4/ y]



et par distributivité et absorbtion :

(xvyy =xi. [ V yf] vyi.l:}v x’] :

I<i j<i
De méme :
(xvy)r—l — xr—l vyr—l

Un calcul analogue peut étre fait pour la conjonction. Il sera plus simple
d’observer (cf. paragraphe. .LF.) qu’il existe une dualité & du treillis P. On a
les résultats ci-dessous :

Théoréme [4]
Si
- f et y=V yi e alors (relations B4)

(xvy)® =x°.y° (x.p)° =x%vy°

(xvy)y = xi.[ v yi] vyi.[_V- x’] (. y) =x'[VY’] vyi.[_v_J
j<i j=i j=i

j=i

(xvy)r—l =xrA1Vyr—1 (x'y)r—l ____xr—l'yr—l

On observera que ces formules sont peu simples et permettent malai-
sement de traduire des inégalités, puisque une inégalité postienne du type
x < y doit en principe s’écrire :

x <<ye(xvy=y)e (xvy) =)

C — STRUCTURE DE SOUS-DIAGONALE

Soit B une algébre de Boole ; on va lui associer une structure, dite
de sous-diagonale qui est un treillis distributif contenu dans B"~! et contenant
B (& un isomorphisme prés) comme ensemble d’éléments complémentés.
L’intérét d’une telle structure est qu’elle est une r-algébre de Post, et qu’un
sens inverse toute r-Algébre de Post est isomorphe a une certaine sous-diagonale.
Ce théoréme fondamental de représentation, donné en [8] a été repris ici
par une voie plus simple. Il a des applications pratiques (codage booléen)
importantes.

Définition (3)

Soit B une algébre de Boole et r un entier = 2. On appelle sous-diagonale
d’ordre (r — 1) de B (et I'on note A¥~1 (B)) ’ensemble ;



ACD By ={(x; ,...,x, DEB|x <x, <-<x,_,}

r—1

Théoréme [5]

A=1 (B) est un treillis distributif avec éléments maximum et minimum,
dont D’ensemble des éléments complémentés est la diagonale B' de B'~!.

En effet si
x=(X,...,x,_) et y=0Q,...,¥_,)
le calcul de x v y dans 'algébre de Boole produit B"~! conduit 4
XVYy =X, VYy oo Xy VY, )
et si: X, SXpq ot Y Sy

alors : X; VY, SXip0 Vst »

par compatibilité de I'ordre et de la disjonction. On a une propriété analogue
pour la conjonction ; par ailleurs les éléments extrema de B™!

0=(0,0,...,0 et I=(,1,...,1)

appartiennent a AU~Y (B). Enfin la recherche des éléments complémentés
et un probléme naturel dans tout treillis distributif. Elle conduit a :

=%, %, %)

et pour que X appartienne a AU~ il faur que X; < X, ,. Mais comme :

X < X implique X, <X;,
il en résulte que I’ensemble des éléments complémentés est 1’ensemble B’
des éléments de la forme

@,a,...,a ol a€B.

On sait que tout élément x de B'~! peut s’écrire (d’aprés (p. 4)) sous
la forme :
X = \/r_lx"‘.a (ch
a€ <2>
On va maintenant tacher d’identifier sous la forme disjonctive précé-
dente les éléments de AUV~ (B). Autrement dit, 4 quelle conditions sur ses
composantes disjonctives x% un élément de B"~! appartient-il au sous-treillis
A1) (B) ?



19

La réponse est tres simple, comme on va le voir. Les seules composantes

éventuellement non nulles. x* seront celles ou o lui méme appartient a
A (B),

Théoréme [6]
Les deux propriétés ci-dessous sont équivalentes:

a) x appartient 3 AU~ 1) (B)
b)aE A (B)=x* =0,

Démonstration :

Supposons d’abord que x appartienne 4 AU~ (B) et soit :

¢ — %1 o2 Kp-1
x* =t ox? o x "
Supposons que o = (®, ,...,q,_,) n’appartienne pas 4 AU~ (B).

Ceci veut dire qu’il existe # et j (i <j) tel que
o =1 et o =0 (car a €21

Alors, dans la conjonction donnant x¢ :
On a

&g - ¥}
X <)L )Y =x) LX) =x; .

R

et comme x,.<xj (puisque i.<j) ona x*=0.
En sens inverse si la propriété b) est vraie, on va démontrer par exemple
que x, < x, , (ce qui simplifiera nos problémes d’indices).
Retenons en effet fous les ¢ € <2271 tels que :
o =1 et a, =0.
Soit £ C <2>~! I’ensemble ainsi défini. Il est clair que
QNAU-Y (B)=0

et donc que

(Wa€ER) x*=0=x,.%,.x%5°..... Xt

Formons alors la disjonction (sur £2) de tous les termes précédents

= by @3 Qr—1
0=x,.X,. x3° ... x,"

(az,.. a, )
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Or la disjonction V est égale 4 1 (C’est la propriété (p. 3))
(a3...o¢r__1)
avec des notations un peu différentes). Il reste donc
x,.% =0 soit x, <x,.

On voit bien que la démonstration est vraie pour x; < x;,, .

Théoréme [7]
AU~ (B) est une r-algébre de Post.

Démonstration

En effet dans la décomposition canonique (Cl), il ne reste plus d’aprés
le théoréme précédent que r termes au plus, non nuls (ceux pour lesquels
Q€ <2>-1 N AU-D (B)). 1l reste donc :

e =(0,0,...,00=0
eg¢, =0,0,...,1D
(C2)
e =(,1,...,1)=1
notant Xi=x 0<i<r-1) (C3)
r—1
il vient x = x' . e
i=0

i-1
Les conditions x* . x/ =0 et V x’ =1 sont vérifiées : elles provien-

i=0
nent d’une propriété plus générale sur les x* qui avait été soulignée (p3 et p3)

11 faut maintenant vérifier les autres conditions. On a, par structure méme :

O=e¢e, <e; <...S¢,_, =1.
De plus, si X=(X1,...,x,_l)€A("1) (B)
et si x.e, =0
alors  (x;,...,x,,).(0,0,...,0,)=(@0,...,0,x,_,)=0.

Ceci implique x,_; =0 etdonc x=0 car x€ AL (B) et
X, <...<x,_,.

Si, maintenant, l'on a x ve,_, = ¢;, on sait que, par définition :

(e)); =1 si j=2r—i et (e,.)j=0 si o<j<r—i- 1L
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Donc

(xve_,); = x; si o<j<r—i

(xve,_y); =1 jz2r—i+1
On est conduit aux conditions :

0<j<r—-i—-1:x,=0;j=r—i:x_,=1;jz2r—i+1:1=1

7 r—i

Donc X =e.

Définition (4)
Un élément x de AU~V (B) posséde donc deux types de composantes :

— sesr composantes dites postiennes, notées x* et vérifiant des conditions
d’orthonormalité.

—ses (r — 1) composantes dites booléennes, notées x; et vérifiant la
condition de croissance x; < ...<x,_, .

On va maintenant donner la relation entre les deux types de compo-
santes : elles proviennent, naturellement, dans un sens, de linterprétation
de x! = x°. En effet :

X =x0 = ()0 (xy)0x,_)° = XL R

Mais ¥, <...<X;, etdonc: x?=2x_.
Si 1<k<r-2,e, est définie par :

(), =0 0<i<r—k—1I

(ep); = 1 r—k<isr-—1.
Donc
xk =X =)0 (CEPTIPD LI ¢ TP LI (x,_ Ot

=% ... X, kD Xy e X,y =X, 4. % r 1
Si k=r-1,
XTh=Exy L x, X,_; =X,

On vient donc de calculer les composantes postiennes 4 partir des
composantes booléennes par le systéme
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r—1
* =x_,. %53 1<k<r-2 (C4)
-1 —
X =x

on a
x, =x"!' et x

r—1

r—2 — ¥ = =
et XTI VXTE =X v, X T X VX, T X, (car x; <x,)

Une récurrence immédiate (il suffit de disjoncter) montre que :

X, = V x! (C5)

Théoréme [8]
Les formules (C4) et (C5) fournissent une bijection entre

AC-D (B) et L, (B).

Exemple
Si B = € (), 'algébre de Post P = AV~1) (€ (£)) sera ’ensemble des
éléments de la forme :

(X,...,X._,) ou XERQ) e X CX,C...CX, .

Supposons £ fini (Card (£2) = n) et dénombrons P, par récurrence. Pour
r =3, il s’agit de décompter I’ensemble des couples (X, , X,) de par-
ties de 2 telles que X, CX, .

Le décompte sera fait en fixant le “majorant™ X, , et soit:
Card(X,) =k 0<k<n.

Alors Card {X, CQ| (X, CX,)} =2%.

En effet, il suffit de compter les parties de X, . Il suffit ensuite de faire

varier X, dans 'ensemble des parties de Q de cardinal k, puis & lui-méme
de 0 a n pour avoir le résultat

n
Card A® (R2(Q) = Y Ck. 2k =@+ 1" =3".

k=0
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Ce résultat s’étend aisément par récurrence. Si I’'on suppose

Card (AU~(R () = (C6)
Alors, pour décompter l’ensemble des (X, X,,...,X,) tels que:

X,CX,C...CX

r

on fixe X,,et soit K = Card (X,). Le nombre de sous-ensembles (X, , ..., X,_)
satisfaisant 4 la condition précédente est alors égal a :

Card |AU~ (% (X,))] = r*
et donc par un raisonnement analogue

Card (A(R(8))) = i Ck.rk=@¢+1).

k=0

D — EXPONENTIELLE EN ALGEBRE DE POST

On va maintenant étendre la notation exponentielle définie pour les
Algébres de Boole en introduction. On a vu d’ailleurs qu’une telle extension
s’introduisait naturellement i propos des sous-diagonales.

D’abord,définissons pour x € P et a € < r>1’élément x* € P par
xfi = x1 (D)

Ces deux notations seront utilisées concurremment suivant le cas. On
prolonge la notation exponentielle de la fagon suivante:

Soit x=(x,,%,,...,x,) €EP"
a=(o,0,...,0,)E<r>"
Définition (5)
On définit une application de

P? x <r>" dans P

(x, ) > x* (exponentielle de x)

par X = (x)) L (xp)%2 L. (x,)%n (D2)




24

Propriétés de I'exponentielle

a) x*=1 e a=x (D3)

En effet
x*=1 e (V) (x)*i=1.

Or (x)% =1 sietseulement si x; = ¢ (d’apres B2)

b) a#f implique |x%.xfF =0 (D4)

En effet si a est différent de §, il existe j(O <j<r — 1)
o; # B;
et x® . xP < (xl.)ai ) (xj)ﬁf )

et le dernier terme est nul, d’aprés la définition méme des composantes
postiennes.

c) V x® =1 (D5)

ac<r>"

Cette derniére proposition se démontre par récurrence. Pour n = 1|
elle s’écrit en effet

r—1 —

XPvxlvx?v...vx

Supposons la vraie a 'ordre (n — 1), et soit

z = V (x,)*2..... (x,)%n

as<y>"

et séparons (associativité et distributivité) selon les diverses composantes de
x, . Il vient

z2=(x,)°. [V(x2)a2 ..... (x,,)"‘"] Vool v, )t [\/(xz)‘”. .. (xn)""]

(@, ay) € <r>n=! @, a)E<r>n-1
et d’aprés I’hypothése de récurrence, chaque crochet vaut 1. Donc il reste
z=(x)v...v(x) ' =1 o

ces propriétés d’*‘orthonormalité”’ des x® sont essentielles dans la suite
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E — SOUS-ALGEBRES ET HOMOMORPHISMES

L’étude d’une structure quelconque entraine en général la définition
des sous-structures et des morphismes. Les définitions que nous avons choisies
ici sont un peu redondantes mais elles présentent ’avantage d’étre simples et
de n’utiliser pour leur expression que les opérations postiennes usuelles.

Définition (6)
Une partie § non vide d’une r-algébre de Post P sera dite sous r-algébre
de Post si :
a) § est un sous treillis de P
b)xER=(vHO<i<r-—1)x€EP (El)
) <r>Cg (E2)

Cette définition permet de démontrer les propriétés suivantes, dont la
démonstration et immédiate

Propriété
Une sous-r-algébre de Post est une algébre de Post pour la restriction
des lois.

Propriété

Toute intersection de sous-algébres de Post est une sous-algébre de Post.

Propriété

Etant donnée une partiec 4 d’une sous-algébre de Post P, il existe une
plus petite sous-algébre de P contenant A ;-on lappelle sous-algébre en-
gendrée par A.

Voici quelques commentaires : on peut d’abord observer que les démons-
trations de ces propriétés font partie de celles qui sont soit fausses, soit
triviales. Ici elles sont exactes, parce que le choix de la définition (6) a été
convenable. On voit ainsi, et c’est important & noter, que ’ensemble <r>
est lui-méme une algébre de Post, sous-algébre de toute autre algébre, de
méme que <2>>, (resp. {0}) est sous-algébre de Boole (resp. sous-espace vec-
toriel) de toute algébre de Boole (resp. tout espace vectoriel)).

Observons enfin que le centre de <r> est <2>>, puisque seuls les éiéments
Oet 1 de <r> sont complémentés.
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Propriété
Si B est une sous-algébre de Post de P, alorsf N B est une sous-alg€bre
de Boole de B.

En effet SNB est un sous-treillis de P (intersection de sous-treillis). Il
reste 4 montrer que le complémentaire d’un élément de SN B est encore
dans gNB.

Si x€8NB alors x = x°

et  x° €8 (définition d’une sous-algébre de Post)
x° € B (définition d’une algébre de Boole)

Le théoréme qui suit permet de donner une caractérisation de la sous-
algébre engendrée par une partie finie. [l sera en particulier utilisé 4 propos
des polynomes postiens;il est la source du théoréme sur la forme normale
disjonctive.

Théoréme |9]

Soit 4 ={p,; ,...,p,} une partie finie d’une r-algebre de Post P.
Pour que x appartienne a f(A), sous-algébre de Post engendrée par A, il
faut et il suffit qu’il existe des coefficients x; € <r> tels que x s’écrive
sous la forme

x = V pi.x,. (E3)

je<r>"

Rappelons, pour expliciter la notation précédente que si :

J =G i) €<
pz(pl"",pn)epn
alors pi=ptp2. ... ol

La démonstration est d’un type classique. Désignons par £ ’ensemble
des éléments des P qui s’écrivent sous la forme (E3). On va montrer :

a) que toute sous-algébre de Post K (de P) contenant A, contient £2.
b) que £ est-elle méme une sous-algébre de Post de Pcontenant 4.

D’abord il est clair que, si K contient 4, K contient tous les (pi)ai, donc
tous les p*, et aussi les termes de la forme p® . x, (si x, € <r>), d’aprés la
structure de sous-algébre. Donc K O 2. Montrons que 2 est elle-méme une
sous-algébre de Post.



Soit
x = V pl.x;, et y= \/ Py
jEe<r>m je<r>"
alors
xvy= \/ plix;vy) et xvy€Q car x;vy €<r>.
je<r>"
De méme
xvy=\/p".p"le.yk]
ik
Mais
p’.p* = &f. p’
et x.y= V polx . ;).
je<r>?
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(E4)

(ES)

On a ainsi montré que £ était un sous-treillis de P. Je dis, par ailleurs,

que (VK (0O <k<r— 1)
xek —_ V pj(xj)Ek‘

je<r>"

(E6)

On va utiliser pour cela l'unicité des composantes postiennes. En effet,

posant :

yk= V Pi-(Xj)ek

je<r>"

r\_/l e = V p’ .[rv (x,-)e"] = V pl=1.
k=0

je<r>n k=0 je<r>"

D’autre part si kK #F [, et d’aprés (D4)

yE Y =fo. (x)°% . (x)t=0.
j
Enfin
r—1 r—1
r—1 . .
Vyk'ek': v p’[\/ (xj)ek.ek]= V pl.x;=x
k=0 je<r>" k=0 je<r>n

(ET)

(E8)
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L’ensemble des conditions (E7), (E8) et (E9) assurent, d’aprés 'unicité
des composantes postiennes que (E6) est vraie. Il faut encore démontrer que
<r>C&. Or ¢; s’écrit

ei=ei.1=ei.[ V pf]= V o

je<r>n je<r>"

Un raisonnement tout d fait analogue prouve, pour terminer, que £
contient A. Par exemple p, s’écrit :

p,:p,.l:pl.[ V pgz...p{,n]

G2.---in)

]
<

o) .oE el X

Gioeein)
on x, =1 s j=1=¢_
X = 0 sinon.
Remarques

1) Une décomposition du type (E3) n’est en général pas unique. L’étude
de cette question, trop longue a développer ici, améne a introduire la notion
d’algébre de Post libre (au sens ou un module ou une algébre de Boole est libre
(cf. [9)).

2) Le théoréme précédent est important non seulement pour ses con-
clusions, mais encore quant 4 ses résultats intermédiaires. On tire, en effet
du calcul précédent la regle suivante, sans intérét théorique, mais d’une
grande importance pratique.

Régle [1]

Pour conjoncter, disjoncter, (resp. prendre la ™€ composante postienne )
deux (resp. d'une) décompositions du type (E3) il suffit de conjoncter,
disjoncter (resp. prendre la i*™¢ composante postienne) des composantes
(c’estd-dire les x,).

Soient P et P’ deux r-algébres de Post.
Définition |7]
Une application ¢ de P vers P’ sera appelée homomorphisme postien si

a) ¢ est un homomorphisme de treillis, c’est-d-dire (¥ (x , y) € P?)

plxvy)=p)ve(y) ex.py)=9kx).eoy)
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D (WHDO<i<r—1) okx)=[px]

c) ple) = €.

Les relations entre une algébre de Post et son centre sont éclairées
par les théoremes qui suivent. Le premier est donné sans démonstration.
Celle-ci est 4 la fois longue et simple. Nous n’avons pas cru utile de la repro-
duire ici.

Théoréme [10]

Si ¢ est un homomorphisme postien de P dans P’ alors la restriction de
¢ a4 B (centre de P) est un homomorphisme booléen de B dans B'.

11 est beaucoup plus intéressant d’observer que la réciproque est exacte,
c’est-d-dire :

Théoréme [11] :

Soient P et P’ deux r-algébres de Post dont les centres sont B et B'.
Tout homomorphisme (resp. isomorphisme) booléen ¢, de B sur B’ se pro-
longe d’une et d’une seule fagon en un homomorphisme (resp. isomorphisme)
postien ¢ de P sur P’

En effet, si 9,€ Hom (B, B), ¢ (s’il existe) est unique.
En effet

r—1 r=1
x = V x . e =p(x)= (0o (x)]. e
i—0

i=0 i=

Reste a vérifier que ¢ est un homomorphisme postien. On vérifie d’abord
que p(e;) = e;, et que :

[e(x) ) = gy (x')

Pour prouver cette derniére relation, on utilise 'unicité des composantes
postiennes.

r—1 . r—1 X
V cpo(x’)=«po(v )= e (1) =1
i=0 i=0

0o (x') . o (x7) = @y (x* . x¥) =0

Ensuite on utilise I’écriture des composantes postiennes de x vy et x . y,
ona [cf (1)]:
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xvy=x".v,v"vy".\/x" 2)

i<i j<i
x.y=xi.\/yfvyi.\/yi Q)
i izi

On prouve alors que :
[e(x v)l' = @olx vy)] = [e(x) vo )]

On prouve ainsi que ¢ est un homomorphisme de treillis. On montre
facilement que si g, est bijective, alors ¢ est bijective.

En effet si ¢ (x) = ¢ (y) alors
0o (x) = 9, () et xP=yf
Réciproquement si y est un élément de P’, on définit les x? par
x' =51 (y,)

et les x’ forment un systéme de composantes orthonormales d’un élément x de
Ptelquep(x)=y.

Le théoréme précédent montre donc qu’une algébre de Post est entiére-
ment déterminée, 4 un isomorphisme pres, par la donnée du couple (B, 7). Il est
intéressant de donner un représentant d’une telle structure. Le résultat est
fourni par le théoreme suivant.

Théoréme [12]

Toute r-algébre de Post est isomorphe 4 la sous diagonale A”~9 (B) ou
B est son centre.

En effet, 4 tout élément x de B, j’associe I’élément (x, x, ..., x) de la
diagonale B’ de B! L’application g, ainsi définie est manifestement un iso-
morphisme booléen de B sur B'. Mais B’ le centre de A’ ~1(B), d’ou la con-
clusion. De ce théoréme (et du théoréme de Stone sur la représentation des
Algébres de Boole ([5]), on tire le théoréme {12A] ci-dessous qui résout
completement sur le plan théorique le probléme de la représentation des
Algébres de Post.

Théoréme |12 A]

Pour toute r-Algébre de Post P, il existe un ensemble E et un clan F
de parties de E tels que P soit isomorphe & AU~ D(F),
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(Rappelons qu’un clan de partie de E est une famille de parties de F
fermée pour réunion, intersection et complémentation.)

Abandonnons les problémes théoriques pour constater que les consé-
quences pratiques du théoréme [12] sont tres grandes. (Nous en avons donné
quelques exemples dans [[8]]). La raison est qu’il est difficile de manipuler
directement les éléments postiens d cause de la complexité des formules (B4).
En codant chaque x appartenant & P par la suite (x, ,x,,...,x,_,) de ses
composantes booléennes (soumises a la condition x; <...<x,_,)on raméne
tout probléme postien & un probléme booléen pour lequel les regies de calculs
sont 4 la fois plus simples et mieux connues. Nous avons montré dans [[8]]
comment ce procédé pouvait s’étendre au codage de matrices postiennes
et permettre d’établir des résultats sur les équations et inéquations matéricielles
postiennes.

Une autre application du théoréme de représentation précédent est 'in-
troduction dans le paragraphe qui suit de deux opérations importantes
(négation et dualité) sur une r-algébre de Post. Bien qu’il eut été possible
de les définir directement (a laide des formules (B4)), cette introduction
nous a toujours semblé trés peu naturelle, alors qu’elles apparaissent comme
des opérations quasi-nécessaires lorsqu’on les formule en terme de sous-
diagonale.

F — OPERATIONS DE NEGATION ET DE DUALITE

On sait que sur un treillis avec élément minimum (0),on appelle négation
d’un élément u la plus grande solution (si elle existe) de V’équation

u.x=0.

Autrement dit

u.x=0ex<u. (F1)

Nous allons montrer que dans une algébre de Post tout élément posséde
une négation et que celle-ci définit une dualité de treillis, c’est-a-dire que

(wvv) =u v et (F2)
w.v) =u v (F3)

qui sont analogues aux lois de Morgan.
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Théoréme [13]

Tout élément d’une r-Algébre de Post P posséde une négation et 'opé-
ration de négation est une dualité.

On va raisonner (par isomorphisme) sur la sous-diagonale et résoudre
I’équation u. x = 0 sur celle-ci

Uy vuy ooty )y, xy, 0 0,x,_) =0,
Donc
(v)0O<isr-1 u;.x; =0
(VDO<i<r-1 x; <y
Mais on a
X, €x, S...K5x,_, et
U, Suy, S...SU,_, soit
u, | <u,_, < <u.

Il en résulte que I'on a

(Vhoo<i<r-—-1) X, <x,_, Su,_,

et la plus grande solution est u' = (W, ,...,4_) qui est I'image de
Iélément complémenté @, _| de P. En revenant en composantes postiennes, on

trouve

u=u’=u, (F4)
ou encore
., .
W=u,_, . e, vu, .e_,
On a
v =@ vl =u® =4 .4

w. vy =@w.v)0 =u"v®=uvv.

et la négation est bien une dualité. Ceci s’étend a :

(Vo) =T e (T =Y

i i



33

Autres propriétés de la négation

Du'€B donc u' =u (F6) et u'"=4u
2 (V) = (V) = (1) = Vemy =Vt F7)

et de méme

( MTx)" =TT (F8)

3) On a bien W=1=u=0 (F9)

mais, par contre ¥’ = 0 ne permet guére de conclusions.

Dualité

Sur la sous-diagonale A“~1) (B), il est une bijection involutive § qui
apparait naturellement :

8(x)=8(x;,x,,..., X, 1) =X, Xy g, Xy)

car
x, <x, <...<x,_, équivauta x,_, <...<xXx, .

6 est de plus une dualité car les propriétés de la complémentation booléenne
montrent
Bxvy) = (X V¥ g, X V) = (g Yy v Xy 2 Y)
=,_1,.--,X).-V,_;,...,¥)=8(x).8(0).
et de méme
S(x.y)y=6(xvy).

L’application 8 (dualité) est donc une dualité involutive de treillis.
En revenant, par isomorphisme d une algébre de Post quelconque on voit que :

8OP = [6()],_, =X =x"!
B = [80)],_g - [ ]_pey = Fp . Xpey, = x5!

B =[], =x_,; =x°

D’ou le théoréme :
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Théoréme [14]
L’application 6 : P> P ou
,vx® e, (F10)

dx)=x"'. evx"? e v...vx! . e .

r—

(autrement dit [8 (x)]F = x" % 1)

est une dualité involutive de treillis.

La régle [1] trouve ici un prolongement

Reégle [2]

Pour prendre la négation (resp. la duale) d’une décomposition du type
(E3), il suffit de prendre la négation (resp. la duale) des composantes.

En effet, si :

on a (d’aprés (F4)) :

x'=x° = Vnpi.(xi)°= V pl.(x).

je<r> je<r>

Pour la duale, il suffit pareillement d’observer que :

la(x)]k = yr—k—-1 = V pi(xl_)r-k—l = V pl'. B(xi) i

je<ip>" je<r>”

On voit bien ici que les décompositions canoniques du type (E3)
sont privilégiées. La dualité permet alors de démontrer les formules (B4) rela-
tives a la conjonction.

Pour la conjonction, en effet
Ce.yY =80 =[6(x)v e
sil<r—1—i<r—2, soitl<i<r—2ona:

la(x)va(y)l'—‘—"=[[6(x)]'—‘"", Vv [o‘(y)lf]v [[6@)1'—1-" V [a(x)lf]

j<r—i-1 jsr—i—1

xi \vl yr—l——/' v yi_ V x’—'l—/

Fp<r—i=1 jsr—i-1

=x",V y"vy".v x/

j=i j2i
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Sii=0
G’ =[x v =[6()]" v ()]
= X0y O
Sii=r—1
Ge.yy Tt =18() v ()%= [8(0)]° . [6())°
=yt
Remarque :

Observons que si x est un élément complémenté de B, négation et
dualité se confondent en complémentation

xXEB=06(x)=x"=x=x°.

G — L’ALGEBRE DE POST DES r-PARTITIONS ORDONNEES D’UN
ENSEMBLE

Soit une algébre de Post ensembliste P, c’est-d-dire dont le centre soit de
la forme B = R(£2) ol £ est un ensemble. A tout X de P on associe

pX)=(X° , X', ..., X HEL(R))

ot les X' (composantes postiennes de X) vérifient
. . r_l .
iFj=XNX =¢ e U X' =Q.
i=0

Les{ X’} forment donc une partition ordonnée de £2 en r sous-ensembles.
Comme ¢ est une bijection (Th. |3]) elle permet de munir L, (§2)) d’une
structure d’algébre de Post (par isomorphisme), comme on le précise ci-dessous.

On note L(2()) = %,(2) ensemble des r-partitions ordonnées d’un
ensemble.
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Voici les opérations postiennes définies sur @,(£2). Soient deux r-partitions
A=X°, X, ..., x Y
B=, Y, ...,

AVB=((XvY)P ,(Xv)! ... i (XvYy 1

A.B=((X.)°,X. VN, .., (X. Yy,
A=, ¢, ... 0, X)
Les éléments distingués sont les r-partitions fondamentales
{Ey .E, ,...,E,_,}
ou E;=(,....0,8,¢,...9)

Par exemple pour r = 3, soient A et B deux 3-partitions
A=(X°, X", X% et B=(Y",Y', 6 Y?).

On a pour la disjonction, (resp. conjonction) de ces deux partitions

AvB=X’nY°  [(X'n (Y uY)]u[Y' n(X°uX")],X? uY?)

A.B=Xu? [X'n [Y'uY?Ju[Y!n[Y'uY?]],X2n Y2,

Ces résultats proviennent du théoréme [4].

On comprend bien comment en est faite la partition :

AvB=Sup.(4,8B)

Disons que si x appartient a A7, alors x est de poids j dans la partition
A. Pour que x soit de poids & dans Av B (x € (A v B)*) il faut que I'une
des deux conditions ci-dessous soit réalisée:

— ou bien x est de poids k dans 4 et de poids k au plus dans B.

— ou bien x est de poids k dans B et de poids k au plus dans 4.

Voici un exemple o & ={1, 2, 3, 4, 5} et deux 3-partitions de §2
A et B ci-dessous définies :

A=({4,5},{1,2},{3D ;B =(3,4},{5},{1, 2}

On a pour la disjonction (Sup.) et la conjonction (inf.) de ces deux
partitions :

AvB = ({4} ,{5} {1,2,3});4.B=(3,4,5},{1,2} { ¢}
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En termes de sous-diagonale, on a :
pA)= (3} ,{1,2,3) eB)=({1,2},{1,2,5)
et

e(AvB)=({1,2,3},{1,2,3,5) ;94 .B) = (¢,{1,2).

Remarques :

_ 1) La 2-Algébre de Post €, (§2) est 'ensemble des couples de la forme
(X, X) ou X est une partie de § et X sur complémentaire dans £. L’ensemble
obtenu est naturellement isomorphe 4 I’Algébre de Boole R(£2) .

2) Dans une 7- algébre de Post 9,(£2), le centre, est I'ensemble des élé-
ments de la forme

S,¢,....6,5 ob S parcourt %(§2) .

C’est donc R (82} d un isomorphisme prés.

H — ANNEAU POSTIEN

On sait bien que si (B,v,.,") est une algébre de Boole, alors il y a sur
B une structure sous-jacente d’anneau (B, ®,.) ou © est la différence symé-
trique :

X0y =X.yVX.y.

L’anneau ainsi associé est unitaire et commutatif (il n’est intégre que
si et seulement si B = <2>) et est appelé anneau booléen. 1l est idempotent
((Vx)x.x = x) et de caractéristique 2 (*) (c’est-d-dire : W x) x®x = 0).
Cette structure algébrique développée parallélement 4 la structure ordonnée
(booléene) est trés importante dans la pratique du calcul booléen. Nous allons
maintenant voir qu’il y a pour les algébres de Post une extension paralléle
avec existence d’un anneau de caractéristique r dit anneau postien.

Le théoréme ci-dessous est construit sur une idée de Foster [4]. Nous
avons transcrit en postien des propriétés que Foster avait établies en booléen

(*) Rappelons que la. caractéristique d’un anneau commutatif 4 est le plus petit entre p > 0 (s’i
existe) tel que

(VvxEA)p.x=x+x+...+x=0.
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(et dans un tout autre but) et adapté la démonstration’ en utilisant des pro-
priétés matricielles.

Théoréme [15]

Soient x et y deux éléments d’une r-algébre de Post P. On définit deux
lois notées B et x par :

(xBy) = \/ x5yt (HI)
s+r=ilr])
(xxy)f = \[x*.y (H2)

s.t=i[rDh

alors # et % sont des lois de composition interne sur P et (P, 8, %) est un
anneau commutatif unitaire de caractéristigue r. Si, de plus, le module r
est un nombre premier, alors

(VXEP) xV =x=%.. . 2xx=x.
Démonstration :

Dans la définition de ® ou de =, il est clair que la disjonction doit étre
étendue a I'’ensemble des indices (s, ¢) tels que s + ¢ soit congru a i, modulo r
et qu’on égalera a zéro le résultat si ensemble des indices est vide (*).

Démontrons d’abord que ® est une loi interne.
Soit i #j :

xBy) . (xEyy = \/ XXy 2
(sy + =i lrD
(5 +12=7 1D
Mais
X X2 =0 si s, #Fs, et Y. yrP=0 si t #4¢,

Pour avoir une conjonction non nulle, il faut doncs, = s, et ¢, =1,
ce qui contredit 'hypothése i # j. Le résultat est donc nul.

Ensuite

r—1 i=r—l s | - r—1 s r—1 z]=
Voo =V [ o] =V <] Y] -

(*) Le lecteur trouvera en fin du présent paragraphe un exemple de calcul de ® et x pour r = 3.
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L’associativité se démontre alors

Vx".[ymz]’— x5 [\/ y".zq]

st+er=i +tEi ptq=t

{(xB(yB2)

=V x.y2  =(xmy)m)
s+p+qg=i

On observera que toutes les propriétés n’utilisent pour leur démonstration
que le fait que Z/r.Z est un anneau unitaire et commutatif.
L’élément neutre est e, = 0. Une vérification suffit, puisque B est asso-

ciative. Alors (e, = &87)
(x80) = V X (e = \/ x5, 85 =x'.
s+t=i s+t=i

Enfin tout élément a posséde un symétrique x. En effet soit a résoudre

aBgx =0
qui s’écrit
@ xX°vat xt v L vad X =(aex)® =1
al x®va® x? v vat . x" ' =(gBx)! =0
@t xPvat o xtv . vd® Xl =@@ex) =0

Ce systéme (aux inconnues x’) s’écrit comme un produit matriciel

booléen
A X =E,
Or la matrice A est orthogonale, donc inversible (c’est méme cf {7],
en algébre de Boole, une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité).
Donc A = A7}, et
X=A"1'®FE, ="'A®F,
Soit

r—1 s ;xr—l — al
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0

et donc x=a%. e,va!. e v...va (H3)

1 CVr—1
on notera x=8q et a®B(8p)=g8)
L’anneau est de caractéristique r

Soit r.a=aq8qg®8,, #Hg,

On a, par récurrence :

[2.a]"=v as.a’=Vas et donc :
s+t 2

SE

=i

lr.af = V a®.  Or il est clair que

r.s=i’
(vs) r.s=0 [r]. Donc
r—1

i#0=[r.af =0 et [ra]°=V @ =1.

5=0

Etude du produit (loi)

On montre, comme plus haut, que la loi * est interne, commutative,
et associative. Les démonstrations en sont laissées au lecteur. Elles sont tout
i fait analogues aux propriétés correspondantes pour B et ne font intervenir
ld aussi que la structure de Z/r.Z .

L’élément unité est e,
Il suffit de vérifier (I'unicité vient de I’associativité);on sait que:

(e, =8 , etdonc:

(x xe) = V xs.(el)‘=Vx‘=xi

S.t=i

Le produit est distributif vis a vis de la somme

V x. (ysz) = v x‘.[ V yP.z"]

s.t=q s t=i ptq=t

V x5, yP . 9

s.(ptq)=i

{x»x(ys2z)}
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or (x*y)“=\/xs.y” (x*z)b=Vx’.zq
S.p=a tq=b

[(x ) y) ; (x " Z)]l aMEi [(s.yfaxs . yp) ’ (t,ys :t zq)]
v [ Voo z"J (c.q.f.d)

]

a+b= s.p=a
t.q=b

Cas du module premier :

On sait que si le module r est premier Z/r.Z est alors un corps fini.
Il n’en est pas de méme pour P (en général), mais on va établir la propriété.

(va€P) a¥ =gxax,. .xa=a

qui généralise I'idempotence (@.a = a) d’un anneau booleen. La démonstration
utilise le théoréme de Fermat que nous rappelons ici :

Si r est premier et SEN, alors : x* =5 [r}

Ona
(@] = v a = V ad=d.
s'=i s=i
Remarques :
1) On a

(e, e = V (e) .(e) = V 87 . 8; = &,

stt=k s+e=k

et donc e, Be; = e, , - En particulier e, =2.¢,

De méme

(e; x e)F = v () . () = 8F, etdonc e xe=c¢;, -
s.t={k]
2) Voici, a titre d’exemple le calcul de x 8 y et x * y dans le cas r = 3.
(xBy)°0 =x0 30 vx? plvx!. y?

x . y0vx® .yt vix? 2

(H4) | (x 8 y)!

(x®p)2 =x2 o vx! . ylvx®. y?
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(x*3)° =x%. 3%vx®. 32 vx? % vx®. plvxl 30 =x0y)°

2

il

H){((x*p! =xt ylvx?.y

(x xy)? =x'.ytv x? yl
3) Bien que I’anneau postien (P, ® | %) soit une généralisation de ’'anneau
booléen, il importe de souligner que la restriction de ® au centre B de P

n’est pas la différence symétrique. Prenons, pour un contre-exemple r = 3 et
deux éléments complémentés x et y. On a donc

x=x.¢,v0.e,vx.e ; y=y.ev0.e,vy.e
on en tire (voir remarque n° 2 ci-dessus) :
(xBy)° =Xx.y
y

(x B y)!

I}
=

(x®y? =xyvxy
On voit donc que x 8 y est distinct de ’élément x ® y qui est un élément
complémenté avec :

(x®y)° =Xxpvxy xey! =0 (x®y)? =xyvxy

4) Si B est une sous-algebre de P alors les relations donnant x ® y et x * y
montrent que ces éléments appartiennent encore 4 5. On a méme

Théoréme [16]

Si B8 est une sous-algébre de Post de P, (8, B, %) est un sous anneau de
(P, 8, x). En particulier (<r>, 8, %) et un sous anneau fini,isomorphe 4 Z/r. Z.

Les regles (1) et (2) se complétent ici de fagon simple

Reégle [3]

Pour prendre la somme (8) on le produit (*) de deux décompositions
du type (E3) il suffit de prendre la somme (resp. le produit des composantes) :

En effet, si

x = V plx; et y= V piyl-,

je<r>" je<rnn
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st+t=i s+t=i

(xBy) = V oyt = [ /v [xj]“] -[Vp"[yk]’]
i k

. r—1
=V | P’(x,.)s.(y,-)']=v p"[ (x,.)*.(y,-)‘]
=0 i

1
=\ P lx8y)
0

~
i

N,
i

La démonstration est analogue pour le produit.

I — ALGEBRE DE POST PRODUIT. ALGEBRE IMAGE.

A partir d’une famille de r-algébres de Post (il est essentiel que le module
soit le méme pour toutes), on va définir une structure d’algébre de Post sur
le produit cartésien, suivant un procédé simple.

Soient P,, P,, ..., P, n algébres de Post de méme module 7 et
P=P, xP, x...xP,_ .
On définit, si
x=(Xy , %y, ...,%X,) Y= .Yy Vu)
sont deux éléments de P :
XVY =X, VY, X VYy s sX, VY,)
X. =0 .Y, %X - Yy s s Xy V)

(x)i = ((xl)i ,(Xz)i e ey (xn)i)

n

On démontre alors trés facilement le théoréme suivant :

Théoréme [17]

Ainsi structuré, P est une r-Algébre de Post appelée algebre produit.
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Remarque 1 :

SiP, =P, =...=P, =petsilon considére P = p”, alors P contient
naturellement deux sous-algébres fondamentales

— d’une part <r>, aréléments

— d’autre part  [<r>,]"  ar” éléments.
Remarque 2 :

Le centre de <r>" est <2>" (immédiat)

Voici encore une autre notion tout 4 fait usuelle et simple, qui sera bien
commode dans la suite : étant donné un ensemble quelconque E et une
r-algébre de Post P, on va munir Iensemble P¥ de toutes les applications
de E dans P, d’une structure d’algébre de Post. Le procédé est sans surprise.
Définissons (si f et g sont deux éléments de PE) fvg, f. g f°, et e par :

(VXEE) (fvg) (x)=flx)vg(x)
7 f.e)x =f(x).g(x)
@ e =y
” €; (x) =g

L’ensemble <r>PE est par exemple ici P’ensemble des r applications
constantes {€,,€,,...,€,_,}

Remarque :

Le centre de <r>F est <2>F.

En effet, si f est un élément complémenté de <r>%, alors il existe
g € <r>F telle que

ng=6r_1 f‘g=€0

Donc (Vx€E) fx)vgx)=1 et f(x).g(x)=0

f(x) et g(x) sont donc complémentés dans <r>. Ils appartiennent donc
nécessairement a <2>>, qui est le centre de <r>.

Théoréme |18)

Ainsi structuré, PE est une r-algébre de Post appelée algébre image.
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Ce théoréme sera souvent appliqué au cas <r>F (ot P = <r>) en-
semble des applications d’un ensemble quelconque E vers ’ensemble totale-
ment ordonné <r>, de cardinal r, muni de la structure d’Algébre de Post.

J — DIVERS EXEMPLAIRES D’ALGEBRES DE POST FINIES

Soit P une r-algébre de Post finie. Son centre B est alors lui-méme
fini, et I'on sait que B est isomorphe & I’ensemble & (£2) des parties d’un
ensemble §2 (*). Donc il existe » € N* (n = card (£2)) tel que

Card (B) = 2"
et donc, d’aprés (C6) :
Card (P) = rm.
Par ailleurs toutes les algébres de Boole finies de méme cardinal sont

isomorphes. Il résulte du théoréme [11]:

Théoréme [19]

Toutes les r-algébres de Post finies de méme cardinal sont isomorphes
et ce cardinal est de la forme r” (n € N*),

Corollaire [19A]
Les algébres <r>", <> AU-D (2(Q)), €,(82)(ouCard () = 1)
sont quatre exemplaires de ’algébre de Post 4 r” éléments.

On a des résultats plus fins en ce qui concerne d’une part les algébres
libres [9] d’autre part le cas ou £ n’est plus nécessairement fini. Nous
ne les développerons pas ici, mais nous nous intéresserons a expliciter 'un
des isomorphismes annoncés dans le corollaire précédent.

Observons d’abord que si % ,(§2) désigne Ialgébre des r-partitions
ordonnées de €2, dont le centre est H,(£2), il existe un isomorphisme booléen
w de H,(2) sur R(£2) .

WX, 0,6,...,0,X)=X

Puis il existe un isomorphisme booléen ¢ de R () sur <2> (appli-
cation caractéristique)

(*) Par exemple, ’ensemble des atomes de B .
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Xc XN (x)=1e==xcX.

Alors & = ¢, w est un isomorphisme booléen de % (£2) sur <2>8 1)
se prolonge d’une et d’une seule fagon en un isomorphisme postien de %,(£2)
sur <r>% que nous détaillons ci-dessous :

Soit
A=X°, X', ..., X "HYe 2,

n—1 X
A= At E; .
N, A
Le prolongement de 7 est donné par :

h(\—:/(: A'E) = X/: n(AD €

or A= X" 0,...,0, X).

hAH(x) =1 = xe Xt
et donc

hA)Y(x) =0=x¢X

[H(A7) .€](x) =¢, = xEX’
Done 1 4hy ] (x) = 0 = x ¢ Xi
En fin de compte :

(,\71 hAY) . e,) (x) = ek§ — xEX* .

i=0

On a donc le théoréme :

Théoréme [20]
L’application & : ®,(Q2) - <r>%
ou, si X=X, X', .  X"HER (Q
h(X)(a) = e, = a€X*

est un isomorphisme postien (*).

(*) hest appelée la fonction caractéristique de la r-partition X.
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Ce théoréme permet de mieux comprendre comment est faite la dis-
jonction (ou la conjonction) de deux r-partitions. Les formules du théoréme [4]
sont apparues comme relativement compliquées. Mais elles sont telles qu’a
la disjonction de deux partitions (X et Y par exemple) correspond la disjonction
des fonctions caractéristiques , or cette derniére opération est définie de fagon
naturelle :

{(vacQ)} [A(X)vh(N](@) = Sup.{h(X) (@), h(Y) (@)} .

K — MATRICES POSTIENNES

Il y auraijt beauccup a dire sur les matrices postiennes, notamment sur
les équations matricielles. Il n’est pas possible de développer ici un sujet
un peu trop particulier (on pourra consulter [8]). Les seules propriétés
établies ici le sont en vue du chapitre sur les r-graphoides.

Définition [8]
On appelle matrice postienne d’ordre (n, p) sur une algébre de Post P,
un élément de P"P

On désignera par M,,,p(P) I’ensemble de toutes les matrices d’ordre
{n, p) sur P. On a 'habitude de ranger les éléments d’une matrice en un tableau.

si AEM, (P), [A]

iLj

sera I’élément de la ime ligne et de la jié““e colonne. On définit sur Mn'p(P)
des opérations postiennes de la fagon suivante :

AEM,,(P) et BEM, (P)
[AvB);=A;vB, [A.B),=A, B

jc T
K1
( ) I,Ak]i'i —_ [A”]k [Ek ]i,f = ek

On a alors, tout a fait simplement :

Théoréme [21]

Ainsi structuré, Mn,p(B) est une r-algébre de Post.
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Ii faut bien dire que ce théoréme, pris isolément, n’a guére d’intérét.
En effet Mn,p(P) n’est alors qu’une autre écriture de P"*?. L’intérét de la
notion de matrice vient de ce qu’on définit une nouvelle opération, le
produit matriciel.

Définition [9]

Soit A EMn,p(P) et BiEMp'q(P). On définit le produit matriciel A ® B
comme une matrice de Mn’q(B) par

P
AQB) - V lk'(ka) (Kz)

Les régles usuelles concernant les ordres des matrices sont conservées.

Remarques :

L’apparente évidence de la définition (K2) ne doit pas masquer qu’elle
marque une rupture de symétrie entre disjonction et conjonction (lesquelles
sont pourtant des opérations duales sur une algébre de Post). Il était tout
aussi 1égitime de définir.

p !
AmB),; = 1T A vBy;) (K3)
k=1

L’opération ® sera appelée opération duale du produit matriciel En
fait, la définition (K2) est faite en terme de “maximin”, et en terme de
“minimax” pour (K3).

Aussi peut-on s’attendre de la part du produit matriciel a des propriétés
diverses vis-d-vis de la disjonction et de la conjonction (voir ci-dessous).

Proposition

Le produit matriciel est associatif.

11 suffit de faire la vérification au niveau des coefficients.
Théoréme [22]

Le produit matriciel est distributif (a droite et a gauche) vis-a-visde la
disjonction (ceci est faux pour une conjonction).
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Démonstration :
Me@BvOL, =\ 4y . BvO, =\ 44 By v
Kk k
=\/Aik - By, VV A Cej = (A® B);;v(480), ;.
k k
On a une démonstration analogue pour la distributivité a droite. Ce
théoréme 4 un corollaire fondamental :

Théoréme [23]

Le produit matriciel est compatible (a droite et d gauche) avec la relation
d’ordre, c’est-a-dire que :

A<B A8C<BeC
C®A<Ce®B
En effet, A<B équivaut a AvB =8
et AvB)e C=Be®(C=(A® ()v(B® ()
Donc A8 C<BaC(C.

On a une démonstration analogue pour la compatibilité de autre coté.
On peut observer que ce théoréme reste vrai en y remplagant “‘produit
matriciel” par “‘opération duale du produit matriciel”, qui est alors distributif
vis-d-vis de la conjonction : on utilise alors A < B <> A . B=A4.

Dans le cas des matrices carrées, on note M, (P)= Mn,n(P) eton a:
Théoréme [24]

(M, (P), ®) est une monoide non commutatif (*).

Rappelons qu’un monoide est la structure constituée par un ensemble
muni d’une loi de composition interne (ce qui est vrai ici), associative, et
pourvue d’un élément unité qui est ici la matrice unité ordinaire définie par :

;= 8.

(*) Il n’y a commutativité que si et seulement sin = 1.
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On définira donc le carré (4> = 4 ® A), la puissance pié“‘e d’une matrice
carrée (AP). On aura besoin dans le chapitre sur les graphoides de la structure
de I’élément courant de A®. Les résultats sont tres simples :

Il
'S
=
b
x>

(4%);;

Il

(4%),;

v (Az)i.k(A)k/‘ =V [VAie . Aek] Ay
k e

k

et donc

(Aa)i,j = \/ Aje - Agi - Ay
(k,e)

ou (k, ) décrit [1 ,n] x [1,n] (il y a donc n? termes dans la disjonction).
Par une récurrence trés simple, on montre que
P = )
(A7) V Ay Ay Ay,
(TN ip-l)

ol (y o dgo iy DEIL 0P~ 1.



IT — FONCTIONS POSTIENNES

L — DEFINITION DES POLYNOMES POSTIENS

On s’intéresse ici aux applications de P" dans P d’un type particulier,
dit polynomial. On a I’habitude de définir un polyndéme 4 n variables f par le
fait que f(x,,...,x,) peut sécrire d l'aide des seules variables x; et des
symboles postiens usuels : V,. (x)* et {e]-}. Il faut en effet remarquer
que, dans le cas général (et ceci avait été souligné, dans le cas booléen, par
Hammer et Rudeanu) toute application de P" dans P n’est pas du type poly-
nomial. Néanmoins la définition donnée plus haut n’est pas satisfaisante car
elle est mathématiquement imprécise (comment s’assurer par exemple qu’une
fonction donnée par sa fable est, ou non, polynomiale? ) et ensuite peu
exploitable. Nous lui préférerons une définition plus compliquée, certes,
mais qui présente I’avantage de permettre une utilisation directe des théorémes
déja donnés : le théoréme sur la forme normale disjonctive apparaitra par
exemple comme la simple adaptation du théoréme {9].

Soit x = (x,,...,x,) €EP". On définit une famille de »n applications
(projections) de P* dans P par

p, PP P  plx)=x;.
Soit £ CP®" . On considérera, bien entendu, que (P)*") est muni
de la structure d’algébre image
Soit
E={p,,...,p,} CPKF"

Définition [10]
On appelle polynéme postien élémentaire a n variables (*) un élément de

la sous-algebre engendrée dans (P)(P")par la famille des projections. On notera
I1, (P) '’ensemble de tous les polyndmes a n variables.

(*) 11 est possible d’étendre tous les résultats qui suivent a4 une famille d’applications bien plus large.
Mais le “prix” a payer en est une construction bien moins naturelle. Aussi m’abstiendrai-je ici.
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Explicitons sur un exemple : p,, p, et p; sont trois projections. Donc
()%, ()%, (p,)", (p;)* sont (par exemple) des éléments de II, (P), donc,
aussi, (par structure de sous-algébre), P’application f :

=@ vp,)® . (p3)* vipy)'.
II suffit d’écrire :
Gy x) =12 V() (03P vp) 1 (%, -0, X,)
= (x,)? v(x,)° . (x3)? v(x,)!

On a bien la coincidence de notre définition abstraite avec la définition
plus concréte évoquée plus haut.

Théoréme [25] (forme normale disjonctive).

Pour que f appartienne a II, (P), il faut et il suffit que

wxeP) fm =\ . f@ (L1)
ac<r>"
et (aEr>"= f(a) € <r>)

Commentaires :

Avant de donner la démonstration de ce théoréme (I’un des plus impor-
tants), explicitons un peu. L’écriture (L1) signifie que f a une décomposition
canonique en une disjonction de r" termes — l'index de disjonction étant
o= (a,...,q,)E<r>") — et 'on adonc:

X% fle) = 0e)* . ) L ()" flay, ..., ).
Par exemple pour n = 1, on a (relation (L2)) :
(VFEILP)Y fx)=x%. flegyvx' . fle,)v...vx" . fle,_,).
Par exemple aussi, pour n = 2 et r = 3 (relation (L3)) :
FO,y)=x% % fle,,e)vx® .yt fley,e)vx® . y2. fle,, e,)
vxl ) fle,,eg)vxt ¥ fle e ) vxl. ¥t fle,, e,)

vx? 0. fle,, ep)vxt .yt fle,, e ) vyt .y fle,. e;).

Démonstration du théoreme |25

On utilise le théoréme [9] qui caractérise I’élément courant de la sous-
algébre engendrée par une partie finie.



53

=\ o5, on fe<m> (L4)

aE <r>"

donc

fe=\ ron=\ x5
aE<r>n aE < r>n
Il reste @ démontrer que f() = f, si ace<r>" .
Prenons donc (A'4) :

x=yelr>",
Ona

f(’Y)=V v fo =YV =, (cary® = si a#p)
aE<r>n

On peut commenter ici, comme on le fait dans le cas booléen : I’écriture
d’un polyndme f sous forme disjonctive n’est certainement pas la fagon
la plus simple de I’écrire (c’est méme la plus longue), mais elle présente d’im-
menses avantages, qui sont résumés dans la régle ci-dessous — conséquence
des régles diverses obtenues en considérant la sous algébre engendrée par une
partie — qui manifeste la transparence des formes disjonctives par rapport aux
opérations postiennes usuelles.

Régle 4]

Une décomposition normale disjonctive est unique. Pour disjoncter (v ),
conjoncter (.), sommer (8), multiplier (+) (resp. prendre la "¢ composante
postienne, la négation, la duale) de deux (resp. une) décomposition normale
disjonctive, il suffit d’effectuer la méme opération sur les composantes.

Exemple 1 :
Soit 1’expression
y=a.x°vb.x' vc.x? ol ab et ceE<r>

Calculer y! et y'.

Posons y = f(x). On a, d’aprés l'unicité :
a=fle); b=f(e,); c=fle)

et yr=U0 =a . xvb! xtvel x?.
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De méme
y=a . x°vb' . x'vc'x?.

On voit bien (méme sur cet exemple ou n = 1) combien un calcul
direct aurait été long.

Exemple 2. Equations fonctionnelles.

Soit a résoudre, par exemple, I’équation fonctionnelle :
(V(@.b)EP): fla,ftb,a) =f(@ . b*) ou fEI,(P).

La technique consistera a écrire f(x, y) suivant la forme (L3) (*)
puis 4 écrire x =a et y = f(b, a), lui méme écrit sous forme disjonctive.
La substitution n’est pas trop laborieuse si I'on observe que pour calculer
Vi =[f(b,a)} on utilise & nouveau la régle précédente. Les calculs étant
effectués des deux cotés, on obtient une équation de la forme :

(v(a,b)€EP?) H,(a,b)=H,(a,b)

ou H, et H, sont sous forme disjonctive. L’unicité entraine alors qu’il
suffit d’égaler les coefficients de méme rang, pour avoir un systéme de 9
équations a 9 inconnues dont le chapitre qui suit nous donne une méthode
compléte de résolution — dans la pratique, il arrive souvent qu’il ne soit pas
nécessaire d’utiliser a4 ce niveau la méthode générale et que des considérations
“locales” suffisent d résoudre.

Observons maintenant que si ’algébre support P = <r> (cas fréquent),
I1,<r> coincide avec I'ensemble de foutes les applications de <r>" dans
<r>. Autrement dit toute application de <r>" dans <r> est polynomiale.
En effet :

| Théoréme [26] I <r> = |[<r>|l<>1”

Démonstration :

Soit f une application de <r>" dans <r>, et le polynome g (g € I1,<r>).

(wxe<>  gm=\ ». f@

ag< !

(*) A laide de neuf coefficients indéterminés.
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Alors
(VBE<S>") g = V B* . fla) = B8 F(B) = f(B)

aELr>n

etdonc f=g.

Corollaires

1) Card (IL,<r>) = (™

2) Le théoréme de la forme normale disjonctive est vrai, sans restriction,
pour toutes les applications de <r>" dans <r>.

M — SYSTEMES D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS POSTIENNES
ALGEBRIQUES

Soient f et g deux polyndmes postiens 4 n variables, et x € P*. Une
équation, (resp. inéquation) postienne algébrique sera une relation de la forme :

flx)=gx) (resp. f(x) <g(x)).

On va montrer dans ce chapitre que 'on peut résoudre fout systéme
d’équations et d’inéquations postiennes. La méthode, qui s’inspire de techniques
booléennes, consiste en des réductions successives (cf. [7]).

— d’abord on réduit le systéme d une équation unique et qui est du type
w(x) = 0 (ceci n’est pas trivial, puisqu’il n’y a pas en général de différence
sur un treillis).

— On montre que la résolution de w(x) = 0 (o x € P") se raméne 4 la
résolution en cascade de n équations a une inconnue (méthode des éliminations
successives).

— On a enfin une méthode de résolution des équations & une inconnue
qui fournit la solution générale sous forme paramétrique.

1. Réduction des systémes postiens i une forme canonique
Théoréme [27]
Tout systéme de p équations et de g inéquations postiennes a n inconnues
du type :
() =g, 1<
<

m (x) < n(x) I
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est équivalent 4 une seule equation, du type :

wx)=20 ou w€ell (P) et xe€Pp” .

Démonstration :

Observons d’abord que chaque équation

fie(x) = g, (x)
est équivalente 4
(freg)(x) =0 et f,Bg =X
est un polyndme. De méme pour une inéquation
me(x) S n(x) = [m v 1 (x) = n(x) = [(m, v )Bn,](x)=0.

Dans la premiére étape de la réduction, on voit que le systéme est équi-
valent a

A =0 1
m(x) =0 1

Ces p + g équations sont alors équivalentes

P q
(k\i1 A Vk\=/, ™ )(x) =0=w(x)

et w est bien un polyndme.

Exemple :
Prenons r=3 et n=1(%

1 2

xtvx? e, =xvx® . e

0 1

x° . e <x

Mettons I’équation sous forme de P’égalité de deux formes normales
disjonctives

x% . () vx'.(e) vx? .(e,) = x°. (e;)vx! .(ey),x%. (e,).
Soit
x°. (B e)vx! (e, Be,)vx?.(e,Be) =0

(*) La méthode adoptée n’est pas ici la plus courte : nous avons seulement voulu montrer I'emploi
de la méthode générale.
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Rappelons que <r> muni de la structure d’anneau postien est isomorphe
i Z/r. Z . Donc

x%. () vx'. () vx?.(e,)=0. MDD
Pour I'inéquation, on obtient :
X0 (e vxl. (eg) vx?. (ey) < x°. (ey) vx!. (e,) vx2. ()
ou
X% (e; veg) vxl. (e, ve,) vt (eyvey) = x0. (ey) vxl. (e;) vix2. ()
x. (e;)vxl. () vx?.(ey) = x°. () vx!. (e,) vx?.(eg)
x0. [e;Beylvx! [e,8 e, ]vxie,8e,] =0
x0. (e;)vxl. (eg)vx?.(ey) =0 (M2)
L’ensemble de (B'1) et (B'2) est équivalent a
x0. (e;ve,)vxl. (egvey) vxt.(e,ve,) =0
soit, finalement
x%.(e)vx'.(eg)vx? (e,) =0

Remarque

Dans le cas ou I’équation proposée est du type
f(x) = e, (k=1)

il n’est pas nécessaire d’appliquer la méthode générale précédente, pour la
ramener 4 la forme canonique. En effet

fx) =¢, équivaut a O =1
soit FPF=0.
2. Résolution des équations 4 une inconnue (résultats généraux)

Soit f un polyndome 4 une variable. Nous devons donc résoudre

fo=0=\ x rf@ (M3)

ac<r>

que 'on écrit plutdt sous la forme équivalente :

n—1
\ xz=0 (z; = f())
i=0
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Théoréme [28]

Une condition nécessaire et suffisante pour que (M3) admette des
solutions est que :

ITz=0 (M4)
0

Une solution particuliére est alors

R r—1
xX=\ z . e. (M5)
0

Démonstration :
Supposons d’abord qu’il y ait une solution a ’équation proposée. Alors :
(Wi 0<i<r-1) x'.z;=0 estéquivalenta: x'<z

Ceci implique :

~
|
—
~
l
-

I
o
Il

=3

or

() -

qui équivaut a la condition annoncée. En sens inverse, si la condition (MS5)
est remplie, vérifions que X est une solution.

~ r—1
— '
X = V Z;. €
i=0

Pour pouvoir vérifier, il faut calculer les (X’)i car X n’est pas sous forme
canonique. Les formules (B4) donnent :

v -1 — ! v o _—_ " " "
X~ =z, XY =z, .25 ...z,

et 1<k<r-2 X=z .20, ...2)

r—1

Formons alors
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On voit directement que tous les termes sont nuls pour i > 1. Quant
au cas { = 0, il vient :

0 . _no_n "
(X)°. zg =z .25 .2, . 24
or, la condition : z,.[z,.z,...2,_,]=0
implique : Zo S(z,.25...2,_ ) =zZ)vzy vz,

qui implique a nouveau :
zy . (zyvzyv...vz,_ ) =0, soit:
Zo .2y . 2y . ! =0
Exemple 1 :
Reprenons I’équation
x% (ey)vx! (eg)vx? . (e,)=0
on a e, .. =0
et la condition (M4) est bien réalisée. On a, par ailleurs :

X =(ey).eyviey).e vie)). e,

mais e =¢,=0 e =1. Dot X=e
Exemple 2 :
Proposons-nous de résoudre plus généralement :
x zgvx! z,vx? 2z, =0 (M6)
sachant que : Zg .2, .2, = 0. (M6A)
Alors : X=z e vz, .e, vz} . e

et

X2 =z, (O'=z .20 (X°=z.2).

Donc : X = (2} . 2)) . eg vz . 23) . e, v(z}) . e, M7)

Le théoréme précédent a donné, 4 la fois une condition nécessaire et
suffisante d’existence des solutions et une solution particuliére (X), mais
n’a pas fourni la solution générale : ce probléme est en effet plus délicat ;
nous exposerons en détail la méthode de résolution pour r = 3 de [’équation
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la plus générale et renvoyons le lecteur 4 I'annexe pour la démonstration
dans le cas ou r est quelconque.

3. Résolution de I’équation la plus générale d une inconnue, si r = 3.

Notons (en vue d’une récurrence) X = X, et observons que :
(X2)° < 2'2'. (X < z'z' et (X2)2 = z'2 .

Prenons alors : y=0(x)=e Bx

0 —

Soit y° = X2 ; yl 0 . 2 = 41

=x" ; y*=x

et prenons la transformée de ’équation proposée par 0 :

y'ozgvyt iz vy iz, =0
soit Wiozavyl izpvy?z, =0

qui fournit comme solution fondamentale (en y)

1

o _ I "o, ! "o, ot
=29 .2, vV = 2.2y [ 1

y

Soit, en revenant en x : x =0~ !1(y) =¢,_, Bx
0 — ! v ) i " "

x zg.2) 5 x zy ;5 x* =z z)

qui fournit donc une seconde solution notée X, vérifiant

X' =z, (X))iI<zZ! G#1).

et X, = (zp2)) .eq vz, .(e,)v(zgy.2)) . e, (M8)

De la méme facon, en prenant la transformée de [’équation initiale
par 6%, on a :
y=0%(x)=e, Bx
30 = x! yl = x2 y? = x
yozguy®zpvyt iz, =0=3% z, vyt .z, vy? .z,
et une autre solution fondamentale

0 —

n 114 ! " !
Y=zl s oy = R

=2zy.2Zy ;¥
et pour la troisiéme solution X,

(Xo)° =z (X)) =12z4.2) (X3)? =2z .24
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ou 'on observe encore (c’est important) :

(X,)° =z (X,) <zl (i#0).

et Xy = (2) . (eg) vizy . 23) . (e,) v (2 . z) . (e,) M9)

On va maintenant montrer que les trois solutions X, , X, , X, trouvées
engendrent ’ensemble de toutes les solutions de lafagon suivanté : Pour que
X soit solution de (M3) il faut et il suffit qu’il soit barycentre des solutions
X, . X, ,X, donc qu’il existe d =d°. ¢, vd' . e, vd?. e, tel que X s’écrive

X=d° X,vd' . X vd®. X, (M10)

Observons d’abord que (v d) tout X s’écrivant sous la forme (M10) est
solution (ceci serait vrai méme si les solution X, X,, X, n’étaient pas
fondamentales). En effet, on tire de la régle ) la propriété:

X=(d. X,vd' X' vd® X,¥ =d® . (X,) vd' .(X,)vd® . (X,)
Donc
fX) =X zovX'. z, vX2 2z,
=1d% (X))’ vd'. (X)) vd®.(X,)°). z5 v
[d°. (X,)' vd'. (X,) vd*(X,)']. 2, v
[d°. (Xy)? vd'. (X,)? vd*(X,)*]
=d% f(Xp)vd' . f(X))vd. f(X,)=0 car X, X,

et X, sont trois solutions. En sens inverse, soit ¥ une solution de (M6).
Il faut montrer que ’on peut trouver d tel que u s’écrive sous la forme (M10).
Nous allons prouver en fait que ’on peut choisir d = u autrement dit que toute
solution u de (M6) peut s’écrire sous la forme :

u=u Xovu'. X, vu? X, .
Comme u est solution, on a :
0 1 2 =
w.ozovu .z, vut.z, =0
et donc

W<z ce qui implique 4 la fois :

13
j
) . o
u’.z; =u et . z; =0
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Donc
0 —_,.0 ! 1" ] [ "
u. Xy =u.(zg.egVzy.2,. €, V2Zy. 2g.€,)
= (0 = 4,0
= (u".2z5) . ¢, = u°. g,
et de méme
1 S| ' " 1 " "
w. X, =u.(z4.2,€5Vz € VZy.2Z;.€)
—_ 4,1 ! — 1
=u.z,.e =u.e
Donc

. Xovu' X, v X, =u®. egvu'. e, vit. e, = u.
Théoréme [29]

L’ensemble des solutions de (M6) s’écrit, moyennant la condition
(M6A) sous la forme

x=d% X, vd'. X, vd* X,

ou d est un paramétre arbitraire de P et X, X, X, les trois solutions fonda-
mentales précédemment définies.

Nous avons pris pour expliquer la méthode l'exemple ot r = 3. Ii
permet d’éluder les problémes d’indiciation qui masquent les articulations
de la démonstration, qui reste vraie sur toute r-algébre de Post. Le lecteur
en trouvera une démonstration en annexe. Onverra que la formulation en est
nécessairement plus compliquée.

Remarque :

Il existe d’autres formes de la solution paramétrique (M10) qui peuvent
sembler plus simples. Celle-ci présente 'avantage d’étre considérée comme
une fonction de d sous forme normale disjonctive, donc aisément manipu-
lable notamment pour la recherche des composantes postiennes de X.

4. Cas des équations d n inconnues.
Méthode des éliminations successives.

On a vu précédemment que tout systéme (équations et inéquations)
postien était équivalent i une seule équation du type w(x) = 0 ol w est un
polyndme a n variables. On va maintenant montrer comment on peut ramener
la résolution d’une telle équation 4 la résolution successive (c’est-d-dire au
produit de composition) de n équations & une inconnue. Le paragraphe précé-
dent nous ayant donné une méthode de résolution des équations & une in-
connue, on a donc un procédé complet de résolution.
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Nous commencerons par un lemme.

Lemme
Si f€II(P) alors

r—

<

Jley, %y, ..o x,) = e fxy, Xg0 oo Xy € X o0 X))

Il

j=0

Explicitons d’abord sur un exemple. Prenons n = 4 et r = 3. Le lemme
précédent affirme que si 'on particularise 'une des inconnues x; (prenons
par exemple ici x,), on a une décomposition par rapport a cette variable :

Fxy, x5, x5, %) = (x,)° fx,, €5, x5, x,) v (x )" fx,, €,, x5, x,)
V()R f(xy, ey, x5, X)) VX, )3 fx), ey, X5, X,)

Sous cette forme, il apparait clairement que le lemme proposé est une
conséquence du théoréme de la forme normale disjonctive. En effet, dans
I’écriture :

Foxp . x) =\ e @) ey 0 ..y

ac<lr>n

distinguons suivant les valeurs de o€ <r>. En “mettant en facteur” (x;)°
(resp. (x;)', (x; y? etc...) dans les termes qui les contiennent, on a :

FO, Xy, %) = ()08 (X, ., X )V ) g (g, LX)V
v (xl)r_lgr__l(xl, e ,xn) .
ou, chaque g, ne dépend pas de x;.

Si ’on fait alors x;

; = ¢, il vient (comme (e)f =89

f(x,,x2,...,x,._,,ei, X;ipy, —X,) =g,.(x1,...,xn)

Application : méthode des éliminations successives.

Soit & résoudre f,(x,, x,, ..., x,) = 0. On Pécrit, grice au lemme pré-
cédent, comme une €quation en x,

r—~1

V (x, V. g(x,,....x,)=0.

=0
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La condition de compatibilité est (d’aprés le théoréme 28)
r—1
IT gixy.....x,) =0
j=0

qui est de la forme f,(x,,...,x,) =0, ou f, est un polynéome a (n — 1)
variables (on a éliminé x, ). On itére le procédé. On a donc trouvé une méthode
répétitive d’éliminations. On parvient 4 :

1
fn—l(xn—l’xn)= (xn—l)i-fn—l(ejrxn)zo (Mll)

=0

~
|

1l

dont la condition de compatibilité est :

r—1
0=TT fui(e. x,) = £,(x,) (M12)

j=0
Reste une équation d wunme inconnue. Pour qu’il y ait des solutions,

il faut et il suffit que T[] f,(@) = 0. [toujours d’aprés le th. [28]).
ac<r>

Si cette derniére condition est réalisée, on résout f,(x,) = 0, suivant
les méthodes données précédemment. Les solutions en x, (dépendant d’un
paramétre d,,) sont substitués dans (M11) qui fournit x, _, 4 l'aide d’un nou-
veau paramétre x,_,, etc. ..

Les calculs effectifs sont grandement facilités a 'aide des deux remarques
suivantes qui ne sont que le prolongement (postien) de remarques équivalentes
faites dans [[6]] 4 propos du cas booléen.

D’abord il est fréquent que I’équation proposée ne se présente pas sous
forme disjonctive. Bien qu’il soit toujours théoriquement possible de I’y
ramener, ¢’est souvent assez long et Pon peut s’en dispenser.

Supposons en effet que f s’écrive
FOg oo ,x) = ()% g0y, x )V v(x )T g, (X, x,)
vk(x,,...,x,) (M13)
alors,on éerit : k=1.k=[(x)°v...v(x,)"'].k
et, donc :

fOep, o x,) = (%)% (g vkl vix,)l[g vklv. . .v(x) 'lg_, vki
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et le résultat de I’élimination de x, est, toujours d’aprés le théoréme 28 :
(g, vk).(gavhk).....(g_,vk)=0 soit (distributivité)

kvg,.g,.....8&_,=0. Dotlaregle:

Régle 1| En éliminant x, dans (M13), on trouve :

Ikvgo.gl.....g,_l=0| (M14)

L’équation précédente a (n—1) inconnues se réduit & son tour, etc.. .
Puis vient le moment, ou remontant les calculs, on doit substituer dans (M13)
les inconnues (x,, ..., x,) par (x§,...,x}) solution de (M14) pour résoudre
I’équation d une inconnue en x,; correspondante.

Or, la relation (M14) prouve que :

k(x},...,x5) =20 (M15)
11 en résulte qu’il sera inutile de substituer dans le dernier terme de (M13).

Exemple :

Soit 4 résoudre sur une 3-algébre de Post P quelconque I’équation d deux
inconnues (x et y) :

x0. 1?2 vx? P uxt ytie,va. x®va.y° =0

ol a est un paramétre de P, que I'on suppose complémenté (a € B);ordonnons
par rapport aux x¢

xX.rvavx. (. e vx? Y va. ' =0 (M16)
La régle (1) fournit, aprés élimination de x

0

a. 3’ viva) . (e V0 =a.y (car y°. y! = 0)

Pour résoudre cette équation a une inconnue du type (M6), on peut
appliquer la méthode au théoréme [29] [bien qu’il y ait ici un moyen plus
court]. Prenons pour retrouver les notations du théoréme |29] :

zg=a 2z, =0 2z, =0 ontrouve
(Y, =0 (Y))'=0 (¥,)?
(Y =0 (Yp'=1 (¥Yp'=o0

(Y, =a (Yo)' =0 (Yo)r=a

]
—



66
Soit Y,=e =1 ; Y =e¢ ;

et la solution générale d I'aide du parameétre d(d €P)

y=d’ avd'. e vd?

Il faut alors substituer dans (M16). On a, d’abord :
Y =d®. (@°vd'.(e)° vd®. (e,)° =d°. a et, de méme
yr=dt ; y*=davd®.
II vient (en utilisant la régle (2)) :
x°.[d® avd® valvx'. [d'. e ]vx*[d®. a]l=0
Observons que I'on peut simplifier le facteur de x°
d®. @ava=d"va et d°vd®=d'. Donc reste

x° [d' va]vx'. [d'. e,]vx*[d®.a]=0 ona

zp =d' va zo =d'.a zg=d, va

z, =d'. e, z, =dlvel =d° 2 =d!

z, =d°%. a zy =d°va z; =d°. a
On trouve

X, =d%a.e v(d®vad) .e,
X, =(d'.a3).e,vd e via.d").e,
Xy =(d". 2 .egv(a.d® .e,vd va.d va.d") .e,
et la solution générale a Paide d’un nouveau paramétre C :
x=C% X, vC'. X, vC% X,  soit
x=[C°.(d". @) vC'. d" . d].e,v[C® (a.d)vC . d' vC2.d° a]. e,
v [C®.(d?va.dva.dY)vC!. a.d' vC?. (d° va)]. e,
Remarque :
Pour savoir si une équation admet des solutions on doit attendre, si
Pon applique la méthode des éliminations successives d’avoir effectuée

n réductions. On peut démontrer ({[10]]) le théoréme suivant qui généralise
de fagon évidente le résultat obtenu au théoréme [28] pour n = 1.



Théoréme [30]

Pour que I’équation

f(x)=0 (ou eIl (P) et
admette des solutions, il faut et il suffit que
[T fl@=0

aeE<r>n

xE€P")
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IIT — LES r- GRAPHOIDES,
EXTENSION DES GRAPHES ORIENTES

Dans un graphe orienté usuel le support logique est binaire : un sommet
est ou n’est pas descendant d’un autre. On le voit mieux encore lorsque I’on
veut coder un graphe orienté : on utilise une matrice booléenne bivalente.

La notion de graphoide développée ci-aprés est une extension de celle
de graphe dans la mesure ou 'on y établit des degrés dans la descendance :
ici tout sommet i sera descendant (et donc ascendant) de tout autre j, mais
au couple (i, j) sera attaché de facon unique au degré de descendance, ou
poids qui sera un élément d’un ensemble totalement ordonné d 7 éléments que
I’on prendra conventionnellement identique a <r>.

Si r= 12, et, si au couple (i, ) est attaché e, = 0, on dit usuellement
que j est un non-descendant de i, si e, = | que j est un descendant de i On
voit donc que la notion de graphoide orienté recouvre celle des graphes
orientés usuels.

Etant donnés deux sommet i et j est un entier / 2 1, on définit (voir
ci-dessous) de fagon naturelle la notion de chemin de longueur [ allant de
a J, et le poids d’un chemin de longueur / comme celui du plus faible de ses
arcs.

On s’intéressera alors a des problémes du type suivant : au couple
(i,7) et a l’entier / on associe yun e, € <r> tel qu’il existe un chemin de
longueur /, de poids e, de i 4 j et que tout autre chemin de longueur / de §
a j est de poids inférieur ou égal a e, . On reconnait un probléme de type maxi-
min. Un certain nombre de problémes se posent alors. Par exemple :

— entre deux sommets fixés y-a-t-il un chemin (de longueur quelconque,
c’est-d-dire que I parcourt N*) de poids au moins égal a ¢, ou ¢, est fixé ?

— Peut-on se déplacer dans fout le graphoide avec des chemins de poids
e, au moins (probléme de la e, -connexité 7)) ete. ..

On verra que pour formaliser et résoudre ce type de problémes, la méthode
est ici un codage postien.
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N — DEFINITION D’UN -GRAPHOIDE ORIENTE

Soit X un ensemble (dont les éléments sont appelés sommets) et r
un entier fixé supérieur ou égal 4 2.
Définition (11)

On appelle r-graphoide orienté le couple :

. G=X,D)

ou I' est une application de X dans &, (X), ensemble des r~partitionordonnées
de X muni de la structure d’Algébre de Post.

Autrement dit 'image I" (x) d’'un sommet x € X est
L) =T, TM®,.... [T hH
avec les conditions de partition :
r—1
UIT@F=X et #N=>T@IN[T®Y=2¢
j=0

j=

Exemple

Prenons X ={1,2,3,4,5} et r=3

Voici I’exemple d’un 3-graphoide 4 5 sommets :
Ly =(2,3},{4},{1,5)
['@2)=(¢4,{3},{1,2,4,5)
ra)=d1,2,3 4,3, ¢
I'4)={4,5},{1,3},{2})
L) =(5,1},{2,4}.{3})

On a adopté pour le représenter la convention graphique suivante :

i i implique S INGI
P > . ” j€ L]
> ) €GP

on trouvera une autre définition équivalente un peu plus loin.
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D’ou

Le cardinal de X sera appelé I'ordre du graphe.

Un arc sera par définition un élément (i, j) du produit cartésien X x X.
(Aucune condition supplémentaire du type j €T (i), par exemple, n’est évi-
demment 3 écrire ici).

P — CHEMINS ET CIRCUITS

On voit, d’aprés la définition que, pour tout couple i et j de sommets,
il existe un et un seul k€[0,r — 1] NN tel que :

AN NG
Associons alors au couple (i, j) I'élément ¢, € <r>.

On a aussi défini une application 8

0 X xX—><r>

6, =e, — ET I

0, sera appelé le poids de larc (i,7]), 0 la fonction caractéristique du
r-graphoide.
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On voit facilement que la donnée de 'application 0 est équivalente a
celle de I' ; on aurait donc pu aussi utiliser la définition suivante :

Définition (11 bis)
On appelle r-graphoide orienté le couple
G=(X,0)
ou 6 est une application de X? vers <r>

Remarque

Si I'on s’intéresse (ce qui est un probléme en général plus théorique),
a la famille £,(X) de tous les graphoides sur X, alors il faut examiner la
correspondance X — ¢. Or 6 décrit ensemble d’applications <p>x?,

£,(X) peut étre muni de la structure de r-Algébre de Post “‘image”.
En effet Papplication I qui sert & définir tout graphoide décrit I’ensemble
[2,(X)]*, ensemble d’applications que 'on munit de la structure image. Cela
veut dire par exemple que, si 'on veut définir, par exemple la disjonction
G, v G, de deux r-graphoides, on a

G, vG, =X,I'v T,

ol (VieX) vl ) =T, 0)vI,0)
et la disjonction de deux rpartitions I',(x) et I',(x) est effectuée sur
PAlgébre €,.(X).
Définition (12)

Soit / un entier 2 1. Un chemin v de longueur ! allant de i d j est, par
définition, un élément de X'*! (suite de | + | sommets) :

7:(ioyil»i2’---:il) (Oi1 lkeX)(l():lle:])

Définition (13)

Le poids d’un chemin < est celui du plus “faible” de ses arcs. Donc

6(y) =infl0, ,0

ity i1i2""’0i1,1’f]
Soit, en termes de treillis (borne inférieure) :

07 =0, . 0ppp -0,

Les notions de circuit de longueur !/ (ou : iy = i) de chemin, ou de
circuit élémentaire se définissent sans difficulté comme a I’ordinaire.
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Soit maintenant un entier / fixé (I 2 1) et deux sommets i et j, appelons
Qﬁl- I’ensemble de tous les chemins de longueur / joignant { a 7 (cet ensemble
n’est jamais vide) et considérons :

0, = Sup [0(n)] (8, €<r>)
1

'yeﬂij

Cela veut dire qu’on cherche dans la famille de tous les chemins de i a j
le poids de celui (ou de ceux) qui sont de plus grand poids. Observons que
0{7 existe toujours, quel que soit le cardinal de X, car <r> est fini.

Tout chemin de longueur / (de i a j) et de poids 05,- sera appelé Fmeilleur
chemindeiaj.

Donc, si 0,?1. = e, cela veut dire qu’il existe au moins un chemin de
longueur / (joignant i a j) et de poids e, et que tout autre chemin de longueur
{ (joignant i a j) est de poids inférieur ou égal 4 e, . On reconnait un probléme
de maximin.

Pour tout / fixé (/ 2 1) l'application
Xt > <> (i, )~ f)f.l.

définit un nouveau r-graphoide orienté, noté Gl

G = (x, i
oil MG = (@ @y, @ apt, .., @@y
avec j€ @ i)k =6 = ¢

Définition (14)

GU est appelé la 1"™¢ puissance du graphoide G.

Les sommets i et j restant fixés il est maintenant naturel de faire varier /
dans N*_ et de définir :

6, = Sup. 6%, = \/ ¢,

=1 121
Autrement dit :

6;; = e, équivaut a 'ensemble des deux conditions:

— il existe un chemin (rien n’est dit sur sa longueur) de i/ 4 j,de poids e,

— toute autre chemin de i a j est de poids inférieur ou égal 4 e,.
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L’apptication X2 -><r> (i,j)~ éii
définit un nouveau r-graphoide G = X,

ol T =@ ,..., @y

avec JEIr (W ‘=’(éij =€)

Définition (15)

G est appelé la fermeture algébrique de G.

Q — TRADUCTIONS MATRICIELLES

Supposons maintenant que X soit fini (Card (X) = n). On peut alors écrire
les 8,; sous forme matricielle. On obtient une matrice carrée 4 coefficients
dans <r> (donc un élément de M, <r>).

Définition (16)
La matrice carrée 6 (0 € M, <r>) obtenue par :
(9,.,- = e ) =(e [l (H]")
est appelée la matrice d’incidence de G.

Exemple : reprenons le graphoide précédent. On obtient

(rappelons que e, = 0 et e, =1).

On peut démontrer le théoréme suivant:
Théoréme (31)

Pour tout ordre fixé des sommets, I’application

6 w,(X)>M,<r> G- 6(G)
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qui, & tout r-graphoide fait correspondre sa matrice d’incidence est un iso-
morphisme d’Algébres de Post.

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce Théoréme.Il assure que
la correspondance est non seulement une bijection mais encore un isomor-
phisme : toutes les propriétés postiennes des matrices seront donc interprétables.

Mais c’est surtout dans le théoréme qui suit que la correspondance entre
graphoides et matrices d’incidence trouve sur intérét essentiel.
Théoréeme (32)

La matrice d’incidence du graphoide GU! est égale a ™€ puissance
(au sens du produit matriciel postien) de la matrice d’incidence de G.
En effet soit H la matrice d’incidence des GUI. On a,par définition:

Sup 0(v) = e, équivaut 4 :
i

'yEQ.i]-

0iiy Oiyiy ... ’01'1—1.;' =¢,
(il »~-~;i1_1)e[1 »n)ll_l

L’ensemble des chemins de longueur / joignant i a4 j est en effet ici

obtenu en faisant varier l'ensemble (i, ,...,i_ ;) dans [] ,n-1. Or 1la
disjonction précédente est le coefficient :
61, ;

d’ordre (i, j) de la I*™® puissance de 0

Corollaire

Si 6 désigne la matrice d’incidence de G, on a

o=\ o

121

Observons que, dans un graphe fini d’ordre » :

— la longueur d’un chemin élémentaire est (n — 1) au plus

— tout chemin de i 4 j contient un chemin élémentaire de i 4 j.

— le poids d’un chemin quelconque est toujours inférieur ou égal au

poids d’un chemin élémentaire qu’il contient. Il résulte que I’on peut remplacer
I’écriture précédente par
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L’algorithme de Roy [[6]] pour la détermination de la matrice de la
fermeture transitive d’un graphe orienté reste valable dans les treillis distributifs
et on a, 14 aussi, un moyen plus rapide de calculer 6.

Définition (17)

On dit que G est e,-fortement connexe (f.c) (resp. e, -unilatéralement
connexe (u.c.)) si

9>Ek (resp. O v =2E,)
ou £, désigne (voir (K1)) la matrice dont tous les éléments sont égaux a €.

Explicitons, pour le cas de la forte connexité (par exemple). Dire que

VG, )EXD) ona B, >e

cela veut dire que pour tout couple de sommets (i et j), il y a dans le graphoide
initial G un chemin de 7 d j de poids ¢, au moins. (Pour la connexité unilatére,
comme a lordinaire, I'expression ‘il existe un chemin (etc...) de i & j”
est remplacée par ““il existe un cheminde i dj,ou deja ).

Exemple (on reprend 'exemple précédent) :

[1 e, 1 e 1] 1 e 1 e 17
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
02=]e, e e ¢ O 6°=le, e e e e =0*
I 1 e 1 1 T S T T
Lel e, € € e ey e e ¢ e ]
[1 e 1 ¢ 1]

D’ou 0= 1|e, e e e el|=6vo*vedvot

e, e 1 e ¢

Ce 3-graphoide est e, -fortement connexe.
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Définition (18)

On définit le poids de forte connexité (resp. de connexité unilatere)
d’un r-graphoide comme e, € <r> ou vy

Y=Sup {kEN|O<k<r—-1|G soit e — fc(resp. e, — uc)}

Dans I'exemple précédent les poids de forte connexité et de connexité
unilatére sont égaux a e, .

R — GRAPHOIDES DERIVES D’UN GRAPHOIDE DONNE

A partir d’un r-graphoide donné on peut lui associer divers autres
graphoides.

Le symétrigue (ou réciproque de G) sera G- = (X ,T" 7)

ol GET-Y) = €LY
(on inverse le sens des fléches)

Le symétrisé de G sera G, = (X, )
ou ' =I'vl-

Ry

La négation de G sera G = (X, T)
ou TI'(x) = (I'(x))" la négation étant prise sur l’algébre de Post & ,(X)

Le graphoide dual de G sera  6(G) = (X, 6§(I'))
ou M) @) =8[BI
cela veut dire par exemple que :

YyERBM M) = yeL @]+

ou 'on inverse 'ordre d’importance des poids

Lopposé de G : BG =(X,8TI)

Le théoréme d’isomorphisme entre '’ensemble des matrices de M, <r>
et I'ensemble w,(X) de tous les r-graphoides sur X assure des traductions

matricielles simples que nous donnons ci-dessous (6 (G) désignant la matrice
d’incidence du graphe G)

6(G~1) =7[6(G)] (transposée)
6(GH=10(®)] 6[8(0)]=38[0(®)]
6(8G) =8(6(G)).
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S — IMAGE D’UNE r-PARTITION PAR UN GRAPHOIDE

Pour introduire cette notion, il est d’abord nécessaire de faire unrappel
sur les graphes orientés. Pour définir ceux-ci on a utilisé€ une application ponc-
tuelle : T : X = %R (X).

Puis on a prolongé T" en une application ensembliste de % (X) dans % (X)

r)= U I'®y (ou SCX)
xEeS

autrement dit yeEr(S)=(Ax€S) el x).

La nouvelle application I' (appelée “induite”) jouit d’un certain nombre
de propriétés, En particulier si v (S) est le vecteur caractéristique de S alors, si
A désigne la matrice d’incidence du graphe fini G, on a ([[11]])

A u(S) =v[['($)] (SDH

On rappelle que le vecteur caractéristique d’un sous-ensemble S de X est
une matrice-colonne v (S) d’ordre n a éléments dans <2> telle que:

W), =1<i€S

(on a noté ici, pour plus de commodité X = {1,2,...,n})
La correspondance

v R > M,, <2>(%)

est ([[11]]) un isomorphisme booléen.

La formule (S1) interpréte le produit de la transposée de la matrice
d’incidence d’un graphe par une matrice colonne. La matrice colonne produit
est le vecteur caractéristique de I'(S), image par I' du sous-ensemble S.

C’est cette notion qu’il s’agit de prolonger ici, mais, évidemment, 4 la
place de I'(S), il faudra definir I" (£2) ou 2 est une r-partition ordonnée de
I’ensemble X des sommets. Cette définition est relativement délicate. Aussi
procéderons-nous par étapes.

a. Vecteur caractéristique d’une r-partition
Soit Q=(T°,7",..., T"HERWLX)

*) Mn,1,<2> est, conformément aux notations de tout larticle 'ensemble des matrices colonnes
booléennes, d’ordre n, i éléments dans <2> = {0,1}.
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on explicite 'application v déja définie (c’est p~! du théoréme [20]) :
v: R (XM, <r>
définie par :
(D), =e = Ii€ET*
(onanoté : X={1,2,...,n)
Explicitons sur un exemple. Soit
X={1,2,3,4,5} et
Q2 ={{1,5},{3},{2,4}
_ OW
1
alors v(Q) =] ¢, €M, <3>
1

0]

On a montré (th. [20]) que Papplication v était non seulement une bi-
jection, mais encore un isomorphisme postien.

b. Image d’un sous-ensemble de X

Soit S un sous-ensemble de 'ensemble X des sommets on définira I'(S)
(image par le r-graphoide G d’un sous-ensemble §) comme étant une r-partition
ordonnée de X définie de la fagon suivante :

Définition (19)
On dira que
i€L(S)F  (ouque @WTED; = e)
si k est le plus grand indice tel qu’il existe au sommet jE S et:
ie[rmlr,
Remarque : pour tout autre sommet w de S (avec i € [['(w)]*), on a

t<k.
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L’image d’un sous-ensemble est donc une r-partition (voir exemple 1 a
la fin du présent chapitre).

Traduction matricielle (Card (X) = n).

Appelons A la matrice d’incidence du r-graphoide G.

on a
v (S))], =g = Sup [Aji] = €
jes

r—1
— V Ax; = e,

(la deuxiéme équivalence provient de ce que x; est €égal a 0 ou 1 selon que j
appartient ou non 4 S (on anoté iciaussi X ={1,2,...,#n}).

Autrement dit

v[[(S)] =14 8v(S)

Observons que si S ={[}, (€ X), la définition (19) montre que :
(T{BY = ¢, équivaut 3 i€ DO
et I'application I' (de 4 (X) dans %,(X)) est bien un prolongement de I'applica-
tion initiale I' (de X dans %, (X)) .

Nous sommes maintenant en mesure de passer i la derniére étape, qui
permet de définir I’image d’une partition.

c. Image d’une r-partition

Soit =(7°,T',...,T™ 1) une rpartition de X en un ensemble
ordonné de r-sous-ensembles. Pour bien comprendre la définition qui va suivre,
on peut imaginer que, de méme qu’il y a r-classes d’arcs, (I’'ensemble des classes
étant totalement ordonné), il y a maintenant r-classes de sommets selon la
partition (& dire que i (i € S) est de poids e, dans la partition 2, si i € T*)
et qu'un sommet de poids e, est “meilleur” qu’un sommet de poids e, si :
k = k'. Cela dit, Vimage I'(§2) de la r-partition £ sera une autre r-partition
définie de la facon suivante :

Définition (20)
On dira que

i€EMEF  (ou @[CE)D; = )
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si et seulement si k est le plus grand indice a satisfaire 'une ou l'autre des
deux conditions suivantes (le “ou” est, naturellement, inclusif).

a) ou bien il existe dans la r-partition £2 un sommetj de poids exactement
égal a e, et un arc de j a i de poids au moins e, .

b) ou bien il existe dans la r-partition §2 un sommet j de poids au moins
e, et un arc de j & i de poids exactement e,. (Voir exemple 2) plus loin).

Ceci permet de définir I'image d’une r-partition comme étant encore
une r-partition, tout en prolongeant le cas b) (*) précédent, et 'on a une inter-
prétation simple du produit matriciel :

Théoréme [33]
A désignant la matrice d’incidence du r-graphoide G.

‘A®v(2) = v['()]

Démonstration
Faev@) =\ a;. e}

j=1
Et donc
[fA2v(Q)], = ¢, équivaut a

Sup. [aii . [v (Q)],] = ek ‘

1<j<n

Comme a;, . [v(8§2)]; appartient a <r>, il en résulte que k est le plus grand
indice tel que :

aj; - [v ()], = e,
C’est-a-dire :
a) Soit a,; = e, et [v(Q)]I. >e,

ji
b) Soit a;; = € et [U(Q)]i = e,

(*) Le cas ol S est un sous ensemble de X revient en effet a considérer la r-partition §= S, 0,.....9,9
et a utiliser le corollaire [20 A].
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Le cas a) correspond a

icerMr e jel 1.

izk

Le cas b) correspond a

e [r¢py, et jer-.
Izk

on retrouve ’alternative de la définition (20).

On a dongc, ici aussi, pu interpréter le produit de la transposée de la
matrice d’un graphoide (matrice carrée a éléments dans <r>) par une matrice

colonne.

Remarque : T'un des intéréts de la notion précédente (image d’une partition)
est que I'on peut maintenant définir le produit de deux r-graphoides

G, =X, I')) e G,=U,I,)
par G,o0G, =X, I',ol))
ol vieX) @,ol'))®=T,[®@] et
I'on sait prendre I'image par I', de la r-partition I', (i) .

Exemple 1 (cas d’'un sous-ensemble)

Reprenons le 3-graphoide de la page (71) et soit d’abord S le sous-
ensemble de X défini par

S ={3,4},
0
0
Le vecteur caractéristique de S est donc 1l =v(S).
l
0
e,
|
Si ’on effectue le produit A ® v (S), on trouve e,
€y
[ €1 ]
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L’image de S par I' est donc la 3-partition I" (S)
'S =(,{1,3,4,5},{2)

Dire que (v[(S)]); = e;, c’est dire que 3 €[ (S}, c’est donc dire
qu’il existe dans S un sommet j tel que 3 € [I" ()] et qu’il n’y a aucun som -
met de S tel que 3E€[I'())?. Clest bien ce que l'on vérifie ici, puisque
S ={3,4} que

Exemple 2 Cas d’une r-partition
Soit £ la 3-partition définie par
= ({4},{2,3},{1,5)

0 1
¢,
on a v()=1e, et 40v()=]1
0 e,
1 I
Donc r&)=(,{2,4},{1,3,5H

Dire que 2 € (I'(§2))!, c’est dire que k = 1 est le plus grand indice
tel que 'une ou l'autre des deux conditions ci-dessous soit réalisée :

a) dans £2, il existe un sommet j de poids e, , et un arc de j a 2 de poids e,
ou e, (ce n’est pas le cas ici puisque le seul sommet de £2 de poids e, est 3 est
que 6, = e, =0)

b) il existe dans £ un sommet j de poidse, ou e,, et un arc dej a 3 de poids
égal 4 e,. (Les sommets j tels que 6i2 = ¢, sont 2 et 4 ; 2 est bien de poids
e, dans £2).

Il faut encore vérifier que 1 est bien le plus grand indice convenable.
Or la vérification des conditions a) ou b) avec k¥ = 2 conduit a se demander
§’il existe dans £ un sommet j de poids e,(e, = 1) et un arc dej a 2 de poids
e, : il y a dans £ deux sommets de poids e,, qui sont 1 et 5, et 'on a
0,, =0;05, =e).
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CONCLUSION

On a vu comment au produit matriciel postien est associé un probleme
de maximin qui est celui de la recherche des “meilleurs” chemins, au sens
précédemment défini. Si au contraire ’on définit la “conductance” dun chemin
comme le poids de celui de ses arcs de plus fort poids, et si 'onrecherche
(par un couple de sommets ; et j) donnés et une longueur / (€ N*) fixée)
le “meilleur chemin”, c’est-a-dire ici le chemin de longueur /, (de i 4/) et de plus
faible conductance, on est amené a résoudre un probléme de minimax
qui se traite en remplagant partout dans le chapitre précédent le produit
matriciel par son opération duale : rappelons que celle-ci donne aussi une
structure de monoide avec compatibilité avec ’ordre.

Un autre sujet de réflexion est le suivant : le paragraphe précédent a
vu le remplacement de méthodes (et de matrices) booléennes par des méthodes
postiennes, c’est-a-dire que P'on a remplacé <2> par <r>. Peut-on généraliser
ceci ? Sans vouloir trop développer, voici ce qui, semble-t-il, peut étre dit.

On peut valuer 'ensemble des poids dans un treillis distributif complet
T et définir un 7-graphoide comme le couple ordonné:

G = (X ,6) ou 6 est une application de X dans T?. 0,.,,« = 0(i, j) est alors le
poids de l'arc (i, j) ou degré de descendance de j a partir de i.

Comme plus haut, on peut aussi définir un 7-graphoide comme le couple
ordonné :

G=X,D)

ou I' est une application des X dans Pensemble [® (X)]7 tel que :

(V x € X) I’ensemble des I' (x) (@) (ou a parcourt T)-est une partition
de X. Explicitons :

si xXEX, alors T (x)e[2X)]T
donc I (x) est une application de T dans % (X), et ’on suppose que :

(Vx€EX) UT FrxX@=X e (VxEX)aFb=>2Tx@NTX ®)=2¢.
1S

Le cas ou T = <2> est celui des graphes orientés ; celui o T = <r>,
celui des r-graphoides orientés.
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On définira de méme le poids d’un chemin, les “meilleurs chemins”, etc. ..
(le mot meilleur s’éntendant ici : suivant l'ordre défini par le treillis 7).

Un exemple peut étre fourni par le cas ou I étant un ensemble quel-
conque, on prend pour treillis T :

T = (0,1}

ou [0,1] est un segment de R muni de la structure d’ensemble totalement
ordonné et T le treillis image de toutes les applications de [ dans [0,1]. Les
éléments de T sont appelés des sous ensembles flou de /. (cf [11])

Si l'ensemble des sommets est fini, le codage d’un tel T-graphoide
(qu’on peut appeler graphoide flou) se fait par I'intermédiaire d’une matrice
de M, <T'> dont chaque €lément X; est un sous ensemble flou de /.






ANNEXE

EQUATION A UNE INCONNUE
SUR UNE r- ALGEBRE DE POST

Soit 4 résoudre

=1 R
V x'.z;=0
=0

r—1
ol I’on suppose remplie la condition [ z; = 0
1]

Notons X = X,_, (en vue d’une recurrence) la solution fondamentale
précédemment trouvée :

N r— 1
—_ '
X = z;. e
0

1

il

i
et soit z =(zy,2,,...,2,_,)EP" le vecteur (donné) des -coefficients
de I’équation. On définit ’application 4 :

h:Pr =P h(z)=X, |

h est donc l'application qui au vecteur z des coefficients fait correspondre
la premiére solution fondamentale trouvée. On observera (ce sera indispensable
pour la suite) que, d’aprés la page 58, cette solution présente les caractéristiques
suivantes :

X,_, )y '=z_, (X, <z (k¥Fr-1)

r—1

Soit alors g la bijection de I’ensemble Z/r. Z définie par :

gy=i+1 [r]
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L’ensemble des g* est un groupe cyclique G d’ordre r. On va montrer
que ce groupe de transformations engendre a partir de la solution fondamentale
un ensemble de r solutions qui, a leur tour, engendrent ’ensemble de toutes
les solutions, suivant un procédé¢ simple.

D’abord g induit une bijection 6 de P dans P, par
r— . r—1 )
x=v‘x’.e,- y=0x) =\ xt ¢
i=0 i=0
(il est clair que y* = x8(9)
g induit alors une autre bijection §2 : P" = P’
Qzg .52, 1) = (Zg0y s+ Z4-1))

On prend alors la transformée de 1’équation proposée par ¢ :

~
|

1 . r—
0= xt.z, =
i=0

1 r—1
_l . _ k
y& D g, = v Y5 Zeh)
0 k=0

qui admet pour solution fondamentale (en y)
Y, = h[zg(o) e ,zg(,_l)]
soit Yy = (ho Q) (2)

Soit en revenant aux variables initiales, une nouvelle solution fonda-
mentale X,

Yo =0(X,) et X,=[0""0hof](z).
Si, donc, 'on pose :
wh)=0"1ohoQ

alors ’ensembile des «’(4) (z) (0 <j < r — 1) fournit un ensemble de r solutions
notées :

X, 11 = [D/(M](2) (*)

Pour tout j la solution, )(,._1 vérifie des conditions analogues a celles
de la page 58.

En effet
X, , =lw'(M]z)=[6"70hoQ](z)

* ) = h



et
j =
(z) (zg].(o) e ,zgi(rhl))
=@ 2o T 2
La solution fondamentale Y, , associée vérifie :
Y,y = R[9(2)], etdonc:
Yoy ' =, et (Y <@, *kZzr-1[r)
soit
Xy =Y, ] etdonc
X, 1 = 1Y, J7/0 =y, 10D
soit
(Xj_l)(i+r-—l)lr] = (Xi—x)(i_l)[rl = (ijl[r])'
et, si : 1E£G - 1)|[r]
alors : l—jFr—1[r]
Donc (X;_ )b = (Y;—n)(’_i) < (z]-_lm)”.
Donc, pour résumer :
(Xf—l)(j_l)[r] = (zi—l[r])’ et
X, ) <Gy, UEG- DD
On a alors le théoréme fondamental :
Théoréme
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Si (M4) est vérifiée, alors pour que x soit solution de (M3) il faut et il
suffit que x soit “barycentre” des solutions fondamentales X;(0 <j <r —1),

r—1
c’est-d-dire qu’il existe d = V d'. e telque x s’écrive :
0

r—1

x = dl. X, (AND)

©

Démonstration

On montre d’abord que :



90
r—1 X
X est solution de (M3).

va) \/

0
Cette propriété est vraie, pour tout ensemble de r solutions, méme si elles

ne sont pas fondamentales. En effet

WHO<j<r-1): V(X)' =

si
alors, d’abord :
r—1 . . r—1 X ’ .
(V) O<i<r-1 [V d! ] dl (X))
j=0 =0
Ensuite
Voo (Yoo = o [ o

=0

En sens inverse, soit ¥ une solution de (M3). Il faut montrer que U
= u’k,

peut s’écrire sous la forme (AN1). Montrons que I’on peut prendre d*

c’est-a-dire d = u .
Si, en effet, u est solution, alors
(V) u'<z, etdonc:

e

qu,- = u’[(Xi)O eV (X)) . e

k#j, ona:

or, si
(Xl-)kuj < (zj)" RTUR < (z,-)". (z)' =0

et, si Kk =j, par contre :
(z;) . ul = u

Xy uw =
Donc uwX; = ule
r—1 ) r—1
et u= u’.e,= u’.Xj
=0 j=0
(c.q.f.d.)
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aB8b,40

a # b (produit postien),38

P” (algébre de Post produit), 44

PE (algébre de Post image), 44

A ® B (produit matriciel postien), 48

A 8 B (opération duale du produit matriciel), 48

I1,, (P) algebre des polynOmes postiens 4 n variables, 51
G = (X, T') r-graphoide orienté, 70

8 (G) matrice d’incidence d’un graphoide , 74

v(S) vecteur caractéristique d’un sous-ensemble, 78

v (§2) vecteur caractéristique d’une partition, 78



FORMULAIRE POSTIEN

x=x% ¢ vx'.

e V...

RELATION ENTRE COMPOSANTES BOOLEENNES ET POSTIENNES

XT = xr—l
1 —

X Xy
k —

X" = Xk
r—2 —

X =X, .
r—1 —

X =X,

Casour=3

. xr—k——l

x; = x
kzr—j

X, __xr—l

x, =x""VYyx—?

x, ,=x'vxtv.. . vx
_ 2
X, =X
x, =x'vx? =Xx°

r—1 =70
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COMPOSANTES D’UNE DISJONCTION ET D’UNE CONJONCTION

xvy)l =x° °

xvy [(xvy) =x".<v yi) vy".(v xi)
i<k i<k

(xvy)r~l :x’—l Vyrkl

(x.»)° =x%v)°

x.y (X-J/)k=x".[ V yi]vyk.[v x"]
7 7

j=k =k
(x. y)r—-l = xr-l _yr-l

Casour=3

(xvy)® =x°.)° (x.y)° =x%vy°
(xvy)! =x' . y2yyl %2 x. ' =x.3%vx?
(xvy)? =x2vy? (x. )2 =x2 y?
NEGATION
d=a"=a,-=2% e va®.e |,
(EI) — al’ all’ — al
{avdb) =ada . b (@.b) =d vb'
(avb)' =da"vb" (a.b)" =d".b"
DUALITE

[5 (x) 0 — xrAl [6(x)]" = xr—k—l [6()(?)]'71 = xo

S(x)=x""1. ¢ vx'?

ey v...vx?.
si x€EB S5(x)=x%=x'

5 ((ll) - an
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SOMME, DIFFERENCE ET PRODUIT

Somme
(@aBx)? =a° x°va! x'v...va' x!
@8x) =g' x%va® x'v... vag?. x!
@ (Bx }".=.(;"':')c.°' ;/‘(;"_’ xbtv. . vaktt | xrt
(.ci ‘EB.J'cj’.‘.i';(‘z.’-‘"' xXOva? x'v...va® . x!
Opposé
Ba=a%. e va ! e v...vad. e_,
Différence

(@b =a° . 8%va ! by, val. B!

@ab)! =a' b%va® bVv. . va®. b!
(@a8b)
(@aby~' =g pOvag-2 b ly. .. va®. b!

Casour=3

@8b)® =a° BOva? . b'va' . b2

@eb) {((avb) =a' . b°va® . b'va?. b2

(@®b)® =4®> b va' . b' vd® . b2

@eb)® =a° b°va? . b? vyl . p!

(@Bb) {(asb) =q' . b%va®.b®va®. b!
@eb)? =a®> . b%va' . b2 va® . b!

Bb=05". ¢, vb®.e, vb' . ¢,

(axb) =a° vd®
@xb) {(@xb)! =a' . b va®. b2

(@axb)® =a' . b*va® . b!
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EQUATIONS POSTIENNES (r = 3)

x° . zgvx! .z, vx? 2z, =0  z5,.z,.2,=0
0o — ! ] " 2 ! "
Xy (Xp)° =z, (X)) =2z5.2, (X)) =2z,.2
0o — ! n ) - ! 2 n n
X, X)) =zy.2, X)) =1z (X)) =z5. 2,

X, X)) =z.zy X'=2z].z) (X,)? =z,
Solution générale

x=d°. Xovd' . X, vd*. X,
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Circuit (d’un graphoide), 71
Composantes (booléennes), 21
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E
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F
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H
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I

Image (alg. de Post —), 43
Image (d’une r-partition), 78
Incidence (matrice d’— d’un graphoide), 74

M

Matrice (d’incidence), 74
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N
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o
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P
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Polyndmes postiens, 51

Produit (postien), 40

Produit (matériel), 48

Produit (algébre —), 43
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R

r-partition ordonnée d’un ensemble, 35
r-graphoide orienté, 70
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S

Somme (postienne), 38

Sommet (d’un r-graphoide), 70
Sous-algébre (de Post), 25

Sous-algébre (engendrée par une partie), 25
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Symétrique (d’un graphoide), 77
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