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INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire de théorie des jeux est I'étude du passage de la
forme développée d’un jeu & » joueurs a sa forme normale.

Dans un premier chapitre on rappellera brievement quelques notions
classiques de calcul des probabilités et de théorie de la mesure : espaces
mesurables, applications mesurables, mesures, espace produit, probabilités
de transition et processus aléatoire (a temps discret). On développera da-
vantage la théorie, moins classique, d’intégration des fonctions a valeurs
dans un espace de Banach par rapport & une mesure abstraite.

Dans un second chapitre on définira la forme développée d’un jeu a
n joueurs. L’identification d’un tel jeu a un processus aléatoire (i temps
discret) nous conduira & sa forme réduite c’est-d-dire la donnée de n
ensembles T; (i = 1,..., n), ou T, est 'ensemble des “tactiques” du joueur i,

n
et d’une application de [T 7T; dans un espace de mesures de probabilité.
i=1
On abordera ensuite dans un troisieme chapitre la théorie de lutilité
individuelle : la définition, I’existence et lunicité dune wtilité linéaire
associée a une relation de préférence sur un ensemble, le prolongement de
cette utilité a un ensemble plus vaste et les propriétés qui s’en déduisent.

Dans un dernier chapitre on utilisera tous les résultats précédents pour
parvenir a la forme normale d’un jeu a »n joueurs et on rappellera les notions
fondamentales liées a un jeu sous une telle forme.

Toutes les références “(i)” du texte se rapportent 4 la bibliographie
placée a la fin de cette étude.






CHAPITRE I

RAPPELS

I — NOTIONS CLASSIQUES

Pour les démonstrations ou des compléments on pourra consulter (8)
(9), (13) et (18).

Notation : Soit £ un ensemble. On désignera par € (£2) 'ensemble des par-
ties de £ et si 4 € R(2), par A° le complémentaire de A dans £. Une
classe ® de parties de £2 sera un sous-ensemble de & (£2).

Une application f d’un ensemble §2 dans un ensemble §’ sera notée
f: Q-9

SiA C &, on notera f(A) ={f(w) : w EA}C Q.

Si 4" CQ', on notera f~1(4) ={w € Q : f(w) € A} C Q.

Si B est une classe de parties de §2, on notera f(®) = {f(4) : A € B}
et si B est une classe de parties de ', (@) = {1 A4): A" €V

Tribu

Définition 1
Soit £ un ensemble non vide, & une classe de parties de .
On dit que & est une tribu (ou o-algébre) sur Q si
a)o,2ed

b) & est stable par complémentation : 4 € & => A€ &

c¢) & est stable par union dénombrable : si (A,),n €st une suite
d’éléments de &, alors U A, € .

neN
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On dit que & est une tribu contenant les points si Vw € & ,{w}€ & .

Remarque : de la définition d’une tribu, on déduit, en particulier, qu’une
tribu est stable par intersection dénombrable.

Définition 2

Soit € un ensemble non vide, B une classe de parties de §2. On appellera
tribu engendrée par © (notée o(V)) la plus petite tribu sur £ contenant G.

L’existence de o(%) provient de ce que si (X)), est la famille (non
vide) des tribus sur §2 contenant G, OI ; est une tribu sur § contenant
B dot 0(VY=N A, -

iel

En particulier si £ est un espace topologique et O la classe des ouverts
de E (O C L(E)) pour cette topologie, on appelle tribu borélienne de E (notée
03;) la tribu o(0) sur E engendrée par les ouverts de E (elle est aussi engendrée
par I'ensemble des fermés de E). Si £ = R ensemble des réels, on peut mon-
trer que la tribu borélienne @, sur R est aussi engendrée par {]—° ,a[ : a €R}
et que Va € R,{a} € By : By est une tribu contenant les points.

Si E est un espace topologique séparé, 03 est une tribu contenant
les points : E séparé = Vx €E ,{x} fermé de E = Vx €L, {x} € B.

Espace mesurable
Définition 3

Un espace mesurable est un couple (£2, @) ou £ est un ensemble non
vide et @ une tribu sur .

Applications mesurables
Définition 4

Soit (2, ) et (27, &) 2 espaces mesurables. Une application f : Q - &'
est dite mesurable si f-Y(AN C & :vA € & -4 € Q.

Proposition 1

Si(2, @), , d)et (", A") sont 3 espaces mesurables, £ : Q - Q'
et g: Q' — Q" sont 2 applications mesurables, alors
gof:2->0" 1 wmwwg [f(w)]

est une application mesurable.



n

Proposition 2
Soit Q et £’ des ensembles (non vides), £ : £ = ' une application de
Q dans Q'.

1/ Si @ est une tribu sur ', 7' (') est une tribu sur § et f est mesu-
rable quand £ et ' sont munis respectivement des tribus ' (@) et &'.

2/ Si ¥ est une classe de parties de ', alors f7! [0 (¥)]= o [f~1(BN].

3/ Si & est une tribu sur £ ,{4' C Q' : f1(4) € &} est une tribu
sur ' et c’est la plus grande tribu sur Q' rendant f mesurable.

Proposition 3

Si (E,0) et (E',€) sont 2 espaces topologiques, toute application
continue de E dans E' est mesurable quand E et E' sont munis de leurs
tribus boréliennes respectives.

Espace mesurable produit

Soit (£2,);.; une famille finie d’ensembles (non vides), & = [ | Q; Pen-
iel

semble produit de cette famille : = {(w;);; : W, €Q,; Vi€ [} et p; la
projection d’indice i :
Py 82—~ 8 (W) ™d w;.
Définition 5
Soit (£2; ,&,);.; une famille finie d’espaces mesurables, Q = 1 £; I'en-
iel

semble produit de la famille (£2,);; et (p,);; la famille des projections
de & sur les Q;, G €.

On appelle tribu produit de la famille (Q,),,, la plus petite tribu sur £
rendant mesurables les projections p;(i €7). On la note ® & = &.
iel

L’espace mesurable (2, ) est appelé espace mesurable produit de la
famille (Q; , &),
On peut montrer que ® &, est aussi la tribu sur § engendrée par
iel

Pensemble des pavés mesurables de 0 :{I] A, 1 A, € A ViET)

iel
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Tribu induite

Soit (£2, &) un espace mesurable, 4 € A. Soit &, ={B € A : B C A4},
Alors &, est une tribu sur 4 et &, ={4 N B : BE A} &, est dite tribu
induite par & sur 4. Ona &, C Q.

Mesures et Probabilités
Définition 6

Une mesure u sur un espace mesurable (£, &) est une application
g & =] — oo, + o] telle que — u(¢) =0

—u(U 4,) = Zou (4,,) pour toute suite (4,,), N
neN neN
d’éléments de & 2 a 2 disjoints.

Le triplet (§ , &, u) est alors un espace mesuré.
Une mesure u sur (2, &) est dite positive si u(4) = 0 V4 € .
Une mesure u sur (§2 , &) est dite bornée si Sup {Jud)| : 4 € A}<+ oo,

Soit 4 une mesure positive sur (2 ,&) : VA ,B € LA C B= u(4) < u(B)
d’ou l'on peut déduire qu’une mesure p positive est bornée « u(£2) < + oo,

Une probabilité P sur (2, &) est une mesure positive telle que P(2) = 1
(c’est donc une mesure bornée). Alors P est en fait une application de &
dans [0, 1]. Un triplet (2, &, P) oit P est une probabilité sur (2, &) est
un espace de probabilité.

Mesure induite

Soit (2, &, u) un espace mesuré, 4 € & et GZA la tribu induite par
(& sur A. Alors la restriction u, = u &, de u & &, est une mesure sur (4, & ,).

Si u est une mesure positive (respectivement bornée), u, est une mesure posi-
tive (respectivement bornée). u, est dite mesure induite par g sur (4, & ).

Espace de probabilité produit

Proposition 4

Soit (;, &;, P));,; une famille finie d’espaces de probabilité, alors il
existe une probabilité unique P sur I’espace produit

Q=1]g,
(Q’a) iel
a=8 q,

iel



telle que

P(Tay =TT~

iel iel
pour tout pavé mesurable H A; de (82, Q).
iel
Cette unique probabilité P sur (£2, @) est dite probabilité produit de

la famille (P,),.; et notée P = ® P,
iel

L’espace de probabilité (2, &, P) est I'espace produit de la famille
(&, &, Py -

Probabilité image

Soit (2, Q) et (', Q') 2 espaces mesurables, f: £ —> &' une appli-
cation mesurable de § dans Q'.

Soit P une probabilité sur (£, &). Alors I'application P' : @' = [0, 1]
définie par P'(4') = P[f'(4")] (A4’ € &) est une probabilité sur (', )
comme il est facile de le vérifier.

Définition 7
Soit (2, @) et (Q', &) 2 espaces mesurables, f: & — §' une appli-
cation mesurable de § dans Q' et P une probabilité sur (£, &). La proba-

bilité P’ sur (', @') définie ci-dessus est dite probabilité image de P par f
et notée P' = f(P).

Soit (2, &, P) un espace de probabilité, R une relation d’équivalence
sur 2,8 = ;Q/G{ Pensemble quotient de £ par R et ¢ la surjection canonique
de  dans Q :

0 Q>0 wwd ol @={wEN:wRwW Y}
Soit & la plus grande tribu sur Q rendant mesurable I'application ¢ :
c’est-a-dire V4 € & gp“_‘(A) ={wEQN:wEAE Q.
SiVw € Q, @ € &, alors @ est une tribu contenant les points :
VR €Q,{w)e@ car ¢ ' ({®)=m€E Q.

_Si P= @(P) est la probabilité image de P par ¢, elle est définie sur
(Q, @) par P(4) = P [¢!1(A)]. En particulier siVw € &, G € & :

P®) = P(&).
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Espace de Banach des mesures bornées

Proposition 5 (Hahn-Jordan)
Si u est une mesure sur (§2, &), les formules

BCA
— u(B): ; “M4eq

~4) = S
, u(4) up Red

v = S B_BCA
u) = upgﬂ()'BE(.‘l

définissent 2 mesures positives sur (2, Q). La mesure u~ est bornée et
on a p=p"—u sur @ (Cest-d-dire pu(4) =u*4) — u(4) V4 € Q).

En corollaire de cette proposition, on peut montrer que si 4 est une
mesure quelconque sur (2, @), u bornée < u(2) < + o=

On désignera par NL(2, &) (ou N (L)) I'ensemble des mesures bor-
nées sur (2, &), par M* (2, &) (ou AM*(Q)) 'ensemble des mesures posi-
tives bornées sur (2, &) et par I, (2 ,X) (ou I, (£2)) 'ensemble des
probabilités sur (2, ). On a alors

oM, () C M (Q) C Q).
On peut munir JT(§2) d’une structure d’espace vectoriel réel :
Si uet v €M), on posera (u +v)(A) =ud)+(A) VA € ).
Sipu €NL() eta €ER, onposera (ap) (A) = au(4) (V4 € &).

Ces définitions sont légitimes car u + v et ap sont bien des mesures
sur (2, Q).

De plus u et v bornées entraine (u + ») () = u(©2) + »(§2) < + o« donc
(u + v) bornée,

et a € R, u bornée entraine (ap) () = au() < + oo donc au bornée.

On vérifie facilement que IML(2, ) muni de ces 2 opérations est un
espace vectoriel réel, I'élément neutre de + étant la mesure nulle

0: A>]—oo, + 0] : 4 (.
Alors AT, (2, ) et M (2, A) sont des parties convexes de N(L , D) :
uet pENT(Q) et a€[0,1]=au+ (1 —a)ve N(Q)
et veM(Q) et a€[0,1]=au+ (1 -a)ve M, ().

Notons que d’aprés la proposition 5,V 4 € NU(Q), Jut etu” € M (Q)
tels que w = u* — u~.

La variation totale |ul d’une mesure u sur (2, Q) est par définition la
mesure positive |u| = u* + u7 : |ul (4) = utA) +Fu(4) (4 € Q). Alors
VA € A |u(A)| < |ul(A) et si u est une mesure positive, |u| = u.



De plus on peut montrer que :

lul (4) = Sup | 2 lu(d4,)] : (4,),.n suite d’éléments de &,
neN

2 4 2 disjoints avec y A, = Al
neN S

et que |ul| bornée < u bornée. Donc Vu € T (2), [u] () < + oo

Proposition 6

L’application JT(2) = [0, + oo [ : g ju| (£2) est une norme sur l'es-
pace vectoriel NT(L2). De plus NT(S2) muni de cette norme est un espace de
Banach (espace vectoriel normé complet).

Pour p € 1UE2), on notera ||u|| = lu| () cette norme. Alors
VA € A, lp (A < llul.
Siu€ M (), lul=p). Sig e, (), lul=1

Si u €M (Q) et w#0 (& (&) > 0), alors (“Q) est une probabilité
U

u
Q,4) : ——¢€ ).
sur ( ) ) e, (82)

Proposition 7

Pour la topologie définie sur MT(L2) par la norme llull, T (22) et T, ()
sont des fermés.

Démonstration :

Soit (1), une suite d’éléments de NTH(Q) qui converge vers u €N (L)),
montrons qu’alors g € AT (Q) :

Iy, — pl—20=>V4 € LJu,(4) — p)] ;5720

n+eo
d’ol p,(4) 5> u(d),v4 € Q.
Or v4 € &, u,(A)>0 ; donc u(4) =0, VA € @ ; donc pu € N (Q),
Cest-d-dire NT (Q) fermé.
De méme soit (u,),.n une suite d’élements de T, (£2) qui converge
vers u € M(Q).
M, () C ML () entraine u € NT'(2) d’aprésle raisonnement précédent.

De plus, comme u,,(£2) -2 u() et u,(2) =1Vn €N , () = 1,c’est-
a-dire p € M, () et AN, () fermé.
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Probabilités dégénérées
Définition 8
Soit (£2, &) un espace mesurable. On appelle probabilité dégénérée
en w € Q la probabilit¢ § , sur (2, &) définie par
1 si wed
6.,(4) = A€ Q).
w () 0 si wegAa ( )
On vérifie facilement que Vw € £, §, est une probabilité sur (2, @).
On notera A ou A(2) I'ensemble {5, : w € §}. Alors A C T, ().

L’application £ = A(£2) : w~w38,, est surective. Elle est bijective si
Vw,w €Q,w#w,14 € tel que w € A et w' & A. Elle est en par-
ticulier bijective si Vw € ,{w} € & : & est une ribu contenant les points.

Proposition 7 bis

Si & est une tribu sur £ contenant les points, alors pour la topologie
définie sur MM (L) par la norme lull, A(2) est un fermé.

Démonstration : Soit en effet (60.:,, Jnen une suite de A(£2) convergeant
dans O1L(L2), alors (8, )N est une suite de Cauchy de M(Q) :

Ve > 03N, (e) tel que m , n>N0(e)=>||5wn—6 | <e

o]
d'ol VAE @5, () -5, (D <e.

Considérons en particulier «:) : @ étant une tribu contenant les points,
{Q;No’re @. donc pour n 2= Nob,, {wy ) =1 <e Cestadire w,= W,
Vn = Ny (pour € assez petit). On en deduit : Jw € £ tel que W, =wid
partir d’'un certain rang, d’ou lim 6wn =§,E€A(0) et A(Q) fermé.

n 400

Remarque : On montrerait de la méme maniére que VD C A (),

D est un fermé pour la topologie définie sur O (2, &) par la norme llu
(si X est une tribu contenant les points).

Il — INTEGRATION DES FONCTIONS A VALEURS
DANS UN ESPACE DE BANACH

On pourra trouver dans (9) les démonstrations des propositions et théo-
remes énoncés dans ce paragraphe.
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Soit (2, &, u) un espace mesuré. On suppose que u est une mesure
positive et bornée.

Une partie N de § est dite u-négligeable si 34 € @ tel que N C 4
et u(4) = 0. L’espace mesuré (2, &, u) est dit complet si @ contient toute
partie u-négligeable de .

Si 9T désigne la classe des parties u-négligeables de £, la classe @ dé-
finie par L ={4A UN : A € A et N € I} est identique a la o-algebre
engendrée par @ U 9C. De plus la forﬂmule u (A YUN)=u(4) définit sans
ambig_uité I'unique mesure @ sur (£2, &) qui prolonge u et I’espace mesuré
(2, &,m) est complet. Cet espace est appelé le complété de (2, @, u).

Soit donc (2, &, u) un espace mesuré ou u est une mesure positive
et bornée.

On supposera dans la suite cet espace complet (on substitue a (2, &, n)
son complété).

On notera x, la fonction indicatrice de 4 C £ :

Q- R X, (@) 1 si weEA

: tw w) =

Xa 4 0 si w&A.

Soit E un espace de Banach réel dont la norme sera notée I Il. I est

clair que 'ensemble des applications de §2 dans E peut étre muni d’une
structure d’espace vectoriel réel. Si f: Q = E, on notera lfI Papplication
Al & = R : ww lif(w)l.

En particulier R, muni de la norme valeur absolue | |, est un espace
de Banach. Donc tout ce qui sera dit pour les fonctions a valeurs dans un espace

de Banach quelconque E sera valable pour des fonctions numériques (a va-
leurs dans R).

Fonctions étagées
Définition 1
Une fonction f : §2 > E est dite étagée si on peut écrire f = Z X; Xa,
iel
ou [ est un ensemble fini, 4, € L et x; € EVi €[ N
Proposition 1
Toute fonction étagée peut s’écrire f = 2 Yi X B, ou J est un ensemble

jeJ
fini, (Bi),.EJ est une famille d’éléments de @ 2 a 2 disjoints et y; €EEVj€EJ.
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Remargue : Si f est une fonction étagée non identiquement nulle, on

peut ’écrire d’une maniére unique sous la forme Z Y; X, ou J est fini,
. i
jeJ
(B))jc; est une famille d’éléments de & 2 & 2 disjoints et (y;);,, est une fa-
mille d’éléments distincts et non nuls de E.

L’ensemble des fonctions étagées définies sur € a valeurs dans £ sera
noté &.(Q).

Alors & (L) est un espace vectoriel réel (sous espace vectoriel de I'es-
pace vectoriel des applications de £ dans E).

Fonctions u-mesurables
Définition 2

Une fonction f: = E est dite u-mesurable si elle vérifie les 2 condi-
tions suivantes :

1/ VG ouvert de E £ 1(G) € &.

2/ VA € @, 3 une partie p-négligeable N C A et une partie dénombrable
H de E telles que f(4 — N) C H ou H désigne I’adhérence de H dans E
(c’est-a-dire le plus petit fermé de E contenant H).

Remarque : la condition 1) signifie que f est mesurable quand 2 et
E sont munis respectivement des tribus (L et (3. Elle peut étre remplacée
par chacune des conditions équivalentes suivantes :

— YV F fermé de E,f {E) €Q
~VBE®R, (B E Q.

Sous réserve de la condition 2), la condition 1) peut étre remplacée par :
— pour toute boule fermée (respectivement ouverte) C de E,f " H(C)E X.
La condition 2) peut étre remplacée par la condition équivalente suivante:
— 3 une partie u-négligeable N de £ et un sous-ensemble dénombrable
I de E tel que f( —N)C H

Si P'espace E est séparable (3 H C E dénombrable et dense dans E)
la condition 2) est superflue. C’est en particulier le cas de R. Une fonction
numérique f : 2 > R est donc u-mesurable si et seulement si f est mesurable.-



19

Proposition 2

Soit f: £ —> R une fonction numérique. Alors f est mesurable si 'une
des conditions suivantes est vérifiée :

—{w€EQ: flw<ale @ Va€R

—{weER flw>aeE A Va€cER.
Si 'on revient dans le cas général :
— Toute fonction constante est u-mesurable,

— Toute fonction étagée est u-mesurable ; une fonction ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs{x, ,...,x,} est u-mesurable si et seulement si
fl(x,.) eq Vi=1,...,n, c’est-a-dire f étagée.

— Une fonction ne prenant qu’un nombre dénombrable de valeurs
{x,....,x,,...} est y-mesurable si et seulementsif '(x,) €& Vn €N.

— Si f: > E est u-mesurable et g : & = E est une fonction égale
i f sur A € @ et constante sur A°, alors g est u-mesurable.

On peut montrer que, sous réserve de la condition 2, la condition 1 de
la définition 2 peut étre remplacée par la condition équivalente suivante :
Pour toute forme linéaire continue x' € E' (dual topologique de E), la fonc-
tion numérique x'of: & > R : w ~ax’ [f(w)] est mesurable.

Définition 3
Soit (f,),.n une suite de fonctions de £ dans E. On dit que

1/ (f,)nen converge u —presque partout (u-pp) vers f:Q = E5sil
existe une partie N de £ u-négligeable telle que

Ify (@) —f(I =520 VweQ -N.
2/ (f,)nen converge uniformément vers f: £ — E si

Su?Z If (@) = fl)l —=0.

Théoréme 1

Soit (f,,),.n une suite de fonctions de §2 dans £ p-mesurables. Si (f,),.N
converge u-pp vers une fonction f : £ — E, alors f est u-mesurable.
Proposition 3

Soit f: & — E une fonction u-mesurable. Si f(§2) est relativement
compact dans E (f($) compact dans E), il existe une suite (f,),.n de
fonctions étagées convergeant uniformément vers f.
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Cette propriété est en particulier vérifiée pour les fonctions réelles
mesurables et bornées.

Théoréeme 2

" Pour toute fonction réelle f mesurable positive définie sur £2, il existe
une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant vers f.

Proposition 4

Une application f : § — E est g-mesurable si et seulement si f X, est
u-mesurable VA € &. Sif: Q — E est y-mesurable, ||f]: & - R est mesurable.

De plus on peut montrer :

Proposition 5

Si f et g sont des applications de £ dans £ u-mesurables et a € R, les
fonctions f + g et a f sont py-mesurables : ’ensemble des applications de
dans £ p-mesurables forme un espace vectoriel réel.

Intégration des fonctions étagées

Proposition 6

n m
Si X XXy = X YiXs (4, ,B;€Q et x;,y, €EEVi=1..net
; st

i=

-

n m
Vi=1,...,m), alors ¥ u(4,)x, = » 1B, y;.
i=1 j=1

D’olu

Définition 4

=

Pour toute fonction étagée f = X; X ” € 6,() on appellera intégrale

~.
I
-

n

de f par rapport a u, notéeff du, 'élément de E défini parff du = Z wA)x,.
=1

La proposition 6 justifie cette définition, car f fdu ne dépend que de

f et non de la maniére d’écrire f comme fonction étagée. f f du sera noté aussi

J7 (@) du (@) ou ff (w) dp.
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n n
Sif=2 x;X,, €8(AWetAE A fxy =D X; Xyng; €65(Q), alors
i=1

i=

-

jfoa'u sera écrit f fdu.
A

L’intégrale d’'une fonction étagée vérifie un certain nombre de propriétés :
— Tlapplication &.() = £ : fuwp ff du est linéaire :

Va,b ERVfetg€8&.(Q : [(af + bg) du = a [fdu + b fedu;
en particulier si f € &,(Q) et A, B € Q disjoints, on a

S rau=f rau+f rau.

— Soit £ et I 2 espaces de Banach réels, U : E - F une application
linéaire et f € &,(&), alors U o f € &,(@) et U ([f du) = [U o f du.

— Si £ = R, lapplication &g > R ; cpw.yfgp du est positive et croissante :
@E&R,¢>O=f¢du>0,
wl,wzegn,wl<w2=f¢ldu<f¢2 du ,
PEBy, 0 >0 et A,Bea,ACB=>[4¢dy<£¢dp.
— Soit A € & et u une mesure portée par A : u (4¢) = 0, alors,
vict @ [frau=/ rau,

en effet si

F=Y %%, €@, [fdu=Y xu)=3 xupundy= [ fdu.
i=1 i=1 =1

Proposition 7
| Soit f € 8.(@), alors Ifl €8x () et Wffdull < [Ifl du.

Pour f € &.(X), on pose N, (f) =fl|f|| du. Alors il est facile de vérifier
que N, est une semi-norme sur &. (). La topologie définie sur &g (L) par
N, est dite topologie de la convergence en moyenne. Pour cette topologie
lapphcatlon linéaire &z > E : fowy f fdu est continue car | f fdul < N(O
d’aprés la proposition 7
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Soit X un espace vectoriel réel. On rappelle qu’une semi-norme N sur
X est une application N : X = R, telle que :
— NQAx) =[N N(x) VAER etVx€X
~Nx+y)SNKx)+N@) Vxetye€elX

Définition 5

On dit qu’une suite (f,),.N de & () est une suite de Cauchy (pour N,)
si n]ﬂ]l N, (f, — f,,) = 0 C’est-adire :
m

im [If, —f, ldu=0.
’r:'lgr;ff,, fuldu=0

Proposition 8

Si (fu)nen st une suite de Cauchy de &z(Q), alors

1/ (lf,, ), n est une suite de Cauchy de &g

2/ VA € & (f, X4)duen €St une suite de Cauchy de &.(&)

3/ (ff,, du),N est une suite de Cauchy de E (muni de sa norme I ).

On voit maintenant comment définir I'intégrale d’autres fonctions que
les fonctions étagées : si (f,),.y est une suite de Cauchy de &.() conver-
geant u-pp vers une fonction f: - E, (ffn du),, N est une suite de Cauchy
de E. E étant complet, ( f £ dw),.n converge dans E ; on sera donc amené
i définir f fdu par ,,‘i’& f f, du. Encore fauti-il s’assurer que cette limite

ne dépend que de f et non de la suite (f,),.N choisie.

Proposition 9

Soit (f)uen €t (8,),en 2 suites de Cauchy de & (L) convergeant
u-pp vers la méme fonction f: & = E, alors lim ffn dp = lim fgn du.
n-++oo

ntoo

Fonctions u-intégrables

Définition 6
Une fonction f: £ — E est dite u-intégrable s’il existe une suite de
Cauchy (f,),.n de &g(&) convergeant u-pp vers f.

L’intégrale de f par rapport a u sera ’élément de E noté f f du et défini
parffdu = li?1 ffn du.
no+oo
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D’aprés la proposition 9, ff du ne dépend que de f ;ff du sera écrit
aussi ff(w) du(w) ou ff (W) du.
Si f: & = E est p-intégrable, f est u-mesurable d’aprés le théoréme 1.

Toute fonction étagée f € &, () est p-intégrable et ses deux intégrales
coincident.

D’ensemble des fonctions u-intégrables sera noté RUQ, A, ) ou 13};,
et si £E =R Bl(ﬂ,a,p) ou £,
Proposition 10

L’ensemble BlE est un espace vectoriel réel et I'application

£ > E: f->ff du est linéaire :

Jaf +bg)dy=affdu+bfgdu Yf,gE€ L. etVa, bER.

Proposition 11

| siresg, aors Ifl € £ et Iff dul < [ Il du.
(Pour une réciproque de cette proposition, voir Proposition 14).

SifELL et A€, fx, € £y et on écriraffod#=/;1 fdu.

L’intégrale de f vérifie un certain nombre de propriétés déduites des pro-
priétés de I'intégrale d’une fonction étagée :

A
1 -
—fELL etBea dlsJ01nts=>[4Udeu—Lfd#+£fdﬂ-

Cette propriété reste valable pour une suite d’éléments disjoints de .
— Si E et F sont 2 espaces de Banach réels, U : E > F une application
linéaire continue et fGL?}E, alors Uo f€ 2L et U (ff du) = f Uo fdu.
— Dans le cas ou £ = R, on a les propriétés supplémentaires suivantes :
£ >R: fwaf du est positive et croissante :
PEL ,p=0=[pdu>0
v et 9, €LY g <o, = fo, du< [, du

¢e£‘,¢>o,A,Bea,Ac3=fA gpdu<j; odu.
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: - 1
~sifegieaca, [ Il du < (4) sup If (@),

— Si A€ @et siu est une mesure portée par A (u(4€) = 0), alors
1 =
vie e, [fdu fA fdu.
En effet soit f = lim f, ol (f,),.n est une suite de Cauchy de & (&),
n-+oe

alors ff du = nan; ffn du = n]il& L [ du = /; fdu.

Pour f€ £, lIfl € £ ; on pose N,(f) =f||f|| du et N, est un semi-
norme sur Bg La topologie définie sur B}E par cette semi-norme est dite topo-
logie de la convergence en moyenne.

Pour cette topologie I’application linéaire ﬁ’}? > E ¢ fani f f du est conti-
nue (cf. proposition 11).

On dira qu’une suite (f,),.N de £ converge en moyenne vers f € £L si
lim N, (f - f,) = 0 c’est-a-dire lim f Ilf — f,I du = 0. Alors
n-=too n-+teo

Jrdw = tim [f, du.

Si (f,)pen st une suite de Cauchy de &,(X) convergeant u-pp vers
une fonction f (€ B}z) , (fudnen converge en moyenne vers f ; Uespace &z( &)
est dense dans £z (muni de la semi-norme N,). D’autre part on peut montrer
que [3’2 muni de la semi-norme N, est complet.

Critéres d’intégrabilité
Proposition 12

Si (f).en €St une suite monotone de fonctions réelles p-intégrables et
si la suite (ffn du),.n 2 une limite finie, alors, si elle existe, la fonction
lim f, est wintégrable et [ (lim f,) du = lim [f, du.
n-teo no+oo n-+eo

Soit donc f une fonction réelle mesurable positive, il existe d’aprés
le théoréme 2 une suite croissante (f,),.n de fonctions étagées positives
convergeant vers f, alors on peut montrer que (f,,),.y est une suite de Cauchy
de &y si et seulement si lim [, du < + oo,

n oo

Donc pour f= 0, f€ £ & lim ffndu < + oo,
N>+
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Si f est une fonction réelle,

{ fT=sup (f,0) . _ e
(f"=sup(-f,0)eﬁ et [fdu=[f"du— [f du

Dans le cas général :

feL &

Théoréeme 3 (Lebesgue)

Soit (f,,),en Une suite de £} convergeant u-pp vers une fonction f: Q — E.
S'il existe une fonction réelle g positive u-intégrable telle que If, | <g u-pp
vnE€N. alors f € £} et (f,),.Ny converge en moyenne vers f. Dans ce cas

on aJ'f du = HT” ffn du.
n-

Proposition 13

Si la fonction f: 2 > E est u-mesurable et s’il existe une fonction
réelle g positive et u-intégrable telle que Ifl < g u-pp, alors f est u-intégrable.

Proposition 14
“ Une fonction f: Q = E € £} © f est u-mesurable et Ifl € £'.

Proposition 15

Si (f,),en €St une suite de £ convergeant uniformément vers une
fonction f : Q — E, alors f € £} et (f,),.N cOnverge en moyenne vers f .

Intégration par rapport a une mesure induite

Soit (2, &, ) un espace mesuré, ol u est une mesure positive et
bornée sur (2, &). Soit 4 € &, &, la tribu induite par A sur A et u, la
mesure (positive et bornée) induite par u sur (4, & ).

Proposition 16

Soit f : § = E une fonction définie sur £ a valeursdansEetf,, : 4 ~> E
la restriction de f 4 A. Alors f,, € £ (4, &, 1) ® fX, ELLQ, A, ),
et on a

Sfiadu, = Jfxgdu= [ fau.
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Intégration par rapport a une mesure image

Soit (2, Q) et (', @) 2 espaces mesurables, m : & — Q' une appli-
cation mesurable de £ dans £'. Soit 4 une mesure positive bornée sur
(82, @) et u' = m(u) la mesvre image de u par 7. Soit f' : ' = E une fonction
dvaleurs dans Eet f'om: Q 2> E : Wawy f [T (W)].

Proposition 17

Si f' est u'-mesurable, alors f = f' o 7 est u-mesurable. Si f’ est u'-in-
tégrable, f est u-intégrable et ff du = ff’ du'.

Intégration par rapport i une probabilité produit

Soit (£2,,&,,P,) et (,,Q,,P,) 2 espaces de probabilité. Soit
2, xQ,,&,® @,, P, ® ) 'espace de probabilité produit.

Soit f: &, % £, — R une fonction numérique définie sur £, x £2,.

On notera

fwl 18, > R wymw f(w, , w,) pour w; €Q,

[ Q, > R: w;maf (W, , w,) pour w, €Q,.

Théoréme 5 (Fubini)
Sifer(Q, xQ,,P ® P,),alors
— 2 € £(Q,, P,) (P,-pp) et lapplication (définie P,-pp)
2, > R: w,w[f°?2dP €£(Q,,P,)
— fwl € £! (82, , P,) (P,-pp) et lapplication (définie P,-pp)
2, >R w s [f, dP, € £(Q,,P)
st ona
[raw, e Py = [dP, [[f,, dP,] = [dP, [[f**dP,].

Remarque : Ce théoréme est valable de proche en proche dans le cas
d’un produit de n espaces de probabilité.
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II1 — PROCESSUS ALEATOIRE (A TEMPS DISCRET)

Pour des compléments on pourra consulter (18).
Définition 1

Etant donné 2 espaces mesurables (2, ,&,) et (2,,d,), une pro-
babilité de transition de (£, , @) vers (£2,,&,) est une application
Py Q, x &, ~ [0,1] telle que :

1/ Yw, € Q, Tlapplication P}(w,,.) : &, > [0, 1] : A, = P} (w,,A4,)
est une probabilité sur (2, ,&,).

2/ VA, € @, Iapplication Py(.,A4,): 2, > [0,1] : w,w»P)(w, , Ay
est mesurable quand £, est muni de la tribu &,.

Alors P; (., A,) est intégrable (vA, € &,) par rapport a toute probabilité
définie sur (2, , &,).

Un processus est représenté a chaque “instant” refo,1,..., n} par
un point x, d’un espace mesurable (E,,%,). On se donne, & chaque ins-
tant £, la loi de probabilité du processus a Vinstant (¢ + 1) conditionnelle

A Pévolution du processus jusqu’a l'instant ¢ sous la forme d’une probabi-
lité de transition. Pour pouvoir construire une probabilité sur P'espace (2 , &)

n n
(01‘1 Q=T]E .,Q= 2 , ) des trajectoires, on doit encore se donner la
t=0 -

loi du processus 4 linstant initial ¢ = 0 : c’est-d-dire une probabilité P, sur
(Ey, 9y).

Un processus est donc la donnée de (n + 1) espaces mesurables (£, ,%,)

(t=0,...,n), pour tout k = 0,...,n — 1 d'une probabilité de transition
K k
Pl k de ( TTE,, 8,5 vers (Eypy ) ot dune probabilité Py sur
1=
(Ey,9,).

S

n
Alors si & = [ E, et A= t@()f’ff,, on a
t=0 -

Théoréme 1 (lonescu- Tulcea)
Vx, € E,, il existe une probabilité unique Px0 sur (£, &) dont la va-

n
leur pour tout pavé mesurable || F, (F, €%, ¥Vt = 0,...,n) est donnée
t=0

par
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n .
P (H} F,)=XFO (xo)fp1 dP? (x,, ) sz AP (xy X)) . .

*o
0, ,n—1
[ dPY T (kg Xy s Xy s ).
Fn

De plus si P, est une probabilité sur (£, , %), il existe une probabilité
n

unique P sur (£2, &) dont la valeur sur tout pavé mesurable T F, soit
t=0

n -
_ 0 0,1
P[rlfol F,] = ‘/1;0 dP, ‘/Fl dPy (x4 ,.) ‘/;,2 Py’ (xg. X1, ..
an dP:“"‘"_I (Xg s X1 s Xy )

Cette probabilité est donnée par

P(4) =[P, (D) dP, (4EQ).

Pour toute fonction numérique réelle Y : £ — R P-intégrable sur (2 , &),
la fonction numérique X : £, > R : xow"X(xo) —J Y (w) dP, (w) est une

version de I'espérance conditionnelle E*°(Y) définie sur (Q a,p
particulier [ Y dP = [X dP,.



CHAPITRE II

FORME REDUITE D’UN JEU
SOUS FORME DEVELOPPEE

I — JEU A N JOUEURS SOUS FORME DEVELOPPEE

Un jeu a n joueurs est caractérisé par un ensemble, I’ensemble des
“positions du jeu” et par une régle du jeu. Celle-ci spécifie dans quel ordre
ces positions peuvent étre atteintes, les positions terminales (ol le jeu est
termin€) et pour chaque position non terminale le “coup” qui lui est associé :
soit un coup ‘“‘personnel” c’est-a-dire un choix a faire par ’'un des joueurs
(désigné par la régle) parmi un ensemble de possibilités (qui sont des positions
du jeu), soit un coup ‘“‘aléatoire’ c’est-d-dire un tirage aléatoire parmi un en-
semble de résultats possibles (qui sont encore des positions du jeu).

De maniéere plus précise la regle du jeu indique la position initiale du
jeu et le coup qui lui est associé. Si c’est un coup personnel, elle précise le
joueur qui a le trait (celui a qui revient le choix) et les positions du jeu
entre lesquelles il doit choisir. Si c’est un coup aléatoire elle définit le tirage
aléatoire qui doit avoir lieu. Puis en fonction du résultat ou choix a la po-
sition initiale, elle spécifie la nouvelle position du jeu et le coup qui lui
est associé : si c’est un coup aléatoire le tirage aléatoire correspondant,
si c’est un coup personnel, le joueur qui a le trait, les possibilités qui lui
sont offertes et linformation qu’il posséde sur le déroulement antérieur
du jeu ... finalement la régle du jeu indique, en fonction des choix et ré-
sultats successifs, quand le jeu est terminé, la position terminale atteinte
et la situation finale qui en résulte pour les n joueurs.

On supposera que le jeu a une “‘durée” limitée p, c’est-a-dire que si
une ‘“‘partie” de ce jeu désigne un déroulement possible de la position ini-
tiale a4 'une des positions terminales, toute partie est une succession d’au
plus (p + 1) positions du jeu et qu’il existe une partie de ce jeu qui “visite”
exactement (p + 1) positions.
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En ajoutant des positions de jeu artificielles ne figurant pas dans I’en-
semble initial des positions du jeu et en leur associant des tirages aléatoires
a un seul résultat possible, on sera amené a supposer que toutes les parties
de ce jeu visitent exactement (p + 1) positions du jeu. Enfin on fera I’hypo-
thése que chagque position du jeu peut étre atteinte d’une maniére et d'une
seule : ce qui revient d distinguer (4 I'aide d’indices) une position du jeu
gu’on peut atteindre par deux déroulements du jeu différents.

Soit les n joueurs numérotés de 1 a n. Un jeu sera la donnée
1/ d’un ensemble X, ensemble des positions du jeu

2/ d’une quasi-partition {X,,X,,..., X,,R} de X en (n + 2) sous-
ensembles, ol par quasi-partition il faut entendre une classe de parties de
X 2 & 2 disjointes recouvrant X.

Soit x € X :

Pouri=1,...,n
x € X; # x est une position a coup personnel avec trait au joueur i
x € X, ¢ x est une position a coup aléatoire
x € R # x est une position terminale

3/ d’un élément a € X qui sera la position initiale du jeu

4/ d’une application T : X = @ (X) : x»wI'(x) ou Vx € X, ['(x) est le
sous-ensemble de X des successeurs immédiats de x :

Si x € X,,(x) est le sous-ensemble de X des résultats possibles du
tirage aléatoire lié a x.

Si di=1,...,n avec x € X;,I'(x) est le sous-ensemble de X formé
par les positions du jeu entre lesquelles le joueur i doit opérer son choix.

Six€R, T(x) = 0.
Pour traduire les hypothéses faites précédemment, on supposera :
~-Tx) =0 ex€ER

-~ si pour x EX, T '(x)={y €EX :x €ET(y)} est le sous-ensemble
de X des prédécesseurs immédiats de x,

I'(@) = @ cest-a-dire Vx € X a € I'(x),
Card "' (x)=1 W¥x€X—{a}
-d’ou Pon déduit que

Vx,,x, €EX,x, Fx,=>I;) NI, =0.
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— si on note Ey ={a}, E; =I'(a) ensemble des positions que I’on

peut atteindre en un coup i partir de @, £, = '@ = U TI(x) ensemble
xeI'(a)
des positions qu’on peut atteindre en 2 coups & partir de q, . . .

E, =T%@) = Y I

xer®™ (a)
ensemble des positions qu’on peut atteindre en k coups a partir de
a(k =1,...,p), alors T’ est telle que I'’(a) = E,=Ret{Ey,E,,....E}
forme une partition de X.
Sipourx €E,_, (k=1,...,p) onnote I'(x) = Q’; C E,, il est facile
de montrer que la classe {Q2% : x € E,_,} forme une partition de
Ek=1,...,p).

5/ pour i =1,...,n, d’une partition U, ={U, V, ...} de X; ou U,
est le *“schéma d’information” du joueur i et, si U € U;, U est un “ensemble
d’information” du joueur { : si le jeu se trouve dans une position x €U,
le joueur i saura qu’il a le trait et qu’il se trouve dans une position appar-
tenant a U, sans qu’il lui soit précisé laquelle.

On supposera qu’on ne peut rencontrer deux fois le méme ensemble
d’information au cours d’une méme partie : Vi=1,...,n,VUE U, et
Vx,yEU x#y=y&I(x) ot I'x)={x}UCx)U,..UTPx) est le
sous-ensemble de X des successeurs de x (I'* (x) éventuellement vide & partir
d’un certain rang). De ceci on déduit en particulier que sia € X; (i =1, . .,n),
I’ensemble d’information contenant a est {a}.

Pour que les joueurs ne possédent pas d’information supplémentaire il
est naturel de supposer que Vi =1,...,n VUE U, etVx,y€ U, I'(x) et
I'(y) sont équipotents (c’est-a-dire qu’il existe une bijection de I'(x) sur
L(y)).

Soit pour i=1,...,net UEU,, A'.U un ensemble d’indices, choisi
arbitrairement, équipo.tent aux 'x)(x€U) et, Yx€ U, f, une appli-
cation bijective de Ay, sur I'(x) :

. :A"U—> () : o= f () (f () est Iélément d’indice o de I'(x)).

Va € A}, soit V:x U= X xwp 1 (x) = fr().

Alors la famille V[', = (V&) d’applications de U dans X est telle

aeA'i]
que

a) Va € A, , vl(x) ET(x) Vx €U

b) Vo, E A}, a#p=vx) #vix) VxEU

) {¥,(x) : « €Ay} =T(x) Vx€U.
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Quand le jeu se trouvera dans l’ensemble d’information U (€ U;) le
joueur i devra choisir un indice aEAU qui, compte tenu de la position
effective du jeu, déterminera sans ambiguité la nouvelle position du jeu.

6/ d’une famille (2, , &, , P, )xex, d’espaces de probabilité, ou
VxeX, ., & . P)

est 'espace de probabilité associé au tirage aléatoire ayant lieu en x : Q. =Tx),
&, est la tribu sur Q, des événements et P, une probabilité sur (82, ,d,)
régissant le tirage aléatoire en x. On supposera que Vx € Xy, @&, est une
tribu contenant les points : Vy € §,,{y} € &, et que les tirages aléatoires
sont indépendants, c’est-d-dire que le tirage aléatoire associé 4 x € X; ne
dépend que de cette position x.

7/ d’'un ensemble S des situations finales et d’une application surjective
fde R dans S, f: R—=> S : rw>f(r) ol f(r) est la situation finale correspon-
dant 4 la position terminale r (€ R).

Une partie de ce jeu se déroulera alors ainsi : si a est la position initiale
du jeu et si @ € X, on effectue le tirage aléatoire (§2, , A, , Py)1ié aa, qui
donne un résultat x, €ET@). Sia € X,(i=1,...,n) le joueur i ale trait
et connait la position exacte @ ol se trouve la partie. Le joueur i choisit
alors une position x,; € I'(a).

Si x; € X, on effectue le tirage aléatoire lié 4 x, (Slxl Ly 0 Py )
d’olr un résultat x, € I'(x,). Si x; € X, G=1,...,n)etx, EV(EU, le
joueur j a le trait, est informé que la partie se trouve dans ’ensemble d’infor-
mation V' mais n’a pas en général connaissance de la position exacte x,. Il
choisit alors un indice 8 EA‘ (ou une application v’ de V dans X) d’ou
une nouvelle position x, = Vﬁ (x ). La partie se poursult ainsi jusqu’a ce que,
aprés avoir visité (p + 1) positions de jeu, on parvienne i une position ter-
minale » € R : la partie est alors terminée et f(r) € .S est la situation finale
qui en résulte pour les n joueurs.

On dit qu’un jeu est & information parfaite si tout joueur qui a le trait
sait parfaitement en quelle position se trouve le jeu :

Vi=1,...,n U, = {{x}: x € X;}.

On dit qu’un jeu est & réflexion pure si a4 toute position non terminale
est associé un coup personnel : X, = Q.
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II — TACTIQUES DES JOUEURS

Pour un joueur une tactique est une maniére de jouer compléte c’est-a-
dire un ensemble d’instructions permettant & un mandataire de jouer une
partie de ce jeu jusqu’a son terme sans qu'il soit fait appel au jugement
de ce mandataire.

Pour le joueur i une tactique 6, est une application 8, : WU, —~ UELiL A,
i

qui 4 U €U, fait correspondre un indice 6,(U) € A}, donc une applica-
tion v, ) de la famille ».
]

i adopte la tactique 8, © la position du jeu étant dans I’ensemble Pinfor-
mation U, le joueur { choisit 'indice 8,(U), donc
I’application V'oiw) de U dans X.
Pour alléger les notations on confondra dans la suite I'indice 0,(U)
et I'application v} (4.
14

Soit alors T, l'ensemble des tactiques du joueuri (i=1,...,n) et
n
T= I_I1 T, ={,,...,0,): 0, €T, Vi=1,...,n} 'ensemble produit des

T, (i=1,...,n).

n n
Comme U U; forme une partition de U X;, on appellera tactique
i=1 i=1

n .
globale toute application ¢ définie sur U <U,; a valeurs dans U Ay qui a
i=1 Uel;

n
tout élément U € ‘U1 U; (U € U; par exemple) fait correspondre un indice
i=

8(U) € Ay, donc une application v, de la famille v}, .
Soit alors 7" I’ensemble des tactiques globales : T et 7' sont en bijection
par Iapplication T=> T :(8,,.., 0,)w»0 tel que 01‘”:': 0, ,Vi=1,...,n.
De par cette bijection on identifiera dans la suite T et T".
Enfin pour simplifier I’écriture on confondra 8(U) et vgw).

Alors le comportement des joueurs au cours d’une partie de ce jeu est
parfaitement défini par la donnée de n tactiques 8, ..., 0, (une par joueur),
choisies indépendamment avant le début de cette partie, donc par la donnée
d’une tactique globale 6 € T.
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III — PROCESSUS ALEATOIRE ASSOCIE A UN JEU SOUS
FORME DEVELOPPEE

Lemme 1

Soit 2 un ensemble (non vide). Si on désigne par @ (2) la classe des

parties dénombrables de §2 et par & la plus petite tribu sur § contenant les
points, alors

A={A4:4€ DEQ}IVU{B°: BE D()}.
Démonstration

Soit §={A:4€ DEOIVIB :BE DI} Alors  est une tribu
sur £ :

Si © est fini ou dénombrable, c¢’est évident car F = % (§2). Supposons
£ non dénombrable.

— & stable par union dénombrable :

Soit (F,),.y une suite d’éléments de % ,(N',N") une quasi partition
de N avec

nEN & F, =4,€ D)
neEN'eF =B et B, € D).
Alors

QoFe= (g 4 v (g m) = (Y, a0 v (5. 5]

dott U F, €3 car si N'=0, U F, €D(Q)
neN neN

i N # ,(u FYc n B
. Q) neN n) neN* n

donc (U, F) €o@.

— & contient Q et O :
DED) et Q=0°.
— & stable par complémentation :
Soit FEF . SIFED),F e€g.

SiF=B° et BEQD),F-=BE D) F.
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Donc & est une tribu sur £2, contenant les points (car Vw € 2, {w }€ D ()
et on vérifie facilement que & est la plus petite tribu sur §2 contenant les
points, c’est-a-dire ¥ = &. D’ol le lemme.

Pour chaque position non terminale du jeu x € X — R, ' (x) # . On
va alors munir I' (x) d’une tribu &, 'espace mesurable (I" (x) , &) étant
défini de la maniére suivante :

Sur E, = I'(@) (= £,) on prendra la tribu &, telle que :

si a X, , C‘Cal est la plus petite tribu sur £, contenant les points
si a € X,, Q) est la tribu @, sur E, définie par le tirage aléatoire
liéd a a

Soit E, = Fk(a) = EU Nx) (k=2,...,p) ;si pourx€E,_ on
*€Ek—1

note I'(x) = %, la classe {Q%:x €E,_,} forme une partition de E,.

X
Ax € E,_, on associera un espace mesurable (2% ,&%) ot @ est Ia
tribu sur Q¥ définie par :
six € X,, al; est la plus petite tribu sur Q’; contenant les points
si x € Xy, % est la tribu &, sur QF définie par le tirage aléatoire
lié a x.

D’oli une famille (Q’; , L‘l”;)

* A k .
e, 4'espaces mesurables ot Q5 :x€E,_}}

forme une partition de E, et @* (x € E,_,) est une tribu sur Q¥ contenant
les points.

Soit £, = R =T%(@ = U T(x);sipour x €E, , on note
XEEp—l

I'(x) = QF ,{Q2 : x € E,_} forme une partition de R.

Ax €E, | sera associé un espace mesurable (22, 4Py o0 A% est une
tribu sur F telle que :

six € Xy, A% est la plus petite tribu sur % contenant les points
si x € X, ,&% est la tribu &, sur £% définie par le tirage aléatoire
lié a x.
D’ol une famille (25 , & i)erp_l d’espaces mesurables ou{ %, : x€E,_}
est une partition de R et Q% (x € E, ) une tribu sur QF.
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Lemme 2

Soit E un ensemble (non vide) et (2;,;);, une famille non vide
d’espaces mesurables telle que {2, : i € I} forme une partition de E. Soit
® () lensemble des parties dénombrables de I et & la tribu sur Eengendrée
par la famille (&;),; c’est-a-dire la plus petite tribu sur E contenant &, (Vi€ ).

Alors
(v ) U(UA4,):J KEDU) et 4, € QViE Kg

iel-J ieK

g =

ugLJA,,;Leco([) et AieaiVieL;

\ feL

et, si Eﬁni désigne la tribu induite sur Q; par 7, F, = &: (Vi € I).
]
Démonstration : Soit donc

uzg (Va)u(ua) 7. Kenw) et 4,€q, VieK;

iel-J ieK

21’=: v A;LED(U) et A,€Q, ViEL
113
et = ¥ U U (si] n’est pas fini ou dénombrable, A U &' = Q).
1/ &' est une tribu sur E :
- QEF car PE Q (ViE]).
—E€F' car E= U Q, e U

iel
" . )
— & stable par union dénombrable.

En effet soit (F"), . une suite d’éléments de &' et
N ={n€ N:F'e U}
N"={neN:rFreu}

VheN F"={ U Q.)u( u 4"

- ) A ) avee J,,K,€@0)

Vn €N" F"= UA? avec L, em).
ieLn
D’ou u F"={(u F*) u n
neN (neN' ) (neLIJ\J" d )

Or U F*=1 U U Q, Ulu n

neN' [neN' (ieI—Jn ’)] neN’ (ieklgn Al )

=( U QyuU/ U A4r?
iel—- N I ielU K, )
neN’ neN’
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et U F"= U A"
neN"” zeULn
neN*"

On en déduit

U F, U Q,.) U ( v A7 )
neN iel-NJy, ie(UKy,) U(ULy)
neN’

J,ED) YnEN = nN J,€DU)
neN’

L,€E®U) vnEN'=> U L €DU)

neN" L, U Ln) (u K,) YeD ()
K, € @) VneN = v K,€m () ) nel neN
ne

permet de conclure : UN F" € ¥, donc UN F"€g' (car Vi€l &, est stable
ne ne

par union dénombrable).
— &' stable par complémentation

Soit FEF' SiFed ,F=v A;avec L € W) et A, €Q; VielL,
iel

alors
F¢ UAd) =( U Q)Uu(u @ -A4)).
fel ) jel—L ') (ieL( ! '))
Or Vi€ETA, €Q;,doncQ;, — A, €EQX; Vi€, soit FFE A CF".
siFeu, F=( U @)U(U4,)avec s, KE DD et 4, €,
iel-J ieK
Vie K.
Alors

Fo= (2, ®) 0 (SA) = (9 2) 0 (A

; SA) = (%) V(G- 1)

dol Fe= (lgj Q) n [(ld Q) v (,eK )]

avee Al=Q,-A, € Vi€K
o 2) 0 ()]

U A) eWcyg'
ieJNK

Fc

Il 1l
T
TC IC
= =~

n D

L v

C C

/\"—1
—~
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L

2/ 3" est la tribu engendrée par (&,),; : &
Comme &, CF Viel(Q,C W), 9 Cg'

Soit G une tribu sur E contenant les &, (i € I)

dénombrable et €, C §Vi € Isoit ¥ C G

&

: @ est stable par union

De plus si JERU),,€Q, C § Vi € ] entraine U ;€ Gsoit

U g=_(ua
iel—J ieJ
et %' C §. On en déduit §' C&, cest-d-dire F =
YViel, s, =q,:

soit i, € /, montrons que 9Qio = GL,.O.

?

.

ieJ

i)c € @ car Gest stable par complémentation, d’olt  ACE

Fio = {Qio N F: FES}(cf chapitre I, § I tribu induite).

Comme &; C &,&; C&, .1l reste donc a montrer que i, C &
0

9,9 U

Soit donc FEF ;si FEY | F = (

ig*

U 4,
ieK

)et

FoQ, = [(,-EEJ Q) v (iLEJKA,.)] N Q,
- [(ML{J Q) n Q,.O] U [(ig(A,.) n Q,.O] :

Or (iegjﬂi) N =9, si ifEJ
=0Q si i, €J
et (l_tJKA,.)msz,.o =4, si €K
=0 si g EK
d’olr FNQ =@ si igEJ
=Ai0 si iOEJﬂK§ soit Finoeaio;
=0 s i,€J-K
si FEY,F= U 4,
ieL
et FNQ, =4, si iOEL?
0 0 ,S0it FN Q, €, .
=0 si i0$L$ 0 0

D’ou le lemme.
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Remarque : si Vi € I, Q; est une tribu sur £; contenant les points, % est
une tribu contenant les points.

Remarque : Si P; est une probabilité sur (§2;,;), Tapplication

1

F > [0,1] : FwsP,(2; N F) est une probabilité sur (£ , F).
Définition 1
On appellera suite d’espaces mesurables associée & un jeu (sous forme

développée) la suite finie (T,%),(E,,%,),(E; ,F ), ..., (R, R) définie
de la mani¢re suivante :

E, ={a},%, = {a}, @0} = RE,)
E, =T ,¥, = a; (cf page 30)

Sur E, (k=1,...,p) on dispose d’une famille (%, @* Jxer,_, des
paces mesurables telle que {QF :x €E, |} forme une partition de E,.
Alors &, sera la tribu sur £, engendrée par (XX Dxek, (lemme 2)

Sur R =E,, la tribu R (ou &,) sera définie a partir de la famille

©~L,ar )erp-l comme la tribu sur R engendrée par (ag)erp_l (Lemme 2) .

Enfin on munira 7, ensemble des tactiques globales des joueurs, d’une
tribu ® contenant les points et telle que

Vxe U X, et YWWETX),{0ET:0(U)x)=y}ES,

=1
(U ensemble d’information contenant x).

Remarque : les tribus , J,, ..., (R sont des tribus contenant les points
comme il est facile de le vérifier.

En introduisant des probabilités de transition sur cette suite finie
d’espaces mesurables, on sera amené a définir un processus aléatoire qui
sera dit associé au jeu (sous forme développée). Pour ce faire on remplacera
les coups personnels par des coups aléatoires 4 probabilités dégénérées, ces
probabilités dégénérées dépendant de la tactique globale choisie par les
joueurs.
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Définition 2

On appellera processus aléatoire associé a un jeu (sous forme déve-
loppée) le processus défini par la suite d’espaces mesurables associée au
jeu (T, ), (£, ,5,), ..., (R,R) et les probabilités de transition,
PO  (k=—1,...,p — 1) définies comme suit :

P;l sera la probabilité de transition de (T, ®) vers (£, , i,) telle que
{ 1 si Fy={a}
Lo si Fy=0.

P sera la probabilité de transition de (T x E, , T® iy) vers (E,, 5i,):

Pyl i TxFy,—>[0,1]:(0,F)~P;' 8 ,F, =

PiVY AT XE)) x &, ~[0,1]1: (0 ,a), F)waP"° (0 ,a),F,)
avee
{0 si 0(a) & F,

6 F))=
o FD = 6@ eEF, si

a X,.

P00 ,a), F)) =
P,(F}), si a € Xy, o0 P, est la probabilité sur
(£, ,%,) associée au tirage aléatoire lié
aa.

P sera la pr(;babilité de transition de
(TxEyx...xE, ,605,&...8g,) vers (Ey,, ,%.,):
PO (T xEgx. . . xE)xF,, = [0,11: (6 ,a,...,x),F,)
=B PO %) Fi)

avec
0 uy(xp) Errr) six € Xy (0u U
est Pensemble d’information con-
P;lio""’k((a Ay Xe), Foyy) = tenant x,).
. P, (Fiey N 271 six, € X, (ol
ka est la probabilité sur
(Q’;;‘ , a';;‘) du tirage aléatoire

liédx,)
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Enfin P,"*P~! sera la probabilité¢ de transition de

(TxEy x...xE

o1 88T ® ... 85, ) vers (R, R):

P;”O"""’_l (T XEgx...xE,_ ) x®R~>[0,1]:
(0,a,...,x,_,),F) =P 0P ((0,a,...,x,_1),F,)
avece

60(U)(xp_1) (Fp) six,_, E X,
(ol U est ’'ensemble d’informa-
tion) contenant x,_;.

P e (F,N Qip_l) six, ;€ X,

X

1,0,...,p—1 _
P; ((oaax"'axp_l)’Fp)_

(ol Px,,,l est la probabilité sur
(Qf“p_1 , &fp_l) du tirage aléa-
toire en X,y ).
Il nous reste cependant a vérifier qu’on définit bien ainsi des proba-
bilités de transition. Cest évident pour Po_’, Nous allons le vérifier pour
Pl  (k=0,...,p—1):

1/ Lapplication P> % ((0,a,...,%).): %%, ~[0,1] est bien
une probabilité sur (B, ,F,, ) VO .,a,...,x)ETxE;x...xE, car

Soyin ST Xk & X,
Pho* (B ,a, ..., x), )=
P, (-N Q’;;‘) si x, € X,

avec 66(U)(xk) et ka (*N Q’;;') probabilités sur (E, ., ,% ;) (cf. remarque

suivant le lemme 2).

2) Lapplication Pli® % (., Fpo): Tx Eg x.. . xE, > [0, 1] est
mesurable par rapport 4 la tribu €E® F, @ ... 8 G, sur Tx E, x ...xE,,
VFiey €EF gy

J+1

Fyey est la tribu sur E,,; engendrée par la famille (X" )yer, > donc :

1

ot = | YA EDE) e 4 € @t wx e,

V(U @) U(U a) K L EDE) et A, €@l VxEL.

xeE ) —K; €L,

Pour alléger les notations, ’application P;i’lo"“’k (., Fys,) sera notée ka o
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1° cas: F,,, = U A4, ,J, fixé € DE)et 4, €AY Vx €J,.
erk
Alors
P, Q@' NFo) siox €E N X,
ka+1 O,a,...,x)=

6e(U)(xk) Freiy) si x, €E, N X

c’est-a-dire
ka(Axk) six, €J,

si x, €E,NX, ka+1 O,a,....,x)=
0 six, €J,
1 si x, €J, et 6(U) (xk)EAxk
si X €E,NXy fp,, O.a,. ... x)=
0 si x, €J, ou G(U)(xk)Q?Axk.
D’ou
ka(Axk) si x, €EJ, N X,
ka+1 0 ,a,...,x)= 1 si x, €EJ, N X et B(U)(xk)EAxk.
0 sinon.
f,pk+l est donc une fonction numérique (définie sur 7 x £, x...x E,) ne

prenant qu’un nombre au plus dénombrable de valeurs (car J, est dénom-
brable).

Soit Ji, ={x €EJ, N X, : P.(4,) > 0}. Alors J, C X, N J, et
P, (4,)>0 si x, €,
ka+1 B,a,...,x)=41 si x, €J, N X et G(U)(xk)EAxk.
0 sinon

Pour montrer que ka+1 est mesurable, il suffit de montrer que

V)\E[O,l[,{(0,a,...,xk):fpk“(G,a,...,xk)>7\}€‘ZS®970®..®9ik:
{((9,(1,...,xk):ka+1 @,....x, )>N =
{(0,....x ) x, €EJ, et ka (Axk)>)\}U

{0,....x ) x, EJ, N X5 et 6U) (xk)EAxk}.
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Or {(6,....,x):x, €J, et P, (A, )>A}=
TxEgx ... xE x{x,€J,: P, (4, ) >N}

et J;c €M (E,) ;F, étant une tribu contenant les points, &, contient les
parties dénombrables de E,, donc {x, € J, : P (Ax) >ArEF,.

Do {(B,....%) % EJ et P, (4,)>ANE Ve, &.. 85,
D’autre part {(0,...,x,) 1 x, €J, N Xy et 0(U)(x)€E Axk} peut s’é-
crire

) 0,a,...,x9):6 el
xgeJang{( a xp) 0 WU) () €A0 Y

(et J, N Xg est dénombrable).

Comme x{ € X; et sz I= Cl’;;‘ ,Axg IS (D(Q’;é') ou Aig E® (QZ}&:[) (d’aprés

la définition de &, pour x € X, et le lemme 1).

~si Ao € DS,
k X
{W,. ...x: 6 (x,‘c))EAxg} - k)o{(e,...,xg) S0 (x9) =y}
ved, 0

et {(0,...,x):0U) x)) =y}
={0ET:0(U) xD =pyxEyx...xEgyy x{xp} .
Or, d’aprés ’hypothése faite sur 6, Vx € X5 et Vy € I'(x)
{0ET: 0(U)x)=yIEST
ol U est I’ensemble d’information 3 x.
Dot {@,...,x):0() xH=y}ETCeF,8...95, et
{@,...,xDH: B(U)(xg)EAxg}E%éﬁﬁ’to ®...83,
comme union dénombrable d’éléments de T & ... &5, .

— sidge € m(sz_’gé’),{(e,...,xg) 1O (U) () €A 0} =
6eT: 0 ) EAIXE, x... x E_, x {x%}
or  {BET: 0 (PEAI={0ET:0(U)(REALN €T

d’aprés le raisonnement précédent. D’oli encore

{0,....x): 0 (x,‘z)EAxg} EES...95,.
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Alors {(0,...,x) 1x, €J, N Xg et (V) (xp) EAxk}E‘@& LB
comme union dénombrable d’éléments de T& ... ®F .
Dot {(0,...,x): fr, O, ...,x)>NEVe.. 85 NED,I|

ce qui montre que ka+1 est mesurable.

éme .n —
2 cas : I, = ( U
erk_Kk

et Vx€L, A eak,

Alors F,, peut s’écrire

V)

F = (
k+1
xeE L —Ky Ky

six, €E.NX, kaH(B,a..

six, €E.N X, ka+1 @.,a,..

C’est-a-dire

sixg €E, N X, fie, O,

sixg €Ex N Xg» S, O, ..

QI;+1) U (

1) U (Xu Ax),KkEOD(Ek) et Vx €K, 4.€q"

U 4,)avec K, , Ly € @ (E,)

xeLk

x

LX) = Py (B 095

S X)) = 8gwy () Ferr)
1 si x, €E, — K,
LX) =
P,y sl x €K
(1 si x, €F, — K, oux, €K,
et 8 (U) (x,) € Axk
CaXg) =

0 si x, €K, et
0 (U) (xp) & A,

k
soit
0 si x, €K, NXg et
0 () (xp) (’EAxk
fpk+l @,...,x,) = z ka (Axk) si x, €K, N X,
1 sinon
kaﬂest donc encore une fonction numérique définie sur T x Ey x ... x E

ne prenant qu’un nombre au plus
brable).

dénombrable de valeurs (car K, dénom-

Pour montrer que ka+1 est mesurable, il suffit de montrer que

VAEN, 1O, ..., x) S, 0, x) <ANIEBOT, ®. ..

®3:k,
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Soit K, ={x €K, N X, : P, (4,)<1}; alors K, C K, N X, et

{(19,...,xk):fpk+l @,...,x)<A}=

{0.....x) 1 x EKcetP, (4, )<A}U
{@.....x) :x, €K, N X2et 0() () EA4, )
or {(8,...,x,):x, €K, et ka(Axk)<)\}=

TxEyx...xE,_, x{xkEK;c:ka(Axk)<)\}01‘1
K}c € M (E,) et I, est une tribu contenant les points, donc
{x, €K, : Pre (Axk) <\ EF,
ol {(0,...,%) % €K, et P, (A, ) <N ETOG, ®...8F,.
D’autre part
{B,....,x): x, EK,NXy et 0(U)(x)€&E Axk}=
{0, ..., x) 1 x €K N XG et 0(U)(x,) € AL L.

Alors en reprenant les raisonnements faits dans le 1°* cas, on montrerait
que

{@,...,x): x, EK, N Xy et O(U)(xk)GAik}€%®8708...®£’7ﬂk.
D’our ’on déduit que YA €10, 1]
{(19,...,xk):fpkﬂ(6,...,xk)<)\}€‘683710®...®$37,c

c’est-a-dire fpk+l mesurable et ceci termine la démonstration.

IV — FORME REDUITE D’UN JEU SOUS FORME DEVELOPPEE

A un jeu sous forme développée, on associe donc un processus aléa-
toire (3 temps discret) (T,B), (E,, Jy), ..., (R, R et les probabilités de
transition P;i’lo"“’k tk=—1,...,p — 1) définies ci-dessus.

Soit (§2 , @) Pespace des ‘“‘trajectoires” de ce processus :
Q=TxE;x...xE,_| xR
A=BVeJ, &...0R.
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Proposition 1

VO €T il existe une probabilité P, sur (£, &) dont la valeur pour
tout pavé mesurable F, x F, x ... x F, € X est donnée par :

Py (F xFyx...xF,)= XF_l“’)fF dPg'(O,.)fFldPl"’"(G a,.). ..

0 -1,0,...,p—1
pr ap; ©,a,.. %, )
avec F_, x Fyx...xF,€%8 3,8 .. .8 R cest-ddire
G
F_, E‘ZS,FOE_J'O,...,FPER.

C’est une application immédiate du théoréme 1 (§ III chapitre I).

A toute tactique globale 8 € T correspond une probabilité P, sur (§2 ,Q),
donc une probabilité PéR) sur (R, R) :

§Q=Txon...xR

(2, &) étant ’espace produit , lapplication
?a:cg@g.o@,__@@
projection de §2 dans R : pr : & > R : (0 ,a,...,r)=»r est mesurable.
Soit alors P(;z) = pr (P,) la probabilité image de P, par py :
VE,ER P, =P, [pg' F )] =Py [T x Ey x...xE,_| x F,]
C’est-a-dire
PR ) =[ary 0, ) fari*©.,a,. ..
A T O B I A (S SURSIE SIS}
P

Soit S I’ensemble des situations finales du jeu et f : R = S I'application
(surjective) qui a toute position terminale r € R associe la situation finale
correspondante f(r) € S.

Soit 8 la plus grande tribu sur § rendant mesurable I’application f :
S={ACS:f'UE R
On supposera que S est une tribu contenant les points.

Remarque : La relation binaire sur R :r~r < f(r) = f(r') est une
relation d’équivalence. Soit R = R/~ P’ensemble quotient de R par ~ et ¢
la surjection canonique de R sur R :

¢:R—>R :rw7 o0 F={'ER:f(r)=f0r")}
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est la classe d’équivalence de r. Soit ®R la tribu sur R (cf page 13) et
f:R—=> S :7=>f(r). Alors f est une application bijective de R sur S et
fep=f Soit 8 =F(R) la tribu sur S déduite de R par I'application
bijective £ En utilisant les définitions de 8 et 8, on peut montrer que
8 =8’ et que & contient les points si et seulement si V¥ € R ,FER.

Si donc R et S sont munis respectivement des tribus R et &, 'appli-
cation f est mesurable. Si P est une probabilité sur (R, R), 'image de P
par f, P' = f(P), sera une probabilité sur (S,8) définie par

PAYy=P[fP(D]=Plp ' (/' 4] 4ES.
A toute tactique globale 8 € T correspond une probabilité PéR) sur
(R, R), donc une probabilité Pgs) sur (S,9) : Pf,s) = f[PéR)] image de PE,R)
par f.
Pour 4 €8

PO W)= [aps @, ) [dP7° 0 ,a, .. [dPA0 P00, % ,.0)
S a6 ).

Soit alors A : T - M, (S ,® Tlapplication de T = ﬁ T; dans Pen-

i=1
semble I, (S ,8) des probabilités sur (S,8) qui 4 toute tactique globale
0 € T fait correspondre la probabilité P((,S) sur (S ,8) définie ci-dessus.

Définition 1

On appellera forme réduite d’un jeu (sous forme développée) le
(n+1)—uple (T,,...,T,,A) ou Vi=1,...,n T, est 'ensemble des
tactiques du joueur i et A I'application T = L, (5,8) : 0 «MPPS,S).

Le jeu se jouera alors ainsi. Chaque joueur choisira, indépendamment
des (n — 1) autres joueurs, une tactique dans I’ensemble des tactiques dont
il dispose. II =n résultera une tactique globale # € T, donc une probabilité

Pgs) sur (S,8). L’épreuve aléatoire liée a (S,S ,PéS)) sera alors effectuée ;
ce qui déterminera la situation finale atteinte par le jeu.

Proposition 2

Si ¢ est une probabilité sur (T, ®), il existe une probabilité unique P,
sur (£, @) dont la valeur sur tout pavé mesurable de I est
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P,IF_, xFyx...xF,1=[ dof dp;! fdP‘”’(G a,.).

4
-1

Fy
f e A (N O I

Cette probabilité est donnée par

P, 4) =fP9 (A)de(8) (VA E€Q).

C’est encore une application immédiate du théoréme 1 (§ III, Chapitre I).

A toute probabilité ¢ sur (T ,®B) correspond une probabilité P, sur
(2, @), donc une probabilité Pf,R) sur (R, R), image de P, par pg,
PR = P) :

o Pr o’/

VF,ER P{(F,) =P, (TxEyx...xE, | x Fp)

p-1 p

—Jdo far; 0. ). .. j P70 (@ X,y ),
Pf,R) est aussi donnée par : VF, € R,

PR (F) =fP9 (T x Eyx...x E,_, x F,)do() =fPéR’ (F,)do(0).

Ainsi 2 toute probabilité o sur (T ,B) correspond une probabilité Pf,R) sur
(R ,R) donnée par PX)(F) =fP(9R) (F)do () VFER.

Soit P = £(P®) 1a probabilité sur (S, 8) image de PX par f
Alors

vD e s PO (D)= PR [ 0)) = [ PP £ (D)) do (9)
=fP(0S) (D) da ().

Donc a toute probabilité o sur (T ,%) correspond une probabilité
PP sur (S, 8) avec P (D) = [ P{V (D) do 0) VDES.
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V — APPLICATION AU JEU A REFLEXION PURE

Dans un tel jeu X, = 0. Alors a chaque tactique globale 8 € T, le jeu
fait correspondre une situation finale déterminée :

Soit @ € T une tactique globale, alors a la position initiale a du jeu,
0 fait correspondre x‘l’ = 0(a) € E,, puis xg =0 U") (x?) €E,, ...,

x® =0 (U™ (xgal) € R et la situation finale s, = f(x}).

0
p
Ce résultat se retrouve en utilisant la forme réduite du jeu :
1 si Fy ={a}
o (0, Fy) = Cestadire Pyl (6,.) =8,
0si Fo =0
P71 ((0,0) ,F)) = 844y F)) (F, €5, soit PTVO[0,0),.] = 8y,

PeL® (0., x)  Fiyy) = Sgyry Fiery)  sOIL
—-1,0,..., k

rPl (0,a,....x),)=8,U) (x;) (F,,, €F,_,)

pourk=—1,...,p—1.

Alors a 8, correspond une probabilité PE,R) sur (R, ®R) définie par

(FE®R) PP (F) =fdPg‘ ®,) fdP;"" ©,a,)...
fdP—l,o ..... p—2(0 x )f dP—l ..... p—1 (0 ).
.. p—1 sl Xy g, - Obp e Xpqse

Si on note :

Y0 ,a,.. xk)—fde+;""k @,a,...,x,.)...

AP @, x,, ) =0, = 1)
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alors
PR(F) = le 6,)dPy' (8,.)=Y,(0 ,a) d’aprés la définition de Py’

=fdPl“"°(6 ,a,)Y,00,a,)=Y,0,a,0@)=7Y,0,a,x°

= [P 100 0, L x, ) Y, (0,0, %0, X0, )

p-2>

=Y, 0,a,...,x° )

p—1
Isi xpEF
avee Y,0,a,.. ., x0 )= [ aP;' P8 a, X0 =
0 si xg ¢EF
I si xg cF
d’ot P (F) = soit  P{R) (F) = 8,9(F)
0 si xg ¢ F

dou PP = 8,9 e P = [PF]= 6,  probabilité dégénérée en s, €

qui conduira presque sirement a la situation finale 8o -



CHAPITRE III

UTILITE INDIVIDUELLE

Un jeu sous forme réduite est donc la donnée de n ensembles de tac-
tiques T{i =1,...,n), d’'un ensemble § de toutes les situations finales
et d’une application A : T —> I (5 .8) : §»3P, (S) qui & toute tactique glo-
bale 6 fait correspondre une probabilité Pés) sur (S ,8).

Chaque joueur est donc en présence d’un ensemble S (en fait JIT, (5))
qu’il désire ordonner d’aprés ses préférences personnelles. On supposera que
chaque joueur a formulé ses objectifs avec suffisamment de clarté pour dé-
clarer laquelle de deux situations finales il préfére (ou s’il les considére
comme équivalentes) et avec suffisamment de cohérence pour que ses pré-
férences soient transitives.

On est donc amené a étudier les “relations de préférence” sur un en-
semble et les conditions permettant de les traduire par des utilités linéaires.

I — RELATION DE PREFERENCE

Définition 1

Soit £ un ensemble. Une relation de préférence (notée <) sur £ est un
préordre total sur E, c’est-d-dire une relation binaire entre éléments de E
vérifiant les 3 conditions suivantes :

1/ vx € E, x < x (Réfléxivité)

2/¥x,y et z€EE,x<y et y<z=x <z (Transitivité)

3/Vx,y€E, ona x<youy<ux.
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Six < y, on dit que y est préféré ou équivalent a x.
Six <yety % x, on écrit x < y et on dit que y est préféré a x.

Six <yety<x onécrit x ~ y et on dit que x est équivalent a y.

Remarque : x ~ y est une relation d’équivalence sur £. La relation <
induit alors une relation d’ordre total sur ensemble quotient E/~.

Si < est une relation de préférence sur I, (S), on en déduit une
my (S
relation de préférence < sur S :
s

Vs,s’€S s<Sse6,<8, (5,8, €AW)).
S

On vérifie facilement que < est un préordre total sur S.
s

Il serait particuliérement intéressant si on pouvait trouver une fonction
numérique bornée définie sur I, (S), U: N (S)~ R telle que :

Va€[0,1],yp,q €M (S) Ulap + (1 —a)q] =alUp) + (1 — «) Ug)
vo. P EMS), p < peU@p)<U(p') (<ordre naturel sur R).

m(S)

Car alors on enldéduirait une fonction numérique u définie sur S
u:S—~R telle que s <s' @ u(s) < u(s') (vs,s €S)dont la donnée suf-
firait 4 déterminer U sans ambiguité.

Nous allons montrer que, sous certaines hypothéses sur < et

T4 (S)
JIC, (S), une telle fonction U existe et est unique (4 une transformation li-
néaire croissante preés). Alors la donnée d’une relation de préférence sur
I, (S) sera équivalente a la donnée d’une fonction numérique bornée u dé-
finie sur S.

Remarque : s’il existe une fonction numérique U : I, (S) > R telle
que

p S peU@<UP) vp.p €M)
Mmy(S)
alors
p ~ peUp=Up) vp.p' €M)
()

p < p'eUpP<UPY vp,p €MIES).
m\(S)
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II — EXISTENCE ET UNICITE D’UNE UTILITE LINEAIRE

Soit M (S) I'espace vectoriel réel des mesures bornées sur (S, 8). T, (S)
est alors une partie convexe de cet espace vectoriel (cf. chapitre I) :

va€[0,1] , yp et g €M, (S) ap + (1 —a)g €M, (S).

Soit H : AL, (S) = R une fonction numérique définie sur 1, () telte que
va€[0,1]etvyp,q € M (S)H [ap + (1 —a)q] = aH(p) + (1 —a) H(q).

Alors la relation binaire < sur O, (S) définie par
()

p < peHP)<HEP) (p,p € ()
M)

est une relation de préférence sur 0L, (S) et elle vérifie les 2 conditions sui

vantes :

Axiome 1

WPy . P, et py €I (S) avec p; < p; < p3,3a,fE]0, I
S TS

tels que

ap,+(1 —a)p; < p, et p, < Pp, + A —-Pp;.
JTLI(S) ml(s)

Axiome 2

Sipl,p2€OT(,1(S),plmS(S) p,=>Va€[0,1] et Vg €N (S)
1

ap, + (1 ~)qg < ap, + (1 —a)q
amq(S)

< =Vva€]0 R
lel(s)pz \4 10,1 et wg €N, (S)

ap, t (1 —)qg < ap,+ (1 -w)gq.
(S

Réciproquement soit < une relation de préférence sur ¢, (S).
My ()
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Définition 2

Une utilité linéaire sur (ml(S),mINfs)) est une fonction numérique
U : JIL (S)— R telle que :

-vp.P'EMS) p S peUp <UQP)
m (8

—Vae[0,1] et yp,q €M (S)

Ulap + (1 —a)ql = aU@@) + (1 — a) U{q)
Alors

Théoreme 1

Si la relation de préférence nS(S) vérifie les 2 axiomes précédents,
"1
il existe une utilité¢ linéaire sur (I, (S), S ). De plus si ¥ et V' sont
M (S)
2 utilités linéaires sur O, (S), < ), il existea et b € R (@ > 0) tels
M (S)

que V' =aV +b.
La démonstration de ce théoréme, donnée ci-dessous, est due a Von
Neumann et Morgenstern (cf 19). La relation de préférence < y sera

~

M US)
notée < .

~

Si yp,p' € L (S) p ~ p', le résultat est évident. On supposera donc
qu’il existe p, p’ € N, (S) avec p < p'.

l/vp,,p, €M (S)avecp, <p, ,Va,B€[0,1] avec a < f8
bpi+ (0 =B p,<op, +(1 —a)p,:
En effet 'axiome 2 permet d’écrire (o # 1)
ap; + (I —)p, <ap, + (1 — a)p, cest-d-dire

py<oap, + (1 —a)p, car ap, + (1 ~a)yp, =p,,
et (8 # 0)
ﬁp1+(1 —B)P2<3P2+(1 _ﬁ)pz’
d’ou
Bp, + (1 =B p, <p, car Bp, +(1 -P)p, =p,.

Pour 0Sa<f<1,ap, +(1 _"‘)pzl—‘;i Bp, + (1 = B)p,] +(1 *g)pz‘
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Or B # 0 permet d’écrire Bp, + (1 — B) p, <p,, dol
o o
E[Bpl +(d - Pp,lt (1 - 5) B, + (1 = B)p,] <ap, + (1 —)p,

c’est-a-dire p, + (1 — B)p, <ap; + (1 — @) p,.
2/ Soit py, Py € N (S) , pe < p,. Alors Vg € N, (S) tel que
PoSqg<Sp, AvE[0,1] telque g ~7vp, + (1 —7)py:

En effet si ¢ ~p, ou g ~ p, le résultat est évident : on prend y =1
ou ¢y = 0 et l'unicité découle alors de 1).

Supposons donc p, < g < p, et soit
P={a€[0,11:q<ap,+(1 —a)p,}, alorssi a €P, a# I.

Montrons que P est nécessairement un intervalle semi-ouvert [0, o*[ :
o, <
— 0 € Pcar g <p, et P estunintervalle car =a,EP
o, €P
d’aprés 1/
— P ne contient pas de plus grand élément :

L’axiome 1 permet d’écrire :
Vo €EP, 3IBE€ 10, 1[ telque g <fp,+ (1 —p lap, + (1 —a)p, |,
c’est-a-dire
g<[B+a(l —Blp,+ (1 —a)( -P)p,, dou fral -fHEP
avec Bra(l - =a+p(d-a)>a car >0 et aF 1.
On en conclut P ={0,a* ,a* €10, 1]

Soit de méme Q ={B € |0, 1] :Bpy + (1 = BYp, <g} Un raisonne-
ment similaire montrerait que Q = 18* , 1], g* €10, 1[.

De plus a* < B* : supposons a* > B* alors 3¢ > O tel que o* —€> §*
(il suffit de prendre € < a* — §*). Dot a* — e € PN Q, ce qui est impos-
sible d’aprés les définitions de P et Q (P N @ = Q).

Alors vy € [o* ,6*],q ~yp, + (1 —¥)p,. Or d’apres 1/ il ne peut
exister plus d’un vy tel que ¢ ~ yp, + (1 — y)p,, d’out &* = B*. Llexistence
et I'unicité sont ainsi démontrées.
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3/ Soit py et p, € N, (S) avec p, < p,

Sur I'ensemble {q € N (S) : p, S q SP,} qui sera noté [p, p,], on
définit une fonction numérique h

h:lpy,pi] > R:gwah(q) ol wq € [py,p,] h(q) est 'unique (1 — v) tel
que g ~ yp, + (1 - 7p,.

Soit p,q € [py,p,], alors p < g+ h(p) < h(q) d’aprés 1/, 2/ et le
fait que p, <p,.

D’autre part soit « € [0, 1], alors ap + (1 —a) q € [po , Pl et
ap + (1 —a) g ~[1-h(ap+(A—a]p, +hp+ (- aq)p,

d’aprés la définition de A.

On a aussi

p~[1 —r@ipy+h@Ip, ,q ~[1 = h(@lp, + H(@p,.

Dou
ap + (1 —a)g ~al[l - 2@ py + h@)p}+ (1 — ) {[1- WDl py + (@)}
(carp ~p' et ¢ ~ q' entraineap + (1 —a)g ~ap’ + (1 —a)g' Va €0, 1])
c’est-d-dire
apt+ (1 —a)qg ~a{l —[an(p)+ (1 —a)h@)l}p, +[ah(p)+ (I —a) h(@lp,-

L’unicité dans 2/ entraine alors

hilap + (1 - gl =ah@) + (1 — «) k(g).

D’ou le résultat : yp, ,p, € M, (S) avec p, < p,, il existe une fonction
numérique g : [p, ,p,] ~ R telle que

VP.,q €[py,p,lp S °8Wp)<sglq)  Propriété (A)
Va€[0,1],vp.q€py,plglap + (1 —a)gl =agp) + (1 — ) g(q)
Propriété (B)
La fonction 4 (notée aussi h[Po:Pll) définie ci-dessus est une telle fonction.
De plus elle vérifie h(p,) = 0 et h(p,) = 1.

Soit g: [p,,p,] > R une fonction numérique définie sur (po.p].
Alors g vérifie (A) et (B) ¢ Ja,b € R, a > 0O,tels que g = ah + b.
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En effet supposons que g vérifie (A) et (B) et soit g € [p,, p,], alors
g~ [l —h@lpy, +h@p,

d’ou

g(q@) =gl — h(@) py* h(@)p,] d'aprés (A)

gl@) =11 -h@)])gpy) + h(q) g(p,) dapres (B)
soit g(q) = [g(p,) — 8@ h(q) + 8(py) Vq € lpy. pil

C’est-a-dire g = ah + baveca =g(p,) —g(py). b =g(py)eta>0carp,<p, .

La réciproque est évidente.

4/ Soit q4,q, € M, (S) avec q, <q, et | =[py,p;] un “intervalle”
contenant g, et g, ([q,,¢q,] en est un). D’aprés 3/ il existe une fonction
numérique et une seule U, : 1 = R vérifiant (A) et (B) et telle que

U[(qo) =0 ’ U,(ql) =1: UI =a*h,+ b*

oli g* et b* sont les solutions uniques (comme g, < g,, h;(q,) < h;(q)))
ah(qy) +b6=0

du systéme
an(qg)+b=1

Si I, et I, sont 2 intervalles contenant g, et g,, on va montrer que
U,l(p) = U12(p) v el NI,:

Soitpel, NI, (FQ cargqyetq, €1, N1,). Sip ~qgooup~q,le
résultat est évident. Considérons donc tous les autres cas (S est un préordre
total) :

(1) P<qo: e, €J0,1[ telque qo~( —oa)p+aq,
(2Q) 4o <pP<gq,:3'a, €]0,1[ telque p~(1 —0a))q, +,q,
3). q, <p: 3!0[36]0,1[ tel que g, ~ (I —o3)qe T ayp
d’aprés 2/.
D’ou M 0=(—-a) U,i(p)+oz1 i=1,2
2 U,i(p)=oz2 i
3) 1 =a, U,i(p) i
C’est-a-dire U,l(p) = U,z(p).

Il I
—_ =
[N
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5/ < étant un préordre total, yp €T, (S) il existe un “intervalle”
I contenant p, g, et gq,. Soit alors U : M, (S) > R : p~» U(p) ou U(p)
est Ja valeur commune des U;(p) pour tout intervalle / contenant p, g, et q,.

1l est alors clair que (A ) yp, g EM,(S),p S q = Up) <UWQ)
(B Va €[0,1],vp,q €N, (S)
Ulap + (1 ~a)q] = aU(p) + (1 — o) U(q)

car les U, vérifient les propriétés (A) et (B) ci-dessus.

D’ol P'existence d’une utilité linéaire sur (T, (S), < ).
1 (S)

6/ Toute fonction numérique U’ : AT, (S) = R vérifiant A et (B)
telle que U'(q,) = 0, U'(q,) = 1 est identique & U :

En effet soit py, p; € M (S telsquepy S g0 < g, Spyet! = [py, pil,
la restriction U/'I de U' & I vérifie (4), (B), U/',(qo) =0 et U/'I(ql) = 1.
4/ permet alors d’écrire Uy = U,, d’ou d’aprés la définitions de U, U;,= U,
si U;; désigne la restriction de U & 1. On en conclut U’ = U.

7/ Pour toute fonction numérique V : N, (S) > R vérifiant (4") et (B'),
il existea, b €R,a>0,telsque V=alU+5b:

4, <4, entraine V(q,) < V(q,) car V vérifie (4"). Soit V* : 0, (S) > R
définie par :

Vig) — Vigy)
V(g — V(qo)

V* vérifie (A", (B"), V*(qy) = 0 et V*(q,) = 1, alors V* = U d’aprés

Vig) — V(qy) "
—t— 10—y € N, (S
Va,) — V(g (@) vq 4GS

soit V(q) = [V(q,) — V(q,)l Ulg) + V(qy)  Vq €T, (S)
soit V=q, U+ Db, avec a, = V(q,) — V(qy) >0 et b, = V(q,).

V*(q) = pour g € I, (S).

6/ c’est-a-dire

De cette propriété découle immédiatement la deuxiéme partie du théo-
réme 1 qui est ainsi démontré.

Remarque : 91U (S) étant une partie convexe de I’espace vectoriel
IYS), on montre facilement que, si (p;),<;<, est une suite finie d’éléments
de I, (S) et (o;),<;<, une suite de réels positifs ou nuls telle que

s

n
o =1, alors ¥' o, p; € N, (S).
i=1

i=1 i=
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n n

Alors si U est une utilité linéaire sur 9, (S), U (Z Q pi) = Z o, U(p;).
i=1 i=1

La démonstration se fait par récurrence en utilisant la décomposition :

n n-1 nlo n_t
- ~ o i i ~
Zaipiz(z oz,.) >_, p; |+ o, p, (51 }_‘ai?‘:O).
= ot i=1 n-1 i=1

(s

Axiome 2 bis

Si (D,)nen € (@,)pen sont 2 suites de T, (S), alors

+ oo + 0
al al

P, S q,VnEN=Y ap, S Y oq,,
T (S) n=0 M (S) n=0

+oo
pour toute suite (a,),.y de nombres réels > 0 telle que » o, = 1.

n=0

Si de plus 3n € N tel que p,, < q, et a, > 0, alors
TR (S)

oo

+o0
Y0, <X 4,

0 M (S) n=0
too
Remarque : 11 est 1égitime d’écrire des expressions Y, &, p, ol (P, )neN
n=0
oo
est une suite de N, (S) et («,), N une suite de réels = 0 telle que Z o, =1.
n=0

+o0
En effet 01, (S) C M(S), NUS) étant un espace de Banach et ). «,p, étant
n=0

+

8

+ o + oo
, . — Ql - < s
une série absolument convergente (E le, p Il = Y, @, lp =Y o= 1),
n=0 n=0 n=0
+oo
> «,p, est une série convergente dans ANL(S) et on a :
n=0

too n
Eanpn: lim Zaipi’

n=0 natoo =g
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d’ol VA € 8,(2’) anpn) (4)= lim [(i ozip,-) (A)]

n =+ +oo i=0

+oo n +oo
Cestiadire (X @,p,) ()= lim Y ap, ()= a,p,).
n=0 nateo =g n=0
+o00
Donc Z «, p, est la mesure sur (S, &) définie par
n=0
= + 00
(5—-0 %, ) (4) = 2 «p, (4) VAES.
+ o0
Mais 2 @, p, € M,(S) car p,(4) = 0 Vn € N entraine
n=0
+a: +7°‘=' + oo
(X oppn) >0 vaes et (X op,) ©)= 3 a,=1.
n=0 n=0 n=0

Théoréme 2

Si la relation de préférence < sur L, (S) vérifie Paxiome 1 et axiome
my(S)

2 bis, il existe une utilité linéaire bornée sur (AT, (S), <)
N (S)

Démonstration (c¢f. 7) : comme laxiome 2bis entraine 'axiome 2,

'existence d’une utilité linéaire U sur (NT,(S), < ) découle du théoréme 1.
M (S)

Montrons que U est nécessairement bornée : Supposons U non bornée
supérieurement : VM € R ,3p € 0K, (S) tel que U(p) > M. Alors on peut
trouver une suite (p,), .5 de 91T, (S) telle que U(p,)> 2" et U(p,) > Ulp,_,)
Vn € N : on définit cette suite par récurrence : Vn € N 3p,, € T, (S) tel que
U(p,) > max [2" , U(p,_,)].

+oo +oo
Soit q € 01, (S) défini par ¢ = 3 27"p, ( 2n = 1) et YN >0
n=1

n=1

P2

soit g, € I, (5) défini par gy = ¥, 2"p, + 27V py (¥ 277427V = 1),

n n=1

i
—_

N oo N + o0
commeqg= ), 27"p, + %, 27"p, etq, = Y 2"p,+ Y 27"py, on
n=1 N+1 n=1 N+1
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conclut g, <g VN >0 car U(p,) étant une suite strictement croissante,
p,> oy (Yr > N) (Remarque page 47) et on applique alors 'axiome 2bis.

De g, <g VN > 0 on déduit U(p,) < U(q) YN > 0. Or

N
Ulgy) = 2, 27" Up,) + 27V Upy) et Up,) >2"Yn€N,
n=1
d’ou U(gy) >N + 1.
Donc U(g) >N + 1 VN > 0. Ce qui est impossible car U(q) est fixé.

On montrerait de méme que U est bornée inférieurement.

Corollaire

Toutes les utilités linéaires sur (9T, (S), < ) sont bornées, si <
T (8) I (S)

vérifie les axiomes 1 et 2 bis.
C’est une application immédiate des théorémes | et 2.
Théoréme 3
Soit U une utilité linéaire bornée sur (NT,(S), < ). Alors U peut

a1 (S)
étre prolongée de maniére unigue en une forme linéaire continue sur NU(S).

Démonstration : Soit donc U : AT, (S) ~ R une utilité linéaire bornée
sur (M, (S), < ) :IMER" tel que |[Up)I <M Vp €N (S)
m ()
et Vp,q EN,(S) ,Va€E[0,1]
Ulap + (1 — a)q] = aU(p) + (1 — o) U(q).

On va alors prolonger U en une forme linéaire continue U’ sur ’espace
de Banach JUS), c’est-a-dire en une application U' : T (S) =~ R telle que

- Vp €N (S) U'(p) = Up)
~ Vo ,B ER, VY, v EMS) U'[ap + fv] = aU" ) + U @)
— U" soit continue sur ML(S) : IK > 0 tel que

W' < K lul vu € IM(S)

c’est-a-dire e
0 = sup 1L WL

pentsy  Mull
uFo

<+ o
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1/ Prolongement de U a L™ (S)
Soit U’ : M'(S) > R définie par U'(0) = O et pour u €M (S) — {0}

par U'(k) = u(S) U[ﬁ] En effet si u€ 9T (S) — 0}, u(S)> 0 et
i

o)

u1(S) 15

Alors U’ est un prolongement de U a 0T (S) : Sip € N, (S), pS) = 1
et U'(p) = Up).
De plus Vu , v EM (), U+ »)=U'(w) + U'@) :

+ ' M +v
i t vEIM(S) — {0}, U+ v)=[uS) +v)] V| ———=
Zl +#uee a:f(s) _({3}, O, Uy = ) ) [#(S) + v(S)] o
prv WS ok S v
p(S) + 2(S)  u(S) + u(S) uS)  uS) + v(S)v(S)

avec
E_ et Zem, ),
u(S) v(S)
u(S) > v(S) > . H(S) + v(S) )
u(S) + v(S) " u(S) + v(S) u(s) + v(S)
D’ou

U[ wtw ]= u(S) U[u]+ v(S) U[V]
(S + v(S) u(S) + v(S) ueS) (S) + v(S) v(S)

c’est-a-dire
U + ») = u(S) U[i—] + 0(S) U[—”—] = U + Ue)-
u(S) v(S)
Siu=0,our=0,o0upu=vr=0c’est évident.
De plus Vo = 0 et Vu € M (S), on a U'(au) = aU'(u) :
sia =0 ou u = 0 c’est évident
sia>0 et pEATHS) - 0}, U'law) = au(S) U[&] = oU' ().
apu(s)

On a donc prolongé U en une fonction numérique U’ définie sur AL (S)
et telle que U'(au + fv) = aU'(w) + U @) Y , v € N (S) et Vo, f = 0.
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2/ Prolongement de U a L(S)

Pour u € J(S), on peut écrire u = u* — u~ avec u" et u~ € A (S)
(cf. chapitre I Proposition 5 § I).

Soit alors U’ : W(S) - R définie par U’ () = U'(u*) — U'(u7). Cette
définition est cohérente car si u, , u, , 4;, My € AT (S) avec
B, — p, = M) — py alors U,y — U'ey) = U')) — U'uy).

En effet de u, — u, = ) — py on déduit u;, + uy = u, + ), d’oll en utili-
sant 1/ U'(u,) + U'(uy) = U'(uy) + U'(y) et le résultat.

Alors U” est un prolongement de U a IU(S) : U coincide avec U’
sur M(S), donc avec U sur AN, (S), car si p EM'S),u=u"etpu =0
entraine U'(u) = U'(u*) = U'(w).

U’ est une forme linéaire sur MT(S) :

Sipet vEMS), u=up" —p et v=v" —v avec u' ,u", v et
py~ € M'(S), on peut écrire w+v = (u* +v") — (u™ +»7) avec 4" + 7
et u= + v- € M(S).

D’ou

U'tw + o) =U@ +v") - U@ +v)=Uw)-Uw)+00)-Uw)

+

= U'"(u) + U"(») par définition de U".
Sia ER et g €M), U'law) = alU'(n) :
sia=0,U'(qu) =U@©) =0.
sia>0,au =op" —au ,out et au” €EA(S)
d’ol
U'(ap) = Ulep®) — U'lop™) = o [U'(u*) — U'w)] = aU" ().
Sia<0,au=lalpg” — lalu", lalu’ et laju™ € M (S)
d’ou
U'ew) = U'llal u7) — Uldalpt) = la| [UE?) — U'E)]
== la| U'(w) = aU"(n).
3/ La forme linéaire U' est continue sur INUS)

Comme U est bornée sur N, (S), IM > 0 tel que [UP) <M yp € 0T, (S).
Alors Wi € M (S) [U'w) <M lul:

Si u=0,U(u =0 etl'inégalité est vérifiée.
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Si u €M) — 0}, U'w) = u(S) U [—“—
u(S)
1Tl _ u(S) [ K ”<M.
ueS K(S)

[
U'" est continue sur ML(S) : soit u € NUS) — {0}, alors

d’ou
Il = 1pl(S) = I F+ =l et ull>0. U'w) = U@ - U'(u-)

entraine |U"(u)| < |U'(u")| + |U'(u™)| et
|U"(l~l)|< [W'whH U @)l <M lutl + M ||p‘||'
[M] | el li I
Mlu= + -
1 .y (lu IHl =l - M
M

Or
M lu*
ut |l N
llpe e b

<M wu €M(S)-{0} et le résultat.
L'unicité du prolongement découle du fait que I, (S) est un systéme
).Pour

e

IU/I
Toil ]
flgc I
<
L(S)

générateur de L (S).
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.
Soit U une utilité linéaire bornée sur K, (5,

Remarque
a, U(p,) est convergente (car U est bornée)

toute suite (p,),.N de 9, (S) et toute suite (e,),.,n de nombres réels = 0
+ oo + o0
telle que ), a, = 1, la série }:
n=0 n=0
+ o0 + o0
U(Z anpn):nz a’l U(pn)‘

n=0
Ce dernier résultat est une conséquence de la continuité du prolongement
n'\
} O‘ipi)

(=)

dmad
i=0

et
p> aipi> = lim U”(
n-+oo

i=0

U de U a (S :
+oo +oo
S I A o] -
U(n):_ooznpn) =U (2; oznp,,)—U (,,l.lﬂ,
n‘ +:° +:’
= lim }_‘ o U”(pi) = ZO «, U“(pn) = }_‘0 «, U(p,,)
n= n=

Rartoo j=(
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Soit NL(S) I'espace de Banach des mesures bornées sur (S ,8) et N, (S)
le sous-ensemble de OIT(S) des probabilités sur (S ,$).

Soit € I'’ensemble des applications f : 1T, (S) = () telles que
Im(f) ={fp) : p €M (S)}C N(S).

Si ¢ est une tribu sur 91T, (S) et 4 une mesure positive et bornée sur
(M, (S), ¥ (on supposera (I, (S), T,u) complet, quitte éventuellement
a le remplacer par son complété), on notera @,(%) = {f € € : fu-mesurable }.

Alors Vf € €,(9), f est u-intégrable (quand I (S) est muni de la tribu
$) : En appliquant la proposition 14 (§ 1I chapitre I), il suffit de vérifier que
LA (S) > R: pww Ifip)ll est u-intégrable, ce qui est immédiat car
Im(f) TN, (S) et Vp € AL, (S) Ifip)l = 1 c’est-a-dire lifl est I'application
constante I, (S) > R : p =+ 1 qui est bien w-intégrable.

Pour f€ € (S) on peut définir (§ II Chapitre 1) lintégrale de f par
rapport a u ffdu qui sera un élément de AN(S).

Pour f € € et A €38, on notera f, I'application f, : M, (S) > R définie
par f,(p) = f(p) (A) Vp € A (S). Alors

Proposition |

Si § est une tribu sur N, (S) et p une mesure positive et bornée sur
(O, (S), ) (I, (S), T, 1) complet) alors V€ €,(S) et VA €8 [, est
u-intégrable et (jf du) (4) "ffA du.

Démonstration : Soit f € €,(S). Etant u-intégrable, f est limite presque

partout d’une suite (f™), .5 de Cauchy de fonctions étagées de (‘inm () :

M= My Xpi
iel, n

ot I, est fini, i €M(S) Vi€, et B, €% Vi€,

Alors AN € S u-négligeable tel que f(p) = lim f"(p) Vp € N, ()~ N

natoo

(la limite étant prise dans AT(S) muni de sa norme) etff du = 11m ff" du.

Soit A €8 et pour n € N,f% : M, (S) > R : pw f(p) (A). Alors

2= X B @y €Bp) et [fhdu= X w A)w B,

iel, iel,
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Mais comme (f"),.y est une suite de Cauchy de &y (s)(i), (f4)pen €St
une suite de Cauchy de &g (1) : (f"),.y telle que lim fllf” —flldu=0 ou
n #+teo
m
Hf" — 70 AT (S) = R pwalf™(p) — 7 (p).

Or (cf. page 15) |f"(p) (4) — ") (AN < If"(p) — ")) Cest-a-
dire |f% — 71 < 1f" — ™I, d’ou on conclut [If5 — fZldu — O.

n,m-too

(/% )aen est donc une suite de Cauchy de &g (u). De plusyp € M, (S) — N
f(p) = lim f"(p) entraine que f(p) (4) = lim f*(p) (A)Vp € N clest-d-dire
ntoo

N+
[, limite presque partout de (f),.N. On en déduit que f4 est u-intégrable
(comme limite presque partout d’une suite de Cauchy de fonctions étagées)
etffA du = lim fdeu.
Nno+oo

D’autre part ffdu = lim ff" du, donc on peut écrire
N +too

(ff du) (4) = lim [(Jf"dy) (4)]

avec
S dwy (4) = [27 u #(Bﬁ,)] (A) = }7 W () w(BL) = [17 du
C’est-a-dire
(f dwy (A) = tim [} du =7, du.
Corollaire

Yf e G“(S),ffdpEOTJ(S). De plus si u est une probabilité sur
O, (S), ), [f du € N (S).

Démonstration : Comme f € @,(%),f(p) €T (S) Vp € I, (S). Donc
Vp EM(S)etVAES f(p)(4)= 0 cest-a-dire f4 =20 VAES. On en
déduit queffA du 2 0 car g est une mesure positive, donc {ff du) (4) =0
VA €8, cCesta-dire [f du € N (S).

Si u est une probabilité, (ff du) (S) = [F; du ol
fs 1S > R:pwrf(p)(S) et fip)(S)=1 V¥p € N(S),
doncffs du = 1. On en déduit fff du) (S) = 1 et le résultat.
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Théoréme 4

Soit T une tribu sur N, (S) et u une probabilité sur (I,(S), ) (N, (S),

S , u) complet). Si U est une utilité linéaire bornée sur (IML,(S) . < YWVfe &)
T (8)

lapplication Uef : I (S) =~ R : p~»U[f(p)] est u-intégrable et U[ffdu] =onfd1.1.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate du théoréme 3 pré-
cédent et des propriétés énoncées au chapitre I (cf. page 23 ). En effet
soit U le prolongement de U a T (S) ; U est une forme linéaire continue
sur N(S), c’est-a-dire une application linéaire continue de 'espace de Ba-
nach N (S) dans R. Alors Vf €€, (%), U" o f est u-intégrable et

u” (ff du) :fU" o fdu. Comme f € €,(%) et u est une probabilité,
Jrdu € o () dot U (ff du) = U (ff du).
De plus U'o f: A, (S) = R : p= U" [f(p)] et f € entrainent

U" [fip)] = U [f(p)]
Vp € N, (S), c’est-d-dire U'of=U-of Dou le théoréme.

Soit p, €I, (S) une probabilité sur (§,8) telle qu'il existe une
tribu € sur M, (S) vérifiant les 3 conditions suivantes :

1/A€T o A={§:5€S5}

2/ Si S, est la tribu induite par § sur A : S, ={M N A:MET}
lapplication 7 : § > A : s~ §, est mesurable quand § et A sont munis
respectivement des tribus & et £ ,.

3/3r° € @“O(S) laissant A ponctuellement invariant (VsESfo(és) =3,)
avec u® définie comme suit :

Si 7' 8 —> N (S): sy w(s) est Iapplication 7 ol I'ensemble d’arrivée
est prolongé a I, (S), 7' est mesurable quand S et JiT, (S) sont munis res-

-1 —1
pectivement des tribus § et £ ; en effet si M € S, o' M)=@m (M N A)et

de ME S on déduit M N A € §,, doncr'(M N A)ES.
Alors u® = 1r'(p0) sera la probabilité sur (01T, (S), $) image de p, par

I’application mesurable 7' : u®(M) = po[_Trl' (M)] = p, [?rl(M NA)pour M € $.
Notons que u° est une probabilité portée par A :

A°ET et pO(A%) =p, [T (AN AY=py(®)=0.

On supposera (T, (S) , $, u°) complet.
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Théoréme 5

Si U est une utilité linéaire bornée sur (N, (S) <) et si u désigne

M (S)
Vapplication u : S = R : swsu(s) = U(§,), alors pour toute probabilité
Po (€ N (S)) sur (S,8) telle qu’il existe une tribu € sur AT, (S) vérifiant
les 3 conditions précédentes, 'application u est p-intégrable et U(p,) =ffdp0 .

Démonstration : Soit donc p, € N, (S) et § une tribu sur N, (S) vé-
rifiant les 3 conditions précédentes ; soit f° € 8“0(3) une application
fO 0 M, (S) > M (S) laissant A invariant.

Comme f* € €,°(%), f° est u®-intégrable et U (ff0 du®) =f(U o f%yduo

Mais ffo du® = p, : pour montrer cette €galité, il suffit de montrer que

V4 € 8(ff° du®) (A) = p,(4). Considérons donc 4 €S et (ff"du ) (A).
D’aprés la proposition 1,

(f1° du®) (4) = [£S du® ou £2: N,(S) > R : p fO(p) (4).

Or u® étant une probabilité porté par A ,ff‘}l du® =/'Affl du® dou (cf.
chap. I, intégration par rapport a une mesure induite)

S8 au® = ff° . dud ou f%, AR : 8 0(5,) (4)
/

est la restriction de f, 4 A et u% est la mesure induite par u° sur A (donc fA/A
est p2-intégrable).

f° laissant A invariant, f°(8,) (4) = §,(A) c’-est-a-dire
foa i A= R: 8 5 (A)

Si on consideére le diagramme

A/A R

LY

(A,35,) et (S,8) sont 2 espaces mesurables, 7 : S = A est une appli-
cation mesurable et p, une probabilité sur (S, 8) avec 7 (p,y) = yg.

Comme fg/A est u®-intégrable, g, = fg/A o T est py-intégrable et

ng dp, =ffgm du® (cf. § 11 chap. I, Intégration par rapport a une
mesure image),
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avec
g4 SR :swg, (6) =15, 7)) = F3/a(8s) = 8,4)
soit g, (s) = 8,(A), donc g, = X, fonction indicatrice de A.
Dol JI% au® = fx,dp, = po(4),
c’est-a-dire
(f° du®) (4) = po(4) VAES et [f°du® =p,.

D’autre part U o f©: M, (S) > R : p=> U[f°(p)] et

f(U o f0) du® = fA Uo f%du® car u® est une probabilité portée par A,
d’ou
JWe S du® = f(Uo O, dud ot (Uef),: A>R: 8 U°G)]
est uQ-intégrable.

(Uof2(6,)=U@B,)Vs€ES, donc (Uo o), A>R:5 UGy.
Si on considere le diagramme

A (Uef)a R

m g=(Uof%) o
S
T(p,) = uS, donc g est py-intégrable. Or
g:S>R:sw (Ue O, (m(s)) = (Uo ), (6) =UG))
d’otl g = u définie dans I’énoncé du théoréme 5.
Dot u est po-intégrable et f(U o fO)a dud = fu dp,, Cest-a-dire
JUo £ du® = fudp,.
Alors U(ff0 du®) =fU o £ du® entraine U(p,) =fu dp,.
D’ou le théoréme.
Remarque : u étant bornée (car U est bornée), il suffisait de montrer

que u était mesurable.

Si donc on suppose que T, (S) est muni d’une relation de préférence
< vyérifiant les axiomes du théoréme 2, il existe une applicationu : S~>R

m,(8)
mesurable et bornée telle que

s< s e ui) <uh
s
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et telle que “T'utilité” de tout p € I, (S) vérifiant les conditions du théo-
réme 5 est donnée par U(p) =fu dp (U (d;) = u(s) Vs €85), c’est-a-dire

< P dp < fudp'.
p‘m!(s)p@fup fu P

Réciproquement si # : S = R est une fonction numérique mesurable et
bornée, la relation

pSp’@fu dp <fu dp' (p,p' € M,(S))
est une relation de préférence sur 91T, (S).

Cas particulier : S dénombrable (ou fini)

Si S est dénombrable, $ =R (S) car § est une tribu contenant les

points, donc toutes les parties de S (si ACS, A= U {s} €8 comme
SeA

union dénombrable d’éléments de &), et A = {§, : s € S} est dénombrable.

Alors une probabilité p € AT, (S) est équivalente & la donnée d’une
famille dénombrable (A,),.s de réels = 0 telle que

XAa=1  [ps) =\ Vs€ES]
seS

NL(S) :3 }_}g A O, : A, ER VsES et E [A| série convergente
s€ seS

m+(S)=§SS>\s53:>\S>o vses et % 7\S<+w;
€ S€

YANS I A>0VsES et 3 >\S=1§
seS ses

Pour p € 1T, (S), on peut écrire p = }:s p(s) &,.

s€

Soit § la tribu borélienne sur T () c’est-i-dire la tribu engendrée
par les fermes de I, (S), alors A € §: N, (S) fermé de NU(S) et A fermé
de 9T(S) (pour la topologie définie par la norme) implique A fermé de
AN, (S), soit A € S.

Si £, est la tribu induite par § sur A, Iapplication 7 : S > A est
mesurable (car S muni de la tribu R(S)).

Soit f 1 M, (S) > ML(S) Papplication définie par
f6) =86, VvVs€S
fipy=20 sip € A.
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Alors pour toute mesure u positive et bornée sur (0, (S) , £),f € G“(S) :

B (FNA s 0gF
1/ Soit F un fermé de NUS) , f (F) =
f A°UFNA) si 0EF.

Comme F et A sont des fermés de I (S), F N A est un fermé de MU(S).
F N A fermé de N(S)
FNACDIR(S)
D’autre part A € § entraine A° € .
Donc dans tous les cas fl(F) e g.

= [N A fermé de M (S) et FNAES,

2/ FIN,(SY] = AU {0} et AU {0} est une partie dénombrable de ¢ (S).
D’ou le résultat.
Donc si U est une utilité linéaire bornée sur (I, (S), <) et osi
ML (S)
u:8S—>R:sw= U@,), alors Vp € N, (S), la tribu borélienne S sur M (S)
vérifie les conditions du théoréme 5, donc u est p-intégrable et

U(p) =fu dp, avec fudp= s‘,E_,‘Su(s)p(s) carfu dp=?€_:s f{s}udp
=Yuw [ d
s%'s ’ {s} ?

3 u(s) pls).
sesS

d’ou U(p) = Y, uls) p(s).
seS

Remarque : Ce résultat se démontre directement en utilisant la remarque
de la page 64 . En effet comme S est dénombrable,

p=2 pls)d, et Y, p(s)=1=Up)= Y p@) UGy =73 pls)uls).

seS sesS seS seS

Il semble pourtant intéressant de le retrouver par le biais du théo-
réeme 5 plus général.






CHAPITRE 1V

JEU SOUS FORME NORMALE

I — FORME NORMALE D’UN JEU A N JOUEURS

La forme réduite d’un jeu (cf. chapitre II § IV) va nous permettre, en
utilisant les définitions et résultats du chapitre IIl, de parvenir a la forme
normale.

La forme réduite est la donnée de n ensembles 7,,..., T,, ou T; est
I’ensemble des tactiques du joueur i (i = 1,...,n) et d’une application

A nt T, > N, (S) : O P, qui a chaque tactique globale 0 fait corres-

i=1
pondre une probabilité P, sur (§,8).

On supposera que chaque joueur a défini sur N (S) (donc sur S) une
; X

1]
relation de préférence (celle du i*™® joueur sera notée < ou ) véri-

M (8)
1
fiant les conditions du théoréme 2 (chapitre III). Alors on peut en déduire
Pexistence pour tout i = 1,...,n d’une utilité lindaire bornée U; (unique a

L
une transformation linéaire croissante prés) sur (I, (S), < ) et d'une
(8
fonction numérique mesurable et bornée u; : S — R telles que :

i
vs,s' €S sSs' e us) <ugls)

i ! !
vp.p €M) pSP e Up) <UD

et pour tout p € I, (S) vérifiant les conditions du théoréme 5 (Chapitre III),
on peut écrire U;(p) =fu,. dp.
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Soit £={P, : 0 € T}C N (S). On fera I'hypothése que VO €T, P,
vérifie les conditions du théoréme S (chapitre III).

Alors
Vi=1,...,n,Y0E€T U;(P)=fu,dP,.

Ceci revient a dire que pour connaitre les préférences du joueur i sur £2
il suffit de se donner 'application u; : S~ R :

V0 ,0' €T, Py < Py o fu, dPy < fu; dP, .
Soit alors pour i = 1,...,n v; lapplication de T dans R définie par

v; : T=>R: 00, (0) = [u; dP, .v; est une fonction numérique bornée qui
détermine les préférence du joueur i sur £: pour 8 ,0 €T

Py S Py v, () <u,(0).
Pour & € T, v,(0) est “T'utilité” de la tactique globale § pour le joueur i.

Définition 1

Un jeu 4 7 joueurs sous forme normale est un 2n-uple (7,...,T,,v,...,0,)

ou Ti =1,...,n) est un ensemble (ensemble des tactiques du joueur i)
n

etv,(i = 1,...,n) est une fonction numérique bornée définie sur T’ = .H T;

i=1
(décrivant les préférences du joueur ).
i
Remarque : de la relation S sur N, (S) on déduit une relation de pré-

férence < sur T :
i

056 «v,(0)<v,0) (e Py SP,).
i

Une partie de ce jeu se jouera alors ainsi : Les joueurs choisiront indé-
pendamment les uns des autres une tactique : (pour i = 1, ..., n) le ime
Joueur choisira une tactique 6, € T,. Ces n choix déterminent une tactique
globale 0 =(0,,...,0,)€ T 1l en résulte une “situation” qui pour le
i®me ioueur aura lutilité v,(0) G=1,...,n). Le but du i®me joueur est
donc, en choisissant une tactique 6; € T,, de maximiser son utilité. Mais
il ne peut agir que partiellement dans la détermination de la tactique glo-
bale 6 adoptée : il ne choisit que la iéme composante, les autres choix étant
effectués par les (n — 1) autres joueurs.
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II — JEU STRATEGIQUE ASSOCIE A UN JEU
SOUS FORME NORMALE

Etant donné un jeu sous forme normale, chaque joueur doit choisir
par lui-méme une tactique dans l'ensemble des tactiques dont il dispose.
Cependant il peut étre amené, pour déterminer la tactique qu’il adoptera
a s’en remettre a une épreuve aléatoire effectuée dans cet ensemble et
régie par une distribution de probabilités choisie par le joueur. Cela revient
a élargir I'ensemble des possibilités offertes a chaque joueur en remplagant
I’ensemble de ses tactiques par ’ensemble plus riche de ses stratégies, les
tactiques étant alors considérées comme des stratégies particuliéres. On
passe ainsi du jeu (tactique) au jeu stratégique qui lui correspond.

De maniére plus précise soit T, ’ensemble des tactiques du /*™° joueur

n
G=1,...,n) et T= 11T, SiVi=1,...,n %, est une tribu sur 7,,

i=1
n
on rappelle que ® T, désigne la tribu sur T, produit de la famille (¥,),.,
i=1
(Cf. Chapitre 1 § D).

Lemme 1
Sivi=1,...,n % est une tribu sur T; telle que

VXEX;, et yyE€Ix) B,€T,:60U)x)=yre%,,

n
alors la tribu ®= & B, est telle que
i=1

VxELj X, et yyelx) {6€T:0(U)(x)=y}EB.

i=1

Démonstration : Soit x € CJ X, et yET () :3i=1,...,n tel que
i=1
x € X> et {0eT:06) x)=y}=
Tyx...xTi_y x{0, €T, : 0, U) (x) =y}x Tjyy X .. xTp.
Comme {0, ET,: 0(U)(x) =y} ET, {6 €T : 0(U) (x) = y} € B d’aprés la
définition de la tribu produit €. D’ol le lemme.

On suppose donc donnée pour tout i =1,...,»n une tribu B, sur 7,

n
contenant les points et astreinte & la condition du lemme 1, alors €= ® %, est
i=1
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une tribu sur 7 contenant les points et vérifiant la condition énoncée au
chapitre II (Cf page 39 ).
Définition 2

Une stratégie o; pour le 78me joueur est une probabilité sur (T,,%) :
0, € M (T, , G).

On notera Z,; I’ensemble des stratégies du joueur i : Vi=1,...,n
Z, = M (T;,%8,) ; on plongera T; dans Z, en identifiant 7, et

A(T,) = {59,' 10, €ET,YC M (T, , ;) :

la tactique 8, € T, sera alors la stratégie dégénérée 60[_ €Z,;.

Soit d’autre part £ = L, (T, T) I'ensemble des probabilités sur (T, %)

n
A tout n-uple de stratégies (ou stratégie globale) (o,,...,0,)€ Il Z,;, on
i=1

n
fera correspondre la probabilité ¢ = ® o; sur (T, B), produit de la famille
i=t

(0)=, toEX.

Or en reprenant les notations et résultats du chapitre Il (§ IV), a toute
probabilité o sur (T, ) on faisait correspondre une probabilité P, sur (2 ,&)
donnée par

Py = [Pyd)ydo®) (A€

donc une probabilité PgR) sur (R, ®R) image de P, par 'application projection
P avec

PR (F) =[PP (Fydo(0) (FE®)

d’ol une probabilité PC(,S) sur (§,8), image de Pf,R) par I'application mesurable
f : RS, vérifiant

P® (D) = [P® (D) do(6) (D ES).

Donc a toute stratég{e globale (0,,...,0,) correspond une probabilité
Pgs) sur (5, 8) qui pour le i°™° joueur aura une “utilité” U, [P§S>] i=1,....n

n
avec 0 = © o0; .
i=

Remarque : A la stratégie globale (60(1) e ,500), c’est-a-dire a la tac-
n
tique globale 6° = (89,...,09), cette formulation fera correspondre une
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n
probabilité P avec 0 = ® 8,0 = 8y0. Alors pour D €S
i=1 Vi

g

PS) (D) = [P (D) db 5 = PSS (D).

Comme P{" (D) = Py (D) VD €8, on en déduit P = P cest-a-
dire qu’on retrouve la probabilité Pe(ﬁ) sur (S ,8) qui correspondait a la tac-
tique globale 6°.

On supposera que Vi=1,...,n et Yo, € X, Pgs) (0 =
rifie les conditions du théoréme 5 (chapitre III). Alors

U, [P = fu, aP®.

Soit, pour i = 1,...,n, V; la fonction numérique bornée définie par
n
Vi: 1 Z,>R:(0,,...,0,)wV,(0,,...,0,) avec
i=1

Viy,...,0,)=U; [p(g 1 =Ju, dpz
g; .
i=1 %

i=1

n
Pour (0,,...,0,)€ I Z,,V,(0,,...,0,) sera dite utilité de la stra-
i=1
tégie globale (o,,...,0,) pour la joueur i
Remarque : Pour tout i =1,...,n, V; est un prolongement de v; i

Z;. En effet pour la tactique globale 68° = (69, ..., 8%), on peut écrire
1

jom P

1}

Vi69,...,8% =U; [PP]=10,6°=0v,069,...,09

d’aprés la remarque précédente et la définition de v;.
Proposition

n
Pour toute stratégie globale (0,,...,0,)€ Il Z,etpourtouti=1,...,n
i=1

n
V,.(ol,...,on)=fvido ou a=.®1 ;.
i=

Démonstration : Soit f: R - S,pR 82 =R et u,: >R
Soit Y; : & — R P’application de & dans R définie par ¥, = u; o f o p,.
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Comme f et pp sont mesurables, f o p, : §2 = § est mesurable.

H
Soit (o,,...,0,) une stratégie globale et 0 = & 0,. Si P, est la pro-
i=1

babilité sur (§2, ) et Pés) la probabilité sur (S, 8 ) qui correspond a o, on
peut écrire Pf,s) = (fo pp) (P,) c’est-d-dire que P,(,s) est 'image de P, par
fopg.
u, étant mesurable et bornée, u; est Pc(,s)-intégrable,donc Y, =u;o(fopg)est
P _-intégrable et
[Y;dP, = fu, dP® = U(P®)
(cf. Chapitre I § II, Intégration par rapport a une mesure image).

Alors (cf Chapitre I, § III, Proposition 1) la fonction réelle
X,:T>R:0w3X,0)=[Y, dP,
est une version de ’espérance conditionnelle E%’( 1) c’est-é-direfY,-a’Po =fX,~ do,

Or VOET,[Y,dPy =[u; dPy car P = (fop,) Py)

Cest-a-dire JY, ap, = U, [P{O] = v6),

donc VO €T X,(0) =v,0), c’est-a-dire X; = v,

d’oil UPS) = V,(0,,...,0,) =], dP, = [v, do
soit Vi(o,,...,0,) =fv;do = [v,(8) do (8)

et la proposition.
Définition 3

Le jeu stratégique associé au jeu sous forme normale

Tyoo. ., Tyovy,..oyv)estle 2n-uple (2, ..., Z,, V,,...,V,)ou
pouri=1,...,n %, =M (T,,8,) et V; est 'application

n N n

I:I Z,2>R:i(o,,...,0)wVi(0,...,0,)=]y d@loi.

i=1

III - INTRODUCTION A L’ETUDE DES JEUX SOUS FORME NORMALE

Quel que soit le modéle de jeu que 'on considére, qu’il s’agisse d’un jeu
de lutte sans communication (les joueurs ne peuvent communiquer et agissent
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isolément) ou d’un jeu de lutte et de coopération (une certaine liberté de
communiquer et de coopérer est laissée aux joueurs, auquel cas on se heurte
au difficile probléme de I’agrégation des préférences individuelles c’est-a-dire
la construction de préférences collectives a partir de préférences individuelles),
on doit toujours prendre en considération les notions, déduites de la forme
normale du jeu considéré, d’espérances des joueurs, de tactiques prudentes,
de dominance et de tactiques en équilibre.

Soit donc (Ty,...,T,,v,,...,v,) un jeu a n joueurs sous forme
normale.

Espérance — Tactique prudente
Soit i =1,...,n et 9? &€ T,. Par définition I'espérance relative a la
tactique 9? pour le joueur i sera
e 0%y = infv, (,,...,0?7,...,0,).
GjeT
Jti
L’espérance du joueur i sera alors

e; = sup e; (0;) = sup inf v, (6,,...,0,).

]
0;€T; 0;eT; BieTl-

it
Une tactique 8? € T, du joueur i sera dite prudente si e; (87) = e,.
11 est facile de voir qu’il n’existe pas nécessairement de tactique prudente.
Soit € > 0. Une tactique 0§ € T; sera dite prudente a € prés si ¢;(05) = e,—€.

Alors la définition de e; nous assure de 'existence d’au moins une tac-
tique prudente a € prés (Ve > 0).

Dominance

Soit i =1,...,n et 6),60! €T, ;on dira que

H

— 09 domine strictement 9! si

v, 0,,...,00,...,8,)>v,0,,...,0},...,60,) Vo, €T, (+i)

— 02 domine 6§} si

v, 6,,...,09,...,6,)>0,(0,,...,6},...,0,) VOET, (+*i.
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Alors un joueur agissant isolément ne perdra rien a choisir les tactiques
dominantes plutét que les tactiques dominées et ces considérations per-
mettent parfois de remplacer I’étude du jeu considéré par celle d’un jeu
plus simple en faisant abstraction des tactiques dominées de chaque joueur.
Etant donné 2 tactiques globales (6%,...,609) et (0},...,0)) € T, on
dira que (8%,...,602) domine (61,...,6L) si

Vi=1,...,n v, 09,...,0%) =20, (01,...,0})
di=1,...,ntelquew; (89,...,00)>v, 8],...,0,).
Ceci nous conduit a la définition de ’extremum de Pareto (fondamental

dans ’étude des jeux de lutte et de coopération).

L’extremum de Pareto sera l’ensemble des tactiques globales non
dominées.

Equilibre

Dans un jeu sans coopération possible, on dira qu'un systéme de =
tactiques (0‘1’, - ,0?,) € T est en équilibre si chacune de ces tactiques est,
pour le joueur qui Vemploie, 'une des meilleures réponses possibles aux
(n — 1) autres :

Yi=1,...,n,Y0,€T, v0% . ..,0%. . .,69>0v,6° .. 0,.. . .0°.

Rien ne garantit P’existence ni l'unicité d’un systéme de tactiques en
équilibre dans un jeu déterminé et il peut arriver qu'il n’en existe aucun
ou qu’il en existe plusieurs.

Espérance stratégique
Ce qui vient d’étre dit d’un jeu (tactique) sous forme normale se
transpose sans modification au jeu stratégique associé

Soit i=1,...,n et 0?6 Z,;. L’espérance relative a la stratégie o?
pour le joueur [ sera

! _ . 0
e; (o)) = inf Vi(o,,...,07,...,0,).
[ FISS
Ak
jEi
L’esperance (stratégique) du joueur i sera
e;=sup e;(0;) = sup inf Via,,...,0,,...,0,).

oiezi oieZi o/eEl-

jti
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On obtient de méme les notions de stratégies prudentes, de domi-
nance et de systéme de stratégies en équilibre.

Cas du duel

Un duel est par définition un jeu a 2 joueurs dont les préférences sont
1 2

opposées : si < est la relation de préférence du joueur 1 sur ML, (S) et <
celle du joueur 2, on doit avoir :

1 2
pSp ep Sp Vp,p €M (S)

. TR} ’ » ’ . ’ 1
Alors si U; est une utilité linéaire bornée sur (A, (S), <), U, est une
utilité linéaire bornée sur (I, (S), <). Du fait de l'unicité (2 une transfor-
. e .. . N N eiiie s qs s 2
mation linéaire croissante pres) de Tutilité linéaire sur (1T, (S), <), on
pourra supposer que U, décrit les préférences du joueur 2 sur I, (S).
Si v, et v, sont les utilités correspondantes des 2 joueurs sur T} x T},

on en déduit v,(8) = —v, () VO ET xT,.

Alors le jeu sous forme normale (T, , T, ,v, , v,) sera écrit (T, ,T, ,v)
avec v=v; = —v,.

L’espérance relative 4 la tactique 0, € T, pour le joueur | sera

e, 0,)= einf v(0,,0,)

2¢72
et 'espérance du joueur 1 sera

e, = sup e,(0,)= sup inf v(@,,0,).
0,eTy OleTl 0,€T,

L’espérance relative a la tactique 6, € T, pour le joueur 2 serait

ed(0,) = oin7f* [—v@,,0)]= —osup v(d,,0,)

16T 16Ty
et espérance du joueur 2 serait

e = sup ey (0,)=— inf sup v(0,,6,).
92€T2 0,eT, 0,€Ty
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Mais, pour I’étude du duel, on préfére définir I’espérance relative a la
tactique 6, € T, pour le joueur 2 par

e,(8,) = sup v (0, ,0,)

16Ty
et 'espérance du joueur 2 par

e, = inf sup v(6,,0,)= inf e,(d,).
6,eT, 0,€T 0,€T,

Alors on peut montrer que dans tout duel e, < e, : en effet

VO, ET, ,V0,ET, e,6,)<v(0,,0,)<e,(0,)

d’oul e, = sup e,(0,)<e,(0,) VO,€T,
9yeTy
et e, < inf e,(0,) =e¢,.
9267,

Si e; = e, on dit que le duel a une valeur (tactique) et on peut montrer
que si les 2 joueurs ont des tactiques prudentes, elles définissent un systéme
de tactiques en équilibre et sont dites optimales.

Sie, <e, on dit que le duel n’a pas de valeur (tactique) et on est amené
a plonger le duel dans le jeu stratégique associé : le duel (2, ,Z, , V) avec

Vo, ,0,) =fv0,,0,)d (0, ® a,).

Alors I'espérance relative a la stratégie ¢, € Z, pour le joueur 1 sera

e; (0,) = inf V(o,, 0,) et Pespérance (stratégique) du joueur 1 sera
02622
ey = sup e;(0,)= sup inf V(g,,0,).
g1€Zy gj€eZy Oy€Zy

L’espérance relative 4 la stratégie o, € X, pour le joueur 2 sera
e2 (0,) = suzp V (o, ,0,) et espérance (stratégique) du joueur 2 sera
g1€2

! .
e, = inf ey(o,) = inf sup V(g,,o0,).
0q€Z, Op€X,y 01€2

Alors Vo, €Z, ey(0,) = inf V(g,,0,)
0,€T,

ey, = sup inf V(o,,0,),
01621 025T2

Vo, €Z, ey(0,) = Sup Ve, . o,
1€7)
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1 — .
e, = inf sup V8, ,0,)
PX:227% BleTl

et e, <e;<ey<e,.
En effet
VO, ET, et Yo,EZ, V(o ,0,)=V(s,,8,)=/00,,0,)do,
et en utilisant le théoréme de Fubini (Chapitre I § II)

Vo,€Z2,,Y0,€E2, Vo, ,0,) =fdo, [[v(0,,0,)do,]

Cest-a-dire Vs, ,0,)=[V(,,8,)do,
d’otr V(o,,0,)= inf V(s,,0,) vo,€EZ,
0227,
et inf V(g,,0,)= inf V(g,,0,)
096X,y 0,eT,

D’autre part de 7, C Z,, on déduit
inf V(o,,0,)< inf V(s,,0,)
0,2, 026 2
d’od e\(6,) = inf V(s,,0,)= inf V(g,,0,).
Gy€Xy 625 P
Montrons que e, < e :
Vo, €T, €6, = inf V(0,,0,)= inf v(f,,0,)=¢,(0))
02eTy 62€T,

onen déduite,(,)<e; VO, €ET,, dou e, = sup ¢,(8,)<e
61Ty

On montrerait de méme que Vo, € £, e,(0,) = esup Vg, ,o,) et
€Ty
que e < e,.

Comme e} < e, a déja été démontré (duel tactique), on conclut
e, <e) <e, <e,.

Siel = e'2 on dit que le duel a une valeur (stratégique) et si les 2 joueurs
ont des stratégies prudentes elles définissent un systéme de stratégies en
équilibre et sont dites optimales.

Enfin il se peut qu’un duel n’admette pas de valeur stratégique (e} < e,).

Si T, et T, sont finis (le duel est alors dit fini), il existe des tactiques et
des stratégies prudentes. On peut montrer (théoréme de Von Neumann) que



84

tout duel fini a une valeur, stratégique en général. Alors tout couple de
stratégies prudentes définit un systéme de stratégies en équilibre et tous les
équilibres sont “équivalents et interchangeables™ (cf (15) et (19)).

Ce théoréme a été prolongé a des classes de plus en plus générales de
duels infinis (pour une étude détaillée de tels jeux cf. (1), (2), (15) et (16)).
En particulier le théoréme de Sion étend les résultats de Von Neumann
au cas ou T, et T, sont des parties convexes compactes d’espaces vecto-
riels topologiques séparés sur R et ou l'utilité v vérifie certaines propriétés
de semi-continuité et de quasi-convexité.

Quoique le forme normale ne soit pas toujours le cadre le mieux adapté
a I’étude des jeux plus généraux que le duel, de nombreux modéles issus de
celle-ci ont été proposés pour les représenter. Citons en particulier le modéle
de Nash (qui aprés un élargissement convenable de ’ensemble des tactiques
de chaque joueur interdit toute communication entre les joueurs), le mo-
déle de Von Neumann-Morgenstern (qui permet toute communication et toute
coopération entre les joueurs et, en supposant l’existence d’un bien indéfi-
niment divisible dont I’échange entre les joueurs permet un transfert d’utilité
entre eux, s’appuie sur le concept de fonction caractéristique d’un jeu) et le
modeéle intermédiaire de Luce (fondé sur la notion de y-stabilité).
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