CAHIERS DU BURO

MONIQUE GUIGNARD

Conditions d’optimalité et dualité en
programmation mathématique

Cahiers du Bureau universitaire de recherche opérationnelle.
Série Recherche, tome 14 (1970), p. 7-62

<http://www.numdam.org/item?id=BURO_1970__14__ 7 0>

© Institut Henri Poincaré — Institut de statistique de 1’université de Paris, 1970,
tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers du Bureau universitaire de re-
cherche opérationnelle. Série Recherche » implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BURO_1970__14__7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CHAPITRE PREMIER
NOTATIONS ET DEFINITIONS

Nous introduirons dans ce chapitre les notations et définitions
qui seront utilisées dans la suite de 1l'exposé et rappellerons ou
démontrerons certaines propriétés élémentaires,

I $1 - NOTATIONS
- J étant un ensemble d'indices , |J| représente le cardinal de J.

- Soit R® l'espace euclidien & n dimensions . R" est donc muni :

1) du produit intérieur ou produit scalaire :

Vx,y € R, <x,y> représente leur produit scalaire.
2) de la norme associée & ce produit scalaire :

¥x € R", || x|] représente sa norme, avec ||x||*= <x,x>.

3) de la topologie définie par la norme,
On notera BX) = {x€ R": ||x-%|| < €} 1a boule fermée
de centre X et de rayon e,
Si A estun sous-ensemble de R", on notera OK 1'adhérence
de A et A son intérieur, Alors Fr(A) = A - A est la fron-
tiere de A,

- On identifie tout vecteur x de R®™ 2a la matrice colonne dont les
éléments sont les composantes de x par rapport 4 la base canonique,
Si cette matrice colonne est indicée par |J|, avec |[J| = n, soit
j €J, x, représente la composante d'indice j de x.



- Soit (B')‘ : £(R" , R) le dualde R", On identifie tout vecteur
u de (R") a la matrice ligne dont les éléments sont les
composantes de wu par rapport 4 la base duale de la base ca-
nonique de R®. Si cette matrice ligne est indicée par I, avec |I{= m,
soit i€ 1, ul représente la composante d'indice i de wu.
Soit y € R* , dont les composantes sont notées y,, i€I . Ay,
1'application linéaire u fait correspondre dans R le scalaire
u,y = )X uly, , c'est-a-dire le produit de la matrice ligne u par la

1€1
matrice colonne y . A toute fonction linéaire u€ (R'). corres-

pond un vecteur déterminé u de R" tel que
¥Yve R, uv = <lv>.

Les vecteurs de R' représentent biunivoquement les fonctions
linéaires définies sur R", On utilisera cette propriété pour
identifier, dans les interprétations géométriques, un sous-ensemble
@ de (R')‘ (resp. de R") et le sous-ensemble isomorphe
d& de R* (resp. de (R")).

- Soit 1€ £(R*, R") . Cette application linéaire est représentée
par une matrice L indicée par IxJ , avec |I|=m et |J| = n,

Soit i €I . L; représente la ligne d'indice i de L,
Soit j €J . L' représente la colonne d'indice j de L.

L{ est alors 1'élément situé a l'intersection de cette ligne et de
cette colonne,

- Soient £ : X C R® ——> R
avec XNY # 0
et g: YC R —/™> R

a) Si . 3zcxXny
tels que Vx€2Z : lg(x)| < A |f(x)],
. JAEJ0,+o[

on écrira

g = 0(f).

b) Si Ve >0,3ZCYNY telque VxEZ: |g(x)]| < elf(x)| on
écrira
g = olf).

- Soit 9: WCRY—— RP,
Soit X EW ., On écrira 9 pour ¢(x).



Si @(x) est indicé par J , avec |J| = p , on écrira P(x) >0
pour ¢ (x) 3> 0, Vj€E€ J.

1 $2 - DEFINITIONS

I $2.A - Convexité, quasi-convexité, pseudo-convexité

Définttion 1a: fonctions quasi-concaves et quasi-convexes

Soit ¢ : R®—>R ,

I 9 est quasi-concave si YaER, {y € R": P(y) > a} est convexe.
9 est quasi-convexe si (-9¢) est quasi-concave,

Soit ¢ : R®*—— R°.

quasi-concave,

{ 9 est quasi-concave si chacune des fonctions coordonnées est
9 est quasi-convexe si (-9) est quasi-concave,

Propriété des fonctions quasi-concaves

Si ¢: R®"—— R est quasi-concave, et différentiable en X & R",
alors

9x) 290 == L x-D 20

Si ¢ est quasi-concave
P(x) > 9(x) = 99 + (1-96) X] > 9(R), V6 €[0,1]
Soit ¢(8) = ¢[6x + (1-8) X]

alors ¢(8) > 9o(X) = ¢(0)

donc

d¢(8) @ . =
[—de——]e.oa 0 ou encore ax (x x) >0

Définition 1 b ; fonctions pseudo-concaves
Soit 9 : R® —> R, différentiable en x € A CR",
¢ est pseudo-concave sur A en X si :

VxGA,g—;P(x-'f)so = 9(x) - %) < 0.
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I On dira que ¢ est pseudo-concave si

VxER, ¢
concave sur R®

est pseudo-
en x., Réf : [33]
Définition 1 ¢ : ensemble pseudo-convexe en un point
Soient A CR", XEA
en X
A

et P, le pseudo-c8ne tangent 4 A
(cf. définition 4)

est pseudo-convexe en X si
VXEA x-X€ PA

A est pseudo-convexe si Y X € A, A est pseudo-convexe
en X,

I $2.B - Vecteurs, cBnes et pseudo-cdnes tangents, c6nes polaires
Définition 2 ; (Dne. (One polyédrique

Soit F un espace vectoriel sur R,

T QC F est un cbne si 1) 0 € Q.
2) Vx €Q } Ax € Q.
4 YA> 0
Q C F est un cbne polyédrique si Q estun c6ne défini par
l'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés dont

les hyperplans générateurs passent par llorigine,

Remarque : Un cOne polyédrique est un cbne convexe,
Définition 3 : Vecteur tangent

Soient A C R", XE€EA, et & € R",

£ est un vecteur tangent 3 A en X si
1) il existe une suite

(A}, ¢y de nombres réels positifs
2) il existe une suite {x}

ey de points de A
geant vers X quand k tend vers l'infini,

telles que la suite {\ (x,- X))y converge vers &,

Réf @ (1],
Remarque

conver-

Le vecteur nul est toujours vecteur tangent & A en X, VA,
¥X €A,



Définttion 4 : (One et pseudo-cOne tangents
Soient A C R") et x €A,

Le cbOne tangent &4 A en X est l'ensemble T, des vecteurs
tangents 4 A en X,

Le pseudo-cOne tangent 3 A en x est l'adhérence P, du
plus petit c6ne convexe contenant T,.

Remarques

Le céne tangent est un fermé de R°.

Réf : [1],
. Le c6ne tangent n'est jamais vide, puisqu'il contient au moins

le vecteur nul,
PA//
X

Exempl e

y‘//
7

0

TA
X = {0,0) ER3,
A = S(X.y) € R*:xy=0 et x+y=f15,n entier positif}
T, = € = (a,B) ER* : af = 0}
P, = R2.

Théoreme I : (One tangent O un ensemble convexe
Si . A CR' estconvexe
X €A

. T, estle cbne tangent & A en X

alors ¥Yx€ A, x - X €T,.
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A convexe

i = Yx €A, VAE [0,1] : Ax+ (1-A) X € A.
TE A

Soit {)\k}'” une suite quelconque de nombres positifs, infé-
rieurs 3 1 , convergeant vers 0 quand k tend vers l'infini,

Soit x, = X + A (x = X).

- 1 — -
i = X, i = —, k. Al 1i -X)= X~
}1}2 Xy X. Soit p, n v ors lim Py (X3 -X)= x-x

et x-Xx est bien vecteur tangent 3 A en X si x est
élément de A,

kemarque : Un ensemble convexe est donc pseudo-convexe en chacun
de ses points, c'est-a-dire pseudo-convexe,

Théoreme 2 : Intersection de cOnes tangents

Si . A, BCR'
. X € ANB.

alors T, .. C T, ﬂT' et P, ., CP N F,.

Un vecteur tangent & AN B en X est tangent a A et a
B en x, donec

Trns ©C Ty N Ty,

or Pb,NP,DOT,NT, donc P,NP DT, 5. Py NP, inter-
section de deux c8nes convexes fermés est aussi un c6ne con-
vexe fermé. D'autre part, P,;; est le plus petit c8ne fermé
convexe contenant T,,. . Par conséquent
Paag C BN R
Remarque

La réciproque n'est pas vraie, Il est possible en effet que
T, N T, ¢ Type» Comme le montre l'exemple suivant :

A= {(x,y) ER :y ¢ x*})
B={xy) €R :y > 0}
X = (0,0) € AN B.

iom CT,N Ty = x' Ox
Ox' ¢ T,,, = Ox.
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AN B
LNT

yl
Définition 5§ : COne polaire ou cdne dual
Soit Q wun cdne de R".

Le c8ne polaire (négatif) ou c8ne dual de Q est l'ensemble T (Q)
défini par

rQ) =ne® :n.8tg0 VE €Q).
Remarques

- Pour tout céne Q@ de R, 0 €Q N I'(Q).

- On identifiera souvent, & un isomorphisme prés, T (Q) et
L d
T'@Q) = {(vER" : <VE> < 0 VE E€EQ}.

Propriétés des cones polaires

- ¥Q cBne deR"
I'(Q) est un cbne fermé,

T'{I'(Q)] est l'adhérence du plus petit c8ne convexe
contenant Q.

Par conséquent si Q est un cBne convexe et fermé
rr@) = Q.

-VQ,. Q, cb6nes de R :
II Ql C Qz""P(Q]) o F(Qz)



- VQ,, Q, codnes convexes de R" :

rQ, +Q,) = TQ)N I'Q,)

r@, NQ, =TQ, + I'Q,

Si Q, et Q, sont des c8nes polyédriques,
I'Q,) +T'(Q,) est un cdne fermé, Q, et Q, sont
cdnes fermés, donc

rQ, NQy) =T@,) + rQ,).
Réf : [16] et (451,

I $2,C - Programmes mathématiques

Définition 6 : Programme mathématique
Soient ¢ :R® —> R et ACR".
On appelle progromme mathémati que le probléme suivant
Max {P(x) : x € A}
c'est-a-dire la recherche du maximum d'une fonction ¢ sur
une partie A de R".
On appelle contraintes 1la condition x € A,
On appelle solution réalisable tout x satisfaisant aux con-
traintes,
Remarques
Le probléme Min {¢(x) : x € A} est aussi un programme
mathématique puisqu'il peut s'écrire

Max {-9(x) : x € A},

. On emploie aussi le mot ''contraintes'' pour désigner Ia
frontiére de A,

Définition 7 : Naximum local, maximum global
Etant donné le programme Max {P(x) : x € A} et xX € A,
on dit que X maximise localement 9 sur 4 (ou est un ma-

ximum local pour ¢ sur A) si

Je>0 tel que Vy€AN Be(x), (%) > 9y).
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on dit que X maximise (globalement) 9 sur 4 (ou est wun
maximum (global) pour ¢ sur A) si

VyeA, X 2 9y).

Remarques

. Si X maximise ¢ sur A , X est solution optimale du
programme
Max {¢(x) : x € A},

. Si X maximise si_»iultanément les fonctions %, JE€J , sur
A, on dira que x maximise ¢, sur A,
Théoreme 3 : Naximum local et global
Si . ACR" est convexe
XE€ A
¢ : A—> R est concave

X maximise localement ¢ sur A

|_ alors X maximise ¢ sur A,

Supposons qu'il existe x € A, x # X tel que @(x) > 9(%).
X étant un maximum local pour ¢ sur A :

3e>0:y €EAN B (X) ==%(y) < ¢(x).
A étant convexe, Y AEI[0,1] : Ax + (1-)\) X € A, donc
3N €10,1) 2 Ax + (1-A,) ¥ €A N BgX).
P étant concave, ¥ A € [0,1):9[Ax+(1-0)X] 2 Ag (x)+{(1-A)p&)

donc P ,x + (1-3)) Xx] > A, @(x) + (L-1,) 9(x)
> }‘1("’(;) + (l"'}\l) (P(i) = CP(;):
ce qui contredit le fait que ¥ maximise ¢ sur AN B.(x).

Par conséquent il n'existe pas de x €A, x ;! X , tel que

P(x) > 9(x).

1$2.D - Programmes sous contraintes mixtes. Problémes de col

Définition 8 : Programme sous contraintes mixtes

Soient 9 :R®"—— R, a : R ——>R", et C CR"



16

On appellera programme sous contraintes mixtes le probléme
suivant :

Max {P(x) : x € C, a(x) » 0}
On appellera contraintes la condition x € A = {x : a(x) > 0}NC.

Remarque

On suppose a(x) indicé par L , avec |[L| = m. L'hyper-
surface définie par a,(x) = 0 ol 1 € L , est appelée con-
trainte d'indice I .

Définttion 9 : Contraintes actives

On appelle contraintes actives en XE A les contraintes indicées
par E C L avec

ag(‘f) =0
a, gX) > 0.

On notera L-E = E, Si |E| = k , X appartient & la (n-k)-
variété définie par ay(x) = 0,

Définttion 10 : Hypotheses H((), B(0) et H.

On pose A ={x€R" :a(x) 0} e A=A N C. On sup-
pose que a est différentiable en X € A, Soient G un c8ne
convexe fermé, Pc le pseudo-c6n_e tangent 4 C en X, PA
le pseudo-cdne tangent 3 A en x,

da_
Soit Ko=§gen" L g;og et soit K, = K, N G.

X vérifie 1'hypothese H(G) sur A si I‘(Ko) + I'(G) est fermé
K' = PA.

On sera amené A envisager les cas particuliers suivants :

Si X vérifie I'hypothese H(G) avec G = R", ou encore si
Ky, = P, on dira que X vérifie l'hypothese H(0) sur A,

Si X vérifie I'hypothése H(G) avec G = Pc' ou encore si



MKy + I‘(PC) est fermé

KonPc=PA

on dira que X vérifie l'hypothsese § sur A,

Remarques
Si on pose K = K ;N P, , il est facile de voir que
KD K, DK, lorsque G D F,.
Pour que X vérifie 1'hypothése H(O) sur A , il suffit
que K, = P, . En effet T(Kj) + I'(G) = T'(K) + T'(R")
(K +{0}= T(K,)

est un cdne fermé,
Si G est polyédrique, I‘(Ko) + I'(G) est un cdne fermé,
Réf : (45
Exemple '

Dans R?, un céne convexe fermé G ne peut é&tre que polyé-
drique, donc on aura toujours I‘(Ko) + I'(G) fermé,

Le gradient correspondant a 1'une des contraintes est ici nul

en ¥ = 0, KDP mais Ko¢ PA , donc X ne vérifie

pas l'hypothése0 H(e)) sur A,

Koﬂ P = PA , donc X vérifie l'hypothése H sur A.

Si G, et G, sont deux cbdnes convexes fermés,
si G,N (K,-P,) = @, x vérifie I'hypothese H(G,) sur A,

si G,N (K-P,) # §, ¥ ne vérifie pas 1'hypothese H(G,)
sur A, .
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Définition 11 : Col.
Soit ¢ : X xUCR x R* —— R,
Jt (x,u) € X xU estun col pour ¢ sur X xU si
V (x,u) € X x U : ¢(x,0) € ¢(x,u) <¢(x,u).

Remarques
. On emploie parfois le mot ''point-selle'" a la place de 'col'

. Si (X,u4) estun col pour ¢ sur X x U :
Inf {¢(x,u) : u € U} = ¢(X,T) = Sup {$(x, W) : x € X).

Définition 12 : probléme de col.

On appelle probleme de col la recherche d'un col pour ¢ sur
X x U.

On appelle solutton réalisable du probléme de col tout (x,u)
€ X xU.



CHAPITRE |l
-~ CONDITIONS D’OPTIMALITE

Nous envisagerons dans ce chapitre des programmes mathé-
matiques, sous des contraintes éventuellement mixtes, de la forme
générale Max {P(x) : x € A} , et les conditions, nécessaires ou
suffisantes, pour que X € A maximise, localement ou globalement,
¢ sur A,

II §1 - PREMIERE CONDITION D'OPTIMALITE

Théoreme 4 : Premiére condition d'optimalité
Soient AC R*, et XE€ A,

¢ : R——>R , est différentiable en <X,

Soit F, le pseudo-cdne tangent & A en X.

A, Si X maximise ¢ sur A,

a9
alors x € r(p,).

»l

I B, Si . ¢ est pseudo-concave sur A en

. A est pseudo-convexe en X

a9
. L ET(®)

LL alors X maximise ¢ sur A.

A. Soit & €T, e&==|I{M}L M€ R,
tlim A (x-%=5

IHx hae %€ A, Lim %=X

X maximise ¢ sur A

A —=VEKEN, 9(x) <9
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ou Ple) - 9@ = . (o - B+ o ([x - %) <0

a9 - -
)xk>0==>d—l). My - X g -ollx =Xl . A, .

im 22 A (x, -1 -3 ¢

ko dx dx
_ o(]|x, x|} —
lm [-o(llx,~x[]).A,) = gxg[— m .}\lllxl—iu] = g—i.gso
= ollg||
= 0,

Cette inégalité est vraie pour tout 7 limite d'une suite de
combinaisons linéaires convexes de vecteurs tangents,

c'est-a-dire : ¥ n € PA, ?T:% . n < 0, ou encore %% EI‘(PA).

dp
B. ZLerp)

= %91 . (x-%) <0, Yx€A
x
A pseudo-

convexe en X = CP(’V‘);CPg)j 0,

¢ pseudo-concave sur A enX

Remarques
Dans la suite du chapitre, on envisagera le programme sous
contraintes mixtes suivant : Max {9(x) : x € C, a(x) > 0},
od ¢ : R* —> R, a : R* —R", C CR"
Soient A = {x € R* : a(x) » 0} et A = AN C,

Soit X € A, E sera 1l'ensemble des indices des contraintes
actives en X, PA, P, et P, seront les pseudo-c8nes tan-
gents respectivement & A, &4 A et a C, en X, G est un
cdne convexe fermé,

. Si a est différentiable en X,

da,
soient K, =§§ € R" El g > 0;,
K, =K,N G, et K=K,N F,.
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corollaire : Théorgme 5 :

Si a est différentiable en X,
alors . Py C K,

P, C K C K,

V X € 8, - ag(x) £ - agx) =

X maximise (-ag) sur A, et, d'aprés le théordme 4 :

. datj dag v
VJEE.—-EE I‘(PA), ou encore <= . £ 30 EEFR

donc PA (o Ko'

F, = BoC PA N P, (théoréme 3)
c
= P,CP,NP,CK,NPCK
P, C K
c'est-a-dire PA C K CK,.

Remarque : Comme K, O K D P,, H(O) =>H.
II §2 - SECONDE CONDITION D'OPTIMALITE : CONDITIONS DE
KUHN ET TUCKER GENERALISEES

Pour le programme Max {¢(x) : x € C, a(x) > 0}, G étant
un c8ne convexe fermé, ces conditions s'écrivent :

usz0 uzzo0
(1) Jue ®’"" - S;I+ u— dx € I'(G)ou (2) Jue@®")’ et vE€I'(G): ﬂ 3—3: v
ua(X) = 0 ua(X) = 0

Les composantes de u seront appelées "multiplicateurs',

II §2 - A, Conditions suffisantes

Le théoréme 6 adapte des résultats de [36] aux programmes
sous contraintes mixtes et aux conditions de Kuhn et Tucker géné-
ralisées,

Théoréme 6 : Optimum local

Si . ¢ et a sont deux fois continiment différentiables au
voisinage de X

au voisinage de X, x € A=—>x - X € G.



22

les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé-

rifiées en X et

dag,
Vh#(hﬁ.h:

9% h-o
dx

0

JE'CE, E #¢:u {0, ur® =0

~ 2 1
=p  d[P+ual .

dx?

L alors X est un maximum local strict pour ¢ sur A,

N.B. h représente la matrice-ligne transposée de la matrice-

colonne h,

Supposons que X ne

X\ EA, x, #% Vk.

X : lim x, = X
E L l}lell . k

?(x,) > P(x)

soit pas un maximum local strict :

On peut supposer de plus en raison de la compacité de la

spheére unité, que

X, -X
lim e————— = h § 0.
22 lxe-xl
Au voisinage de X, X, EA-——x;, - TEG —
_ 9,4
do da dx dx
&t U IO
X, - X
lim ———— =h €G

G étant un cdne fermé :

e lx - %l

i &
donc [dx+udx]' h<o0

X, € A == a,(x,) >0

ag(i) =0

== a/x) - a(x) >0
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da,
ou, Vj €E:a,x)-a,® = =. (x,-%) +ollx-%l)
da, (x,-X)
& == o3 |-bec#1>0
%% i

d . Ea_; X~ X = d—aj
onc lim|—= . + O(llx-x1{) ] = &= - Rh20

a)

b)

c)

[ & l xk"-f“

Supposons que %:L .h<©0

P)-9®  r %
ou encore que lim ———= lim[—. +0(llx x| |0
x>0 o k- dx
Hxe-x || ||y~

Alors IN>0:k> N=—> q)(xk) - 9(X) <0, car x, # X Vk,
d9

ce qui est contraire a l1hypothése, Par conséquent =" h >0.

Supposons que

da,
3E"CE',E”#§D:Vj€E",d—xj—.h>0.

da__

% L %y
Alors clx.h\<—u.dx.h<0

ce qui, d'aprés a), est contraire a 1'hypothese.

da',

Par conséquent = - h = 0,
a9

11 faut donc que i h = 0.

Soit {(x) = ¢(x) + ua(x),

T
Alors Ylg—di- h < 0,
dx3

T s (T, E
Or &« (% = dx*“dx)'(xk'm‘o
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biw) = O = . =) 4y (60 S R +oll m-xI1Y

~r  d

i (x,-%) + o (IIx-%|*

—~ — . _
lirm ‘W(x)-‘li(ﬂ < % lim[ (x,-x) . d% (xx-x) . o (Il x-%1%)
e fix -xI e L lxe-xIl dx? |1x,-X lix %112
~ 13,
< %h. % w0
dx?2

alors 3IN'> 0 : k > N' == ((x,) - ¢(x) < 0
et 9(x) < ¢x) < Ux) = o(x)
ce qui est contraire a l'hypothese,

]

I1 n'existe donc pas de telle suite {x,} et X est bien un ma-

ximum local strict sur A,

Lemme
Si . A ou A est convexe
. ® et a sont différentiables en X € A
Vx €A, x-X€G

rifiées en X

alors ?T;g- (x - X¥) <0, Vx € A,

x €A =X—IEG

@

les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé-

+u) x-®co ()

dx dx

B, =
dx+udeI‘(G)

Si A ou A esi convexe

x,X €A, VYe€[0,1]: (1-9) T+Bx EA
= ag[(l -0 )§+9x]>ag(i)

ag(;(_) =0 d—a—

=t . (x=X)30

dx

a, différentiable

en X
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da _
=-u.. (x~-%) <0

de
=i (x-X)g - u..

(1)

Théoreme 7 : Optimum global

Si

()

()

. A ou A estconvexe

? et a sont différentiables en X E€ A
Vx € A, x - XEG
{(x) ¢ est pseudo-concave sur A en X, ou

¢ est quasi-concave et continue

) F#o

les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé-
rifiées en X

| alors X maximise ¢ sur A,

dp.

Vx € A, ax

. {(x-X) g 0 d'aprés le lemme
=) -9® <0
¢ est pseudo-concave sur A en X

-:%{Pfo =3anR“ H (X,=X) < O

dx
Soit x € A,
5 € [0,1]
Soient ) x(8) = x + 8(x,~X)
%(0) = X + 6(x,~X)

. xe)-T = 0. L. (x-% <0, VO >0

. (x(e)-2(0) = (1-9). %. (%-x) <0, VOE[0, 1], dapres

le lemme.

Done . [x(0)-%1= 3. @)+ 3L R(0)=)<0, Voeh.11.
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¢ étant quasi-concave, ceci implique que @[x(8)] < ¢ (X).

Or lim x(8) = x et lim Q[x(0)] = ¢(x), puisque ¢ est
8-»0 80
continue,

Donc Vx € A, ¢(X) > 9(x).

II §2 - B. Conditions nécessaires

Théoregme 8

e

Si . ¢ et a sont différentiables en X € A
X vérifie 1'hypotheése H(G) sur A
. X maximise ¢ sur A
alors les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé-
rifiées en X,
. Si X maximise ¢ sur A, d'aprés le théoréme 4-A, %’;EP(PA)
P“,Ko et G sont des cOnes
convexes fermés
T(K,) + T'(G) est fermé

K,N G =P,

==T(P,) = I'(K,) + T'(G).

Donc 32 €T(K) et B € I'(G) tels que %?=a+ﬁ.

da
. Soit B=§b:b=u'(—-a'; , uf 902.

B e— B _ —
VnGF(B).u( dx).nso\iu 20 ==- 7=.n<0 ==n€EK,

Donc T'(B) C K, ==T(K,) C I'(I'(B)]
=T (Ko) C B.
B c8ne convexe fermé

&=,

. @ €T(K) == Juf>0 : a=uf [— 'a';-] =
i =T ruPere
Soit u = [u® u*] avec u®=0
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Applications

Si X vérifie I'hypothése H(G) avec G = Pc’ on retrouve
les résultats classiques suivants :

(1) Si C=R" P, =G =R", T(G) = T(P,) = {0}

On obtient les conditions d'optimalité suivantes :

Max ¢ (x)

a(x) > 0 Ju > 0

(x) g—:’: +u g—; =0
ua(x) = 0

(2) Si C=R}={x€R :x20), COC'={(x€ R": x 3 %}

Alors P, DP, =R et T(P)C I'(Pe) = T(R") = [(R"))

+

C étant convexe, x-X€ P, Yx&€C X=0€EC== 7 X 30
= _ = g.i—= 0
Soit £ € T (P,) X =2xEC=»E X ¢ 0
T(G) = T(P,) = {EE(R")" : £<0, E.X = O}
On obtient les conditions d'optimalité suivantes :
Max 9(x)
a(x) > 0 Jux 0
o da
x>0 dx +u dx €0
W, & ;.
(dx+udx) .x =0
va(x) = 0

II §2. C - Etude des conditions de Kuhn et Tucker généralisées

La généralisation par rapport & la théorie de Kuhn et Tucker
porte sur les points suivants :
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(a)

(b)

Soit C(x) =%x€ R

(c)

(d)

Les contraintes sont de deux types : a(x) >0, et x € C,
ol C est un sous-ensemble quelconque de R® . Ceci est
intéressant lorsque C ne peut etre défini par un systéme
d'inéquations algébriques (exemple : C = Z"),

L'hypothése H(G) , soit : Koﬂ G et P, coincident, et
I'(K,) +T'(G) est fermé, est plus faible que les hypotheses
précédemment énoncées lorsque A = A et G = C = R".

Elle s'écrit alors Ky = F.

3¢ : R, —>R", différentiable a droite a l'ori-
gine vérifiant ¢(0) = X, ¢'(+0)=r(x~-X), avec
A>0 et ¢(0) € &, YOo€EO,1]

Ces hypothéses étaient les suivantes :

(a) Hypothése de Kuhn et Tucker : K, = C(X) [29]

(B) Hypotheése de Arrow, Hurwicz, et Uzawa : Ko = {C(X)},
ol {C(X)} est le plus petit cbne convexe contenant
C(®). [4]

{Y ) Hypothése d'Abadie : K, = T,. 1]

L'hypothése analogue dans cet exposé est H(O) , elle est
liée aux hypothéses a, B et ¢y par les relations sui-
vantes :

a C B
C H(O)

aCyY

ol la relation A C B signifie que lorsque X vérifie
1'hypothése A, X vérifie a fortiori 1'hypothése B,

Lorsque C = R", si 1'hypothese H(O) n'est pas vérifiée
en X, on peut dans certains cas trouver un céne convexe
fermé G tel que X vérifie 1'hypotheése H(G) sur A,
Comme K DO P, 'hypothése H(G) ne peut &tre vérifiée
que si G D P,. Si T'(P,) + ['(K)) est fermé, le choix
G = P, est satisfaisant, mais conduit au méme résultat
que le théoréme 4.

orsque PA = {0}, on peut prendre pour G le céne
T( o), isomorphe dans R* a I‘(Ko).

Les conditions de Kuhn et Tucker généralisées s'écrivent



uz0
P
dx
ua(X) = 0

Ju € (R : +u g—z € T'(G)

Si K_ est différent de P , et s'il existe plusieurs cdnes
convexes fermés G satisfaisant & 1'hypothése H(G) , le
plus grand de ces cdnes, correspondant au plus petit des
cbnes T'(G) , fournira davantage de précisions sur les
multiplicateurs.

- Les exemples suivants illustreront ces propriétés :

Exemple 1
- 2
X = (xl,xz)e Ré.

( Max ¢ (x)

0 si x, =0

a,(x) = . 30
x[ . 1 2 s
-[xz— (e " -1) sin ;1] x} sinon,
a(x) = x, >

0
ag(x) = x, > 0

2
Xq Z
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Soit ¥ = (0,0),

Kg={&: [10] . E201=1{(:8 20,8%30}

CE = {C() = ox,
TA = (xl OZ) U (oxz)-

Aucune des hypothéses «, B, Y n'est vérifiée.
PA = (xIOxz) = Ko.

L'hypothése H(O) est vérifiée,

uz?0
Ju e R®) : % +u%—§er(n")<===g-§+u
ua(x) = 0.

Exemple 2. x =(x,,%X,) ER?

da _
dx



C(x) = {C(X)} = T, = P, = Ox,,

Aucune des hypotheéses o, B, Y, H(O) n'est vérifige,
L'hypothé¢se H(G) est vérifiée avec G = R, xR.

us0 E da
ol = a::,*uaxl‘
2y . ) &Y ga
Ju € R3) : dx+udeI'(G)<=> _
9 .8
ua(X) = 0. ‘axz‘”“ x,

Exemple 3. x = (x.,x,) € R?,

Max o(x)
a(x) = -x330

an(x) = x> 0.

x2
Y
X
e v
77 .

A2
il il

0
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00
Soiti:(0,0).Ko={§: [01].520}=Rxn,.

0x

c® = {C@} =T, = P,

2
Aucune des hypothéses o, B, y, H(O)n'est vérifiée,

L'hypothése H(G) est vérifiée avec G = P, = {0} x R,

On retrouve le résultat du théoréme 4 : g—c’g < 0.
2

Exemple 4
X
3
0
X X x
x X X
x x X
Max ¢(x)
PRY | -
al(x)_ xl+4xl X, - 230

X = (xl, xz) € 72

Soit X = (1,1).

o= {8 :[2-1.830} = {E:28 -E >0}

T, = P, = {0}
TN,

G=T(®)=H{E:8 + 28, = 0,§, < 0

A
]
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L'hypothése H(G) est vérifiée, avec G = I'(K).

usx0
ye. ) d®  da ¥ 39 Sa 3¢ 2 |.
Ju€R) :{ T +ug; € T(G) = Kje==>2 =, t V3%, P x, T 3x,
ua(x) = 0

II §2, D - Hypothése H(G) et conditions de Kuhn et Tucker

Théoreme 9

Si . A est pseudo-convexe en X
G est un cdne convexe fermé contenant PA, tel que
T'(K,) + T'(G) soit fermé

alors une condition nécessaire et suffisante pour que toutes
les fonctions ¢ différentiables en X € A et atteignant leur
maximum sur A en X vérifient les conditions de Kuhn et
Tucker généralisées

est que

U X vérifie I'hypothese H(G) sur A,

I.A CONDITION EST SUFFISANTE
cf. théoréme 8,

LA CONDITION EST NECESSAIRE

Soit H ={h € R" : h = A(x-%), A0, xEA}.

A est pseudo-convexe en X¥==YxEA, x-xEP =HCP,.
= VA> 0, AMx~-X)ER
PA est un céne
H CP,.
_ ;:F C PA.
Soit F = {H}, oi {H} est le plus petit cdne convexe contenant H

Soit 0a €Er(F)==>an < 0, YN E€F =san < 0, ¥n € H.

A» 0 -
= A(x-X) € H =a)A(x-x) < 0.
x €A

SiA=1, Ax ¢ AX, Vx € A,
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La fonction ®(x) = o x atteint son maximum sur A en X, et
satisfait donc aux conditions de Kuhn et Tucker en X :

u >0

Juer")": a+u:—:er(c;)

ua(X) = 0
e %
= 0+U dTe ( ).
u>?0
ua(x) = 0 _
=>u3=0
a,(x) = 0 = aE < O,
aE(SE)>0
£EeG
. Soit £ EK,=— ( da, da,

— E
ax 220w e 0

c'est-a-dire Vo € T'(F), «f ¢ 0, donc EET[T(F)] = F puisque
F est un cbne convexe fermé,

F C P,
==& €F, ==K, C P,
EEF
D'aprés le théoréme 5, K, D P, ==K, = F,.
—, K‘ >} PA
Par hypothése, G DO PA

et X vérifie I'hypotheése H(G) sur A, puisque par hypothése
I‘(Ko) + T'(G) est fermsé.

Remarques

Ce résultat généralise les conclusions de [4], en envi-
sageant un programme sous contraintes mixtes et les condi-
tions de Kuhn et Tucker généralisées, Il convient de re-
marquer que l'hypothése de convexité du domaine A est
remplacée par une hypothése de pseudo-convexité en X,

L'hypothése H(G) , comme les hypothéses «, B, ¥, ne
fait pas intervenir explicitement la fonction a maximiser.
I1 se peut qu'un domaine A soit tel que X ne vérifie pas
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d'hypothése H(G) , quel que soit G, mais que cependant
certalnes fonctions différentiables en X et atteignant leur
maximum sur A en X satisfassent en ¥ aux conditions
de Kuhn et Tucker généralisées, Dans le chapitre IIl sera
introduite une hypoth&se appelée ''sup', dle a Stoer [48],
qui tiendra compte simultanément de la fonction 3 maximiser
et du domaine A,

II §2. E - Critéres relatifs 4 'hypothése H(QG)

Théoreme 10

L

Si . (1) au voisinage de X, x-X € K=x € C
(2) 3 € K, tel que, pour tout j € E :
o - ou a, estlocalement convexe au voisinage de X

B - ou a,()'( + E) atteint son minimum sur K, en

€ = 0
da,
Y - ou dx.§>0

(3) G est un cbne convexe fermé contenant P, et tel
que F(Ko) + I'(G) soit fermé

alors X vérifie 1'hypothése H(G) sur A,

N.B. Si toutes les fonctions a;, j € E, vérifient 2-¢ ou 2-§,

on prendra
=0

Démonstration :

- Soient nEK‘, a>0etd20
=0(n+E)EK
& € K, =¢(6)—§€K8

Soit $(8) = X + o(nai) =({B)EC

au voisinage de 6 = 0,

da da
Vi € E [ T (¢(6))]e=°— dx [ de lg.o
&
= - (T]'HIE)
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daj da _
nEK,=>[d—e (¢(6))]e_>o Rl g .

; est localement convexe au voisinage de X :

& daJ da,

et au voisinage de 6 = 0,
83> 0 = a; [¢6)] »a; [¢(0)] = a;(x) = 0.
B-Si £ =0 minimise a,(Xx + &) sur K,:
VEEK, :a [x+El3a (X

b() - X € K,

= a, [{(8)] > 8, [L(0)] = a, (X) =
8 » 0
&
Y—Sig.g>01

Va>0,aa-.&>0=>g(¢(e)‘0_o 0.
Donc au voisinage de 6 = 0,
8 >0 == a; [((O)] > a, [L(0)] = a,(®) = O.

- Dans les trois cas, au voisinage de 6 = 0,
020 == a, [¢)] >a, [HO)] = a,(x) =0
D'autre part ag [¢(0)] = az(x) > O,

donc au voisinage de 6 = 0,

6=0

0.

»0

(4)
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8 >0 ==>a, [¢(0)] > 0. (5)

(4)
=% au voisinage de 8=0, 830 => a[¢(0)]>0
(5) = {(0)eA
A={xER" : a(x) > 0}

- ¢®) € C
=>¢(6) (S A.
$(e) € A
N+ af = ¢(ee)-x est un vecteur tangent & A en x : il suffit

de choisir une suite (8 Jyen 2U Voisinage de 8 =0, convergeant

vers 0 : la suite {q,\(e.) ceq de points de A converge vers X,

la suite g-el— [w(,) - ﬂ}kel converge vers n+af, donc
x

Va > 0, n+af €T,

limn+af=n€E€T , puisque T  est fermé,
a->0 A A

Donc K‘ (- TA C PA
== X vérifie 1'hypothése H(G) sur A.
(3)

Applications

X satisfaisant aux hypothéses (1) et (3), l'hypothése (2) sera
vérifiée en particulier

si A est pseudo-convexe en X et a un intérieur non vide, et
daJ
si Vj € E, = # 0.

a, vérifie alors 1'hypothése 2-v.

En effet :
A étant pseudo-convexe en X, ACX+P,,

D'aprés le théoréme 5, P;C K,
== P CK,

= ACX+ K'.

D'apres 1'hypothese (3), P, C G

A ayant un intérieur non vide, il en est de mé&me pour K
qui a donc mé&me dimension que l'espace entier.
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daj
Sipour j€E, — . & =0 VF,EK‘.
=
—_ - 1]
alors = £ =0 Ve €R
&,
et donc = - 0, ce qui est contraire a l'hypothése,
b] E b
Donc Vj € E, 3¢ € K¢t 3y - £>0
&
et VkEE,k#J:dx.“;;O.
_ sy da _
Soit alors £ = Z E: —E, £ > 0,
JeE dx

. si chacune des contraintes actives est
- soit linéaire

| elle vérifie alors l'hypothése 2-a

- soit convexe

I elle vérifie alors 1'hypothése 2-qu

- soit pseudo-convexe sur K‘ en X
d.':»._1
- soit quasi-convexe avec = 70

dans ces deux cas, elle vérifie alors 1'hypothése 2-f . En
effet : supposons qu'il s'agisse de la contrainte d'indice j,
d'apreés le théoréme 7 , les conditions de Kuhn et Tucker sont
alors suffisantes pour que &, = 0 maximise - a, (X + £) pour
£ € K,. Ces conditions s'écrivant
da (X)
E 13 =
u > 0, ut. = .8, =0
Ju e ®m'EH:
d—a_] da
- — E — _
dx +u dx 0
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sont vérifiées si l'on prend u* = %1 st k =1
0 sinon
- soit concave, et El étant 1'ensemble des indices des contraintes
actives concaves, 3JXE€EX + G : a (%) > 0.
1

a, vérifie alors l'hypothése 2-Y,
1

En effet :
dav‘l

== (3(i - %) 3 agl (ﬁ) - agl(ﬂ

°
> 3, (x)

et il existe & :

da, _
1
tel que I £ >0,

da_
.si G =R" etsi dTg est de rang égal a |E|.

a, vérifie alors 1'hypothése 2-Y.

En effet : -
daIg
dx

g appartient alors & K, = K, N G = K, N R".

soit u > 0. 3% : T=u>0.






CHAPITRE i
DUALITE

Nous envisagerons dans ce chapitre les relations existant entre
deux programmes mathématiques dits "en dualité'', entre leurs so-
lutions et entre leurs valeurs optimales,

II §1 - PROBLEMES DUALS ET MINIMAX

Dans (48], Stoer, puis dans [32]), Mangasarian et Ponstein ont
défini deux programmes duals trés généraux et un probléme de col
associé.

Soit ¢ : R® xR* ——> R ,
et soient XCR et U CR",

1 - Soit ® le premier programme (programme 'primal') :

Sup Inf ¢(x,u),
1€X u€y

ou encore, en posant (€) = {(x,u) : ¢(x,u) = Inf ¢(x,n)},
néu

Sup {d(x,u) : (x,u) € ().
Soit (§, ﬁ) une solution de < : alors

G(%,8) = Sup  Inf G(x,u) = Inf ¢{x,u).
x€X u€y u€E

2 - Soit @ le second programme (programme ''dual') :

Inf  Sup ¢(x,u),
4EU 16X
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ou encore en posant (®) = {(x,u) : ¢(x,u) = Sup ¢(y,u)}
YEX

Inf {¢(x,u) : (x,u) € (D)}
Soit (x*, u") une solution de ® : alors

$(x*,u*) = Inf Sup ¢(x,u) = Sup  ¢(x,u’).
u€vy x€EX X€EX

3 - Soit P' le probléme associé (probléeme "'de col") :
3?2(X,0) € X x U : V(x,u) € X x U, ¢(x,0) < (X, W) < UX,u),

ou encore ((X,T) = Sup ((x,T) = Inf {(X,u).
x€X u€y

p* peut donc s'écrire
37 (x,u) € () N (®).

Remarque

Ces problémes peuvent ne pas avoir de solution (si 1'inf ou le
sup n'est pas atteint ou si (2), (@) ou (@) N (@) est vide
par exemple).

- I1 y a équivalence entre le probléme de col P° et les deux
problémes & et @ .

Lemme 1
(%,4) est solution de P°* (1)
{(¥,1) est solution de < et de @, (2)
(1) = (2) :

- Soit (x,u) € (@)
=> (x,u) ¢ Yx,T°)
TE U ==¢ (x,u) < ¢(x,0)
(x,u) est solution
de P —
=>¢’(x:a) < (I)(X,a)
x €X

et (X,0) est solution de @,
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- Soit (x,u) € (@)

= d(x,u) > U(X,u)
g EX

= §(x,u) 2 $(X,u)
(X, u) est solution
de P*

ue U

et (X,u) est solution de @.

§=¢(E,U) 2 U(x, 1)

. (2) ==(1) :

(X,U) solution de @ = (x,u) € (@)
= (X,0) € (@) N (@)
(x,u) solution de € —= (X,u) € ()

et (X,u) est solution de P

Remarques

Aucune hypothése de continuité ni de concavité n'a étéfaite
sur ¢.

On adoptera les conventions suivantes :

Inf h(x) = + ® et Sup h(x) = - ®
x€Q@ xEP

si h : R"—>R.
Lenmme 2,

Si (@) et (@) sont non vides :

V(x,4) € (@)
2 2 $(x,0) € G(x. ) (1)
Vix,u) € (@)

Inf {{(x,u) : (x,u) € @)} > Sup {{x,u) : (x,u) € (R)} (2)

(1) 11 1 1 1
(@) # @ ==13(x,u) € () : Yu € U, ¢(x,u) < ¢(x,u)

@+ 0 =3%h e @ : Vx € X, ¢x,18) < ¢} b

devu . s -
. —_ q)(:l(,u) € ¢p(x,u) € ¢(x,0)
x € X

et ¢(&,8) < ¢&,d).
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(2)
(@) et (®) étant non vides
Vix,h) € (@)
\ Gk, 8) < bk
vt d) e @
et donc Sup {¢(x,u) : (x,u) € (@)} ¢ Inf{¢(x,u) : (x,u) € (®)}.

Remarque

Si (@) et/ou (@) est vide, d'aprés les conventions adoptées

1]
|
8

Sup {b(x,u) : (x,u) € P}
Inf {¢(x,u) : (x,u) € P}

"
+
8

et la relation (2) est encore vérifiée,

- La suite du paragraphe reprend 1'étude de Stoer, Mangasarian
et Ponstein, en utilisant toutefois, lorsque cela est possible,
(théorémes 12 et 13) des fonctions quasi-concaves (resp. quasi-
convexes) et s,c,s (resp. s,c.i) au lieu de fonctions concaves
(resp. convexes) et continues, grice & une généralisation du
théorédme du Minimax de Kakutani [27] et Von Neumann due &
Sion [46].

Théoreme II : Théoreme du Ninimax
Soit ¢ : (x,u) € X x U——> (x,u) €ER .

Si . X et U sont deux sous-ensembles convexes compacts
de R* et R" respectivement
¢ est

continue et concave en x
(Kakutani)
continue et convexe en u

s.c.8 et concave en x

(Von Neumann)
s.c.i et convexe en u

8.c.8 et quasi-convave en x
(Sion)
§,c.i et quasi-convexe en u
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alors

Max Min ¢(x,u) = Min Max ¢(x,u),
TEX u€Ey ué€y X€EX

3(§,&) € X x U tel que

Vix,u) € X x U : §(x,0) € ¢(x,0) € ¢(x,u).

Démonstration : cf, [46].

Définttion 13

L.

Soit ¢ : X xU—>R, od X et U sont des convexes fermés
de R® et R"™ respectivement.

¢ a la propriété inf en (X,U) € X x U si

3V(d) voisinage fermé de uw

: YuE V(@) NU, ¢(X,T)<Max ¢(x,u)

JE C X compact convexe 134

¢ a la propriété sup en (x,u) € X x U si

3V(X) voisinage fermé de x
: VXEV(R)N X : §(X, T) 3 Min ¢(x,u)
[ Y313

JF C U compact convexe

Théoreme 12 : Théoreme de Stoer

Soit ¢ : X x U——>R, od X et U sont des convexes fermés
de R* et R" respectivement,

Si . ¢ est continue et concave en x

et s.c.i, et quasi-convexe en u
I(x,u) € X x U : ¢(x,u) = Inf {$(x,u) : u € U} (A)

alors une condition nécessaire et suffisante pour que

(1) (i,fn) est un col pour ¢ sur X x U
Ju €U :

(2) ¢ (x,0) = ¢(x,)

est que ¢ ait la propriété sup en (x,1).
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B Si . ¢ est s.c.s. et quasi-concave en x
et continue et convexe en u
J(X,0) € X x U : ¢(%,0) = Sup {{(x,T) : x € X} (B)
alors une condition nécessaire et suffisante pour que
(1) (%,73) est un col pour ¢ sur X x U
Ix € X :
(2) ¢&,9) = ¢(x,7)
est que ( ait la propriété inf en (x,u)
I Réf : [48].

B. LA CONDITION EST NECESSAIRE

Soit (%,d) un col pour ¢ sur X x U , vérifiant (2),

Soient E = {£} et V(@) un voisinage fermé quelconque de T,
V(x,u) € E X (V@ N U) : (X, = ¢(x,T < ¢(x,u).

¢(x,0) < Max ¢(x,u) , Yu € V(@ N U,

X€EE

et ¢ a la propriété "inf" en (Xx,u).
LA CONDITION EST SUFFISANTE

- D'aprés le théoréme 11
I%,0) €EE x (V@ N U) :
V(x,u) €E x (V@ N U), ¢(x,u) » $(%,8) > ¢(x,8) (3)

et (L)(g:,gx) = Min Max {(x,u) (4)
WEV(GINU x€E

(4)
% = ((X,7) < ¢(x,%)
Propriété inf en (X,0)

(3)

TEeEV@NU

= (%,8) < ¢ ) =, D0R,0)=0E)

(5)

(B) e G(%,T) < YED)

$EX
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(5)

=>VX c X: q)(xlﬁ) < d—'(%,m
(B)
(3)

(5)

= VYu € V@@ N U, X, = ¢(%,0) ¢ $(X,u) (6)

-Vu €U, ug V@, Iu€,1(: b = [pu + (1-p) W € V(@.

(6)
[ o 1
u e V@ et <ebow — G (x,T)<d (%,u)

(7)
¢ convexe enu = {(x,4) <p(&,u)+(1-1) ¢ (£,
- (6)

=V (x,u) €X xU: ¢ (x,0) < $ED) = Wx, 1) = d(x, T < $(x,u)
(7)

La démonstration est analogue.

Théoreme 13 : Théoréme général de dualité

Soient € et @ les programmes primal et dual définis au
début de ce chapitre, (@) et (@) 1l'ensemble de leurs solu-
tions réalisables, On suppose que X et U sont deux con-
vexes fermés de R" et R" respectivement,

Si ¢ est continue et concave en X

et s.c.i et quasi-convexe en u
alors une condition nécessaire et suffisante pour que (X,u) soit
solution de ® est que

3 € U tel que (X,1) soit solution de @ et de @,
si et seulement si ¢ a la propriété sup en (X,1u).

Si ¢ est s.c.s et quasi-concave en x,

et continue et convexe en u,
alors une condition nécessaire et suffisante pour que (X,u)soit
solution de @ est que

35’: € X tel que (?{,m soit solution de @ et de @, si et
seulement si ¢ a la propriété inf en (X,7).

Réf : (48] et [32].
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(x,u) est solution de @ ==>¢(X,T) = Inf {¢(X,u) : u € U}

° ¢'(-faﬁ) = 4'(§lﬁ) (1)
Théoréme 12-A ==Ju€U: R
(x,u} est un col pour ¢ sur XxU (2)

si et seulement si ¢ a la propriété sup en (X,u).

(2)
== (i,%) est solution de @ et de @,
Lemme 1 ‘

La démonstration, analogue a celle de A, utilise la partie B
du théoréme 12,

Théoreme 14 : Théoreme strict de dualité

B.

Il est des cas particuliers ol on peut montrer que ¢ vérifie
soit la propriété sup, soit la propriété inf,

On suppose ¢ convexe en u , concave en X , et continue,

[ Si . (X,u) est solution de @,

£l

. ¢(X,u) est strictement convexe dans un voisinage de

alors (X,u) est solution de @,

Si , (x,u) est solution de @,

%]

. ¢(x,@) est strictement concave dans un voisinage de

| alors (x,u) est solution de .

Réf : [32]

La fonction ¢(x,u) a la propriété inf en (X,U).
Soit € > 0, et soit A = {x € X : ¢(x,7) » (X,T) ~ €},
X €A

. A est convexe et fermé,
. Supposons que A ne soit pas borné,

Vo >0, 3x :|lx|]l =1 et X+ w x €A,
A convexe ===>Yo € 10, w,], ¥ + px; € A,
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Si w, tend vers l'infini, Q = {x; : |Ix{| =1, ¥ + w x; €A}
est un ensemble infini contenu dans le compact S={x:||x|| =1},
il contient donc un point d'accumulation, soit x*

Alors Vp 2 O, X + px. €A, x* étant un point d'accumulation
de Q et ¢ étant continue,

¢(x,u) étant strictement concave au voisinage de X :
Vo > 0, ¢x + px", ul < ¢(x,u).
Appelons & 1la différence OE,u) - (X + 'p‘x',ﬁ'), alors

& > 0.

Soit p > p, alors X + Bx. = % (x + px‘) + (1 - %) x. Alors

VE +px, ) > %cl»(;(- +px, 1) + (1 - g—) ¢ (X, u), puisque ¢
est concave en x, On en déduit que

OE + px" M ¢ £ oE + px50) + £E2L 4%, 7
5 5
< omm -2,
)

p pouvant &re choisi arbitrairement grand.

Si D>€%.¢(§+pX'.1T)<¢(?:,1T)—s
et X + px € A, contrairement a l'hypoth2se faite.
Par conséquent, A est borné .

. Soit V(u) un voisinage de T tel que

V@ N v ={u €U :|hx,u) - dx, D] € -;-g Vx € A.

Un tel voisinage existe, car ¢ est continue, et donc unifor-
mément continue sur A x (BN U), ot B est un compact
quelconque contenant u,

¢(x,u) étant continue

AX + (1-1) x° € A,
Vx' € X, x" € A, Ir €10,1( : 3 L
X + (1-Ax", T = b(x,0) - €.

4
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Soit u € Viu) N U :

WE ) > WED - 5 & € A)
* €
PONT + (1-M) %', T+ 5
> OAX + (1-2A) x*, u) (AX + (1-1) x* € A)
2AG(X,u) + (1 =A) ¢ (x*,u) (4 concave en x)

donc
bE,u) > b(x,u), VXEX, x" ¢ A,
A compact
== Max ¢(x,u) = Sup ¢(x,u), Yu € V(u) N U,
¢ continue en x T€EA x€X

(X,1) étant solution de @ :

¢ (X,10) € Sup ¢(x,u) = Max ¢(x,u), Yu € V() N U,
xX€X XEA

et ¢ a la propriété inf en (X,u).

(:?,E) est solution de @ et de ®@.
IREX : .

$(x, W) = ¢(x,1).

¢(x,1) étant strictement concave au voisinage de §,

o —_—
X = X,
A, La démonstration est analogue,

III §2 - DUALITE EN PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

- Soient ¢ : R®  — R,

a:R" — R,

X =CCR".
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Posons (x,u) = ¢(x) + va(x) et U = {u € R")" : u > 0}
Soit i(x) = Inf {¢(x,u) : u € U}

P(x) si a(x) 2 0

Inf {P(x) + ua(x) : u > 0} =
- ® sinon

® s'écrit alors

P : Sup {p(x) : a(x) > 0} ou Sup {9p(x) : x € C, a(x) > 0}.

X€C

Remarques : . Si {x € C : a(x) » 0} = O,
d'aprés les conventions antérieures, le
sup vaudra - «,

Nous retrouvons pour P le programme
étudié au chapitre II.

Jle dual ® de % s'écrit
D : Inf Sup {P(x) + ua(x)}).

u» XEC

Remarque : En programmation mathématique, les so-
lutions acceptables correspondent & des
inf ou sup finis, atteints a distance finie,
On remplacera par la suite inf par min
et sup par max,

. Cas particulier :

Si (1) a et ¢ sont différentiables sur C

(2) C est pseudo-convexe

(3) o(x) + va(x) est pseudo-concave sur C, Yus 0
alors, d'aprés le théoréme 4 :

Sup {¢(x,u) : x € C}

s(u)

9 (x)+ua(x) si et seulement si %(x)-pu % (x) € TP, (x)]
P, (x) désignant le pseudo-cdne tangent & C en x.
D s'écrit alors :

D' : ng ﬁfp(x) + ua(x) :-3—;% (x) +u %{ xyer IPc(x)]g
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ou encore, en supposant l'inf finiet atteint & distance finie :

Min ¢(x) + ua(x)

do da

1 . — —

D' | & (x) + u I (x) € TR (x)]
u 3 0,

Remarque : Si C =R ou R‘: .

on retrouve le probléme dual défini anté-
rieurement dans [24] ou [54] par exemple,

- Nous ferons par la suite 1'hypothése que C est convexe et
fermé,

- Nous pouvons appliquer aux problémes P et D les théorémes
13 et 14,

Théoreme 15 : Théoreme de dualité en proérammation mathématique.

A. T Si ¢ et a sont continues et concaves,

une condition nécessaire et suffisante pour que X soit solu-
tion de P est que

(1) (x,u) est solution de D

(2) uva(x) =0

si et seulement si @(x) + ua(x) a la propriété sup en (X,u’),
ot u* est non négatif et vérifie

4 w'a(x) = 0.
B. Si ¢ et a sont semi-continues inférieurement et quasi-

concaves, une condition nécessaire et suffisante pour que
(X,7) soit solution de D est que

(1) x est solution de P
31xEC: (2) (g:,m est solution de D
(3) Ua(%) = @a(xX) = 0.
si et seulement si ¢(x) + ua(x) a la propriété inf en (X,u)

I1 suffit d'appliquer le théoréme 13,



Exemple 1.
Soit P : Max {p(x) : a(x) » 0}

X,
ol x = € R?
X,

p(x)

a,(x)

- (x)?

u
L]

a,(x) "

X

e
s
=

1

A\

soit encore
Max - x

P:| -(x0

2

>0
X2 0

{x : a(x) > 0} = 0x,, C = R?

0
x [ ] est solution de P,

0

>4
"

Ecrivons le dual D de P :

Min {9(x) + uva(x) : u > 0, ¢(x) + uva(x) = Ma:zz 9(E) + ua()}
£€R

53
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[ Min - x, - u‘(x‘)2 + u? x,
ul > 0
D :
u? 3 0
- x, - u‘(xl)3 +u’x_= Max {- &, - u‘(§1)2+u2E,}
L £€R?

Si X fait partie d'une solution (X,u) de D,
avec u = [u' u¥ > 0,
0 = Max {E,(u? - 1) - ul(§,)%
£er’?
= Max {F,z(uz - 1)} car u' > 0.
gzeR
£, étant de signe quelconque, il faut que u? - 1 = 0.

Si (¥X,u) est solution de D, on a donc u? =1,
Prenons pour voisinage V(X) 1la boule B(0,e), avec € > 0,

et pour compact F 1'ensemble * :u't=0, u'?=1}). Alors
¢(x,u) = ¢(x) + ua(x) a la propriété sup en (x,u") :

¥x € V(TN X : X,u") » Min &(x,u).

u€eF
En effet
Max Min {P(x) + ua(x)} = Max [- x,+ 0x(~x )+ 1 x x,]
XEB(0. E) u=u®* XEB(0,E)
= 0,
Exemple 2.

Soit P : Max {9(x) : a(x) > 0}

2
ol X = € R°,
Xy

P(x)= X, - X,
a(x)= - (x)%

a,(x) = x,,

soit encore
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P : —(xl)z >0

X = [0] est solution de P,
0

Ecrivons le dual D de P :

Min {9(x) + uva(x) : u » 0, @(x) + va(x) = Max ¢(§) + ua(g)}

ger?
ou
; 1 2 2
Min x, - x, - u(xl) + u® x,
1
D : uw >0
u 30
X, - X, - ul(x)?+ u¥kx, = Max {§ - g, - u'(§1)2+u’£2}
¢er?
Pour que x fasse partie d'une solution (X,u) de D , il
faudrait que
0= Max &, - &, - ul(§))? + u?g,}
£eR3
= Max {& + £, u? - 1)} car u! > 0.
£er?
Ce max est non nul, puisque, §, pouvant tendre vers + o,
le max vaut + o .
Vérifions alors qu'il n'existe ni voisinage fermé de X ni
compact convexe F tels que
P(x) = 0 3 Max Min ({x, - ul(x,)? + x,(u® - 1)},
XEV(DHAX  ues
En effet, x, et x, pouvant varier indépendamment 1l'un de
1'autre dans V(X) avec des signes quelconques, il faudrait
avoir simultanément
Max Min [x, - u‘(xl)’] <0
2EV(XY  uer
et car V(X) est un voisinage de X=0.

Max Min [x,u?-1)] <0
€V (X) neP
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La seconde relation n'est vérifiée que si u? = 1.

Dans la premiére :

Min [x, - ux,)?} = x, - a(xl)z , ot

ueEr
a = Max {u! : u € F}
1
Ny ke

Le théoréme strict de dualité ne peut s'appliquer que dans sa
partie B , mais nous pouvons utiliser les résultats du cha-
pitre II et obtenir une forme particuliére du théoréme 15-A :

Théoreme 16

A,

A,

si

9 et a sont concaves et différentiables en X,
. X est solution de P,
. C est pseudo-convexe en X,
x vérifie I'hypotheése H sur C N {x : a(x) > 0},
alors
(x,u) est solution de D
Jugzo0
ma(x) = 0.
Si . 9 et a sont concaves,

(%,71) est solution de D,

p(x) + ua(x) est strictement concave dans un voisinage
de X

alors
X est solution de P

ma(x) = 0

Plutdt que de montrer que cp(x)‘+ ua(x) vérifie alors la propriété
sup en un certain point (x,u) , il est plus rapide d'utiliser
les résultats du théoréme 8 :

do da
&-+ u EEP[PC]

Jus 0

Ta(X) = 0.
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(X,4) est solution réalisable de D , d'aprés le théoréme
4-B, et Vi(x,u) € (@) : ¢(x) + va(x) > ¢(X) + ua(X)
3 ¢(X)
puisque u > 0 et a(X) >0,
et 9(x) + ua(x) > 9(X) + ua(x)

puisque Ta(X) = O,
Donc (X,u) est solution de D,

C'est une application directe du théoréme 14-B,
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