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EMPLOI DE LA METHODE D'ELIMINATION DE FOURIER
DANS LA THEORIE DE LA DUALITE DES PROGRAMMES LINEAIRES

par
J. BOUZITAT
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1. INTRODUCTION

Les démonstrations classiques du théoréme de dualité des pro-
grammes linéaires s'appuient en général sur le théoréme de sépa-
ration des domaines convexes, de Hahn-Banach, ou sur les théo-
rémes de point fixe, de Brouwer ou de Kakutani, c'est-a-dire sur
des théorémes qui sont loin d'étre élémentaires., Plusieurs de ces
démonstrations utilisent comme intermédiaire le lemme de Minkowski-
Farkas, déduit des théorémes précédents ou de propositions équiva-
lentes [9, 10, 13, 16 et 171(%),

On se propose de donner ici une démonstration élémentaire du
théoréme de dualité, et plus généralement d'étudier la théorie de la
dualité des programmes linéaires, a partir d'un lemme auquel on
donnera le nom de Fourier parce qu'il repose sur une méthode d'éli-
mination dans les systémes d'inégalités linéaires qui est due a
Fourier [8] et a été plus tard retrouvée par Motzkin et par Ville
(18], (Le lemme de Minkowski-Farkas est d'ailleurs un cas parti-
culier du lemme de Fourier.)

On appliquera enfin le lemme de Fourier & la démonstration
du théoréme de séparation des polyédres ou trongons convexes (cas
particulier du théoréme de Hahn-Banach), qui peut aussi servir de
base a la théorie de la dualité des programmes linéaires [13 et 17 ],

2. LEMME DE FOURIER

Un systeme comprenant un nombre fini de relations linéaires (éga-
lités, inégalités nu sens large ou au sens strict), portent sur un nombre
fini de variables, est impossible si, et seulement si, il existe une
combinaison linéaire de ces relations qui mette en évidence cette impos-
sibilité sous forme purement numérique.

Cela revient a dire que

a) cette combinaison linéaire élimine toutes les variables du
systeme ;

b) les multiplicateurs utilisés pour former cette combinaison
linéaire sont tels que la relation obtenue puisse étre écrite sans
ambiguité, c'est-a-dire que, si les inégalités sont toutes écrites
dans le méme sens (ce qui est toujours possible), les multiplicateurs
qui les affectent sont tous de méme signe et peuvent donc étre

(*) Les numéros placés entre crochets renvoient aux références bibliographiques
qui se trouvent & la fin du cahier,
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supposés tous positifs ou nuls, tandis que les multiplicateurs affec-
tant les égalités peuvent étre de signes quelconques (on dira dans la
suite qu’' une telle combinaison linéaire est "de type P ") ;

c¢) la relation numérique (égalité ou inégalité) ainsi obtenue
comme conséquence du systéeme n'est pas vérifiée,

I1 est évident qu'un systéme dont on peut déduire une consé-
quence numérique non vérifiée n'a pas de solution. (Toute combinai-
son linéaire de type P conduisant & une relation numérique non vérifiée
fait donc intervenir, avec des multiplicoteurs non nuls, des relations
linéaires incompatibles.)

I1 faut établir que, réciproquement, si un systéme linéaire du
type considéré n'a pas de solution, on peut en tirer par une combi-
naison linéaire de type P, comme il a été dit, une conséquence nu-
mérique non vérifiée, C'est ce qui va étre démontré de fagon é1é-
mentaire, par récurrence sur le nombre m des variables.

2.1. Cas & un systéme linéaire portant sur une seule variable (m = 1),

Si le systéme considéré comprend des relations purement nu-
mériques (c'est-a-dire ol ne figure pas la variable x ), alors ou
bien 1'une au moins de ces relations numériques n'est pas vérifiée,
ce qui met en évidence l'impossibilité du systéme sous la forme
annoncée, ou bien ces relations numériques sont toutes vérifides et
elles ne jouent aucun rdle dans la résolution du systéme qui est
équivalent 2 un systéme de relations linéaires contenant toutes la
variable x.

Chacune de ces relations est alors de 1'un des types suivants :

a) [ax - a, =0, avec af0]le=—|x-

b) [bx - b
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avec b > 0] == x
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c) [ex -¢co >0, avec c > 0] e
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avee d < 0] == x
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d) [dx - d
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e) [ex - e, >0, avec e<0]<=>Lx <e—

Chaque relation du type a) impose une valeur i la variable x .



Chaque relation du type b) ou c¢) impose un minorant, au sens
large ou au sens strict, a4 la variable x , et l'ensemble de ces
relations équivaut & une seule d'entre elles, celle qui impose le
minorant le plus grand, Si ce minorant maximum est imposé au sens
large par une relation du type b) et au sens strict par une relation
du type c), il suffit évidemment de retenir cette derniére relation,

Chaque relation du type d) ou e) impose un majorant, au sens
large ou au sens strict, a la variable x , et l'ensemble de ces
relations équivaut & une seule d'entre elles, celle qui impose le ma-
jorant le plus petit, Si ce majorant minimum est imposé au sens
large par une relation du type d) et au sens strict par une relation
du type e), il suffit évidemment de retenir cette derniére relation.

Des lors, si le systéme considéré n'a pas de solution, 1l'une
au moins des circonstances suivantes se trouve réalisée

1/ Deux des valeurs imposées g la variable x par les relations
du type a) sont inégales.

Alors 1'élimination de x , par combinaison linéaire, entre les
deux égalités incompatibles met en évidence l'impossibilité du sys-
téme sous la forme annoncée,

Par exemple,

ax - a, = 0
(a'x— al 0

} = [a'(ax-a,) -afa'x-a') =-ata,+aa!, = 0] ,

. <ot . a' a
ce qui n'est pas vérifié si a‘,’ # a°

2/ Une valeur imposée d la variable X parunerelationdu type a)
est soit inférieure (ou au plus égale) auplus grand minorant donné par
une relation du type b} (ou du type c)), soit supérieure (ou au moins
égale) au plus petit majorant donné par une relation du type d)(ou du
type e)).

Alors 1'é¢limination de x , par combinaison linéaire de type
P, entre 1'égalité et 1'inégalité incompatibles met en évidence 1'im-
possibilité du systéme sous la forme annoncée,

Par exemple,
ax - a
bx - b

X o . a
ce qui n'est pas vérifié si TD <

avec a >0

= 0’ o .
50, avec b >0 ==[-b(ax-a,) +a(bx-b)=ba, -ab 0],

0
0
bo

o~




%ax—a0

=0, avec a <0
ex - €, > 0,

avec e < 0} == [e(ax - a)) - alex-e)=-ea, +tae,>0],

. . . a e
ce qui n'est pas vérifié si —a—" > = .

3/ Le plus grand minorant donné par une relation du type b) (ou
du type c)) est supérieur (ou au moins égal) au plus petit majorant
donné par une relation du type d) (ou du type e)).

Alors 1'élimination de x , par combinaison linéaire de type P,
entre les deux inégalités incompatibles met en évidence 1'impossi-
bilité du systéme sous la forme annoncée,

Par exemple,

%bx - b, >0, avec b >0

ex - e, >0, avec e (0} =le(bx-b )+blex-e,) =eb, - be, >0],

ce qui n'est pas vérifié si % > i—°

En résumé, un systeme comprenont un nombre fini de relations li-
néaires portant sur une seule variable (m = 1) est impossible si, et
seulement si,

- ou bien il comprend une relation purement numériaquenon vérifiée ;

- ou bien l'élimination de x, par combinaison linéaire de type
P , entre deux des relations du systéme (deux égalités, ou une égalité
et une inégalité, ou deux inégalités imposant l'une un minorant et
l'autre un majorant a x) donne une relation purement numérique non
vérifiée.

Dans le cas contraire, le systéme considéré admet soit une
solution unique donnée par une relation du type a) ou par deux re-
lations des types b) et d) imposant une méme valeur comme mino-
rant au sens large et comme majorant au sens large, soit une infi-
nité de solutions comprises entre le plus grand minorant et le plus
petit majorant (c'est-ad-dire tous les points d'un intervalle fermé,
ouvert ou mixte),

2.2. Cas général.

Faisons 1'hypothése de récurrence selon laquelle le lemme de
Fourier, qui vient d'étre établi pour m = 1 , reste vrai pour m<k
entier positif déterminé (mais arbitraire), et montrons que, sous



cette hypothése, le lemme de Fourier est encore vrai pour m=k+1,
Le lemme de Fourier se trouvera ainsi établi, par récurrence, dans
le cas général,

Soit donc un systéme comprenant un nombre fini de relations
linéaires portant sur k + 1 variables Xy Xguuoyr X X0

Dire que ce systéme n'a pas de solution, c'est dire que, quelles
que soient les k valeurs numeériques substituées aux variables
Xy, Xg..., X, dans chacune des relations du systéme considéré,
le systéme ainsi obtenu, portant sur la seule variable x,,,, n'a
pas de solution,

Alors d'apreés les résultats obtenus pour le cas ot m =1,

- ou bien 1l'une des relations de ce systéme ne contient pas la
variable x,,, et n'est pas vérifiée par les valeurs numériques
données a X, Xy..., X,

- ou bien 1'élimination de X, . par une combinaison linéaire
de type P, entre deux des relations de ce systéme donne une rela-
tion non vérifiée par les valeurs numériques données a x, x

Xk'

I AR

I1 en est ainsi quelles que soient les valeurs numériques données
& X, Xy..., X 8l le systéme initial n'a pas de solution., Cela
revient & dire que 1' on obtient un systeme impossible portant sur les
k variables X;, X, eees X, , 0 partir du systeme initial impossible
portant sur les k + 1 wvariables x, X,,«ce, X, X,,,+ en conservant
les relations qui ne contiennent pas X,y €t eny joignant les relations
données par l'élimination de X, entre les couples de relations qui
le contiennent (deux égalités, ou une égalité et une inégalité, ou deux
inégalités imposant 1'une un minorant et l'autre un majorant a x .\

Il n'est nécessaire d'écrire toutes ces relations que si le
systeme initial ne comprend pas d'égalité contenant x, . A par-
tir de n inégalités contenant x,,, , on peut alors obtenir, par éli-

2 2 _ )
mination de x,, , au plus 114— ou 2—4—1 inégalités (suivant la
parité de n ) portant sur X, Xpuees X, . Si au contraire le sys-

téme initial comprend une égalité contenant x;,, , il suffit d'écrire,
en plus des relations qui ne contiennent pas b o les relations
données par l'élimination de x entre cette égalité et chacune
des autres relations contenant x,,, . Mais ces considérations, impor-
tantes pour la résolution pratique du systéme initial par la méthode
d'élimination de Fourier, n'interviennent pas dans la démonstration
du lemme de Fourier.]

kt1

Or, d'aprés l'hypothése de récurrence, le lemme de Fourier
est applicable au systeme impossible ainsi obtenu, puisqu'il porte



sur k variables au plus, On peut donc mettre en évidence son
impossibilité sous forme purement numérique, par une combinaison
linéaire de,type P, Mais, comme chacune des relations de ce sys-
tdme est soit une relation du systéme initial, soit une combinaison
linéaire de type P portant sur deux relations du systéme initial (les
inégalités du systéme initial intervenant seulement, avec des mul-
tiplicateurs positifs, dans les inégalités du nouveau systéme), toute
combinaison linéaire de type P portant sur les relations du nouveau
systéme peut étre obtenue par une combinaison linéaire de type P
portant sur les relations du systéme initial,

Donc, si le lemme de Fourier est applicable § tout systeme com-
prenant un nombre fini de relations linéaires portant sur k voriables
au plus, il est encore aopplicoble o tout systeme de ce type portant sur
k +1 wvariables.

Le lemme de Fourier est ainsi établi, par récurrence, dans
le cas général,

Note complémentaire. - Dire qu'un systéme S comprenant un nom-
bre fini de relations linéaires compatibles, portant sur un nombre
fini de variables, implique une inégalité linéaire L , portant sur
ces variables ou sur certaines d'entre elles, revient a dire que l'on
obtient un systéme linéaire impossible en adjoignant au systéme S
1'inégalité linéaire 'non L' (qui est la négation de L), tandis que ni

le systéme S ni 1'égalité "mon L' ne sont impossibles,
y g

L'application du lemme de Fourier a ce systéme linéaire im-
possible montre alors que l'inégalité L est impliquée par le sys-
teme S si, et seulement si, elle est impliquée par une combinaison 1li-
néaire de type P des relations du systeme S . (C'est sur une méme
fonction linéaire (homogeéne) des variables que portent 1'inégalité L
et cette combinaison linéaire des relations de S , qui peut étre
une égalité ou une inégalité,)

oOn retrouve ainsi, comme conséquence du lemmede Fourier, une gé-
néralisation du lemme de Minkowski-Farkas.

3. THEORIE DE LA DUALITE DES PROGRAMMES LINEAIRES
On établit, de fagon classique (17], que tout probléme de program-
mation linéaire peut &tre mis sous la 'forme canonique'' suivante :

Déterminer un ou plusieurs ''vecteurs programmes'

x = (X,, X500, X..) satisfaisant aux n contraintes linéaires :

m
z x;a;; »b;  pour J€{1,2,...., n},
1=1
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ainsi qu'aux m conditions de signe
x;, 20 pour i€{1,2,...., m},

et 4 la condition d'optimisation linéaire

x;¢; minimum,

[.'E

i=1
Si l'on désigne par b = (b, b,,..., b) le vecteur des se-
conds membres bJ. s

- par A = {a;;) la matrice &4 m lignes et n colonnes des
coefficients ay

1

- par ¢ = 2 le vecteur des coefficients c; ,

cm

le programme linéaire précédent peut s'écrire, selon les conven-
tions classiques du calcul vectoriel et matriciel [produit scalaire
ligne par colonne, et adaptation des ''formats' (p,q) des matrices

M a p lignes et q colonnes],
(p.q)

X A P b
(1,m) (m, n) (Lm)
(D) X > 0
(1,m) (1,m)
X c minimum
(L,m)  (m 1)

3.1. Cas ou le programme linéaire (I) admet une solution hornée.

Alors cette solution X vérifie les contraintes et les condi-
tions de signe de (I), et donne a la ''fonction économique "' xc la
valeur minimum finie Xc = v .

3.1.1. Théoreme fondamental de dualité.

Dire que X est solution du programme (I) revient a dire que

XA

x = [xc > ¢ = v]

s

WV

b
0



1

ou, de fagon équivalente, que le systeme des (n+m + 1) relations
linéaires

xA 2 b
(1) x 2 0
-Xc¢c > =-XC = -V
n'a pas de solutionen X = (xl, Xosanes Xm) .

D'aprés le lemme de Fourier, il existe donc des multiplica-
teurs, tous positifs ou nuls (parce que les inégalités sont toutes
écrites dans le méme sens),

i
y

. 0
.

formant un vecteur y P 0

|

]

=

S

formant un vecteur A > 0
(m, 1)

e W I

> 0,

-]

qui, affectant respectivement les (n + m + 1) inégalités du sys-
téme (1), permettent d'en déduire par combinaison linéaire une iné-
galité purement numérigue non vérifiée,

Mais, par hypothése, les (n + m) premigres inégalités (con-
traintes et conditions de signe) sont compatibles, puisque le pro-
gramme linéaire (I) admet une solution, La combinaison linéaire qui
met en évidence l'impossibilité du systéme (1) fait donc intervenir
la derniére inégalité avec un multiplicateur A, non nul. Donc
7\0 > 0, et, en multipliant tous les multipli(_:_ateurs par une méme
constante positive, on peut toujours prendre A =1,

La combinaison linéaire ainsi formée conduit 4 la relation sui-
vante (écrite sous forme matricielle) :

XAy +XA-XCcho>by -Xcho,

qui est une conséquence du systéme (1).
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Puisque cette combinaison linéaire élimine toutes les va-
riables x,,

Ay+ X -ch_ =0,

>

Puisque la relation purement numérique ainsi obtenue, qui est
une inégalité au sens strict, n'est pas vérifiée ,

by -Xcho >0 .

Ainsi, il existe des vecteurs y et N et un scalaire
(n, 1) (m, 1)

7\_., ., tlels que

>
<oy

&
>1

2

[e] o
>

[}

>1

A\

[

b

M
>1

> X c

o 2

ou encore, de fagon équivalente, puisque X > 0 et que l'on peut

prendre A\, = 1 , il existe un vecteur y tel que :
(m, 1)

Ay < c,
(2) y >0,
by » xc ,

Mais, d'autre part, d'aprés les contraintes et les conditions
de signe du programme linéaire (I), dont x est solution,

Wl

A >b,
(3)

Ed]
v
o

Les relations (2) et (3) impliquent manifestement

by <¥AJgxc,
b

< <l
4
"l
[¢]

d'ou

«<i
"
i
O
[

il

(4) E
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I1 en résulte que § est solution du probléme de programmation
linéaire

A y g ¢
(m,n) (n, 1) (m 1)

(I1) y 3» 0
(n, 1) (n, 1)

b y maximum
(1,n) (n,1)

qui est, par définition, le programme linéaire dual du programme li-
néaire (I), et qui a été ainsi formé trés naturellement & partir du
programme (I), [A chaque contrainte de l'un des problémes corres-
pond une variable de 1l'autre probléme.]

En effet les contraintes et les conditions de signe des problémes
(I) et (II) impliquent :

(5) by <xAy<xe

de sorte que la relation (4} by =Xc implique & la fois

x ¢ = min x ¢, sous les contraintes du probleémes (I)
* (ce que 1'on savait déja),

o
<
n

max by, sous les contraintes du probléme (II),
y

clest-a-dire que X et ¥ constituent un couple de vecteurs programmes
optimums.

Ainsi le fait que le programme linéaire (I) admette une solution
bornée X implique que le programme linéaire dual (II) admet une solu-
tion bornée Y et que les deux programmes linéaires en dualité admettent
des optimums égaux.

min xc¢c = max by
x Yy

C'est le théoréme fondamental de dualité des programmeslinéaires.
[I1 importe d'observer que la relation de dualité entre lespro-
grammes linéaires (I) et (II) est réciproque.]
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3.1.2. Relations d'exclusion.

D'aprés les contraintes et les conditions de signe des pro-
blemes (I) et (II) ,

1

xc - by

x(c -Ay)+(xA -Db)y

Ainsi

{(m + n)

it

m\
A
i i

1
(xc - by) est mis sous
termes tous positifs ou nuls,

i j=1

)2 auyj)+ 2(

j=1 i

n

L]
- Xify T bJ)yJ >0

la forme d'une somme de
de sorte que :

0 pour i€{1,2,...,m}

(6)
0 pourj&{L,2,..,,n}

Ces (m +n) conditions, dont chacune exprime la nullité d'un
produit de deux facteurs positifs ou nuls (et, par conséquent, la
nullité de 1l'un au moins de ces deux facteurs), sont donc néces-
saires et suffisantes pour qu'un couple de vecteurs programmes

“x , et y réalisables, c'est-a-dire vérifiant les contraintes et les
1 (n, 1)

conditions de signe des problemes (I) et (II),
grammes optimums,

soit un couple de pro-

Ce sont les relations d'exclusion, sous leur forme faible.

On peut encore les écrire de la fagon suivante :

[ 0] =>[V v, 12_1 a,y,= ci]
[ X8, > bj]=>[V v, §,~ = 0]

S'il existe un programme optimum x du probléme (I) dans
lequel une variable 1_(, est strictement positive, la contrainte cor-
respondante du probléme dual (II) est. ''bloquée" (ou serrée) dans
tout programme optimum ¥,

w1

3
(1)
3

S'il existe un programme optimum x du probléme (I) dans
lequel une contrainte n'est pas ''bloquée’' (ou serrée), la variable
correspondante ?j du probléme dual (II}) est nulle dans tout pro-
gramme optimum "y .

Les relations d'exclusion, sous leur forme forte, expriment que
les implications (7) sont en fait des équivalences, ou encore que les
réciproques des deux propositions précédentes sont vraies, Le lernme
de Fourier permet d'en donner une démonstration élémentaire,
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Supposons qu'il n'existe pas de programmeoptimum X du pro-
bleme (I) dans lequel X; > 0.

Alors le systéme des (n + m + 1) relations linéaires

, avec x,; >0,

n'a pas de solution en x = (X, X, ..., X)) .

On peut donc lui appliquer le lemme de Fourier, comme on
1'a fait plus haut pour le systeéme (1), Si l'on conserve les mémes
notations pour les multiplicateurs, on peut maintenant affirmer que
Ay >0, puisque 1'impossibilité du systéme est due & la présence
de l'inég_alité stricte x; > 0, mais on doit conserver le multipli-
cateur A_ >0 sans supposer a priori qu'il soit strictement posi-
tif,

I1 existe donc un vecteur § et un scalaire '}(0 tels que

(n, 1)

A 2 a;y; < ¢\, (puisque %, >0),

=
<
n

(¢}
>
[«

»

<

@

o

N

<
A\
o
.
>
o
\2
(=]

o2
<1
v
I
(]
> )

Mais, d'autre part, ces relations, jointes aux contrainies et
aux conditions de signe (3) du programme linéaire (I), dont x est
solution, impliquent

$XAY g

"
(]
|
o

b
b

<<
L
[e]

2>

>l

= Xc

<

d'ou b

o *

a) Si -Xo >0 , onpeut prendre A, = 1, etalors y estun pro-

gromme optimum du probléme (II) tel que 2 a;;y; <c,, clest-a-dire
i=1
dans lequel la contrainte correspondant a la variable x; du pro-

bléme (I) (nulle dans tout programme optimum X ) n'est pas blo-
quée,



n

Ay <0, avec a,v, <0,
i1
b)Si A, = 0, y 30,
by =0,

et alors il suffit d'ajouter y & un programme optimum quelconque
du probléme (II) pour obtenir un programme optimum vérifiant les
mémes conditions que celui obtenu en a),

La réciproque de la premiére relation (7) est ainsi établie,

Supposons qu'il n'existe pas de programme optimum X dupro-
m

bleme (I} dans le quel Z X, a,> b, .
i=1
Alors le systéme des (n + m + 1) relations linéaires

mﬁ

XA >2b , avec }_ xa,, >bj ,
i=1

X >0,

-XC 2 -« X = -V,

n'a pas de solution en x = (x,, %,,..., xm) .

On peut donc lui appliquer le lemme de Fourier, comme on
1'a fait plus haut pour le systéme (1). Si l'on conserve les mémes
notations pour les multiplicateurs, on peut maintenant affirmer que

}_'j > 0, puisque l'impossibilité du systéme est due & la présence de
m

1'inégalité stricte 2 X a2 bj , mais on doit conserver le mul-
- i=1

tiplicateur A, »0, sans supposer a priori qu'il soit strictement po-

sitif,

Il existe donc un vecteur y et un scalaire 7\0 tels que

J

(n,1)

A 407—\0,

<) <)

>,0,avec3_7j>0, X 20,

chD s

b

~<|
A\

et 1'on montre, comme dans le cas , que by = xci,

a) Si A, > 0, on peut prendre 7\0 = 1, et alors y est un
programme optimum du zg_robléme (II] tel que }7J > 0, c'est-a-dire dans
lequel la variable Y5 correspondant a la contrainte de rang j du
probléme (I) (bloquée dans tout programme optimum x ) est stric-
tement positive,



Ay< 0,
b) Si A, =0, vy 0, avec y, > 0,
by =0,

et alors il suffit d'ajouter § a un programme optimum quelconque
du probleme (II) pour obtenir un programme optimum vérifiant les
mémes conditions que celui obtenu en a).

La réciproque de la seconde relation (7) est ainsi établie,

En conclusion, on a donc établi les relations d'exlusion, sous
leur forme forte :

[3§|§1>0] <=>[v§, \:‘_a”.ijzci]
ic1
(8) _ o _ _
[BXIZXiaij>bJ]<=>[Vy, j=O:|
i1

Les riles joués dans ces relations par les programmes opti-
mums x et y , solutions des problémes en dualité (I) et (II) ,
peuvent bien entendu étre échangés,ce qui revient a remplacer cha-
cune des propositions qui y figurent par sa négation, (Cela permet-

trait d'ailleurs de déduire la seconde relation (8) de la premiére.)

3.2. Cas ou le programme linéaire (I) n’admet pas de solution bornée.

Alors

- ou bien les contraintes et les conditions de siégne de (I) sont
incompatibles,

- ou bien, si les contraintes et les conditions de signe de (I)
sont compatibles, la forme linéaire xc ¢ minimiser peut prendre des
valeurs indéfiniment décroissantes.

Dans chacun de ces deux cas, il est exclu que le programme
linéaire dual (II) admette une solution bornée, ce qui impliquerait
l'existence d'une solution bornée pour le programme linéaire (I), en
vertu du théoréme de dualité et de la réciprocité de la relation de
dualité entre les programmes (I) et (II),

De plus, dans le second cas, il est exclu que les contraintes
et les conditions de signe du programme linéaire dual (II) soient
compatibles, car l'existence d'un couple de vecteurs programmes
<1X) et ( y” réalisables impliquerait l'existence d'une solutionbor-

Ll n,
née pour chacun des programmes (I) et (II), en vertu de la relation
(5) by <« xAy g xc, vérifiée par tout couple de vecteurs pro-

grammes réalisables.



Ainsi, en plus du cas (étudié en 3,1,) ol les deux programmes
linéaires (I) et (II)'en dualité admettent des solutions bornées x et
¥, conduisant 4 des optimums égaux X c = by (en vertu du théo-
réme de dualité), trois cas sont possibles

- ou bien les contraintes et les conditions de signe de (I) sont
incompatibles, et il en est de méme pour les contraintes et les condi-
tions de signe de (II);

- ou bien les contraintes et les conditions de sidgne de (I) sont
incompatibles, et la forme linéaire by a maximiser dans (II ) peut
prendre des valeurs indéfiniment croissantes ;

- ou bien la forme linéaire xc ¢ minimiser dans (I) peut prendre
des wvaleurs indéfiniment décroissantes, et les contraintes et les con-
ditions de signe de (II) sont incompatibles.

—

(Il n'est pas difficile de trouver des exemples de chacun de
ces cas [17).)

Le lemme de Fourier permet encore de retrouver ces résul-
tats.,

Supposons que les contraintes et les conditions de signe du
probléme (I) soient incompatibles.

Alors le systéme des (n + m) relations linéaires

xA »b,
0]

X 2 B

n'a pas de solution en x = (X;, Xy ..., X,) .

On peut donc 1lui appliquer le lemme de Fourier, comme on
1'a fait au § 3.1,1, pour le systéme (1) qui comprenait seulement
une inégalité stricte de plus, Si l'on conserve les mémes notations
pour les multiplicateurs (en annulant X, ), on voit qu'il existe un

vecteur Y tel que
(n, 1)

Ay <0 (exprimant que Ay + X = 0, avec a3 0) ,
y >0 ,

by >0 (exprimant que larelation 0 » by n'est pas vérifiée).
Alors

- ou bien les contraintes et les conditions de signe du probleme
(1I) sont incompatibles,
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- ou bien il suffit d'ajouter (kYy) , k étant un scalaire posi-
tif assez grand, ¢ un programme réalisable quelconque y du probleme

(II) pour obtenir un programme réalisable (y + KY) donnantdla forme
linéaire omaximiser une valeur (by + kby) aussi grande qu'onle veut.

Supposons que la forme linéaire xc a maximiser dans le pro-
bleme (I) puisse prendre des valeurs indéfiniment décroissantes.

Alors le systéme des (n + m + 1) relations linéaires
xA gy b,
0

X 2

3

-XCc > u

3

admet des solutions en x = (xl, b S xm) quel que soit le sca-
laire donné u,

Donc, quel gue soit le scalaire u, il n'existe pas de combinai-

son linéaire de type P (cf, § 2) conduisant & une conséquence pu-
rement numérique non vérifiée de ce systeme,

Autrement dit (si l'on conserve encore les mémes notations
qu'au §3.1,1, pour les multiplicateurs), il n'existe pas de vecteurs

et A ni de scalaire A vérifiant les conditions
(n, 1) (m, 1)
Ay +X -chr,=0,
y>»0, %30, K%, >0,

bgr +uX0>O,

ou encore, de fagon €quivalente, puisque > 0, il n'existe pas de
vecteur 'y ni de scalaire A, tels que
(n, 1)

by > - uj)

o ¢
Puisque cela est vrai quel que soit le scalaire u , il en ré-

sulte que le systéme des (m + n) relations linéaires

Ay <

)

C
y >0,
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Y1
n'a pas de solutionen y = Y2 ), clest-a-dire que les contraintes

Yn
et les conditions de signe du probleme (II) sont incompatibles.

3.3. Note sur la forme générale &’ un couple de programmes linéaires en
dualité.

Etant donné un programme linéaire quelconque, qui n'est pas
nécessairement mis sous forme canonique, la méthode la plus sfre
pour former le programme linéaire dual est sans doute d'appliquer
le lemme de Fourier, comme il a été fait au § 3,1.1., pour le pro-
gramme linéaire (I) mis sous forme canonique,

Soit, par exemple, le programme linéaire général suivant, &
(m + p) inconnues scalaires

1 1 1 1
(x, Xpouw, x) = x°,
2 m (1,m)

2 2
(x}, x3,..., x}) = x2,
(1,p)

X1 All + XZ AZl > bl

(1,m) (m,n) (l,p) (p.1) (1,n)

X1 Al2 + %2 A22 = b2
(Ig) (L,m) (m, Q) (Lp) (p.Q) (1,a)

x1 > 0

(1, m) (1.m)
x1 e! + x2  ¢? minimum
(1,m) (m,1) (,p) (p, 1)

La méthode indiquée permet de former le programme linéaire
dual & (n + gq) inconnues scalaires

1 2
Y Yi
1 2
Y h
2 = oy, 2 = y? )
et (n, 1) (a. 1)
1 2
A Yq
Al oyl o4 A2 g2 ¢l
2
(m,n) (n, 1) (maq (al) (m, 1)
A2 yl + A2 g2 = 2
II (p.n) (n, 1) (r.a) (q 1) (.
g
y! > 0
(n, 1) (n, 1)
b’ y1 + B y2 maximum
(Ln) (n,1) (Le) (a1




21

A chaque contrainte de l'un des problémes (Ig) et (IIg)corres-
pond une variable ‘de l'autre probléme : une variable astreinte a
étre positive ou nulle s'il s'agit d'une inégalité, une variable sans
condition de signe s'il s'agit d'une égalité,

Et la relation de dualité entre les programmes linéaires gé-
néraux (Ig) et (IIg) est réciproque,

On pourrait reprendre sur la forme générale (Ig) (IIg) d'un couple
de prograommes linéaires en dualité l'étude qui a été faite sur la forme
canonique (I) (II). Mais, puisque la forme générale est réductible
a la forme canonique, les résultats qui ont été obtenus a partir de
la forme canonique ont une validité générale [9 et 17]. Il en est
ainsi, en particulier, pour le théoréme fondamental de dualité et
pour les relations d'exclusion,

4, THEOREME DE SEPARATION DES TRONCONS ET POLYEDRES
CONVEXES

Le lemme de Fourier permet d'établir trés simplement le théo-
réme de séparation dans le cas particulier des trongons et polyédres
convexes,

On sait que, dans un espace vectoriel de dimension finie, un
trongon est l'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés,
et qu'un polyédre convexe est un trongon borné,

Soient, dans un espace vectoriel R" de dimension n ayant pour
N

¢léments les vecteurs y = N , deux troncons oupolyedres convexes

(n, 1)
N

1 2 . PR L ;
et C° non vides, définis par les conditions sutvantes

n

. o o—_ 1

2 al, y; € c! avec i€{,2,...,m), ou A y < ¢ ;
i=t (m,n) (n, 1) (m, 1)

n
Y a, y, < ¢} avec h€{l,2,..., p}, ou A’y ¢ c?

j=1 (p.n) (n, 1) (p, )

Supposons que les deux domaines convexes fermésnon vides C! et C?
soient disjoints, c'est-a-dire qu'ils n'aient aucun point commun,
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Alors le systéme des (m + p) relations linéaires

Al'y <et,

(9) Ay g c?,
yl

n'a pas de solution en y = P . Mais les m premiéres rela-
Y,

n
tions, d'une part, et les p dernieres relations, d'autre part, sont
compatibles puisque les domaines C' et Cc? sont non vides.

D'apreés le lemme de Fourier, il existe donc des multiplica-
teurs, tous positifs ou nuls (parce que les inégalités sont toutes
écrites dans le méme sens) ,

(x! le:---” xm) formant un vecteur x! 3> 0 non nul ,
(L.m)

e ;) formant un vecteur x?
(1,9)

> 0 non nul ,

qui, affectant respectivement les (m + p} inégalités du systéme (9),
permettent d'en déduire par combinaison linéaire une inégalité pu-
rement numérique non vérifiée,

La combinaison linéaire ainsi formée conduit i la relation sui-
vante

xt Aly + x2A%y ¢ xte! + x%c?,

qui est une conséquence du systéme (9).

Puisque cette combinaison linéaire élimine toutes les va-
riables Vi s

x'A' + x%A? = 0,

Puisque la relation purement numérique ainsi obtenue, qui est
une inégalité au sens large, n'est pas vérifiée,

Ly x%c?2 <0,

[

Ainsi, il existe des vecteurs x! et x? , et un scalecire h,
(1.m) (1.p)
tels que

4

b

0 s

e

Al = _XZ
x2

(10)

»
v
[w)
W

%

o

AN

=

A

xwl
n
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I1 résulte alors des relations (10) et de la définition des do-
maines C'et C? que

(Y€ Cle==[A y c<c!] = [x'A yg x'c' <h)

2

ly € C2]<==>[Az y g ¢?] =>[;1Aly=—x_zA2y>/—x—2c‘>}_1]

Il existe done, dans l'espace vectoriel_ﬂ" ayant pour éléments
les vecteurs vy , un hyperplan d'équation x'Aly =h qui sépare stric-

(n, 1)
tement les deux troncons ou polyedres convexes disjoints C' et C?

c'est-g-dire que

v yec!, XA'y<h e yy€EC? xIAly > k.

(Puisque C'et C? sont non vides, les inégalités précédenteg

montrent que x' A' # 0 , de sorte que l'équation x'Aly = h

(l,m) (m,n) (L,n)
représente bien un hyperplan de l'espace R".)

On a ainsi établi, & partir du lemme de Fourier, le théoréme de
séparation de Hahn-Banach, dans le cas particulier des troncons et po-
lyedres convexes. Ce résultat peut aussi servir de base a la théorie
de la dualité des programmes linéaires [10, 13 et 17].



