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1. INTRODUCTION

Le probleme essentiel de la programmation mathématique peut
étre posé de la facon suivante :

— X,
, . , X
Déterminer unou plusieurs '"vecteurs programmes'” x = 2ler",
XI\'I
appartenant ¢ un ensemble CCR" de programmes réalisables défini

par (n + p) contraintes (n inédalités et p égdalités)
g;(x) >0 pour je {1, 2,..., 0,

he(x) = 0 pour ke {1, 2,..., p},

et donnant G une ''fonction économique'' f une valeur f(x) maximunm,

Ce probleme est manifestement une généralisation des pro-
blémes de programmation linéaire considérés dans les deux premiers
articles du présent cahier (des conditions de signe peuvent figurer
parmi les inégalités g;(x) >0). Et cette généralisation a une grande
importance en calcul économique [7 et 101(%).

Les fonctions g; et h, n'étant pas supposées linéaires,
l'ensemble C des programmes réalisables n'est pas en général un
domaine polyédrique convexe. La fonction économique f n'étant
pas supposée linéaire, 1l'ensemble des points x qui lui donnent une
valeur constante k n'est pas en général un hyperplan de R" , mais
les ensembles de points obtenus pour les diverses valeurs de k
forment une famille d'hypersurfaces deux a deux disjointes.

Résoudre le probléme considéré revient & chercher, dans le
domaine C , le ou les points situés dans l'hypersurface correspon-
dant 4 la wvaleur k la plus grande possible, ce qui suggére une
représentation géométrique analogue & celle qui est classique dans
le cas des programmes linéaires (voir le second article du présent
cahier, ¢ 2.3.). Mais il est facile de voir, par des exemples, qu'il
n'y a plus, en général, de ''programmes optimums extrémes'' jouant
un rdle analogue a celui qu'ils jouaient en programmation linéaire.
I1 se peut, en particulier, que le blocage de certaines contraintes

(*)} Les numéros placés entre crochets renvoient aux références bibliographiques
qui se trouvent & la fin du cahier.,
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ne suffise pas pour déterminer les programmes optimums, qui peu-
vent étre intérieurs au domaine C , ou intérieurs a une ''face"
ou 4 une "aréte'' du domaine C . La résolution du probléme s'en

trouve notablement compliquée,

Cependant, pour déterminer un programme optimum, il est
nécessaire de savoir quelles sont les contraintes qu'il bloque, parmi
les n inégalités g;(x) > 0 , car ces contraintes sont les seules
qui interviennent effectivement dans sa détermination, avec les p
égalités hy(x) = 0 . Il n'existe pas, en général, pour déterminer
les contraintes bloquées a l'optimum, d'algorithme aussi simple que
la méthode du simplexe applicable aux programmes linéaires [2 et 3],
Mais les conditions de Kuhn et Tucker(12], qui vont &tre présentées,
apportent une trés intéressante contribution & la question, et montrent
comment on peut, dans certains cas, tenir compte des contraintes
en ajoutant & la fonction économique une combinaison linéaire de
leurs premiers membres, (Ces conditions généralisent et précisent
les conditions de Lagrange, applicables au cas ou toutes les con-
traintes sont des égalités.) La détermination des ''multiplicateurs'
correspondants présente d'ailleurs un grand intérét dans les pro-
bléemes économiques,

La représentation géométrique & laquelle il a été fait allusion
montre que le probléme peut étre simplifié par des hypothéses de
convexité, C'est pourquoi on considérera d'abord le cas des ''pro-
grammes concaves'' (*), ot les conditions de Kuhn et Tucker peuvent
donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un pro-
gramme soit optimum, avant d'aborder le cas des "programmes linéa-
risables', ou les conditions de Kuhn et Tucker ne donnent, en gé-

néral, que des conditions nécessaires,

A la suite de Kuhn et Tucker [12]}, on montrera enfin comment
les mémes méthodes peuvent s'appliquer & deux problémes plus gé-
néraux faisant intervenir plusieurs fonctions économiques : un pro-
bléme de recherche de ''programmes maximin' [15] et un probleme de
recherche de ''programmes extrémes' (au sens de Pareto) [3 et 101,

Notre analyse s'appuiera essentiellement sur le théoréme de
séparation des domaines convexes [5], de Hahn-Banach, qui peut étre
remplacé par le lemme de Fourier (établi dans le premier article du
présent cahier) dans le cas des programmes linéarisables. L'emploi
du théoreme de séparation ne s'impose donc que dans le cas des
programmes concaves non linéarisables.

(¥ Les problémes de maximisation les plus simples sont les ''programmes con-
caves', tandis que les problémes de minimisation les plus simples sont les
"programmes convexes''. On peut d'ailleurs toujours transformer un probléme
du ler type en un probléme du 2nd type en remplagant les fonctions f et
g; par leurs opposées.
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2. RAPPEL DES PRINCIPALES PROPRIETES DES FONCTIONS
CONCAVES

Soit f une fonction & valeurs réelles d'une variable vecto-
Xy
rielle x = | *2| € R".

Xp

2.1. Cas des fonctions concaves quelconques,

La fonction f étant supposée définie sur une partie convexe S
de R" , on dit que f est une fonction concave sur S (ou, de
fagon équivalente, que ~—f est une fonction convexe sur S) si, et
seulement si, pour tout couple de points x , x de S et pour tout
scalaire 2 € [0, 1],

(1) f((1 - ) % +Ax) 2 (1 - N £(x) + Af(x)

[Tous les points ((1 - A) X + Ax) appartiennent 2 S en méme
temps que X et x , pour A € [0, 1], parce que S estun en-
semble convexe,

Lia condition (1) montre que toute interpolation linéaired'une
fonction concave (entre x et x) endonneune agpproximation par défaut

I~ Il est manifestement équivalent de dire que, rour tout scalaire
re lo, 1],

f(x + AMx - %) - 1(x)
A

(2)

2f(x) - f(X)

—
1l est encore équivalent de dire que, pour tout z & R" et tout
couple de scalaires A, , A, non nuls tels que (X + N z)E€ S et

()-(+>\.2Z)ES,

(3) (A € A2l

=

(% + Mz) - 1(8) | KX + hez) ~ ()
>\l }\,2

En effet, la relation (2) se déduit de la relation (3) pour
M =A, Ay =1, z =x~5%, et réciproquement la relation (3) se
déduit de la relation (2) puisque :
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- si 0 < Ay € )y, on obtient (3) en remplagant dans (2)

A par X—l et x par X + Az ,
2

- si A € Ay<0 , on obtient (3) en remplagant dans (2)

A par Aa et x par X + \Z,

M
- 8i Ay < 0 < Ay, on obtient (3) en remplagant dans (1)
-\
ou dans (2) A par e = Ay

X par (X + Az) et x par (X + A,z),
donc X + A(x — X) par X.

Si X est un point intérieur au domaine de définition S de
la fonction concave f , on peut prendre JA; <0 et 2A;>0, quel

que soit z€ R"™ . On déduit alors de la relation (3), ot l'on fait
tendre A1 ou Az vers 0 , que f(x +>\;) ~ 1% dmet deux li-

mites finies quand A tend vers 0 par valeurs négatives et par
valeurs positives, et que

f(x + Az) — £(x)

f(z + Az) - {(X)

lim > lim
Ao A A0 A
A<o A>o

Il en résulte qu'une fonction concave est continue en tout point
intérieur o0 son domaine de définition et admet enun tel point, sur toute
demi-droite, une dérivée directionnelle finie. Mais une fonction con-
cave peut étre discontinue ou admettre des dérivées directionnelles
infinies aux points frontiéres de son domaine de définition.

La condition (1) et les conditions équivalentes (2) et (3) expri-
ment qu'une fonction f est concave si,et seulement si, il en est de
meme de sa restriction ¢ toute portion de droite incluse dans son do-
maine de définition. [L'ensemble des points ({1 — AM)X + Ax), pour
A€ [0, 1], est le segment de droite d'extrémités x et x.]

Une telle restriction étant une fonction numérique d'une variable
réelle, cette remarque rend intuitives les propriétés des fonctions
concaves, par référence au cas particulier des fonctions concaves
d'une variable réelle. On peut, dans ce dernier cas, en donner une
représentation graphique dans un plan cartésien, ol le graphe d'une
fonction concave est une courbe continue tournant sa concavité vers
les ordonnées négatives, pouvant présenter des points anguleux, et
éventuellement complétée par deux points isolés situés au dessous
de la courbe et correspondant aux extrémités de l'intervalle de dé-
finition de la fonction.
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Il est encore équivalent de dire qu'une fonction f est concave
sur un convexe S si, et Seulement si, l'ensemble des couples(x, y)
(x€ S, y€ R] tels que f(x) >y est convexe.

En effet cette condition exprime que, pour tout scalaire
relo, 1],

(4) = [{((1 = NE +Ax) > (1 =N § +Ay]

ce qui est manifestement impliqué par la condition (1), et implique
aussi la condition (1) comme on le voit en faisant y = f(%) et
y = f(x) .

Or une partie convexe C d'un espace vectoriel peut aussi étre
définie comme intersection d'une famille de '"demi-espaces' limités
par ses ''hyperplans d'appui', c'est-a-dire par les hyperplans qui
passent par un point frontiere de C et laissent C d'un méme c6té
au sens large [5], ces demi-espaces étant soit ouverts, soit fer-
més, soit mixtes et convexes.

On en déduit que, si la fonction f est continue sur son en-
semble de définition convexe S (ouvert, fermé ou mixte), il est équi-
valent de dire que l'ensemble des couples (x, y) tels que f(x) >y
est convexe, ou de dire qu'a tout point X intérieur au domaine con-
vexe S correspond au moins un hyperplan de l'espace des (x, y),
passant par le point (X, f(X)) et tel que tous les points {x, y) pour
lesquels f(x) » y soient situés d'un méme c6té de cet hyperplan.
(La condition de continuité de f sur S est superflue si S est ouvert).

L'équation d'un tel hyperplan étant nécessairement de la forme

y = f(X) + alx - x) , avec a =1(a,, a5,..., 8,) ,
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on voit ainsi qu'une fonction f, continue sur un convexe S, est concave
sur S si, et seulement si, pour tout point X intérieur 4 S, il existe
au moins un covecteur a de R™ tel que

(5) f(lx) € f(x) +alx -%, Yx€S

On déduit immédiatement de la condition (4) que, si f est
une fonction concave définie sur un convexe S, l'ensemble despoints x
tels que f(x) > ¢ (constante arbitraire) est un convexe (qui peut étre
vide).

[Cette propriété caractérise les fonctions quasi-concaves sur S
[14]. Il est équivalent de dire que f est une fonction quasi-concave
sur S si, et seulement si, pour tout couple de points X, x de S
et pour tout scalaire A€ 10, 1[, l'une des trois relations (équi-
valentes) suivantes est vérifiée :

(14) f((1 - A% + Ax) 2 min {f(3) , f(x)}
(20) | [f(x) - (%) > 0] —— [f(% + A(x - %) - £(%) > 0]
(39 f(x + AMx - %) = f(%) < 0] == [f(x) - f(X) < 0]

I1 est intéressant de comparer ces relations a celles qui ca-
ractérisent les fonctions concaves.]

D'autre part, si f est une fonction concave définie sur un
convexe S , tout maximum local de f estun maximum absolu (ce qui
simplifie la recherche du maximum d'une fonction concave sur un
convexe).

En effet, si le point X € S maximise localement la fonction
f , il existe un voisinage ouvert de X , soit Q(%), tel que

x € Q%) N S)] === [f(x) - £f(X) €0].

Or, quel que soit le point x &€ S, il existe un scalaire po-
sitif A assez petit pour que

X +Mx - X € (AX) NS,

d'olu
flx +2(x - %) - f(X)<0
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d'aprés la relation précédente,

De plus,

(3s) f(x + Mx - %) - £(%) € 0] == [f(x) - £f(%X) <0]

d'aprés la relation (2),

[LLa propriété exprimée par la relation (3;), pour tout couple
de points X, x de S et pour tout scalaire A€J0, 1[ , caracté-
rise les fonctions strictement quasi-concaves sur S [14].]

Ainsi

(x € S] == [f(x) - f(X)<0],

c'est-a-dire que le point x maximise globalement la fonction f
sur S .
De plus, 1'ensemble des points X tels que f(X) = max f(x)
X €S
est un convexe (qui peut étre vide), puisque c'est aussi l'ensemble
des points X tels que f{(X) > max (%) .
X €

[On déduit de méme de la relation (3q) que, si f{ est une
fonction quasi-concave définie sur un convexe S , tout maximum local
strict de { est un maximum absolu strict].

2.2. Cas des fonctions concaves différentiables,

Supposons maintenant la fonction f différentiable en tout point
X intérieur o son domaine de définition convexe S .

Cela revient a supposer que, pour tout point X intérieura S ,
il existe un covecteur V(%) de R" tel que

(6) flx) = f(x) + VE(X)(x - X) +0(x-% , ¥YxeS8

- X) étant telle que, si
%) , par exemple la norme
0{x — X)
x - =
avec |lx -~ x|| c'est-a-dire quand x tend vers X

la fonction ''petit zéro' du vecteur (x

lIx — X|| désigne une norme de (x
1/2

m
PN A =2 .
euclidienne (L(xi - X;) ) , le scalaire tend vers zéro
i=1

lim 2 = %)
-z X = X||
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On sait qu'alors la fonction f est continue au point x ,
qu'elle y admet des dérivées partielles par rapport aux variables
X1, Xy ,00.., Xg , €t que VE(X) est le vecteur dérivé, ou ''gradient’,
de la fonction f au point X

- of aof of
w0 - (2 2L )

.
X=X

L'existence de toutes les dérivées partielles de la fonction f
au point X n'est pas en général suffisante pour que f soit dif-
férentiable au point X , méme si la fonction f est continue en % .

[Exemple : au point (0, 0), la fonction f définie par

0 si (x,, x9 = (0, 0)
X1 X2

_Q\/’—+=x3 si (xy, x,) # (0, 0)

Mais une fonction concave (ou convexe) est différentiable en tout
point ol elle admet des dérivées partielles par rapport g toutes les va-
riables [5].

f(Xl, Xz) =

Pour qu'une fonction soit différentiable en un point, il suffit
qu'elle admette, par rapport & toutes les variables, des dérivées
partielles continues au voisinage de ce point. On dit alors que cette
fonction est continfiment différentiable au point considéré.

Une fonction f , différentiable en tout point intérieur & son
domaine de définition convexe S et continue sur S, est concave sur S
st, et seulement si, pour tcut point X intérieur a S,

(1) flx) €£(%) + Vi(X)(x - X) , YXxE S

En effet, la relation (7) se déduit de la relation (2) ou l'on
fait tendre A vers 0, puisque, d'aprés la condition de différen-
tiabilité (6) au point X (et indépendamment de la condition de conti-
nuité de f sur S),

= 7\_—>0> Vi) (x - %) = [(—%\ f((x + A(x - i))]x=0'

Et, réciproquement, la relation (7) implique, pour tout couple
de points X, x de Stels que X soit intérieur a4 S, et pour tout
scalaire A€ {0, 11,
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fx) € f(&x + AMx - %) + (1 = A) VE(x + Mx - X))(x - X
gf(x) SHE +AMx - %)) - A H(x 4+ Mx - ¥))(x - X

(le point X + A(x — X) étant alors intérieur au convexe S),
d'ot 1'on déduit, par combinaison lin¢aire a coefficients positifs A
et (1 - A),

M(x) + (1 = A) (%) € f(x + AM(x - ).

Si la fonction f est continue sur S, cette inégalité reste vraie
quand X n'est pas intérieur a S, de sorte que la relation (1) se déduit
de la relation (7).

La condition (7) est d'ailleurs un cas particulier de la condition (5)

Elle montre que toute fonction affine tangente o une fonction
concave en donne une approximation par exces, ce qui correspond au
fait que la courbe représentative d'une fonction concave d'une va-
riable réelle est entiérement située au dessous de ses tangentes.

On déduit immédiatement de la condition (7) que, si f est une
fonction concavedéfinie sur un convexe S et différentiableenunpoint

xXe S,

(7p) [VE(%) (x -~ %) €0] =—m— [f(x) - f(X)€0] si xg$8

(7, V(%) (x — x) <0] == [f(x) - f(X) <0] si x€ 8

[I.es propriétés (7,) et (7,) caractérisent respectivement les
fonctions pseudo-concaves sur S en X et les fonctions quasi-concaves
sur S en % [14] (la relation (7,) se déduit de la relation (2
ou 1l'on fait tendre A vers 0, et une fonction f différentiable sur
un convexe S est quasi-concave sur S si, et seulement si, elle

vérifie (7,) pour tout X € S) .

I1 en résulte que toute fonction f différentiable sur un convexe
S et pseudo-concave sur S (en tout point de S) est quasi-concave
sur S (et méme strictement quasi-concave sur S [14]). Mais, pour
que (7p) implique (7¢), en un point x € S, il faudrait remplacer, dans
le second membre de (7;),le signe < par <.]

Une fonction f , différentiable entout point d'undomaine convexe
ouvert S , estconcave sur S si, et seulement si, pour tout couple
de points X, x de S,

(8) (Vi(x) - V(X)) (x - %)< 0
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En effet, la relation (7) appliquée aux points x et x (inté-
rieurs a 8) donne

- yf(x)(x - X) - f(}) + f(x) <0 ,
- Vix) (x - x) - f{x) + f(}X) <0 ,

d'ou la relation (8) se déduit par addition.

Et, réciproquement, la relation (7) se déduit de la relation (8)
puisque, d'aprés la formule des accroissements finis appliquée a la
fonction A—e— f(X + AMx — %)) sur llintervalle [0, 1] ou elle est
continue et dérivable (la dérivabilité aux bornes n'étant d'ailleurs
pas nécessaire),

f(x) - f(®) = [;—}\ f(x + Mx - )'())]}\=es]0 1[= VEX + 8(x - %)) (x ~ %)

avec 0<0<1, d'ol, compte tenu de (8),

f(x) - £f(%) — VEX)(x = %) = (Vi(X + o(x - X)) - Vi(X))x - X < 0.

La condition (8) resterait d'ailleurs nécessaire et suffisante
pour que la fonction f soit concave sur S, si S était un domaine
convexe quelconque de R", pourvu que f soit supposéedifférentiable
en tout point intérieur g S et continue sur S.

La condition (8) peut encore étre exprimée, de fagon équiva-
lente, sous la forme suivante :

Pour tout z & R" et tout couple de scalaires Ays Ay tels que
(x + Az) et (X + Ayz) soient intérieurs & S ,

(9) [Ay € Ap] === [Vi(X + N\ 2) 22 VE(X + A\y2) 2]

Les conditions (8) et (9) correspondent au fait qu'une fonction
dérivable d'une variable réelle est concave si, et seulement si, sa
fonction dérivée est non-croissante.

2.3. Cas des fonctions concaves deux fois différentiables.

Supposons maintenant la fonction f deux fois différentiable en
tout point X intérieur o son domaine de définition convexe S .

Cela revient & supposer que, pour tout point X intérieur a
S , il existe un covecteur Vf(X) de R" , et une matrice carrée
V(%) de format (m, m) qui peut toujours étre prise symétrique,
tels que
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(10) {f(x) = f(X) + VE(X)(x - %) + %(x - X VAR (x - X+ 0} (x - %),VxES

(x - %)' désignant le vecteur ligne transposé du vecteur colonne

(x = %), etla fonction o> du vecteur (x - X) étant telle que,
9 -
si llx - X désigne une norme de (x = %), le scalaire -OH_X(X—RI)I(%
tend vers 0 avec |[x - X|| c'est-a-dire quand x tend vers X :
2 o
lim X=X
XX ”X - X“

On sait qu'alors la fonction f est continue au point X ,
qu'elle y admet des dérivées partielles premiéres et secondes par
rapport aux variables xi, X3,..., Xg, que V f(X) est le vecteur
dérivé, ou "gradient', de la fonction f au point %, et que Vf(%)
est la matrice dérivée seconde, ou ''hessien', de la fonction f au
point X :

o of of
f )_( = - E] .. 2 ;
vi(x) (Bxl 9X 5 me)“i
3% 3%
9x? 9x,9x, :
- 3% 3%
2 —_—
VH(x) = Tx,ox, Sxp
3% 2%

9X n0X;  9Xp0X3

L'existence de toutes les dérivées partielles secondes de la
fonction f au point X n'est pas en général suffisante pour que
f soit deux fois différentiable au point X , méme si la fonction f
est continue en X .

Pour qu'une fonction soit deux fois différentiable en un point,
il suffit qu'elle admette, par rapport & toutes les variables, des
dérivées partielles secondes continues au voisinage de ce point. On
dit alors que cette fonction est deux fois continfiment différentinble au
point considéré,




50

[ Une fonction f, deux fois différentiable en tout point d'un do-
maine convexe ouvert S , est concave sur S si, et seulement si, pour
tout point %X de S , la forme gquadratique homogéne z'Vi(X)z de lo
variable z € R" est semi-définie négative, ce qui revient a dire
que

(11) 2'V%(X)z < 0, yzeR"

En effet, d'aprés la condition de double différentiabilité (10),

2
oz !

|o.

(X + Az) = (VE(R + Az)z) = 2'V3f(X +Az) z ,VX+Az E S

>

d

Il en résulte que la condition (11) est équivalente au fait que,
pour tout ¥ € S, pour tout z € R" et tout scalaire ) tels que
(X + Az) soit intérieur 32 S, la fonction A -©—> (VI(X + Az) z) a
une dérivée négative ou nulle, ou encore au fait que cette fonction
dérivable est non-croissante dans 1'intervalle ou elle est définie.

~

La condition (11) est donc équivalente & la condition (9). Et
elle resterait nécessaire et suffisante pour que la fonction f soit
concave sur S , si S était un domaine convexe quelconque de R",
pourvu que f soit supposée deux fois différentiable en tout point in-
térieur 0 S et continue sur S.

La condition (11) correspond au fait qu'une fonction deux fois
dérivable d'une variable réelle est concave si, et seulement si, sa
fonction dérivée seconde est négative ou nulle,

On voit en particulier, d'aprés la condition (11), qu'une forme
guadratique définit une fonction concave dansl'espace R" si, et seu-
lement si, elle est la somme d'une forme linéaireetd'une forme quadra-
tique homogéne semi-définie négative.

Il est facile de vérifier directement cette importante proprié-
té (souvent utile en calcul économique). Toute forme linéaire dé-
finissant une fonction qui est a la fois concave et convexe, il suffit
de considérer une forme quadratique homogéne x'Qx du vecteur
x € R", ot @Q est une matrice carrée de format (m, m) qui
peut toujours étre prise symétrique.

Or la condition de concavité (1), appliquée & x'Qx, s'écrit
(1 = X +2ax") QUL - X + Ax) 2 (1 - A) ¥Qx + Ax'Qx , y A0, 1],

ou
ML - M(E'QX + x'Qx - X'Qx - x'Q¥) <0, VAr€l0,1],
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ou enfin

(x-x'Qx-%<0, yY(x-%ER ,

ce qui exprime bien que la forme quadratique homogéne x'Qx est
semi-définie négative,

[Rappelons qu'une matrice symétrique Q donne une forme quadra-
tique x'Qx semi-définie négative si, et seulement si, ses valeurs
propres (qui sont toutes réelles) sont toutesnégatives ounulles [10].]

3. CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER POUR LES PROGRAMMES
CONCAVES

3.1. Lemmes fondamentaux de la programmation concave.

Les trois lemmes qui vont étre établis peuvent étre considé-
rés, d'une certaine maniére, comme généralisant le lemme de
Fourier, relatif au cas linéaire (voir le premier article du présent
cahier), dans le cas de systémes de relations faisant intervenir des
fonctions concaves. Il faut toutefois observer que, pour de tels sys-
témes, il n'est pas en général question de mettre en évidence leur
impossibilité sous forme purement numérique, et que, de plus, les
conditions nécessaires et les conditions suffisantes d'impossibilité
doivent en général étre dissociées.

3.1,1. Lemme 1.— Conditions nécessaires d'impossibilité.

Soit un systéme de (t + n + p) relations portant sur une va-
X1
riable vectorielle x =| -2 ER", qui peut a priori décrire une
Xm
partie convexe non vide S de R" (éventuellement S = R")

fx(x) >0 pour refl, 2,..., t} les fonctions fr et g

(A,) gf{x) »0 pour j€{l, 2,..., n} )’ étant concaves sur S
les fonctions h; étant

hy(x) =0 pour k€M, 2,...,p} , linéaires affines sur S

Si le systeme (A.) n'admet pas de solution x& S, il existe
des multiplicoteurs scalaires non tous nuls

('—Y_l: ‘?2:~--:’Yt) >/0: (}\11 7\2:"">\n)20’ (“'1’“2""’ up)’
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qui, affectant respectivement les (t + n + p) relations du systéme
(A.), permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction
(concave) ! telle que

Hx) = XY, £(x) +§ngj(x) + ;akhk(x) <0, VYxeSs

En effet, soit T 1'ensemble (non vide) des points
(a, b, ¢ =(ay, az,..., a, by, by,..., by, ¢, Ca,..., )€ RV

tels qu'il existe au n.oins un point x € S vérifiant les (t + n + p)
relations :

fr(x)>a, pour r€ {1, 2,.,.,1t},

g;(x) b, pour j€ {1, 2,..., n},

hy(x)=cx pour ke {1, 2,..., p}.

: : t+n+
L'ensemble T est une partie convexe non vide de R™™"7"

parce que

1 1
(a', b', ch) € T% ——[(1 - AM(a', b, e + Aa?, b, D eT ],
(a2, b2, cH) eT Vaelo, ]

comme on le voit immédiatement & partir des propriétés des fonc-
tions concaves fr et g; et des fonctions linéaires affines h, ,
compte-tenu de la convexité de S ,

fe(x) >al et  f.(x)>a%] =
1~ AM)xt o+ A 2 (1 = &) £(x) + M(x3) > (1 - N)al + a2,
[gj(xl) Zbﬁ et gj(xz) >b§]:
lg((1 ~ Mx' + Ax?) > (1 - A) gix') + Ag(x2) > (1L - A) by + Ab},
he(xY) = ¢} et  hy(x?) = ci]l =

I ((1 - A)x' + ax?) = (1 - A) h(x!) + Mh(x2) = (1 —~ Mk + Ac?].

De plus, si le systéme (A.) n'admet pas de solution x€&€ S ,
l'ensemble convexe non vide T C R*™® ne comprend pas l'origine.
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D'aprés l'un des théorémes de séparation des domaines con-
vexe [5], il existe donc, dans l'espace vectoriel R'? , un hyper-
plan passant par l'origine et tel que le domaine T soit tout entier
situé (au sens large) d'un méme co6té de cet hyperplan.

Cela revient & dire qu'il existe t + n + p coefficients

Yeo Ajs [ non tous nuls tels que

TVrar+ A;b; + 20,0, V(a,b,c)€ET.
r J k

De plus, puisque tout point (a, b, c¢) tel que a,<f.(x) ,
by €gs(x), cx = hy(x) , x ¢étant un point quelconque de S , appar-
tient & T , on voit, en donnant aux a, et aux b; des valeurs
négatives tres grandes en valeur absolue, que

¥,20 pour re€{l,2,,..,,t}, A 20 pour je{l,2,...,n},

et 1'on voit, en donnant aux a, des valeurs tendant inférieurement
vers les f (x), et aux bj; des v-leurs égales aux g;{x) , que

Y Y, f.(x) + }_‘; Aygy(x) + }_,l:ﬁk h(x)<0, ¥xeS.
Le lemme 1 est ainsi complétement établi,

Remarque complémentaire, - Chacune des (t + n + p) relations du
systéme (A.) définit une partie convexe (éventuellement vide) de
S C R", et, puisque le systéme (A.) n'admet pas de solution x€S,
l'intersection de ces (t + n + p) ensembles est vide.

Sit+n+p>m + 1, il résulte du théoreme de Helly [5] qu'il
existe (m + 1) de ces parties convexes de R" dont l'intersection est
vide, c'est-a-dire que l'on peut extraire du systéme (A.) un sys-
téme de (m + 1) relations n'admettant pas de sclution x € S.

Il existe donc toujours une combinaison linéaire 1(X) possédant
les propriétés indiquées dans le Lemme 1, et faisant intervenir au plus
(m + 1) des relations du systeme (A.} avec desmultiplicateurs nonnuls.

Relations d'exclusion. - Si le systeme (A.) n'admet pas de solution

x € S, mais que, pourune combinaison linéaire 1(x) possédant lespro-
priétés indiquées dans le Lemme 1, le systéeme

f.(x)20 pour tout r ¥, > 0
(Be) g;(x) » 0  pour tout j [X;>0

h(x) =0 pour tout k |[O,#0
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admette une solution X € S, il résulte immeédiatement du Lemme 1
que l(X) <0 , et du fait que X est solution du systéme (B.) que

%) >0 , chacun des termes de I(X) étant positif ou nul,

Donc (%) = 0 et chacun des termesde I(X) est nul, (On peut
observer qu'en un tel point X , la fonction concave [ atteint son
maximum pour x € S.)

0 pour tout j |A;>0 ,

i

Ainsi f;(X) =0 pour tout r |Y,>0 ,
g; (%)

ou, sous une forme équivalente,

) =0 pour tout re{l, 2,...,t}

»il

¥, £.(
A;g)(%) =0 pour tout j €41, 2,...,n}

Ce sont les relations d'exclusion, Klles s'appliquent, en particu-
lier, 0 toute solution % € S , s'il enexiste, dusystéme (A,) que l'on
obtient, a partir du systéme (A,), en remplacant toutes les inégalités
au sens strict fx)> 0 par des inégalités au sens large fi(x)20 .

Toute solution X &€ S du systéme (A,) doit donc annuler, en
plus des fonctions hy , chacune des fonctions f; et g; qui fi-
gurent, avec un multiplicateur strictement positif, dans une com-
binaison linéaire 1!(x) possédant les propriétés indiquées dans le
Lemme 1.

3.1.2. Lemme 2. - Conditions suffisantes d'impossibilité.

Soit un systéme de (t + » + p) relations portant sur une va-
Xy
riable vectorielle x = | 2 € R" , qui peut a priori décrire une
Xm
partie non vide S de R" (éventuellement S = R")

fr{x) >0 pour reEeE{l, 2,...,1t}
(A) g{x)>0 pour jEI{L, 2,..., n}
h(x)=0 pour k€{l, 2,...,p

S'il existe des multiplicateurs scalaires

, , Yy, ..., Yo)20 non tous nuls, (R, Ry, ..., A >0, (O, By . vvs p),
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qui, affectant respectivement les (t + n + p) relations du systéme
(A), permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction
l telle que

S

Ux) = 27, £(x) + L A5 gi(x) + }_;‘uk h(x) €0, VYxXx€ES
J

-

le systeme (A) n'admet pas de solution x € S .,

En effet, s'il existait un point X € S qui soit solution du sys-
téme (A), on aurait, pour tout systéme de multiplicateurs vérifiant
les conditions posées dans le Lemme 2, et en particulier la condi-
tion selon laquelle les multiplicateurs ¥, affectant les inégalités
strictes f.x)>0 ne sont pas tous nuls,

Y, LR+ D% g® + Lhcn® >0,
r j

ce qui est contradictoire avec 1'existence d'une combinaison linéaire
x) <0 ,¥yxES.

La démonstration (trées élémentaire) du Lemme 2 n'exige donc aucune
hypothese restrictive sur le domaine S C R', ni sur les fonctions
f., g;, hy. Maisle Lemme 2 s'applique, bien entendu, en particulier
au systeme (A.) du Lemme 1 (défini sur un domaine S convexe),

Le Lemme 1 et le Lemme 2 peuvent ainsi conduire a des con-
ditions nécessaires et suffisantes d'impossibilité d'un systéme tel
que (A)), dans les cas ol sont remplies certaines "conditions de
gqualification'' permettant d'affirmer que, si le systéme est impos-
sible, il existe une combinaison linéaire l(x) possédant les pro-
priétés indiquées dans le Lemme 1 et faisant intervenir une inéga-
lité stricte avec un multiplicateur non nul. Tel est l'objet du Lemme 3.

3.1.3. Lemme 3. - Conditions nécessaires et suffisantes d'impossibilité,

Soit un systéme de (t + n + p) relations portant sur une va-
X1
riable vectorielle x = | 2 e R", qui peut a priori décrire une
Xm
partie convexe non vide S" de R", possédant un intérieur,

f(x)>0  pour r €{l, 2,...,t}) les fonctions f, et g,

(Ao gj(X) >0 pour jed,2,..., n} ! étant concaves sur S

hy(x) =0 pour k €11, 2,...,p} , les fonctions‘ h, étant
linéaires affines sur S




56

tel que le systéme suivant de (n + p) relations

g;{x) >0 pour tout j tel que g, ne soit pas linéaire
affine sur S (j&€ J.)

g.(x) 20 pour tout j tel que g. soit linéaire affine
3 . j
sur S (j € J,)

h(x) =0 pour tout k , les hy étant linéaires affines
sur S (k € K)

*

admette une solution x* intérieure a S (x est nécessdirement
intérjeur 2 S si S = R®, ou si S est un ouvert de R").

Alors le systeme (A,) n'ndmet pas de solution x€& S si, et
seulement si, il existe des multiplicateurs scalaires

(Y., Yg...., ¥,) 20 non tous nuls
{on peut supposer ¥, + ¥, + ... + 7, = 1),
(Nyy Rgoeves ) 20, (0, Taveees Bp) s

qui, affectant respectivement les (t + n + p) relations du systéme
(A:), permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction
(concave) 1 telle que

1(x) = }, Y. f (%) + }J;Xj g,(x) + }_,;Ekhk(x) <0 ,yx€ES

Compte tenu du Lemme 2, il reste seulement & montrer, pour
établir le Lemme 3, que sile systeéme (A,) considéré n'admet pas de
solution x € S, il existe une combinaison linéaire 1(x) qui, pos-
sédant les propriétés indiquées dans le lL.emme 1, fait de plus in-
tervenir l'une au moins des inégalités strictes f,(x) >0 avec un
multiplicateur ¥, non nul,

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, Alors tous les multiplica-
teurs V¥, sont nuls dans les combinaisons linéaires I(x) dont
l'existence est garantie par le Lemme 1, Il existe donc des multi-
plicateurs non tous nuls

tels que

I(x) = ijj g,(x) + }klpkhk(x)so , VYx€eSs

Mais alors 1l'existence d'une solution x*€ S du systeme (A}),
dont les (n + p) relations interviennent seules dans la combinai-
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son linéaire 1(x) , implique, d'aprés les relations d'exclusion (voir
$ 3.1.1), la nullité de I{x") et de chacun des termes de I(x") .

*

Ainsi [gj(x) > 0] == [\; = 0],

et, en particulier, A; = 0 pour tout j € J,.

La fonction 1 est donc une combinaison linéairedes seules fonc-
tions linéaires affines du systeme (Al). C'est donc une fonction li-
néaire affine, nulle au point x*, qui a été supposé intérieur a S,
et négative ou nulle pour tout x € S . Il en résulte que 1 est une
fonction nulle pour tout x € S .

I1 existe donc des multiplicateurs non tous nuls 7\1- 20 (je J,)
et Dk € K) tels que

1(x) =Zijgj(x)+5_;nkhk(x) =0, ¥yxe S

Soit J, C J, l'ensemble des indices j tels que A;>0 , et
Card J}! =n,.

Soit K'C K 1'ensemble des indices k tels que [y £0 , et

Card K' =p, .

Alors, d'aprés l'analyse précédente, si n; +p, > 2,

. _ . 1 té d
gg,(x)zo pour JEJ:% ggj(x) = 0 pour ]GJ.% %Sys me de %

hy(x) = ! hyix) = 0 kek (o, + Br- 7) dos
W(x}) =0 pour kEK Wx) = pour égalités précédentes

On en déduit une démonstration du lemme 8 par récurrence sur le
nombre q»n, + p, des relations linéaires du systeme (A} déduit du
systeme (A.) .

En effet, puisque les multiplicateurs Xj et [y ne sont pas
tous nuls, n; + p,;> 0 . Et, puisqu'aucune des fonctions linéaires
affines g, et h, n'est nulle pour tout x &S, n; +p;>1 ., On
arrive donc 0 une contradiction si le systeme (A') comprend 0 ou 1 re-
lation linéaire, et le lemme 8 est ainsi établi dans ce cas.

Faisons alors 1'hypothese de récurrence selon laquelle le Lemme
3 reste vrai si le systéeme (A!) comprend au plus g relations li-
néaires, et montrons que, sous cette hypothése, il est encore vrai
si (A,) comprend (q + 1) relations linéaires,

S'il en était autrement, l'analyse précédente s'appliquerait a
un systéme (A )} tel que (A!) comprenne (q +1) relations linéaires,
Il existerait alors une combinaison linéaire 1(X) nulle pour tout
XES :

1(x) = lejgj(x)+l?€_;(lﬁkhk(x)=0, VxeS.

Al EJB.
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Et 1'on obtiendrait des systémes (AL)(AY) équivalents aux sys-
témes (A¢)(A!) en supprimant l'une des (n;+p,) relations linéaires
de (A!) qui interviennent avec un multiplicateur non nul dans I(x) ,
et en transformant en égalités les n; ou (n; ~1) inégalités con-
servées parmi ces (n, + p;) relations,

Puisque le systeme (A'C*) comprend une relation linéaire de
moins que le systéme (Al), soit g au lieu de (q + 1) , l'hvpo-
thése de récurrence permet d'appliquer le Lemme 3 au systéme (A‘C),
qui en vérifie toutes les hypothéses en méme temps que le systéme
(A,). Il existe donc une combinaison linéaire 1%(x) possédant pour le
systeme (A*c) les propriétés indiquées dans le Lemme 3.

Il se peut cependant que 1*(x) ne posséde pas toutes ces pro-
priétés pour le systéme (A.), si certains des multiplicateurs affec-
tant les inégalités linéaires de (A, transformées en égalités dans
(A';) sont négatifs dans 1*(x) . Mais, puisque les multiplicateurs af-
fectant ces inégalités sont tous strictement positifs dans la combi-
naison linéaire I{x) , nulle pour touwt x € S, il suffitalorsdiojou-~
ter & 1%(x) le produit de 1(x) par un facteur p réel positif assez
srand pour obtenir une combinaison linéaire [1'(x) + pl(x)] possédant
pour le systeme(A) les propriétés indiquées dans le Lemme 3.

Le Lemme 3 est ainsi établi, par récurrence, dans le cas gé-
néral.

Remarques, - La démonstration précédente montre que le Lemme
3 resterait vrai si les inégalités strictes du systéme (A!) restaient
strictes dans le systéme impossible (A,), c'est-a-dire si (A,) s'ob-
tenait par adjonction des t inégalités strictes f(x) >0 aux (n + p)

relations de (Al).

Mais il est essentiel que les inégalités linéaires de (A!l) restent
écrites au sens large dans (A;), méme si elles pouvaient étre écrites
au sens strict dans (A}l) sans que ce systéme cesse d'admettre une
solution x* intérieure a S .

Dans le cas particulier intéressant oit les n fonctions g; sont
toutes linéaires affines, le systeme (Al) est linéaire et ne comprend
aucune inégalité stricte.

3.2. Probléme 4’ optimisation sous contraintes.
On considérera ici le probléme suivant, dit Probléme [I.]

X1
X2

. . ) "
Déterminer un (ou plusieurs)''vecteur programme’ x = ER"

Xn
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maximisant la valeur f£(x) d'une''fonction économique"concave f,

sous les contraintes, supposéeg compatibles,

Pbll.] gj(X)>/0 pour j€{1,2,..., n}, les fonctions g, étant
concaves,

h(x) =0 pour ke&{l,2,..., p}, les fonctions hy étant
linéaires affines.

Les fonctions f , g; , h, sont supposées définies sur R"
(ce qui n'est d'ailleurs pas essentiel),

Ces contraintes compatibles définissent une partie convexe
fermée non vide C de R" , puisque, d'aprés les hypothéses (voir
¢ 2.1), les fonctions g; et h, sont continues sur R" , et, pour
tout scalaire A€ [0, 1],

[gy(x) 20 et gx})20]l=—>
fg,((1 = M)xt 4 Ax?) 2 (1 - A) g(xh) + Mgy(x?) » a,
[h(x) =0 et  h(x?) =0]=—
[h((1 - Mx! + aAx?) = (1 = A) h(x') + Ah(x%) = 0].
Le Probleéme [I.] revient donc a maximiser la fonction concave f

sur le convexe fermé non vide C C R".

Si la fonction concave f , qui est continue sur R", est bornée
sur le fermé C ; elle y admet un supremum, qui est un maximum
s'il est atteint en au moins un point X (il en est ainsi, en parti-
culier, si le fermé C est borné)., Le Probléme [I,] admet alors
au moins une solution X & C . De plus, tout maximum local de f
est un maximum absolu (voir ¢ 2.1.).

[I1 suffirait de supposer les fonctions f, g;, h, définies sur
une partie convexe S de R" ouverte et contenant C , pour que
les résultats donnés dans la suite restent valables.]

3.2.1. Théoremes de base.

Dire que le point X € R" est solution du Probléme [I.] revient
a dire que le systeme des (1 +n +p) relations

flx) - f(x) > 0,
(L) g;(x)
h(x)

%
@]
.

pour j € {t, 2,...,n}

1
o
-

pour k€ {l,2,..., p}
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n'admet pas de solution x € R", tandis que le point X estsolution
du systéme (L) que 1'on obtient & partir du systéme (I.) en remplacant
1'inégalité au sens strict par une inégalité au sens large.

Les trois lemmes fondamentaux établis au 9 3.1 conduisent
alors, quand on les applique au systéme (I;), aux trois théorémes
suivants.,

Théoréme 1.- Si le point X € R® est solution du Probléme (I.],
il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction
l telle que

I(x) = Yi(x) + %Xi g(x) + L0 h(x)<T £%) , yx€R

=
%
o

avec pour tout j ;

2
\%
o

I

»l
\Y4
o

e

@
“

|
o

h(x) = 0 pour tout k

D'aprés le Lemme 1 et les relations d'exclusion, le théoréme 1
exprime seulement que, si X est solution du Probleme [I.], les
conditions nécessaires pour que le systéme (I;) soit impossible sont
vérifiées et le point X vérifie les contraintes du Probleme [I.].

[On a noté ici  (L(x) — ¥ f(%X)) la combinaison linéaire qui était
notée l{x) dans le Lemme 1.]

I1 est intéressant d'observer que la fonction 1 est une fonction
concave sur R", et que l'inégnlité encadrée exprime, compte tenu des
relations d'exclusion, que 1(R) atteint son maximum (%) = Yi(X) pour
X = X,

Théordme 2.-3'il existe un point % € R" etdes multiplicateurs
scalaires

Y) (7\'1J >_\'2J"') Xn).’ (r)'ll H2).IQJ er)

qui vérifient les conditions posées dons le Théoreme 1, le multiplicateur
Y relatif & la fonction économique f étant de plus strictement po-

sitif (ce qui permet de prendre ¥ = 1) , le point % estsolution
du Probleme {I,] (et cela, sans aucune hypothése restrictive sur les

fonctions f, g, h ).




61

D'aprés le Lemme 2, le théoréme 2 exprime seulement que
X est solution du Probléme [I.] si les conditions suffisantes pour
assurer l'impossibilité du systéme (I) sont vérifiées et si de plus
le point X vérifie les contraintes du Probléme [I.].

On déduit d'ailleurs immeédiatement des conditions posées dans
le Théoréme 1 que X € C et que, pour tout x appartenant ¢ C,
ggj(X) >0, VJ'%

, e
c'est-o-dire tel que hy (x) 0 Vk

d'oi, si 7 > O, f(x) < f(x),
ce qui établit a nouveau, directement, le théoréme 2.

Théoréme 3.-58i les contraintes du Probleme [I.] sont telles que
le systeme des (n + p) relations

g;(x) >0 pour tout j tel que g; ne soit pas linéaire affine
gs{x) 20 pour tout j tel que g soit linéaire affine

hy(x) =0 pour tout k (les h, étant linéaires affines)

admette une solution x' € R® (ce qui est une '‘condition de qualifi-
cation des contraintes' du Probléme [I.]),

- alors le point % & R" est une solution du Probleme [I.) si,
et seulement si, il existe des nultiplicateurs scalaires (éventuelle-
ment tous nuls)

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une ''fonction
de Lagrange' | telle que

Ux) = f(x) + 57 Ay g, (%) + ?_k‘ T, h(x) <f(%X) , VYx &R"
Xj>/0 s g;(x) 20, i gi(X) =0 pour tout j ;
avec
hy(X) = 0 pour tout k .
r N.B. - Dans le cas particulier important oii toutes les contraintes

du Probleme [1.) sont linéaires, elles vérifient la condition de quali-
fication ci-dessus du seul fait qu'elles sont compatibles (le point X,
par exemple, jouant alors le réle du point x%).
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Cette condition est, d'autre part, vérifiée dés que le domaine
C C R™ défini par les contraintesduProbléeme (1.} possede un intérieur

{(tout point intérieur & C pouvant alors jouer le rdéle du point x").

D'aprés le Lemme 3, le théoreme 3 exprime seulement que
% est solution du Probléme (I.] si, et seulement si, les conditions
nécessaires et suffisantes pour assurer l'impossibilité du systéme
(I.) sont vérifiées (dans les cas ol il existe de telles conditions),
le point % vérifiant de plus les contraintes du Probléme [I.].

11 est intéressant d'observer que la fonction 1| est une fonction
concave sur R" , et que l'inégalité encadrée exprime, compte-tenu
des relations d'exclusion, que 1(x) atteint son maximum I{X) = f(X)
pour x = X ,

3.2.2. Premiére forme des conditions de Kuhn et Tucker.

Le Théoréme 3 du ¢ 3.2.1. établit, sous certaines conditions,
1'équivalence entre un probleme de maximisation sous contraintes (Pro-
bleme [I]) et un probléeme demaximisation sans contraintes d’'une fonction
de Lagrange (Probléme [II]) qui peut etre énoncé de la fagon sui-
vante

—

Déterminer un systéme de multiplicateurs scalaires

(X1,X2;---, 7\"), (Dq: uz,...,up),

et un''vecteur programme''x € R" , tels que le vecteur X
maximise sur R" la valeur 1(x)d'une''fonctionde Lagrangd'
I définie par

PbllIL]

1(x) = f(x) +§ Xy g + 2 B hy(x)

%7\3'20 , g® 20, %g(x =0 pour tout ] %
avec
h(x) =0 pour tout k

[d'olt I(X) = f(X)] .

L'équivalence entre le Probleme [I,] et le Probleme [II ], sous
les conditions de concavité posées dans l'énoncé du Probléme [I]
et sous la condition de qualification des contraintes posée dans le
Théoréme 3, exprime les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn
et Tucker, sous leur premiére forme, pour les programmes concaves [12].



63

Remarque. I1 faut observer que les résultats ainsi obtenus sup—
posent des conditions de concavité, mais non des conditions de diffé-
rentiabilité, pour les fonctions f et g; (les fonctions linéaires
affines h, étant évidemment différentiables).

Si cependant la fonction de Lagrange |, qui est concave, est
différentiable au point X , les relations (6) et (7) du $ 2.2, (véri-
fiées par les fonctions concaves différentiables en un point X) mon-
trent que

[(x) €T, VxER=— VI[X) =0]<=[¥.—) =0 pour i€{1,2,..., m}]

[I1 en résulte que 1'on dispose alors de (m + n + p) égalités,
en plus des 2n conditions de signe, pour déterminer les (m +n + p)
inconnues scalaires du Probléme [I[ ]: (X}, Xq,..., Xp) » (7\1 s 7\2, e, 7\“),
By, H2,..., Hp). (Cela n'implique évidemment pas, a priori, que
le probléme en question ait une solution, ni qu'il ait une solution

unique. )

Lie point le plus délicat de cette résolution consiste a choisir,
parmi les deux facteurs figurant dans chacune des n relations d'ex-
clusion A; g5(%X) = 0 , celui qui doit &tre annulé (les deux facteurs
peuvent d'ailleurs &tre nuls ensemble dans les cas de dégénéres-
cence), Cela revient a déterminer, parmi les n inégalités g (%) 20,
quelles sont les contraintes bloquées par le programme optimum X .
C'est ce qui est fait de fagon méthodique, dans le cas des program-
mes linéaires, par l'algorithme du simplexe. Et il ne peut, en gé-
néral, étre question de procéder de facon exhaustive aux 2" essais
a priori nécessaires (du moins dés que n est assez grand).]

Complément. Lorsque les Problémes(I] et [IIJ sont éguivalents, il
existe une classe de problémes intermédiaires tous équivalents au Pro-
bleme [I,]. Ce sont les problémes de maximisation, sous certaines des
contraintes du Probléme [I1.), d'une fonction de Lagrange faisant inter-
venir les autres contraintes de ce probleme.

Si l'on désigne
{1, 2,..., n},

- par {J,, J,} une partition de l'ensemble J

- par {K,, K,} une partition de l'ensemble K {1, 2,..., n},

un tel Probléme intermédiaire [III,] peut étre énoncée de la fagon
suivante :

Déterminer un systeme de multiplicateurs scalaires

Aj pour j &€ J;, Dk pour ke K,,
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et un''vecteur programme' ¥ € R", tels oue le vecteur %
maximise sur R™ la valeur 1(x) d'une''fonctionde Lagrange’
Pb{III ] | I, définie par

(%) = f(x) + 2% g(x) + 2 T hy(x)
€Ky

A2 X)20 x) =0 =pl
avec g)\-j 0, g5(x) , o Ay ogglx) pour jE€J;
h(x) = 0 pour k€K,

)
Q
[t
~
Wi
]
=
1

sous les contraintes

gj(x) >0 pour j&€ Jz,
hy(x) = 0 pour kekK,.

Dire que le point % € R" est solution du Probleme [III.] re-
vient & dire qu'il existe une fonction de Lagrange [li telle que

ggj(x) >0 pour j E€J,

h(x) = 0 pour k€ Kz\é = ) <ux) = R,

le point X vérifiant de plus toutes les contraintes du Probleéme [I.).

Or un raisonnement analogue a celui qui a été employé au
¢ 3.2.1 pour démontrer directement le Théoréme 2 montre que :

- si X west solutionduProbleme [II,], il suffit de supprimer
dans la fonction de Lagrange [(x) les termes relatifs aux indices
i€ Jy, et ke K, pour obtenir une fonction I;(x) , qui est une
fonction de Lagrange du Probleme [II.), telle que, pour tout x véri-
fiant les contraintes de ce probléme, on a

Lix) € Ix) € 1(X) = {(X) = (%) ,

de sorte que X est solution du Probleme [III ] ;

- st X est solutionduProbleme (III.], on a, pour tout x vé-
rifiant les contraintes du Probléeme [I.],

f(x) < L(x) € (%) = £(x) ,

de sorte que X est solution du Probleme [I.].
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Ainsi

[X¥ solution de PblIl.J== [x solution du PbIIl]=>[x solution du Pb1]

ce qui établit 1'équivalence des Problémes {I.], [II.] et [III.] dans
tous les cas ol les deux premiers problémes sont équivalents.

I1 en résulte que, dans l'application des conditions de Kuhn et
Tucker, on peut n'introduire dans la fonction de Lagrange que certaines
des contraintes du probléme initial, en conservant explicitement les
autres. (On a souvent intérét & conserver explicitement les condi-
tions de signe.)

On voit ainsi comment la suppression d'une contrainte expli-
cite peut &tre, d'une certaine maniére, ''compensée'’ par 1'intro-
duction d'un terme supplémentaire dans la fonction économique & ma-
ximiser,

3.2.3. Seconde forme des conditions de Kuhn et Tucker.

Il est possible de mettre les Problémes [II.] et [III.] sous une
forme particuliérement élégante, qui a été proposée par Kuhn et
Tucker [12], et qui fait jouer des rdles analogues aux coordonnées
dia vecteur programme X, d'une part, et aux multiplicateurs Xj ,
d'autre part.

k?

Le Probleme [II,] est entierement équivalent oau Probleme {IV.]
suivant :

[ Déterminer deux 'vecteurs multiplicateurs"

et un''vecteur programme'' X € R®, tels que''lafonction de
Kuhn et Tucker" t des variables vectorielles x et A, U,
définie par

Pbliv.]

tx, A, ) = 5+ 2N gy(x) + 2t hl)

présente un''col" au point X, A, U Sous les controintes
A >0, clest-g-dire tels que

Vx € R" , t(x, A, D)<, A, 0)<tE, A,u, VA, w)r»0




66

En effet, la double inégalité précédente équivaut aux deux éga-
lités suivantes (oU les troisiémes membres, placés entre crochets,
sont seulement donnés pour rappeler un résultat classique) :

g, &, W) = max t(x, A, i) | = min max t{x, A, W],
xeR Ay jAZ0  xeR®

t(x, , u) = min t(x, A, W] = max min  t(x, A, u)|.
A Ao x€R™ (AW {AZ0
L.a premiere égalité exprime que la fonction de Lagrange 1
définie par 1(x) = t{x, N, [I) présente un maximum au point X , pour
x € R".

La seconde égalité exprime que la fonction linéaire affine ¢
définie nar (A, u) = t(X, A, u) présente un minimum au point (A, {),
pour (i, u) tel gue A20 . Il est équivalent de dire que, dans
cette fonction ¢ , les coefficients g(%) des multiplicateurs A;

3
doivent &tre nuls si A;>0 (A; pouvant alors croitre ou décroitre
a partir de Aj), positifs ou nuls si A; = 0 (A; ne pouvant alors
que croftre a partir de Aj;), et les coefficients h(X)des multipli-

cateurs p, doivent &tre nuls. On obtient ainsi les conditions

ng 20, g% >0, X;g(x) =0 pour tout j
hy(X)

0 pour tout k

L'équivalence des Problemes [II.]) et [IV,] en résulte.

De méme, et plus généralement, le Probléme {IIl ] est entiérement
Zquivalent au Probléme [V,] suivant :

[ néterminer deux "vecteurs multiplicateurs"
AV (X ljed) 20, P (k] k €Ky,

et un 'vecteur programme'' X € R ; tels que la''fonction de
Kuhn et Tucker' t, des variables vectorielles xDet AV, pb,
définie par

ty(x, A, u®) = f(x) + ZJ Agyx) + Y ph(x)

jen k€K

"eol' au point %, AV, u®  sous les contraintes

PbV,] présente un

gix) 20 pour jE€ J, ,
h(x) = 0 pour k € K,,

et A 20
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c'est-o-dire tels que

t(x, AD ) € t,(X X L) ¢t (%, AL, ),

)

gj(x) >0 pour j € J, _ ~
¥V x s et v (D, H(”) | A > 0
h(x) = 0 pour k€ K,

L'équivalence entre le Probleme [I,] et le Probléme [IV,] ou le
Probleme [V_], sous les conditions de concavité posées dans 1'énoncé
du Probléme [I.]et sous la condition de qualification des contraintes
posée dans le Théoréme 3 du ©3.2.1, exprime les conditions néces-
saires et suffisantes de Kuhn et Tucker, sous leur seconde forme, pour
les programmes concaves.

Application au cas de la programmation linéaire.

Bien que la théorie de la dualité des programmes linéaires
puisse étre faite de fagcon élémentaire a partir du lemme de Fourier
(voir le premier article du présent cahier), il est intéressant d'ob-
server qu'elle résulte aussi trés simplement des conditions de Kuhn
et Tucker, sous leur seconde forme, les programmes linéaires
étant des programmes concaves particuliers,

Soient en effet les deux programmes linéaires en dualité, sous
forme canonigue, qui ont été considérés au $3.1 du premier article :

x A > b A ¥y N c
(1,m) (m,n) (1,n) (m,n) (n,1) (m, 1)
X 2 0 2 0
(1) (i,m) (1.m) (I1) o1 (n, 1)
X C minimum b y maximum
(Lemy (m, 1) (1,n) (n, 1)

D'aprés les conditions de Kuhn et Tucker, ou 1l'on conserve
explicitement les contraintes de signe, chacun de ces deux progdrammes
est équivalent au probleme de "col” suivant :

Déterminer deux vecteurs X = (X;, Xg, ..., X €t y =

tels que la''fonction de Kuhn et Tucker''des variables vectorielles
x et y, défini par
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t(x, y) = x¢ -~ x Ay + by = x¢ - (xA - b)y = x{c = Ay) + by

présente un ''col'" au point X , ¥ sous les contraintes X >0 et
y >0, c'est-o-dire tels que

Vy 20, tx, y) stx, 5 stx, 3y, Vx>0

[Le vecteur y joue le réle de "vecteur multiplicateur' pour
le programme (I), tandis que le vecteur x joue ce rdle pour le

programme (II),]

Les relations d'exclusion s'écrivent
(XA - D) § =0 et x(e - Ay) =0 ,

de sorte que

t{x, ¥) = Xc = by

ce qui établit le théoreme fondamental de dualité [167],

[On formerait de méme, sans difficulté, le probléme de ''col"
équivalent & chacun des deux programmes linéaires en dualité
(I,) et (IL,), sous forme générale, qui ont été considérés au $ 3.3.

du premier article.

3.2.4. Aoplication O un exemple,

Soit a déterminer un vecteur x = ( 1) eR2 , maximisant
Xy

f(x) = —(x; + 1) + x,

socus les contraintes

gx) = x; max {-x;, 0}~ x, > 0
20

g(x) = X9




<9

Les fonctions f, g, , g, sont définies sur R*, I.. fonction
f est concave, la fonction g, est linéaire, et, puisque
- x2 =
g,(x) = X3 X, pour x, £ 0 )
- X, pour x, >0

la fonction g, est concave,

Les fonctions f, g,, g, sont de plus différentiables en tout
point.

Mais la condition de qualification des contraintes posée dansle
Théoreme 3 du $3.2.1. n'est pas vérifiée, puisque le domaine CC R?
défini par les contraintes se réduit 4 l'ensemble des points x tels
que x, >0 et x, =0 (c'est-a-dire, graphiquement, le demi-axe
g(x) >0
gy(x) > 0
{(alors que la fonction g, n'est pas linéaire affine).

Ox,;) , de sorte que le systéme g } n'a pas de solution
Il est évident, algébriquement ou graphiquement, que la fonction
- 0
f atteint son maximum sur C oau point X = (0) >, qui est donc la
solution du probleme,

—

Conformément au Théorédme 1 du $ 3.2.1., il existe des mul-
tiplicateurs scalaires non tous nuls, ¥, A;, A, tels que

1) =¥ [=(x, + 1)? 4+ x,] + A, [x, max {-%,, 0} - X,]+ A,x,& 1 (%),

Vx€ER ,
avec
Y >0 ;
X 20, % max{-%, 0 -X,20, A [Xmax{-%,0}-%,]=0
e 20, X2 20, Ry %y =0 .

On voit sans peine [par exemple en annulant les dérivées par-
tielles de I(x)] que ces conditions sont vérifiées, si, et seulement si,

120, Y=0,
=0

T

avec

2-(2 F] )\.1 =

1
>
»n

Il n'existe donc pas de fonctionde Lagrange (avec Y > 0) dont
la maximisation donne la solution du probléme, Et les conditions pré-
cédentes sont nécessaires, mais non suffisantes, pour que X soit
solution. (En fait, elles sont vérifiées par tout point du domaine C
défini par les contraintes,)
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On pourrait poser le méme probléme d'une maniere plus simple,
en définissant le domaine C par les contraintes linéaires

Ces contraintes, équivalentes aux précédentes, présentent
l'avantage de vérifier la condition de qualification posée dans le
Théoréme 3, du seul fait qu'elles sont linéaires et compatibles., It
l'application des conditions nécessaires et suffisantes de FKuhn et

Tucker permet de remplacer le probleme posé par le probléme équivalent

suivant :
e

Déterminer des multiplicateurs scalaires N , U et un vecteur

% € R® tels que x maximise sur R® la valeur I(x) d'une fonec-
tion de Lagrange [ définie par

Hx) = =(x; + 1) + x, +Ax,; +0x,,
A0, xX,20, A% =0
avec
}-{2 = 0

On voit sans peine que ces conditions sont vérifiées si, et seu-
lement si,

Elles donnent donc bien la solution unique du probléme posé.

Considérons maintenant le probleme déduit de celui posé en
par suppression de la seconde contrainte x, 20 .

Alors 1'unique contrainte conservée vérifie la condition de qua-
lification posée dans le Théoréme 3, puisque le domaine qu'elle
définit dans R? posséde un intérieur. Ft l'application des conditions

de Kuhn et Tucker permet encorede remplacer le probleme par le probleme
équivalent suivant :

Déterminer un multiplicateur scalaire A et un vecteur zeR?
tels que % maximise sur R?* 1la valeur I(x) d'une fonction de
Lagrange | définie par

I{x) = —(x, + 1)2 + X, + A [x; max {- x;, 0} = %57,

A »0, % max{-%;, 0}-%, >0, A[% max{-%, 0} - %,1=0.
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On voit sans peine [par exemple en annulant les dérivées par-
tielles de I(x)] que ces conditions sont vérifiées si, et seulement si,

Elles donnent ainsi la solution unique du probleme, (I1 est d'ail-
leurs facile de retrouver cette solution graphiquement,)

3.3. Probléme de recherche de ” programmes maximin”.

On considérera ici le probléme suivant, dit Probleme [VI.],
qui généralise le Probléme [IJ] considéré au ¢ 3.2.

2

/Xl
. . . L]
Déterminer un (ou plusieurs) "'vecteur programme''x = €R’

Xm
maximisant la plus petite des vaoleurs f(x) (re{1,2,..., t})
prises au point x par t ''fonctions économiques' concaves
f. , sous les contraintes, supposées compatibles,
PbVI.]
gj(x) >0 pour je& {1, 2,..., n}, les fonctions g
étant concaves,

=
=
z

"

0 pour ke {1, 2,..., p}, les fonctions h,
étant linéaires affines.

Les fonctions f., g;, h, sont supposées définies sur R"
(ce qui n'est d'ailleurs pas essentiel).

Ces contraintes compatibles définissent une partie convexe
fermée non vide C de R" , et la fonction v définie par

v(x) = min f (x)

est concave, puisque, pour tout couple de points X, x de R" et
pour tout scalaire A € [0, 1],

v((1 = A) X +Ax) = £, ((1 = A) X +Ax) > (L =) f,m(i) + A (%)
2(1 - N v (X + A (x).
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Lie Probléeme VI revient donc & maximiser la fonction concave v
sur le convexe fermé non vide CCR" . (On a vu au ¢ 3.2. qu'un
tel probléeme admet au moins une solution x & C dans des cas as-
sez généraux, et en particulier si le fermé C est borné.)

On voit ainsi 1'analogie qui existe entre le Probleme [I.] et le
Probleme [VI.], qui différent seulement par le mode de définition
de la fonction concave a maximiser,

On pourrait encore mettre le Probléme [VI.] sous la forme
du probléme d'optimisation suivant, qui porte sur la variable vec-
X1

. x X2
torielle (V) =
X

v

¥aximiser la fonction économique linéaire v ,sous lescon-
traintes, supposées compatibles,

Pb [VIY] f(x) ~v 20 pour re{l,2,..,t},
g;(x) >0 pour je&{1,2,..,n},
h,(x) =0 pour ke&fl,2,..,p}.

3.3,1. Théoremes de base.

Dire que le point X € R" est solution du Probléme [VI,] re-
vient & dire que le systéme des (t + n + p) relations

f{x) —v(x) >0, pour r€ {1,2,...,1t}
(Vi) { g >0, pour j€ {1,2,...,n}
h,(x) =0, pour k€ {1,2,...,p}

[avec

v(X) = m%n (%]

n'admet pas de solution x € R'", tandis que le point X estsolution
du systéme (VI;) que l'on obtient a partir du systéme (VI en rem-
placant les t inégalités au sens strict par des inégalités au sens
large.

Les trois lemmes fondamentaux établis au $ 3.1. conduisent
alors, quand on les applique au systéme (VI.), aux trois théorémes
suivants, qui généralisent ceux du $3.2.1. et s'établissent de la
méme maniere,
Théoreme 1°%, - Si le point X € R® est solution du Probléme
[VI.), il existe un nombre v(X) et des multiplicateurs scalaires non
tous nuls



73

GV oeees 7o) s Oy o Rgoeees M)y (B Baueees Ty

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction I
telle que

Hx) = X7, fa(x) +Z; Xy gy(x) +Zk‘ e (%) < (}7 7.) v(%) , v x€R"

%20, £(& -v(®>0, %X -v(X)=0 pourtout r;
avec 20, g (%) >0, Ng(%) =0 pour tout j;
L h, (%) =0 pour tout k.

I1 est intéressant d'observer que la fonction 1 est une fonction
concave sur R", et que l'inégalité encadrée exprime, compte tenu des

relations d'exclusion, que l(x) atteint son maximum IX) = (ZV,) v{X)
T
pour x = X,

Théoreme 295, — §'il existe un point X € R", un nombre v(X)
et des multiplicateurs scalaires

By s Tpores T 0 Kuu Kanees A s (s Tasenns )

qui vérifient les conditions posées dans le Théoréme 1%S, les multipli-
cateurs Yy, Yo, ..., Vt) étant de plus non tous nuls (ce qui permet

de prendre 2 Y, = 1) , le point X est solutionduProbléeme [VIc]
r

(et cela, sansaucune hypothése restrictive sur les fonctions f,, g;, h,)

11 faut observer que les conditions ainsi posées impliquent
v(%) = min f.(%).
T

[ Théoréme 3"5, ~ Si les contraintes du Probieme [VI,] vérifient
la "condition de qualification' posée dans le Théoréme 3 du $3.2.1.,
c'est-a-dire sile systeme des (n + p) relations

gi(x) > 0 pour tout j tel que g; ne soit pas linéaire affine

g;(x) 20 pour tout j tel que g; soit linéaire affine

=
.
x

1l
o

pour tout k (les hy étant linéaires affines)

admet une solution x" € R",

- alors les conditions posées dans le Théoreme 2°*S sont néces-
saires et suffisantes pour que le point % soit solutiondu Problame [V1,].

[Et 1'on peut reprendre ici le N.B., du Théoréme 3.]
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3,.3.2., Conditions de Kuhn et Tucker.

Le Théoréme 3% du § 3.3.1. établit, sous certaines condi-
tions, l'équivalence entre un probleme de recherche de "programmes
maximin” sous contraintes (Probléme [VIc]) et un probléme de maximi-
sation sans contraintes d'une fonction analogue ¢ une fonction de
Lagrange (Probléeme [VII.]) qui peut étre énoncé de la fagon suivante :

Déterminer un systéme de multiplicateurs scalaires

(71)72;---171;): (>\'1J)\-2:--c:}\n)) (U‘IJEZJ"')“/D)I

un''vecteur programme''X €R® et un nombre v(x), tels que
le vecteur X maximise sur R" lawvaleur 1(x) d'une fonc-
tion | définie par

1 = TV L0 + X R g0 + X Tk hy(x)
ro i

PblVII]
avec
2=,
Y, 20, £,(X) = v(x) > 0,7V, (fi(%) - v(%) =0 pour tout r
% 20 ,g,(% >0 ,A;8(% =0 pour tout j
h, (%) =0 pourtout k
L [diott (%) = v(%) = min £(%)].

L'équivalence entre le Probléme [VI.] et le Probléme [VIL:], sous
les conditions de concavité posées dans 1'énoncé du Probléme [VI,]
et sous la condition de qualification des contraintes posée dans le
Théoréme 3%, exprime ici les conditions nécessaires et suffisantes
de Kuhn et Tucker [12].

On pourrait d'ailleurs retrouver ces conditions a partir du pro-
bléme d'optimisation [VIL] équivalent au Probléme [VI.].

Remarque. — Si, de plus, la fonction 1, qui est concave, est
différentiable au point X

>

[1(x) € (X)), ¥ x ER")==[VI(X) = 0]‘=>|:———- = 0 pour i€{l, 2,..., m}]
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Il en résulte que l'on dispose alors de {(m +1 +t + n + p)
égalités, en plus des (2t + 2n) conditions de signe, pour déter-
miner les (m +1 +t + n + p) inconnues scalaires du Probléme
[VIL) @ (Xy, Xpoevns Xo)s VIR, (V)0 Vpuevon ¥)u Ry s Rpuvnn, Ay,
By, Bg,..., Hp). (Cela n'implique évidemment pas, a priori, que le
probléme en question ait une solution, ni qu'il ait une solution unique.)

Complément.- On peut observer que le Probléme [VII] se déduit
du Probléme [II] par substitution de la fonction concave ), ¥, f,(x),
r

combinaison linéaire convexe des f_(x), a la fonction concave f(x),
les coefficients y_ étant soumis & des conditions qui font seulement
intervenir les valeurs f,(X) et le nombre v(X).

On déduit alors des résultats obtenus au $ 3.2.2, que, si les
Problemes [VI,] et [VII,] sont équivalents, il existe une classe de pro-
blemes intermédiaires, tous équivalentsauProbleme [VI,, dans lesquels
certaines des contraintes du Probleme [VIc] interviennent dans la fonction
I tandis que les autres contraintes sont conservées explicitement (par

exemple les conditions de signe).

On pourrait aussi, comme au ¢ 3,2,3,, mettre ces problémes
sous la forme de problémes de recherche d'un''col''d'une fonction de plu-
steurs variables vectorielles x et Y, A, u, définie par

t, ¥, AL = 2y )+ XA g(®) + X hy(x)

I1 s'agit, dans un tel probléme, de déterminer un point X, ¥, A, U
tel que

Hx, ¥V, A B <HUX,Y,N,B) <tE,v,A,pu,

sous les contraintes en x conservées explicitement (s'il en existe),
et sous les contraintes Yy, + Y, +... 4y, =1, yv2>0 et A2>0,

Il est facile de retrouver, & partir de cette condition de col,
les conditions de signe et les relations d'exclusion posées dans le
Probléme [VIL].

(On pourrait d'ailleurs former des ''problémes de col'' entié-
rement équivalents aux précédents, mais faisant intervenir explici-
tement la variable scalaire v & c6té de la variable vectorielle x ,
en appliquant la méthode du § 3.2.3. au probléme d'optimisation
[VIL] équivalent au Probléme [VI,].)
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3.4. Probléme de recherche de "programmes extrémes”,

On considérera ici le probléme suivant, dit Probléme [VIII.],
qui généralise d'une autre maniére le Probléme [I.] considéré au
¢ 3.2,

Xy

. . 1 " Xy
Déterminer des Vvecteursprogrammes X = ER ,

Xm
rendant "extréme' un vecteur de coordonnées f,(x), £,(%), ...,
fulx), ou f,,f,,..., f, sont des ''fonctions économiqued’

concaves, sous les contraintes, supposées compatibles,

Pb [VIII]

g;(x) >0 pour j€ {1,2,...,n}, lesfonctions g;
étant concaves,

=3
x
1

0 pour ke {1,2,...,p}, les fonctions h,
étant linéaires affines .

Les fonctions f,, g;, h, sont supposées définies sur R"
{ce qui n'est d'ailleurs pas essentiel).

-

Ces contraintes compatibles définissent une partie convexe fer-
mée non vide C de R", et il s'agit de déterminer les points
X € C tels qu'il n'existe pas dans C de point x donnant & cha-
cune des t fonctions f, (r € {1, 2,...,t}) une valeur f£(x) > £ (%),
avec inégalité stricte pour au moins une de ces fonctions.

Le Probleme [VIII,] redonne donc le Probléme [I.] comme cas par-
ticulier ouand t =1,

3.4.1, Théoremes de base.

Dire que le point X € R" est solution du Probléme [VIII]
revient a4 dire qu'aucun des t systemes de (t + n + p) relations

f(x) - f(X) 20, pour re{l,2,...,t}
, L e .
(V1IL,) l'une de ces t inégalités étant stricte,
0, pour jE{1,2,...,n}
0, pour ke {l,2,...,p}

A4

gi(x)
hk(X)

n'adnet de solution x € R™, tandis que le point X est solution
du systeme (VIII,) que l'on obtient & partir de chacun des systémes
(VIII,) en remplacgant 1'inégalité au sens strict par une inégalité au
sens large.
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Les trois lemmes fondamentaux établis au § 3.1, conduisent
alors, quand on les applique aux systémes (VIIL), aux trois théo-
rémes suivants, qui généralisent ceux du $3.2.1, et s'établissent
de la méme maniére.

B Théoréme 1**',— Si le point % €& R" est solution du Probleme
[VIII,), il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls

By Ty W) o Ry Ryneees K) 0 (g fiaseees i)

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 1
telle que

Hx) = 27, 4,00 + %Xi g,(x) +}k; by < X7, 48 . Vxere
Y. 20 pour tout r ; \

avec Xj 20, gj(i) 20 , Xj gj(:'c) = 0 pour tout j ;

h(X) =0 pour tout k .

Il est intéressant d'observer que la fonction | estune fonction
concave sur R" , et que 1'inégnlité encadrée exprime, compte tenu des
relations d'exclusion, que 1l{(x) atteint sonmaximum I(X) = 2 'y'r fr(i)

T

pour x = X .

Théoréme 2%~ S'il existe un point x €R" et des multiplica-
teurs scalaires

(7,09, a7 0 KL Rpeeea X)) (55 Bgreenn By

qui vérifient les conditions posées dans le Théoreme 1'%, les multi-
plicateurs (Y, , Yy ,..., ¥, relatifs aux t fonctionséconomiques f:

étant de plus tous strictement positifs (ce qui permet de prendre
2;. Y, = 1), le point X est solution du Probléeme [VIII.] (et cela,

| sans aucune hypothése restrictive sur les fonctions f, g h,)
Théoréme 3"",— Si chacun des t systémes de (t - 1 + n + p)
relations déduits des t systémes (VIII,) par suppression de 1'iné-
galité stricte vérifie une "condition de oualification' analogue & celle
posée dans le Théoréme 3 du $3.2.1., c'est-a-dire si chacun des t
systémes, déduits de (VIIL) par suppressiondel'une des t inégalités
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£(x) — f(X) > 0 et transformation en inégalités strictesdes inégalités
au sens large faisant intervenir une fonction f, ou g; non linéaire
affine, admet une solution x*€R" (re {1,2,...,t}),

- alors les conditions posées dans le Théoreme 2%°" sont néces-

saires et suffisantes pour que le point X soit solution du Pro-
L—blt‘ame [VIIL].

En effet ces conditions, qui sont toujours suffisantes d'apreés
le Théoréme 2'®", deviennent ici nécessaires pour que X soit so-
lution du Probléme [VIII) puisque, en vertu des conditions de qua-
lification posées, l'impossibilité de chacun des t systémes (VIIL)
implique 1'existence de t fonctions I, (r&€{1,2,..., t}) pos-
sédant les propriétés de la fonction ! du Théoréme 17 et telles
que dans I,{x) le multiplicateur Y, soit strictement positif. La
somme de ces t fonctions 1, est alors une fonction ! possédant
toutes les propriétés indiquées dans le Théoréme 2%T,

N.B. - Dans le cas particulier important ol toutes les contraintes
du Probleme [VIII.] sont linéaires, etolide plus les t fonctions éco-
nomiques f, sont linéaires affines, les conditions de qualification
posées dans le Théoreme 3%T sont vérifiées (le point % , par exemple,
jouant alors le réle des points x7),

Remarque .~ Les "conditions de qualification' posées dans le
Théoréme 3%’ ne sont pas seulement des conditions de qualification
des contraintes du Probleme [VIIIc] puisqu'elles font intervenir aussi
les t fonctions économiques £, et le point X . Elles impliquent
cependant la condition de qualification des contraintes posée dans le
Théoréme 3 du ¢ 3.2.1,, mais, lorsque cette condition est remplie,
il se peut que certains progrommes extrémes x soient ''qualifiés'’, en
ce sens qu'ils vérifient les conditions du Théoreme 2%, tandis que
d'autres ne le sont pas.

On peut alors dire que les conditions posées dans le Théoréme 2%°7
sont nécessaires et suffisantes pour aue le point % 8oit solution
gualifiée (ou "propre”) du Probleme [VIIL].

Exemple,— Soit a déterminer les points x € R , rendant extréme
le vecteur de coordonnées
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On voit immédiatement que les points
solutions sont les points X € {1 , 2] , mais
que le point X = 1 n'est pas solution qualifiée
puisque ce point, qui ne bloque aucune des
deux contraintes, maximise f3(x) mais ne
maximise aucune combinaison linéaire &
coefficients strictement positifs de fi(x) et
fo(x}. On vérifie d'ailleurs que les conditions
X de qualification du Théoréme 3'** ne sont

pas remplies par le point X = 1 , puisque

le systéme 2x - x2>1 i i
ystéem < 50 est impossible.

3.4, 2. Conditions de Kuhn et Tucker,

Le Théoréme 3% du ¢§ 3.4.1. établit, sous certaines condi-
tions, 1'équivalence entre un probléeme de recherche de "programmes ex-
trémes” sous contraintes (Probléme [VIII.]) et un probléme de maximi-
sation sans contraintes d'une fonction analogue o une fonction de
Lagrange (Probléme [IX.]) qui peut étre énoncé de la fagon suivante :

Déterminer des systemes de multiplicateurs scalaires

Ty o Voo Yo s (Ryu Rguees K s (Bps Tgoenvs T s

et des'vecteurs programmes'' XER", tels que le vecteur x
noximise sur R" la valeur 1(x) d'une fonction | dé-

finte nar
PblIX,] 5 o = —
° I(x) = X 7, £(x) + ij,, g5(x) +§ By hy(x)
r
Y, >0 pour tout r
avec A20, g(®>0, Ag(x =0 pour tout j

h(X) = 0 pour tout k

[dlod 1(%) = XY, £(2)].
r
L'éauivalence entre le Probléme [VIII,] et le Probleme [IX,], sous
les conditions de concavité posées dans l'énoncé du Probléme [VIIL/]
et sous les conditions de qualification posées dans le Théoréme 3",
exprime ici les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et
Tucker [12] .

Remarque.~ Si, de plus, la fonction 1, qui est concave, est
différentiable au point X,
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[(x) € UR), Yx € R () = 0]4:»[3_;&)

= 0 pour i€{1,2,...,m}:ll

[11 en résulte que l'on dispose alors de (m + n + p) égalités,
en plus des (t + 2n) conditions de signe, pour déterminer les
(t + m 4+ n + p) inconnues scalaires du Probléeme [IX.]: (Y, Yoo oo Ye) s
(X, Xpeeon X, (R, Ayseens Ay (Fy Fgseves ). Cela
n'implique pas, a priori, que la solution du probléme en question
dépende de t parametres, mais on peut cependant aborder la ré-
solution du probléme en laissant indéterminées les valeurs des t
multiplicateurs positifs (¥, , ¥, ,..., ¥y} , dontla somme peut &tre

prise égale a 1 .]

Complément.— On peut observer que le Probléme [IX.] se déduit du
Probléme [I1,) par substitution de la fonction concave 2\7, f.(x), com-
T

binaison linéaire G coefficients positifs des f,(x) , & la fonction
concave f(x), sans autre condition.

On déduit alors des résultats obtenus au ¢ 3.2,2. que, si les
Problémes [VIII,) et [IX. sont équivalents, il existe une classe de
problemes intermédiaires, tous équivalents au Probleme ([VIII,], dans
lesquels certaines des contraintes du Probleme [VIII.] interviennent
dans la fonction 1 tandis que les autres contraintes sont conservées
explicitement (par exemple les conditions de signe).

On pourrait aussi, comme au § 3,2.3., mettre ces problédmes
sous la forme de probleémes de recherche d'un "'col"d'une fonction de plu-
sieurs variables vectorielles (x et A, p) , dans lesquels les t
multiplicateurs positifs (¥, , ¥, ,..., ¥,) joueraient le rdle de pa-
rameétres arbitraires.

4., CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER POUR LES PROGRAMMES
LINEARISABLES

On va maintenant reprendre les problémes qui ont été consi-
dérés au § 3 dans le cas concave, en remplagant les hypothéses de
concavité par des hypothéses de différentiabilité qui permettront de
définir des problémes linéarisés, ou problemes tangents, au voisinage
des points solutions. Les conditions de Kuhn et Tucker pour ces
problémes linéarisés résultent des conditions obtenues dans le cas
des problémes concaves, ou plus directement du lemme de Fourier
(établi dans le premier article du présent cahier).

On montrera que, sous certaines conditions de qualification
(1,2 et 4], les conditions de Kuhn et Tucker relatives aux pro-
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blémes linéarisés donnent des conditions nécessaires, mais non suf-
fisantes, pour les problémes linéarisables [12]. On donnera enfin
certaines conditions impliquant que les conditions de Kuhn et Tucker
sont suffisantes.

4.1. Probléme d’ optimisation sous comtraintes.

On considérera ici le probléme suivant, dit Probléme [I] :
X
X,

—

z . . 1"
Déterminer un (ou plusieurs)''vecteur programme X = R,

X
maximisant, au moins localement, la valeur £(x) d'une ''fonction
économique' f | sous les contraintes, supposées compatibles,

gj(x)>0 pour jef{t,2,..., n},
=0

hy(x) pour ke {1,2,..., p}.

On suppose qu'il existe au moins un point solution X, que
les fonctions f , g, h, sont définies sur une partie ouverte
de R" comprenant X , soit QX)) CR", et qu'elles sont

différentiables au point X , c'est-a-dire que, pour tout
xe Qx),
PbI] f(x) = f(%) + VER)(x - %) + o{x - % ,
avec lim olx __X) =0,
X=X ”X - X
g,(x) = gj(S() + ng(i)(x - X) + o5(x - %),
avec lim -Oj(x - X _ 0,
S P
hy(x) = h(X) + Vh(X)(x - X) +0,(x - X) ,
avec lim 25(—}(—__1)= 0,
=% x - X

Vi(x) , Vg (%) , Vh(X) désignant les vecteurs dérivés, ou
"gradients”, des fonctions f, g;, hy au point solution X
(voir § 2.2.).

Les contraintes compatibles du probleme définissent une partie
non vide C de R" comprenant X . et l'on peut toujours supposer
le voisinage ouvert Q(X%X) du point X assez petit pour que le point
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solution x nmaximise la valeur f(x) de la fonction f sur l'ensembdle
non vide (Q(X)N C) C R".

[Les valeurs éventuellement prises par les fonctions f, g;, hy
en des points extérieurs & un tel voisinage Q(X) n'interviendront
pas dans la suite,!

4.1.,1. Probleme linéarisé au voisinage d'un point solution.
Conditions de Kuhn et Tucker.

Le probléme tangent au Probléme [I] au point solution X , ou
probléme linéarisé au voisinage de ce point, est, par définition, le
Probléme [I;] suivant :

[ Waximiser f(%) + VEHRNx - %),
sous les contraintes

b)) g(X) + Vg(X)(x - X)>» 0 pour j€{l,2,...,n},
h(X) + Vh(X)(x - X) =0 pour k€& {1, 2,..., p}.

(Il s'agit évidemment d'un probléme de programmation linéaire,)

Le point x est solution du probleme linéarisé [I;] si, et seu-
lement si, le systeme des (1 + n + p) relations linéaires

Vi(x)(x - %) >0
(1) g,(%) + vg(x)(x - x 20 pour j € {1,2,..., n}
h, (%) + Vh(X)(x - % =0, pour k E€{1,2,..., p}

n'admet pas de solution x € R" , tandis que le point X est solution
du systeme [I;] que l'on obtient & partir du systéme [I;] en remplacgant
1'inégalité au sens strict par une inégalité au sens large.

D'apres le Théoréme 3 du § 3.2.1. (ol la condition de quali-
fication est vérifiée par les contraintes du Probléme [I;] du fait
qu'elles sont linéaires et compatibles), ou, plus simplement, d'aprés
le lemme de Fourier (voir le premier article du présent cahier)
appliqué au systéme linéaire (I;), on obtient les conditions (I[;) sui-
vantes :

Le point X est solution du probléme linéarisé [I;] si, et seu-
lement si, il existe des multiplicateurs scalaires (éventuelle-
ment tous nuls)

(7\1,7\2,---,}\“): (pl;l‘_)'2:-"1p'p)
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qui permettent de former, par combinaison linéaire, une "fone-
tion de Lagrange” | telle que

VIR =V [f(x> + Zj N gy(x) +§ e hk<x>] =0

x=X

Ay >0, g(x) 20, Ajgx) =0 pour tout j
avec

h(%) =0 pour tout k

L [d'ou (%) = {(X)]

[La mise en évidence de 1'impossibilité du systéme (I;) sous
forme purement numérique par combinaison linéaire, selon le lemme
de Fourier, donne immeédiatement la relation encadrée, et 1l'inégalité

Z R og® + L H (B <0
B K

qui, compte tenu des conditions de signe X;>0 et des contraintes
g(x)>0 et hy(%) =0, équivaut aux relations d'exclusion Ag;(%) =0.]

Les conditions (II;), nécessaires et suffisantes pour que le
point X soit solution du probléme linéarisé [1;], sont les conditions de
Kuhn et Tucker pour ce probléme, On voit que seules les contraintes
bloquées (ou serrées) au point X , dans le Probléme [I] comme
dans le Probleme [I;], peuvent intervenir avec un multiplicateur non
nul dans la fonction de Lagrange 1 , ce qui était prévisible puisque
les contraintes non bloquées au point X sont vérifiées, sans autre
condition, sur un voisinage de X .

Complément,~ D'apreés les résultats obtenus au $ 3.2.2., on peut
encore n'introduire dans la fonction de Lagrange que certaines des con-
traintes du Probleme [I,] en conservant explicitement les autres (par
exemple les conditions de signe),

Si 1'on désigne
- par {J,, J, )} une partition de l'ensemble J = {1, 2,,..,n},

{l: 2,---:9},

- par {K,, K,}une partition de l'ensemble K

les conditions (II;) sont donc équivalentes aux conditions (III;) sui-
vantes

Le point X est solution du probleme linéarisé [I;] si, et seu-
lement si, il existe des multiplicateurs scalaires

Ay pour jeEd,, L, pour k€K, ,
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(11L;)

des réles analogues aux coordonnées du point X

i

tels que le point % maximise sur R® lavaleur q,(x) d'une
fonction linéaire q, définie par

q,(x) = V(%) (x - X) =V[f(x) + 2 7\j g,(x) + > Ekhk(x)]x:i (x-%)

Jedy kekKy

20, g(x20, A g(x) =0 pour jEJu,
avec

h (%)

0 pour ke K;,

sous les contraintes

g;(®) +vgyx)(x - % >0 pour je&J;,
h(X) + Vh(X)(x -~ %) =0 pour ke&kK,.

D'apres les résultats obtenus au ¢ 3.2.3., il est possible de
mettre les conditions (II}) et (II;) sous une forme qui fait jouer

, d'une part, et

aux multiplicateurs X; , [, , d'autre part.

(Ivy)

Les conditions (II;) sont entiérement équivalentes aux conditions
(IVy) suivantes :

i Le point X est solution du probléme linéarisé [I;] si, et seu-

lement si, il existe deux "vecteurs multiplicateurs'

s (R Tareres W) 20, 0= (Fy0Tyseees Ty

tels que la fonction bilinéaire s des wvariables vectorielles
x et A, W, définie par

s(x, A, u) = (%) +§Jj Ay gy(%) +§ by hy(%)

+ V[f(x) + XN g + Y hk(x)] (x~-%)
j k

nrésente un ''col' au point X, A, T sous les controintes
A 20, c'est-o-dire tels que

Vxe R, sx,A,B)<s(E, A, B)<s(E, A, 1), VA, ulr20

[On sait que la double inégalité précédente équivaut aux deux
égalités suivantes :
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s(x,X,0) = max s(x, A,T) = _min max s(x, A, u),

( w nax s W= amin o max s 2

s{x, A,0)= min s(x, A,u) = max min s(x, A,u).
H (A jAz0 W xeR® (A, [A20 ( H)

De méme, et plus généralement, les conditions (III;) sont en-
tierement équivalentes aux conditions (V;) suivantes :

Le point X% est solution du probléme linéarisé [I;]) si, et seu-
lement si, il existe deux "vecteurs multiplicateurs'

AL =Ry i€ 20, u@ = (| kEK),

tels que la fonction bilinéaire s, des variables vectorielles
x et AV, uM | définie par

sy(x, AV, uM) = £(%) + X A, gy + 2 py hy()
JeJy keKy

+V[f(X) + 2 ANglx) + 2. ukhk(x)] (x - %)

Jedy keK)

(V) —_ _
présente un''col" au point X, AP, u(b sous les contraintes

A\

g(x) +vg(X)(x - % 20 pour jJEIJ,
et AD20,

h(X) + Vh(x)(x - %) 0 pour kE K, ,

c'est-g-dire tels que, pour tout x et pour tout (ANV , u()
vérifiant ces contraintes,

s,(x, A, ) < s,(x, ND , 1) < s,(%, A, ) |

4.1.2. Condition ¢énérale de qualification des contraintes.

Les conditions (IIL) et les conditions équivalentes, données au
¢ 4.1.1,, expriment que le point X est solution du probleme li-
néarisé [I;], tangent en X au Probleme [I]J. Mais elles n'expriment
pas, en général, que le point X soit solution du Probleme [(II, et
elles ne sont méme ni nécessaires ni suffisantes pour qu'il en soit
ainsi (voir $3.2.4, et $4.1.5.).

Cependant, si les contraintes du Probleme [1] vérifient au point
X certaines conditions de qualification, le point X ne peut 2tre so-
lution duProbleme [1] que s'il est solution du probleme linéarisé [1;].
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Les conditions [II;] et les conditions équivalentes, exprimant
que le point X est solution du probléeme linéarisé [{I;], donnent
alors des conditions nécessaires (mais non suffisantes, en général)
pour que le point X soit solution du Probléme [I], Ce sont les con
ditions nécessaires de Kuhn et ‘Tucker pour lesprogrammes linéarisables.
(On sait, d'apres 1'étude faite au § 3.2.2., que ces conditions de-
viennent suffisantes pour les programmes concaves linéarisables.
Et 1'on montrera au $4.1.4., qu'il en est de méme dans des cas un
peu plus généraux.)

On va établir ici une condition de qualification des contraintes
(1, 2 et 4], plus générale que celle donnée par Kuhn et Tucker [12](*),

Définitions préliminaires.

(dne L(X) des demi-droites localement contraintes au point
xe C .

Le céne L(X) est, par définition, 1l'ensemble des demi-
droites issues du point X qui vérifient, au voisinage de X , les
contraintes du probléme linéarisé [I;]:

Vg (R)x - %) 20, Vi|g(x) =0

Uhe(X{x - %) =0, Vk

I1 résulte de cette définition que L(X) est un cbne fermé convexe.

I1 faut aussi remarquer que le cdne L(X) ne dépend pas seu-
lement du domaine C défini par les contraintes du Probléme [I], mais
aussi de la forme méme de ces contraintes (voir 1'exemple du $3.2.4.).

Cone T(X) des demi-tangentes en x au domaine C défini par
les contraintes.

Le céne T( est, par définition, l'ensemble des demi-droites
issues du point dont les points x sont tels qu'il existe une
suite de points x_ convergeant vers X et appartenant au domaine
C défini par les contraintes de Probléme [I], et une suite de sca-
laires non négatifs v, , pour lesquelles la suite des vecteurs
vg{xs — X) converge vers (x - X) (qui définit alors une demi-
tangente en X au domaine C)

%)
X

(*) Signalons que des conditions encore plus générales, mais d'un emploi plus
délicat, ont été établies par Melle M. Guignard, dans une theése présentée
a la Faculté des Sciences de Lille,
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x,& C, v20,¥s
T(x) = {x tels que (x — %) =1lim v;(xs — %), avec

S~ @ -
Xg ——>X
S—®

(On donne souvent & T(X) le nom de '"contingent de C au
point %'.)

Le cdne T(x) comprend toujours le point % , et l'on montre
sans peine que T(X) est fermé [1]. Si le domaine C contient des
arcs de courbe issus du point X et admettant des demi-tangentes
en ce point, elles définissent des ''demi-droites accessibles en X',
qui appartiennent au cone T(X) . Mais il peut exister des demi-
tangentes en X a4 C qui ne soient pas des demi-droites acces-

sibles [2].

cone P(X) des pseudo-tangentes en X au domaine C défini
par les contraintes.

Le cone P(x) est, par définition, la fermeture convexe du clne
T(X) , c'est-a-dire le plus petit cone fermé convexe contenant T(X)
{Les pseudo-tangentes en X au domaine C sont ainsi définies
comme combinaisons linéaires convexes des demi-tangentes en X
au domaine C.)

I1 faut remarquer que le c¢dne P(x) , comme le cdne T(X) ,
dépend seulement du domaine C défini par les contraintes du Pro-
bleme (1],

Lemme 4.~ Toute pseudo-tangente en % au domaine C défini
par les contraintes du Probleme [I] est localement contrainte au point x,
ou, autrement dit,

P(x) C L(x)

Puisque L(x) est un coéne fermé convexe et que P(X) est
la fermeture convexe du coéne T(X) , il suffit de montrer que
T(X) C L(X) , c'est-a-dire que toute demi-tangente en X au do-
maine C est localement contrainte au point X .

Or, si (x -%) définit une demi-tangente en X au domaine C ,
il existe une suite de points =xs convergeant vers X et apparte-
nant & C , et une suite de scalaires non négatifs v,, tels que

X - % = lim vy (x4 — X)
S 0O




88

D'autre part, les fonctions g; et h, étant différentiables au
point X , on a

g(xgd = g(®) +9Vg(X)(x; ~ %) + o(xy - % , avec g(x) >0, Vj,

h, (%) = h(%) + Vh(X)(xs - X) + o (xs - X) , avec hy(X) =0, Vk,

Ok(xs - X)

0
les rapports - et = tendant vers 0 quand
°P e = %] e = %
Xg —™> X .
Il en résulte que Vg (x - %) 20, yjlg® =0

Vh (R)(x - % =0, Vk

c'est-a-dire que la demi-droite définie par (x — X) est localement
contrainte au point X , car, s'il en était autrement, il existerait
des indices s assez grands pour que

- ou bien 3j |g(%) =0, Vg (%) Ve (xs = %) <0

et ngj(xs) <0,

- ou bien Jk| h(X) = 0, Vh(X) vy(xg - % # 0
et vh(xy) #0,
ce qui est contradictoire avec le fait que x, &€ C , Vs .

Le lemme 4 est ainsi établi,

[ Théoreme 4,-Si toute demi-droite localement contrainte au point x
est une pseudo-tangente en X au domaine C défini par les contraintes
du Probleme [1], le point % ne peut &étre solutionduProbléme (1] que
s'il est solution du probléme linéarisé [I;].

Autrement dit, la condition L(X) = P(X) est une condition
suffisante de qualification des contraintes du Probleme [I] au point
X . (Sielle est vérifiée, les conditions de Kuhn et Tucker données
au § 4,1.1, sont nécessaires, mais non suffisantes en général ,
pour que le point X soit solution du Probléme [I].)

En effet, si le point X est solution du Probleme [1], c'est un
maximum, au moins local, de f(x) sous les contraintes qui définissent
le domaine C . Et, la fonction f étant différentiable au point % ,
on a, pour toute suite de points x4 convergeant vers X et ap-
partenant & un voisinage de x sur lequel f est définie,

flxg) = £(X) + Vf(X)(xs - X) + o0(xs - X), avec }:rj; (ﬁzs—:;")- =0 .
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Tl en résulte que, si (x — X) définit une demi-tangente en X
au domaine C , c'est-a-dire si

xs€ C, vg20, Vs,
X - % = lim y(x, - X) , avec

sS.o -
Xs5oa>X s

on a

Vi(x)(x — %) €0

car, s'il en était autrement, il existerait des indices s assez grands
pour que

Vf(;() Vs(xs - ;() > 0 et Vs(f(xs) - f(;()) >0 >

ce qui est contradictoire avec le fait que le point X maximise,
au moins localement, la valeur f(x) de la fonction f dans le do-
maine C .

Ainsi, si le point X est solution du Probleme [1],

[x e TX)]=—=[vf(X)(x - %) < 0],

c'est-a-dire que le c¢déne T(X) est inclus dans le domaine convexe
fermé (espace ou demi-espace) défini par la condition Vf(X)(x - X) <0,
et il en est de méme du c¢dne P(X) , fermeture convexe de T(X) ,
de sorte que

[x € P(D] = [Vi(X){x - %) < 0]

Donec, si L(x) = P(X) , [x € LE] =—[Vf{x)(x - X) <0],
c'est-a-dire que le point X , solution du Probléeme [I], est solution
du probleme linéarisé (I;] .

Le théoréeme 4 est ainsi établi,

Réciproque du Théoréme 4.~ Dans le cas particulier ot il existe
un voisinage ouvert Q(%) du point X ot le domaine C défini par
les contraintes du Probleme [1] est inclus dans le cdne P(X) des
pseudo-tangentes en x a C, clest-a-dire si le domaine C est
localement pseudo-convexe au point X

ce qui implique que les fonctions h,
[3 Q) | (%) N C) CP(r) (s'il en existe) soient localement 11-)] s
néaires affines en X sur C
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le théoréme 4 admet la réciproque suivante :

Si le point % ne peut &tre solution du Probleme [I] que s'il
est solution du probléme linéarisé [I;], et cela quelle que soit la fonc-
tion f différentiable en X , alors L(X) = P(x).

En effet, choisissons en particulier une fonction { linéaire
affine, de sorte que

f(x) = f(X) + Vi(x}(x - X ,

le vecteur Vi(X) pouvant étre a priori quelconque.

Alors, compte tenu de l'hypothése selon laquelle Q(X)NC) CP(X)
et de la forme particuliere de la fonction f ,

- pour tout vecteur VI(X) tel que [x€P(X)]==I[Vf(X)(x-%)<0],

on a [x €EQX)INC)) =—=If(x) < £(X)], de sorte que le point X est
solution du Probléme [I].

Par hypothése, le point X est alors solution du probléeme li-
néarisé [I;], c'est-a-dire que

[x € L(x)] —=—=[Vi(X)(x — X) €0].

I1 en résulte que tout demi-espace fermé admettant le point
X comme point frontiére et contenant le céne fermé convexe P(X)
contient aussi le coéne fermé convexe L(X) . Or, d'aprés l'un des
théorémes de séparation des domaines convexes [5]; tout point qui
n'appartient pas au cbne fermé convexe P(X) est extérieur a l'un
de ces demi-espaces fermés et n'appartient donc pas non plus au
céne L(X) , de sorte que L(X C P(X) .

Puisque, d'aprés le Lemme 4, on a toujours P(X) C L(X) ,
il est ainsi établi que, sous les hypothéses énoncées, L(X) = P(X)

Le théoreéme 4 et sa réciproque montrent que, en tout point X
olt le domaine C défini par les contraintes du Probleme [1] est locale-
ment pseudo-convexe, la condition I1.(X) = P(X) est une condition né-
cessaire et suffisante de qualification de ces contraintes pour toute
fonction économique différentiable en X .

4.1, 3, Conditions particulieres de qualification des contraintes.

On va donner ici une condition de qualification des contraintes
moins générale que celle du §4.1.2., mais plus facile & mettre
en oeuvre dans les cas auxquels elle peut s'appliquer. Cette condi-
tion peut €tre présentée comme corollaire de la condition générale
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établie au § 4.1.2., mais elle résulte aussi trés simplement du
lemme de Fourier établi dans le premier article du présent cahier,

On déduira ensuite de cette condition d'autres conditions de
qualification des contraintes, applicables & des cas plus particuliers
(1°, 2°, 3°, 4°) et & un cas qui semble plus général a certains

égards (5°).

F Théoréme 5.— Si le point XE R" est solution du Probleme [I],
ot les fonctions h, intervenant dans les p égalités he(x) = 0
(s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un voisinage ouvert
de X, il existe des multiplicateurs non tous nuls

-’?: (_}\l;xz)---:}\n): (nl’p-‘Z""’up)

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 1
telle que

Vi) =V Yf(X) + %7\3 gj(x) +Zk r"'k hk(x)] x= = 0

0
avec ; 20, g;(x) >0, g% =0 pour tout j

h(X) =0 pour tout k
[d'ou (X)) =Y1i(X)],

Y et les multiplicoteurs Ay qui affectent les fonctions g; non
localement pseudo-convexes en % (c'est-a-dire les g, qui ne sont
pseudo-convexes, ou convexes, ou linéaires affines, sur aucun voi-
sinage ouvert de X) pouvant &tre choisis non tous nuls.

b

En effet, si le point X est solution du Probléme [I], ou les
fonetions h, sont supposées localement linéaires affines en X ,
le systeme des (1 +n, +p) relations linéaires (n, étant.le nombre
des contraintes gj(x) 2 0 bloquées par X).

ViX)(x - % > 0

Vgix)(x - % >0 pour tout j tel que gj(i) =0 ,
g, n'étant pas localement pseudo-convexe en X
]
(1) Vg (X)(x - X) » 0 pour tout j tel que g(x) =0,
g; étant localement pseudo-convexe en X

th(i)(x -% =0 pour tout k (les h, étant localement
linéaires affines en X)

n'admet pas de solution x € R".
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Car, s'il en était autrement, les conditions de différentiabilité
des fonctions f et g; au point X, jointes a la linéarité locale
des fonctions h, en X et aufait que, pour les fonctions g; lo-
calement pseudo-convexes en X (voir §2.2.),

(Vg () (x ~ %) 2 0] ==[g,(x) —g,(X) 20] si |x - X| estassez petit,
impliquent qu'il existerait un voisinage ouvert de X (par exemple

une boule ouverte de centre X et de rayon assez petit) dans lequel
les solutions x du systéme (I}) vérifieralent les relations

(1) g;(x) >0, pour je€ {1,2,..., n}
h,(x) =0, pour ke {1,2,..., p}

ce qui est contradictoire avec le fait que le point X maximise,
au moins localement, la valeur f(x) de la fonction f dans le do-
maine C défini par les contraintes du Probleme [I],

La mise en évidence de l'impossibilité du systeme linéaire (1)),
sous forme purement numérique par combinaison linéaire, selon le lemnme
de Fourier, donne immédiatement le Théoreme 5, si l'on observe

- que ce systéme ne fait pas intervenir les fonctions g;
telles que g;(%X) >0 (de sorte que les multiplicateurs X; corres-
pondants sont nuls),

- et que son impossibilité est due & la présence d'inégalités
strictes (de sorte que les multiplicateurs Y et Aj; affectant ces
inégalités strictes ne sont pas tous nuls),

[N.B. - Une forme moins précise du Théoréme 5 a été établie
pour la premigre fois par Fritz John en 1948,]

Théoréme 6.~ Sile point X € R® vérifie les contraintes du
Probleme [1], olt les fonctions h; intervenant dans les p égalités
h,(x) = 0 (s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un
voisinage ouvert de X , et si le systéme des (n, + p) relations
linéaires (n, étant le nombre des contraintes gj(x) 2 0 bloquées

par X)
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vg{X)(x — % > 0 pour tout j tel que g(%) =0,
g, n'étant pas localement pseudo-convexe en X

(') veg,(x)(x - %) > 0  pour-tout j tel que gj(i) =0,
1 g; étant localement pseudo-convexe en X
vh(X)(x - %X =0 pour tout k
(les h, étant localement linéaires affines en X)

admet une solution x*e€ R* (ou x*-% = X) ,

- alors le point X ne peut étre solution du Probleme [I] que
s'il est solution du probléme linéarisé [I;].

Autrement dit, [’existence d'une solution du systeme linéaire
(IY) est une condition suffisante de qualification des contraintes du
Probleme (I) au point X .

[11 semble que l'affaiblissement de la condition de qualification
analogue donnée dans [4], par la substitution de ''pseudo-convexe'
a "convexe' dans le systéme (I}), puisse présenter quelque intérét.]

En effet, si le point X est solution du Probleme (1], le sys-
téme linéaire (I}) considéré & propos du Théoréme 5 n'admet pas
de solution. Mais, puisque par hypothése le systéme (I}) admet une

solution, l'impossibilité du systéme (I}) est due & la présence de
l'inégalité stricte Vi(X)(x — %) >0 dont l'adjonction & (I}') donne (I}).

1 en résulte que la combinaison linéaire qui met en évidence
1'impossibilité du systéme (I;), selon le lemme de Fourier, fait in-
tervenir cette inégalité avec un multiplicateur ¥ non nul. Donc
Y>0 , et, en multipliant tous les multiplicateurs par une méme
constante positive, on peut toujours prendre Y =1,

Il existe doncdes multiplicateurs scalaires (éventuellement tous
nuls)

(XI’XZ"")Xn)) (.DI’D’Z”"I “’p)

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une ''fonction
de Lagrange' 1 telle que

VI(R) =V [f(x) + >J— A og(x) + l;. Pl h“(x)] Tl

A 20, g(x) > 0, Ay gy(X) =0 pour tout |

avec h{X) = 0 pour tout k
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ce qui exprime, d'aprés les conditions (I[;) du $ 4.1.1,, que le point
X est solution du probléme linéarisé [I;].

Le théoréme 6 est ainsi établi.

Complément.— On peut montrer que ['existence d'une solution
(x* - %) = X du systéme linéaire (I)') implique la relation

L(x) = T(x) = P(X),

de sorte que la condition de qualification des contraintes qui fait
1'objet du Théoréme 6 est un corollaire de la condition générale
donnée par le Théoréme 4 du § 4.1.2,

En effet, si x € L(X), c'est-a-dire si (x — %) = X définit une
demi-droite localement contrainte au point % , et si (x* - %) = X*
est solution du systéme (I}), alors, pour tout scalaire o€ }0, 1],
((1 = &)X + aX") définit une demi-tangente en X au domaine C .

Car, si l'on pose x5 =X + 0((1 - )X +aX) pour tout sco-
laire © 20 , il existe un scalaire ©,>0 ~nassez petit pour que, sSi
0<9 <o,

>

[g(x > 0] =—[g,(xg) > 0],

[g(® =0 et vg(R((l -a)X +aX)>0] =>[g(xe) >0,
g (%) =0, Tg (X1 - o)X + aX) 30

[egc g; localement jpseudo-convexe en X ] [gj(xe) >0l ,
h(x) =0, vh(X((1 - a)X + aX’) =0 _

[elt( h, localement k1inéaire affine en X ] [hy(xg) = O] ,

d'aprés les conditions de différentiabilité des fonctions g, au point
X , jointes a la linéarité locale des fonctions h, en X et au fait
que, pour les fonctions g; localement pseudo-convexes en X ,

(Vg (%) (x = %) »0) ==[g(x) - g;(%) >0] si [lx—-%[ est assez petit.

Il en résulte que xg& C si 0<8 <0,, de sorte que
(1 - X + aX’

définit, pour tout scalaire o € 10, 1], une demi-droite accessible en X,
donc une demi-tangente en X au domaine C., Le céne T(x) étant fer-
mé, cela implique que (x - X) = X définit aussi une demi-tangente
en X au domaine C, c'est-a-dire que x € T(X).

Ainsi, si le systéme linéaire (I}) adnet une solution,

[x ELX)] — [x €T(X)] ,
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c'est-a-dire que L(X)C T(x) C P(x).

Puisque, d'aprés le Lemme 4 du $ 4.1.2., on a toujours
P(X) C L(x%) , il est ainsi établi que, sile systeme linéaire (IY}) ad-
met une solution, L(x) = T(X) = P(X).

Corollaires du Théoréme 6,

Si le point x & R® vérifie les contraintes du Probléme (1],
si les fonctions g; intervenant dans les n inégalités gj(x) 20
sont localement pseudo-convexes en X (ou, en particulier, localement
linéaires affines en X), et si les fonctions h, intervenant dans les
p égalités hy(x) = 0 (s’il en existe) sont localement linéaires af-
fines en X ,

- alors les contraintes du Probleme {1] sont cualifiées au point x.

L
En effet, le systéme linéaire (I}) ne comprend alors aucune
inégalité stricte, et admet donc la solution x* = x .
Si le point X € R® uvérifie les contraintes du Probléme (1],
si les fonctions h, intervenant dans les p égalités  hy(x) = 0
(s'il en existe) sont localement linéairesaffinesen X , et si le sys-
teme des (n, + p) €quations linéaires (n, étant le nombre des con-

traintes g;(x) >0 bloquées par Xx)

Vg (%)(x - %) = u; pour tout j tel que g,(x%) =0

vh(s{x - %) = 0 pour tout k

admet une solution x €R™ (ou x - % =X) quels que soient les seconds

membres uj ,

- alors les contraintes du Probleme(l] sont qualifiées au point X.

En effet, il suffit de donner aux n, paramétres u; des
valeurs strictement positives pour que toute solution x du systéme
d'équations précédent soit une solution x* du systéme linéaire (I}).

Lia condition de qualification ainsi obtenue est, en particulier,
remplie si les (n, + p) vecteurs gradients Vg,(X) et Vh(x) fi-
gurant dans le systéme précédent sont linéairement indépendants .
Mais elle exige seulement que les n, vecteurs Vg,(X) soient li-
néairement indépendants et engendrent une variété linéaire disjointe
de celle engendrée par les p vecteurs Vh(X).

Si le point X € R" vérifie les contraintes du Probleme (1],
réduites aux seules inégalités g;(x)>0 , si le domaine C CR" défi-
ni par ces contraintes est pseudo-convexe au point X (c'est-a-dire
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inclus dans le céne P(x) des pseudo-tangentesen X a C) et s'il
possede un point intérieur x* (tel que gj(x‘) >0 pour tout j) , si
enfin Vg% # 0 pour tout j tel que g% =0,

- alors les contraintes du Probléme (1] sont oualifiées aupoint %x.

En effet, puisque, d'aprés l'hypothése, C C P(x) C L(x) et
que le domaine C posseéde un point intérieur x*, il en est de
méme du cdéne L(%X) des demi-droites localement contraintes au

point X , qui est défini par les relations
vg;(X)(x - %) > 0 pour tout j tel que g(%) =0

Puisque, d'autre part, les n, vecteurs gradients ng(z'{) fi-
gurant dans ces relations sont non nuls, chacune de ces n, re-
lations définit un demi-espace, et tout point x* intérieur a L(%)
est intérieur a chacun de ces demi-espaces. x' est donc solution
du systéme linéaire (I}), puisqu'il est solution du systéme plus strict

Vgy(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gi(x) =0 .

La condition de pseudo-convexité du domaine C au point X
est, en particulier, remplie si le domaine C est convexe, ce qui
est le cas si les fonctions g, intervenant dans les n inégalités
gJ(x) >0 sont quasi-concaves, ou a fortiori concaves (voir $2,1.).

r . ,
Si le point € R® vérifie les contraintes du Probléeme [I},

si les fonctions hy intervenant dans les p égdalités hy(x) = 0
(s'il en existe) sont localement linéaires affines en X, et s'il
existe un point x*€& R" tel que, pour tout j tel que g;(x =0,
et pour tout k ,

*

ou bien g(x*) >0 et g(x") <vg(X)(x*- x)]
ou bien gj(x*) 20 et gj(x*) < ng(i)(x‘ - X)
si g; n'est pas localement pseudo-convexe en X,

g (x") >0 et gj(x')S ng(f)(x" - X)

si g; est localement pseudo-convexe en X,

et Uh(X)(x"- X)(les h, étant localement linéaires
affines en Xx),

- alors les contraintesduProbleme {I] sont qualifiées aupoint x.
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En effet, le point x* est alors manifestement solution du sys-

téme linéaire (I}).

La condition de qualification ainsi obtenue est, en particulier,
remplie s'il existe un voisinage ouvert Q(X) du point X sur lequel
les fonctions g; intervenant dans les n, inégalités gj(x) 20
bloquées par X sont concaves et les fonctions h, intervenant dans
les p égalités Ih(x) =0 sont linéaires affines, et s'il existe un

point x*€ Q(%) tel que

g,(x") >0 pour tout j tel que gj()'c) =0,
(avec inégalité stricte si g; n'est ni strictement concave en X,

ni pseudo-convexe en X sur Q(X)),

h(x*) =0 pour tout k (les h, étant linéaires affines
sur R(x)).

On retrouve ainsi, en particulier, la condition de qualification
des contraintes donnée par le Théoréme 3 du ¢§ 3.2.1, dans le cas
des programmes concaves, mais on suppose de plus ici que les n
fonctions g; sont différentiables au point X .

Si le point X € R" uvérifie les contraintes du Probleme [1],
si les fonctions hy, intervenant dans les p égalités hy(x) = 0
sont continlment différentiables sur un voisinage ouvert de X et si
les p vecteurs gradients V h(X) sont linéairement indépendants,
si enfin le systeme des (n, + p) relations linéaires (n étant le
nombre des contraintes g,(x) > 0 bloquées par X)

Q

vgy(X)(x - %) > 0 pour tout j tel que gi(x) =0
(M
vh(X){x - %) =0 pour tout k
admet une solution x*&€ R" (ou x* - % = X') [ce qui est vérifié, en

particulier, dans le cas ou les (n, + p) vecteurs gradients Vg, (%)
et Vhy(X) figurant dans le systéme (I{') sont linéairement indépen-
dants (voir ci-dessus 2°)] ,

L

- alors les contraintesdu Probleme [1] sont qualifiées aupoint X .

En effet, d'apres le théoréme des fonctions implicites, le
systéme des ©p égalités h,{(x) = 0 définit alors d'une maniére
unique, dans un voisinage ouvert du point ¥ , p des m variables
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scalaires x,, X3,..., X, {(m > p) en fonction continment diffé-
rentiable des (m - p) autres variables, c'est-a-dire un vecteur
x(2 A p coordonnées en fonction d'nn vecteur x( a (m - p)
coordonnées, le graphe de cette fonction comprenant le point
% = (xM, x@),

Le Probléme [I] peut ainsi se ramener, au voisinage du point
X , 4 un probléme linéarisable [I(V] portant sur une variable vec-
torielle x(» & (m - p) coordonnées et dans lequel les contraintes
se réduisent & n inégalités (dont n, sont bloquées par =x(1),

De méme, le probléeme linéarisé [I;] tangent en X au Pro-
bléme [I] peut alors se ramener, a l'aide du systéme des p égalités
linéaires Vhy(X)(x — %) = 0 (qui est, par hypothése, de rang p),
a4 un probléme linéarisé [I{"] portant sur la méme variable vecto-
rielle x(D que le Probléme [I1(V] et dont on vérifie sans peine
qu'il est tangent en x(D 3 ce probléme,

Enfin 1'existence d'une solution x* du systéme (I!') implique

que les contraintes du Probléeme [I‘D] (réduites 4 n inégalités)
vérifient en x(V les conditions de qualification posées en X pour
le Probléme [I] dans 1'énoncé du Théorédme 6, de sorte qu'elles
sont qualifiées au point x(D,

Il résulte de ce qui précede que :

- le point % est solution du Probléme {I] si et seulement si
le point x(D est solution du Probléme [I(D],

- le point X est solution du Probleme linéarisé [I;] si et seu-
lement si le point x( est solution du probléme linéarisé [I<L1)],

- le point x{» ne peut &tre solution du Probléme [I"] que
s'il est solution du probléme linéarisé [I{V] .

Donc le point X ne peut &tre solution du Probleme (1] que s'il
est solution duprobleme linéarisé [1;], c'est-g-dire que les contraintes
du Probleme [I) sont qualifiées au point X .

[On peut d'ailleurs montrer directement [1] que les conditions ici
imposées aux contraintes du Probleéme (Il impliquent L{&)=T(%) = P(%).]

4.1.4. Cas ol les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes,

On a établi aux $4.1.2, et 4.1.3. certaines ''conditions de
qualification des contraintes'’, plus ou moins générales, qui impli-
quent que les conditions de Kuhn et Tucker, données au $4.1.1, et
exprimant que le point % € R" est solution du probléme linéarisé

{I;], sont nécessaires pour que ce point soit solution du Probléme [I].
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On va donner maintenant certaines conditions impliquant que
les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes, c'est-a-dire que
le point ¥ E€R" est solution du Probléme [I] s'il est solution du
probléme linéarisé [I;].

Dire que le point X est solution du Probléme (I} revient a
dire qu'il existe un voisinage ouvert Q(x) de X tel que, C CR"
étant le domaine non vide défini par les contraintes de ce probléme,

xe@(x) N C))=—=I[f(x) - f(%x}) < 0],

Le maximum local de f(x) au point X est un maximum absolu
si de plus Q(x) N C = C.

Dire que le point X est solution du probléme linéarisé (I;]
revient a dire que

[x € LX) )= [Vf(x)(x - X) < 0].

I1 en résulte que les conditions de Kuhn et Tucker sont suffi-
santes s'il existe un voisinage ouvert Q(X) du point X tel que les
deux conditions suivantes soient remplies :

RUR)N C) C P® [avec P(%) C L(X) d'aprés le Lemme 4],
[VE(EN(x - %) € 0] === [f(x) - £(}X) € 0] si xe€QxNC.

La premiére condition est remplie si le domaine C  est loca-
lement pseudo-convexe au point x , Elle est remplie quel que soit
Q(%X) si C est pseudo-convexe au point X , c'est-a-dire si
C C P(X), et en particulier si le domaine C est convexe (ce qui
est le cas si, les p fonctions h, étant linéaires affines (s'il en
existe), les n fonctions g; sont quasi-concaves, ou a fortiori
concaves),

La seconde condition est remplie si la fonction f est locale-
ment pseudo-concave sur C au point x . Elle est remplie quel que
soit Q(%) si f est pseudo-concave sur C au point X , et en
particulier si la fonction f est concave sur C.

On a ainsi établi le théoréme suivant :

Théoréme 7.~ Les conditions de Kuhn et Tucker, données au $4.1.1.,
impliquent que le point X maximise, au moins localement, la wvaleur
f(x) de la fonction f pour x € C (domaine défini par les con-
traintes du Probléme [I]) si le domaine C est localement pseudo-
convexe au point X et si la fonction f est localement pseudo-
concave sur C au point X .
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Le maximum local de f(x) au point X est un maximum absolu si
ces deux conditions sont remplies sans la restriction "localement”.

[On voit d'ailleurs (par continuité) que, si V(%) $0 et si
f est continue, 1'hypothése de pseudo-concavité de la fonction f
peut é&tre remplacée, dans le Théoréme 7, par une hypothese de quasi-
concavité (voir &§¢ 2,1. et 2.2.) qui l'implique, et selon laquelle

[VE(R)(x - X) < 0)==>[f(x) - f(X) < 0 (ou méme 0)]

si x appartient & un convexe contenant C , au moins dans un
voisinage de X, et comprenant un point x tel que Vf(X)(x - %) <0.]

Le Théoréme 7 et le 48me corollaire du Théoréme 6 permettent
de retrouver les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et
Tucker pour les programmes concaves, qui ont été données au
$ 3.2.2., mais on suppose de plus ici que la fonction { et les n
fonctions g; sont différentiables au point X .

4.1.5, 4pplication ¢ quelques exemples.

. b4
Exemplel.~ Soit & déterminer un vecteur X =( l)e R? ,

X2
maximisant f(x) = x,x,
sous les contraintes
g(x) = X, >0
g,(x) = Xy 20
g(x) = 2u - x; - x, 20

u étant un parametre réel positif donné.

Les fonctions f, g, g,, g, sont
définies sur R? . Les fonctions g,
g, . g, sontlinéaires affines. La fonc-
tion f n'est pas concave, mais elle
est différentiable en tout point.

Puisque les contraintes sont linéaires, elles sont qualifiées en
tout point (d'apres le 1€T corollaire du Théoréme 6), de sorte que
les conditions de Kuhn et Tucker sont nécessairement vérifiées par tout
point solution x .,
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Il existe donc des multiplicateurs scalaires 7\1 s Xz s X3 tels
que

VIx %, + Ax, + ApX, + A(2u - x1 — Xpleg = 0

A2 0, X; 20, ME =0
avec > 0, X, 20, A%y = 0
Rg> 0, 2u-% -%, 20, A(2u—-% - %) =0 .

L'annulation du vecteur gradient au point X donne
%, + % %, -

2"-7:3:

2

>

0
0

>

+
1 +

I

Et 1'on voit sans peine que ces conditions nécessaires sont vé-
rifiées par les deux seuls points :

X, =

i
>
o
1"

2 = U, avec A

1
all
1

0 et Ay = u;

2 =0, avec Ay

I
>1
1]

wl
1

X, = Xy =0 .

Mais il est clair, graphiquement, que la seule solution du
probleme est le point

ce qui montre que les conditions de fuhn et Tucker ne sont pas ici suf-
fisantes pour que X soit solution.

Cependant, puisque le domaine C défini par les contraintes
du probléme est convexe, le Théoréme 7 montre qu'un point X vé-
rifiant les conditions de Kuhn et Tucker maximise la valeur f(x)
de la fonction f pour x € C si f est pseudo-concave sur C

en X . Et 1'on voit qu'il en est bien ainsi au point % = (E) , ol

vi(x) = (u, u) , puisque, si x €EC,
[VEHR)(x = &) = u(x; + x5 — 2u) € 0] == [{(x) - £X) = x;x5 - u2<0],

Mais il n'en est manifestement pas de méme au point (8) s

ou Vi(x) = (0, 0) , bien que la fonction f soit quasi-concave sur
C , comme on le vérifie immédiatement d'aprés la relation (1,) du
$ 2.1, (Ces résultats sont d'ailleurs évidents graphiquement.)
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11 faut enfin observer que, contrairement & ce qui se produit
dans le cas des programmes concaves, l'annulation du gradient de
la fonction de Lagrange 1 définie par

1x) = x,%, + u(2u - x; — x,)

ne donne pas un maximum de cette fonction, Dans 1'ensemble des points

x tels que x, = x,, lavaleur I(x) = x% + 2ulu - x) = (u - x‘)2 + u?

. o i . - u
atteint méme son minimum au point x = <u> .

N . . X
Exemple II,- Soit o déterminer un vecteur x = (Xl)e R? ,
— 2
maximisant

f(x) = x; + x,

sous les contraintes

g(x) = == +x, 2

0
gz(x) = uw - x, 20

u étant un parametre réel donné.

Les fonctions f, g,, g, sont définies sur R?> . Les fonc-
tions f et g, sont linéaires affines. La fonction g, est concave
sur le demi-plan x,% 0 , mais non sur le demi-plan x,;€ 0, ou elle
est convexe, et elle est différentiable en tout point.

X3
X /
N
3 3 O
X,=u u
]
[}
]
]
|
0 u X,
N
%
AR

Il est facile de déterminer graphiquement le domaine C dé-
fini par les contraintes x} < x, < ud, et le point X = (33) ol la

fonction f atteint son maximum sur C . Quelle que soit la valeur
du parametre réel u , ce point X est la solution unique du pro-
bleme,
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La condition de qualification des contraintes posée dans le
Théoréme 6 du & 4,1.3, est vérifiée pour u # 0 , mais non pour
u = 0 , puisque le systéme linéaire

Vg (x){x — ) = -3u2X, + X, > 0
ng()'()(x - X) = - X, 20

admet une solution x* - ¥ = X' pour u #0, mais non pour u =0,

[I1 en est d'ailleurs de méme pour la condition de qualification
plus générale posée dans le Théoréme 4 du ¢ 4.1,2., puisque
I(%¥) = P(X]) si u #0, mais que L(x) = {x|x, = 0} et

P(§)=T(X)={x|x1< 0 et x, =0}

siu = 0 (comme on le vérifie sans peine).]

Conformément aux Théorémes 5 et 6 du ¢ 4.1,3,., il existe,
quel que soit wu, des multiplicateurs scalaires non tous nuls,
¥, 7\1 , Ay tels que

VIV(x + %)) + Xl (=x} + x5) + Xy (u® - Xp)lig = 0

)

Y 20, nonnul si u#0;
7\

avec 120, “xP 4+ X, 20, MR +X) =0

n
o

220, ud - %, 20, A, v - %)
L'annulation du vecteur gradient au point X donne
T =2
- 3 A% =

+ }\.1 —7\.2=

=i <

0 3
0

11 en résulte que ni X; ni A, ne peuvent étre nuls (car cela
impliquerait Y = A, = A, = 0) et que

% =u ¥ = 3utl,,
avec - -
)_(2 = u3 }\2 = (1 + 3u2) }\.1 .

Elles donnent donc dans tous les cas la solution unique du probléme
posé. Mais, dans le cas ot u = 0 , le multiplicateur -Y- est nul, de
sorte que la fonction &4 maximiser disparait de la combinaison linéaire
dont le gradient a été annulé, et il ne s'agit plus des conditions de
Kuhn et Tucker (qui conduiraient alors & une impossibilité).
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Le domaine C défini par les contraintes du probléme n'est
pas convexe. Il est localement convexe au point X si u>0 , mais
non si u< 0., Puisque la fonction f a maximiser est linéaire, le
Théoréme 7 montre que les conditions de Kuhn et Tucker sont suf-
fisantes, au moins pour donner un maximum local de f(x), si u>0.
On sait, d'aprés les résultats obtenus, qu'elles donnent en fait ici
le maximum absolu de f(x) pour tout u # 0 .

ExempleIll,- Soit¢ déterminer un vecteur x = (Xl) e R?,
X
2
maximisant

f(x) = (x, - 1)* - x,

sous les contraintes

gx) = x>0
g,(x) = X, >0
h(x) = x,x, =0

Les fonctions f, g,,8,, h sont définies sur R? . Les fonc-
tions g, et g, sontlinéaires, mais la fonction h n'est pas li-
néaire affine. La fonction f n'est pas concave (elle est convexe).
Les fonctions f et h sont différentiables en tout point.

On voit immédiatement que le domaine C défini par les

contraintes se réduit aux deux demi-droites
x, 30 X; = 0)
Ox, <X2 i 0) et OXZ(X2 5 0/°

La condition de aualification des contraintes

posée dans le Théoreme 4 du & 4.1.2 est

ici vérifiée en tout point de C (bien
2 l'l t 3

qu'il n'en soit pas de méme pour la
condition moins générale posée dans le
Théoréme 6 du §4.1.3.). En effet :

]
!
]
N AN A . (x}) x>0
\ - =
. \\l} P pour X xi) avec xi-0f °
H /
0 \\ { // xl
N S Lix!) = T(xY) = P(x!) ={x|x, = 0};
AN
-1 b a2 -

2 2 -
- pour x2 =(X1) , avec 11 of,
x32 x2 >0

2
L(x?) = T(x?) = P(x) ={x|x, = 0};
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T(x®) = C, P(x°) = L(x°).

[Puisque C C P(x°), le domaine C est pseudo-convexe au point
x°.]

Les conditions de Kuhn et Tucker sont donc nécessairement uvéri-

fiées par tout point solution x .

[ Il existe donc des multiplicateurs scalaires Xl , Xz, b tels
que
glixy = 102 - x5 + Ay %X, + ApXy + 0 X, Xp)03= 0,
Ti20, %20, A% =0 ;
avec 20, %20, A, X, =0 ;
X, %X, = 0

L'annulation du vecteur gradient au point X donne

2%, - 1) +7, + 0%, = 0,

1

-1 + A +0X,

0.

Et 1'on voit sans peine que ces conditions nécessaires sont vé-
rifiées par les deux seuls points :

=0, avec Z\l =2, et [ quelcongue ;
%, =0, Ry = 1, Hoa que
1o ln vee M=o, t Esi1
X, =0, Ap =1 - 0, L

Mais il est clair, graphiquement, que la seule solution du pro-

. s, - 0 ) .
bleme est l'oridine X = (O ) , qui maximise localement lo valeur f(x)
de la fonction f pour x & C , alors que le point ((1)) minimise

localement f(x) sur C, f(x) n'étant d'ailleurs pas bornée sur C,

Remarque complémentaire.— Il faut observer que,

0

pour x° = (O> , L(x°) 4 T(x°).
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Il en résulte que les contraintes considérées dans l'exemple III
ne seraient pas nécessairement qualifiées au point x° pour un probléme
de recherche de "programmes maximin” (voir § 4,2,2, Théoréme 4°is)

4.1.6. Interprétation économique des multiplicateurs,

En liaison avec le Probléme [I], et pour obtenir une inter-
prétation des multiplicateurs, considérons le probléme paramétrique
suivant, dit Probléme [I,]:

Pbl,]

Déterminer un ''vecteur programme" xER", maximisant la va-
leur f(x) d’une 'fonctionéconomique' f, sous les contraintes,
supposées compatibles,

g(x) > by pour j €{l,2,...,n},
h(x) = ¢ pour ke{l,2,..., p},

o les (n + p) parametres b; et c, sont les coordonnées
d'un vecteur (b, c) € R*™ qui peut varier dans un voisinage
ouvert I de l'origine.

On suppose que, pour (b, ¢} =0 , il existe un point
solution X , que les fonctions f, g;, h, sontdéfinies et
différentiables sur un voisinage ouvert Q(X) du point X ,
que les conditions de Kuhn et Tucker du $4.1.1, admettent
comme solution "non dégénérée' le point % et les valeurs

uniques A;, By des (n +p) multiplicateurs correspondant
aux contraintes.

On suppose de plus que, pour tout (b, c¢) €T , les con-
ditions de Kuhn et Tucker définissent d'une maniére unique,
comme fonctions de (b, ¢) continues et différentiables o
l'origine, un point x € R(X) qui est solution du probléme
posé, et les valeurs A; , py des multiplicateurs corres-
pondants.

La valeur f(x)de la fonction f en ce point solution est
ainsi définie en fonction, continue et différentiable & 1l'ori-
gine, du point (b,c)E T :

max f(x) = 9 (b, c)

et 1'on se propose de déterminer la différentielle a l'oridine

de cette fonction .
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D'aprés les hypothéses, pour tout vecteur (b, ¢) €T , le
seul point solution x qui appartienne & Q(X) et les (n + p) mul-
tiplicateurs A; , U vérifient les conditions de Kuhn et Tucker sui-
vantes :

'
o

(2 [l(x) = 1) + LAy g(x) + X hk(x):l -
pour i€ {1, 2,.7., m}(=1),
A20, g ~b;> 0, A(g(x) - b))
pour j&€ {l1,2,...,n} (=J),

h(x}) - ¢, =0
pour k& {1,2,..., p} (=K.

"
o

Pour (b, c) = 0, ces conditions admettent comme solution
x(0) =X, N(O) =75, uel0) = By,

et cette solution est, par hypothése, ''non dégénérée' en ce sens
que, dans chacun des n produits A;g(X) =0 , un seul des deux
facteurs est nul, tandis que l'autre est strictement positif.

Pour (b, c)E T , il résulte des hypothéses que x, A, M,
ainsi que (gj(x) - bj) , sont définis comme fonctions de (b, c¢)
continues a l'origine, de sorte que le voisinage [ de l'origine
peut étre choisi assez petit pour que

[X; =0]l==1[g;(X)>0]=—=1[g(x) - b;>0) == [\ = 0]
(j €71,

[g;(%) = 0] =>[7\j >0 ] == [A\j> 0] =—>[g,(x) - b; = 0]
(e .

Alors les multiplicateurs \; nuls quand (b, c) = 0 restent
nuls pour tout (b, ¢) € I', et les contraintes gy(x)>b; bloquées
par le point solution X quand (b, ¢) = 0 restent bloquées par le
point solution x pour tout (b, c)E T .

Il en résulte que, pour (b, c) €T , le point solution x€ Q(X) ,
les n, multiplicateurs A; non nuls (j € J!) et les p multipli-
cateurs y,(k € K) sont déterminés par le systéme des (m + n; + p)

équations & (m + n, + p) inconnues
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jes!

(1)

0, pour j € J!

&
z
t
=
"

h(x) - ¢ =0, pour k€K

Quand le point (b, c)eT varie d'une maniére quelconque & par-
tir de l'origine, le point solution x varie & partir de X , les
multiplicateurs Aj, p varient a partir de X;, i, (avec A;=1;=0
pour j € J°), et le systéme (II}) implique les relations différen-
tielles :

S\ X . y; =
ditx) + &, X dg(x) + kle.x I, dhy(x) = 0 ,

dg,(x) —db, =0, pour j & J!,
dhy(x) —de; =0, pour k&K ,

d'ou
= - Y 3. - Y n
df(x) (3 b dby RZE.K M, dcj .
En définitive, puisque -7\‘ =0 pour j€&€ J° et que x dé-
signe ici un point solution du Probléme [ID], on obtient ainsi la
différentielle de ¢(b, c)a l'origine de l'espace des (b, c) :

d [max £(x) = ¢(b,c)] = = X A db, —k;K i, de,

X j€J

M] :—7\j1 pour je{l’Z’_..’n}
abj (b, ¢)=0
d'ol 4

k

a—CP(E—’L)] -y pour ke {t,2,...,p}
o¢ (b, ¢)=0

Ainsi, le systéme des multiplicateurs XJ » by correspondant aux
contraintes du Probleme [I,] est opposé au systéme des dérivées partielles

du maximum de la fonction économique par rapport aux seconds membres de
ces contraintes.
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En assimilant une diminution du maximum de la fonction éco-
nomique & une augmentation de colt, on dit encore que les multipli
cateurs 7\1: gk sont les cofits marginaux des seconds membres des con-
traintes correspondantes.

(I1 est naturel qu'un tel colGt marginal soit nul pour une con-
trainte non bloquée & l'optimum, et positif pour une contrainte
g (x) > b; bloquée & l'optimum qui se trouve resserrée par une aug-
mentation du second membre b;.)

r Note complémentairel.— Pour que les conditions posées dans L'énoncé
du Probléme [I,] soient vérifiées, il suffit(d'aprés le théoréme des
fonctions implicites)

- que, pour (b,c) =0, il existe un point solution X ,

- que les fonctions f, g, h, soient définies et deux fois conti-
niiment différentiables sur un voisinage ouvert Q(X) du point X,

- que les conditions de Kuhn et Tucker admettent comme so-
lution 'non dégénérée'' le point %X et les valeurs uniques L u, des
multiplicateurs correspondants,

k

- @u'au point (%X, , N;, Ty la matrice jacobienne M du sys-
teme (IIY) soit réguliere,

- et qu'enfin, pour (b, c) €T (voisinage assez petit de l'ori-
gine), le point x , voisin de X et défini sans ambiguité par le
systeme (II), soit solution du Probléme [I].

Si 1'on adopte les notations suivantes (voir §§2.2. et 2. 3.)
Vi(X) pour le vecteur dérivé d'une fonction f au point X
(vecteur ligne) ,
'Yf(X) pour le vecteur transposé du précédent (vecteur colonne),
V#(%X) pour la matrice dérivée seconde de f au point X

(matrice symétrique) ,

la matrice jacobienne M du systéme (II}), aux inconnues X , Nys o Hks
est la matrice symétrique, ¢ (m + n, + p) lignes ou colonnes :

[ v2(%) ....thj(i).... .tvhk(i).... (m lignes )
_ cee e n, lignes
M= | Vel © © ( ‘je )
=N p lignes
| Vhy(X), © o ] ( ke K )
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avec T(x) = f(x) + 2 —Kj g;(x) + kgx Uy hy (x).

(Dans_ la matrice jacobienne M , comme dans la fonction de
Lagrange ! , interviennent seulement, avec la fonction économique
f , les contraintes bloquées a l'optimum et les multiplicateurs cor-
respondants. )

r ’

Note complémentaire 2 — Dansle casoiile probléme paramétrique (L]
est un probleme de programmation concave, et non plus nécessairement
linéarisable, c'est-a-dire si les fonctions f et g, sont concaves
(sans étre nécessairement différentiables) et si les fonctions h
sont linéaires affines, la fonction ¢ définie par

k

¢(b, ¢c) = max f(x)

est une fonction concave de la variable vectorielle (b, c) € R"?,
sur toute partie convexe de son ensemble de définition.
-

En effet,

— si le point x!' est solution du probleme pour (b, c) = (bl, c)) ,

g, (xY) » b;  pour tout j ,
1 ey = 1
(P(b , C ) f(X ) 5 avec hk(xl) = C],t pour tout k ;

_ 8i le point x%? est solution du probléme pour (b, c) = (b2, c2?) ,

g

]
h,(x2) = cf pour tout k

(x?) zbjz pour tout j ,

P(b2, c? = f(x2) , avec {

I1 en résulte alors, en vertu de la concavité des fonctions g
et de la linéarité des fonctions h,, que, pour tout scalaire A& [0,1],

A\

g (1= Mx!+Ax?)

§

(1 = A) g;(x!) + Agy(x*) > (1 = M)bj+bpour tout j,

hi((1 - A)xt + Ax?2)

(1 — A) h(x!) + Ahe(x?) = (1 - A)el+ Aclpour toutk,

de sorte que le point ({1 — Mx! + Ax?9 uvérifie les contraintesdu
probleme posé pour (b, c) = (1 = A)(b!, ch + A(b2, c? .,

Par conséquent, d'aprés la définition de la fonction ¢ et en
vertu de la concavité de la fonction f ,

P(1 ~ M(b?, ¢ + AMb2, ) > f((1 = A)x! +Ax? > (1 = A) f(x} + Af(x3,
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d'ott

o((1 = A)(bY, ')+ A (b2 c?) > (1 - A)e(bl, c) + Agb? c?), VA €0, 1

La concavité de la fonction ¢ sur toute partie convexe de
son ensemble de définition est ailsi établie.

4.2. Probléme de recherche de ‘‘programmes maximin’’,

On considérera ici le probléeme suivant, dit Probléme [VI],
qui généralise le Probléme [I] considéré au ¢ 4.1.
X1

. . . e X
Déterminer un (ouplusieurs) vecteur programmex= 2 |€R®,

xm
maximisant, au moins localement, la plus petite des valeurs
fx)(r €{1,2,...,t) prises au point X par plusieurs

"fonctions économiques''f,, sous les contraintes, supposées

PbIVI] compatibles,

£
z
"

gfx)» 0 pour jE€{,2,...,n},
0 pour ke{l,2,..., p}.

On suppose qu'il existe au moins un point solution X, Que
les fonctions f., g;, h, sont définies sur une partie ouverte
de R"™ comprenant % , soit Q(X) C R", et qu'elles sont
Ldifférentiables eu point X .

Les contraintes compatibles du probléme définissent une partie
non vide C de R" comprenant X, et l'on peut toujours supposer
le voisinage ouvert Q(X) du point X assez petit pour que le point

solution X maximise la plus petite des t wvaleurs f (x) des fonc-
tions f, sur l'ensemble non vide (Q(X) Ngyc R".

On pourrait encore mettre le Probléeme [VI] sous la forme du
probléme d'optimisation suivant, qui porte sur la variable vectorielle
X
X3
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¥aximiser, numoins localement, la fonction économique Linéairewv,
sous les contraintes, supposées compatibles,

f(x) =v20 pour re{,2,...,t},

Pb[VIY] r
g (x) > 0 pour jE€{,2,...,n},
h,(x) =0 pour k€{,2,...,p} .

4,2,1, Probleme linéarisé au voisinade d'un point solution.
Conditions de Kuhn et Tucker.

Le probléme tangent au Probléme [VI] au point solution X ,
ou probléme linéarisé au voisinage de ce point, est, par définition,
le Probléme [VIL] suivant :

Haximiser min {f(X) + 9V (X)(x = X)} ,
T

sous les contraintes
gj()_() + Vg, (%) (x - %) > 0 pour jE€{L, 2,..., n},

h (%) + Vh,(X)(x - X) = 0 pour k€{1,2,..., p}.

(I1 est facile de mettre ce probléme sous la forme d'un pro-
gramme linéaire [VIZ' ], tangent au Probléme [VI'] au point solution X.)

Le point x est solutiondu probléme linéarisé [VI;] si, et seu-
lement si, le systéeme des (it +n +p) relations linéaires

f(%) - v(®) + Vi (})(x - %) >0, pour re€{l,2,..., t}
(VI g,(%) +vg®(x - % » 0, pour jE€{,2,...,n}
h, (%) + Vh(X){x - X) =0, pour k&{,2,..., p}

(avec v(X) = min f(%)]

r

n'admet pasdeiolution x € R", tandis que le point x est solution
du systeme (VI;) que l'on obtient & partir du systéme (VI;) en rem-
plagant les t inégalités au sens strict par des inégalités au sens
large.

D'aprés le Théoréme 3™ du ¢ 3.3.1. (ol la condition de qua-
lification est vérifiée par les contraintes du Probléeme [VI;] du fait
qu'elles sont linéaires et compatibles), ou, plus simplement, d'apres
le lemme de Fourier appliqué au systéme linéaire (VI;), on obtient
les conditions (VII;) suivantes :
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Le point X est solution du probléme lindarisé [VI;] si, et
seulement si, il.existe des multiplicateurs scalaires

Vs Yyooe s ¥ AR ,n, X))y @y Bgeens By

n

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une
fonction 1 telle que

rr J =i k
VII S
(VII;) 2; 7.1,
o3 0, (3 -v(® >0, V(% - v(¥) =0
pour tout r
avec XJ. >0, g% >0, XJ g;(x) = 0 pour tout j

h(%) = 0 pour tout k

[d'ou 1(%X) = v(X) = min £.(X)] .

Les conditions (VII)), nécessaires et suffisantes pour que le point
X soit solution du probleme linéarisé [VI,]; sont les conditions de
Xuhn et Tucker pour ce probleme. On voit que seules les fonctions f|
telles que f.(X) = v(X) , et les contraintes bloquées (ou serrées) au
point X , dans le Probléeme [VI] comme dans le Probleme [VI,],
peuvent intervenir avec un multiplicateur non nul dans la fonction 1.

Complément— On peut observer que les conditions (VIL) se dé-
duisent des conditions (II;) par substitution de la fonction Y Y. £, (%),
r

combinaison linéaire convexe des f.(x), a la fonction f(x), les coef-
ficients 7Y, étant soumis & des conditions qui font seulement in-
tervenir les valeurs f,(X) et le nombre v(X) .

On déduit alors des résultats donnés au § 3.3.2, et au § 4.1.1,
qu'il est possible de n'introduire dans lo fonction | que certaines
des contraintes du Probleme VI;] en conservant explicitement les autres
(par exemple les conditions de signe).

On pourrait aussi, comme au § 3.3.2. et au § 4.1.1., mettre
ces conditions sous la forme de conditions de col pour une fonction
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de plusieurs variables vectorielles (x et Y, A ,u ), dans lesquelles
il faudrait tenir compte de la contrainte Y, +7Y, +... + Y, =1,
avec les conditions de signe Yy > 0 et A*x» 0 , et éventuellement
des contraintes en x conservées explicitement,

(On pourrait d'ailleurs former d'autres conditions de col en-
tiérement équivalentes, mais faisant intervenir explicitement la va-
riable scalaire v a c6té de la variable vectorielle x , en appli-
quant les résultats du § 4.1.1. (in fine) au programme linéaire [VI}]
équivalent au Probléme [VL].)

4.2.2, Conditions de qualification des contraintes,

Lies conditions (VII;) données au § 4.2.1., et les conditions
équivalentes qui pourraient en étre déduites, expriment que le point
X est solution du probléme linéarisé [VI;], tangent en X au Pro-
bleme [VI]., Mais elles n'expriment pas, en général, que le point X
soit solution du Probléme [VI], et elles ne sont mé&me ni néces-
saires, ni suffisantes pour qu'il en soit ainsi.

Cependant, si les contraintes du Probléme [VI] vérifient au point
X certaines conditions de qualification, le point X ne peut etre
solution du Probléme[VIlque s'il est solution duprobleme linéarisé [VI,],

Les conditions (VII;) donnent alors des conditions nécessaires
(mais non suffisantes, en général) pour que le point X soit solu-
tion du Probléme [VI]. (e sont les conditions nécessaires de Kuhn et
Tucker. (On sait, d'apres l'étude faite au $¢ 3.3.2., que ces condi-
tions deviennent suffisantes pour les problémes concaves linéari-
sables. Et l'on verra au § 4.2,3, qu'il en est de méme dans des

cas un peu plus généraux.)

On va montrer que la condition générale de qualification des
contraintes établie au & 4.1.2. pour le Problome (1] doit &tre ici pré-
cisée, tandis que les conditions particuléres du $4,1.3. restent va-
lables pour le Probleme [VI].

Théoreme4Pis,—Si toute demi-droite local ement contrainte au point
X est une demi-tangente en x au domaine C défini parles contraintes
du Probleme [VI], le point X ne peut etre solution du Probleme [VI]
que s'il est solution du probleme linéarisé [VI;]

Autrement dit, 1a condition I.(X) = T(X) est une condition suf-
fisante de quallfication des contraintes du Probleme [VI] au point X .
[Cette condition implique L(%X) = P(X) , mais la réciproque n'est
pas vraie,)

En effet, si le point X est solution du Probleme [VI], c'est
un maximum, au moins local, de min fr(x) sous les contraintes qui
définissent le domaine C , c'est-a-dire qu'il existe un voisinage
ouvert Q(X) du point X dans lequel
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[x € (XN Cl===[3r | {,(x) ¢ v(X) = minf,(¥)).

Les t fonctions f; étant différentiables au point X , on a,
pour toute suite de points x, convergeant vers X et appartenant
a4 un voisinage de X sur lequel f, est définie,

0,

- = - - . Xg =
f(xy) = f(X) + VE(X)(x, - %) + o(x, - %), avec 11_’mi —ﬂ;:Tﬂ_: 0.

I1 en résulte que, si (x - X) définit une demi-tangente en
X au domaine C , c'est-a-dire si

- . - x, € C v, 2 0 s
X - X = lim vi(x, - X , avec s ’ s Z > VS
5w X, ———> X,
s > ®

il existe un indice r tel que f(%) = v(X) et VI (X)(x - X <0,
car, s'il en était autrement, il existerait des indices s assez
grands pour que

yr.,

ou bien /(%) > v(x)
ou bien f (%)

et Ve (f(xg) = v(%) > 0,

ce qui est contradictoire avec le fait que le point X maximise, au
moins localement, min f.(x) dans le domaine C .
r

Ainsi, si le point X est solution du Probléme [VI],

[x € T(R) )= [Ir | £(X) = v(X) et Vi (X(x - %) < 0]

(mais on ne peut pas remplacer T(x) par P(X) dans cette re-
lation, car le domaine défini par la condition du second membre
n'est pas nécessairement convexe),

Done, si L(X) = T(X) , on peut remplacer T(X) par L(X)
dans la relation précédente, qui exprime alors que le point X ,
solution du Probléme [VI], est solution du probleme linéarisé [VI]

Le théoréme 4% est ainsi établi.

Remarqgue.— La comparaison de ce Théoréme 4b1s avec le Théo-
réme 4 du § 4.1.2, montre que des contraintespeuvent &tre qualifiées
en un point pour un probléme d’'optimisation, sans &tre qualifiées en
ce point pour un probleme de recherche de "programmes maximin " (voir
1'exemple III du § 4,1.5.).
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Théoréme5°'°,~Si lepoint X €R" est solution du Probleme (VIJ;
ol les fonctions h, intervenont dans les p égalités h (x) = 0
(s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un voisinage ou-

vert de X, il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls

T Tyoees T s (R e X (B Tgeee., B

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 1|
telle que

VIR = V [Z V60 +2 A g(x) + 2 L_lkhk(x‘]x_- =0

7,50, LB -v(0 >0, VOE®-vE) =0 )
pour tout r
N, >0, gx) >0, Ajgx) =0  pour tout ]

avec
h(xX) = 0 pour tout k

[d'ou x - (2 \‘/r) v(i)] ,

les ?r et les multiplicateurs 7\1 qui affectent les fonctions g;
non localement pseudo-convexes en X (c'est-a-dire les gj qui ne
sont pseudo-convexes, ou convexes, ou linéaires affines, sSur aucun
voisinage ouvert de X) pouvant 2tre choisis non tous nuls.

En effet, sile point X est solution du Probléme [VI], ou les
fonctions h, sont supposées localement linéaires affines en X ,
le systéme des (t, + n, + p) relations linéaires

[t, étant le nombre des fonctions f, telles que f (%) = v(%),

n, étant le nombre des contraintes g;(x) > 0 bloquées par X]

vi{x)(x - %) >0 pour tout r tel que fX) = v(X)

vgj(i)(x - X) >0 pour tout j tel que gj()'() =0,
g; n'étant pas localement pseudo-convexe en X

2 vgj()‘()(x - X » 0 pour tout j tel que gj()'() =0,
g; étant localement pseudo-convexe en X
Vh (X)(x - %) = 0 pour tout k (les h ~ étant localement
lin¢aires affines en X)

n'admet pas de solution X € R™ .
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Car, s'il en était autrement, il existerait un voisinage ouvert
de X dans lequel les solutions x du systéme (VI}) vérifieraient
les relations

f(x) -~ v(X) >0, pour r€ {1,2,...,t}
(VI) g (x) >0, pour j € {1,2,..., n}
h, (%) =0, pour ke {1,2,..., p}

ce qui est contradictoire avec le fait que le point X est solution
du Probleme [VI].

Ce résultat s'établit, et le Théoréme 5"*° s'en déduit par ap-
plication du lemme de Fourier, exactement comme il a été fait au
§ 4,1,3, pour le Théoréme 5.

Théoréme 65 -Sile point X €R™ wérifie les contraintes du
Probleme [VI], ol les fonctions h, intervenant dans les p égalités
h(x) = 0 (s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un
voisinage ouvert de X , et si le systeme des (n, + p) relations
linéaires (n, étant le nombre des contraintes gj(x) >0 Dbloquées
par X)

vg;(X)(x - % > 0 pour tout j tel que g% =0,
g, n'étant pas localement pseudo-convexe en X

=

vgj(i)(x - %) >0 pour tout j tel que g (%) =0,
(Vllz’) g, étant localement pseudo-conjvexe en X

Vh(X){x - X) = 0 pour tout k
(les h, étant localement linéaires affines en X)

admet une solution x'€R® (ou x" - % = X)) ,

- alors le point ¥ ne peut &tre solution du Probleme [VI] que
s'il est solution du probleme linéorisé (VL] .

Autrement dit, 1’existence d'une solution du systeme linéaire
(VI'l') est une condition suffisante de qualification des contraintes du
Probleme [VI] au point X .

Ce théoreéme s'établit exactement comme le Théoréme 6 du
5 4,1.3. I1 montre d'ailleurs que la condition de qualification donnée
par le Théoréme 6, pour le Probléme [I], reste valable pour le
probléme plus général [VI].
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On a vu aussi au $ 4.1.3. que cette condition est un corol-
laire de la condition plus générale L(X) = T(X) = P(X) donnée par
le Théoreme 4 °iS,

— Bien entendu, les cinqgconditions particuliéres de qualification
des contraintes donnéespar les Corollaires du Théoreme 6 (voir §4.1.3.),
pour le Probléme [I), restent valables pour le Probleme [VI].

4.2.3. Cas oii les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes.

Dire que le point X est solution du Probléme [VI] revient a
dire qu'il existe un voisinage ouvert Q(X) de X tel que, C CR"
étant le domaine non vide défini par les contraintes de ce probléme,

[xe@(x) NC))]- === [Jr | fr(x) < Vv(X) = min f(X)].

Le maximum local de min f(x) au point X est un maximum
absolusi de plus Q(x) N C = C ,

Dire que le point X est solution du probléme linéarisé [VI;]
revient a dire que

[x € L(X)]==== [Jr | {(X) = v(X) et vi(R)(x - %) < 01].

Le théoréme suivant en résulte, et s'établit comme le Théoréme 7
du ¢ 4.1.4.

Théoréme 7°% _Les conditions dekuhn et Tucker, données au$ 4.2.1.,
impliquent que le point X maximise, au moinslocalement, la plus pe-
tite des t wvaleurs f(x) des fonctions f, pour x € C (domaine
défini par les contraintes du Probléme [VI]}sile domaine C est lo-
calement pseudo - convexe au point X et si les fonctions fr pour
lesquelles fr(:‘c) = v(X) sont localement pseudo-concaves sur C au
point X ,

Le maximum local de min f.(x) au point X est un maximum
. PP o . . .
absolu si ces deux conditions sont remplies sans la restriction

"localement'",

[Comme dans le Théoréme 7, si VI (X) # 0 et si f est
continue, l'hypothése de pseudo-concavité d'une fonction f  peut
8tre remplacée, dans le Théoréme 7", par une hypothése de quasi-

concavité qui l'implique.]

Le Théoréme 7" et le 4°™ corollaire du Théorédme 6°'° per-
mettent de retrouver les conditions nécessaires et suffisantes de
Kuhn et Tucker pour les problemes concaves, qui ont été données
au § 3.3.2., mais on suppose de plus ici que les t fonctions f
et les n fonctions g; sont différentiables au point x ,

T
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ne

Interprétation écononique des multiplicateurs.

En liaison avec le Probleme [VI], et pour obtenir une inter-
prétation des multiplicateurs, considérons le probléme paramétrique

suivant,

Pp VI, ]

dit Probleme [VI)] :

’ . m . .
Déterminer un''vecteur programme' x€ R maximisant leplus

petit des t nombres (f.(x) - a,) , les fdx) étantles
valeurs prises au point x par t "fonctions économiques"
f, (req1,2,...,t), sous les contraintes, supposées com-
patibles,

g,(x) » by pour je{l,2,...,n},
h(x) = ¢, pour k€E€{l1,2,...,p},

o les (t +n + p) paramétres ar, b; et cg sont les
coordonnées d'un vecteur (a , b, c}&€ R qui peut varier
dans un voisinage ouvert ' de l'origire.

On suppose que, pour (a,b,c) =0, il existe un point
solution X , que les fonctions f,, g;,h, sont définies
et différentiables sur un voisinage ouvert Q(xX) du point
X , que les conditions de Kuhn et Tucker du § 4.2.1. ad-
mettent comme solution "non dégénérée’ le point % et les
valeurs uniques _f(r, 7\j, Ilk des (t +n + p) multiplica-
teurs correspondant aux fonctions économiques et aux con-
traintes,

On suppose de plus que, pour tout (a,b,c) & ', les
conditions de Kuhn et Tucker définissent d'une maniére
unique, comme fonctions de (a, b, c) continues et diffé-
rentiables o l'oridine, un point x &€ Q (%) qui est solution
du probleme posé, et les valeurs Y,, A;, Yy des mul-
tiplicateurs correspondants,

Le nombre v{x) = mrin {f(x) — a,} en ce point solution b 4
est ainsi défini en fonction, continue et différentiable &
l'origine, du point (a, b, c) €T

max v(x) = max mrin {f(x) —a,}=9(a,b, ¢

et l'on se propose de déterminer ladifférentielled l'origine
de cette fonction ¢ .

—

D'apres les hypothéses, pour tout vecteur f(a,b,c) €T, le
seul point solution x qui appartienne & Q(X) , la valeur v(x) et
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les (t +n + p) multiplicateurs 7Y,, Ay, Wy vérifient les conditions
de Kuhn et Tucker suivantes :

N I X REE
pour i€{1,2,.,..m} (=1)

(VIL,) Y20, (%) -a, - v(x) 20, Y((x) -a -v(x) =0,

Ay 20, gi(x) - Dy 20, Aylgy(x) = by =0,
pour je{l,2,...,n (=J)
hk(x) - c, = 0,

pour k&{1, 2,..., p}(=K)

Pour (a, b, ¢) = 0 , ces conditions admettent comme solution
r }\j(o) = 7\_]' 3 Hk(O) = I—J’k B

et cette solution est, par hypotheése, ''non dégénérée'' en ce sens
que, dans chacun des (t +n) produits Y (f(%X) - v(X) et A;g,(%) ,
un seul des deux facteurs est nul, tandis que l'autre est strictement
positif.

Pour (a,b,c) € , il résulte des hypothéses que x, v(x),
Y, s )\j » By ainsique (fx) -a, — v(x)) et (gj(x) - b;), sont dé-
finis comimne fonctions de (a, b, ¢} continues & l'origine. Le voi-
sinage I de l'origine peut donc étre choisi assez petit pour que,
en vertu des relations d'exclusion, on ait, pourtout (a,b,c)&ET ,

Y, =0)==10, = 0] (r €R°)
et [fr()?) = v(X)] == [ (x) - a, = vix)] (r ERI):

[Aj= 0] ==\, =0) (j €J
et [g;(X) = 0] —= g () = by G €Jh.
I1 en résulte que, pour (a,b, c)EeT, le point solution

x EQ(X) , la valeur v(x) , les t, multiplicateurs Y, non nuls
(r € RY , les n, multiplicateurs A; non nuls (j €JY) et les
p multiplicateurs u,(k € K) sont déterminés par le systéme des

(m +1 +t;, +n, + p) équations & (m +1 +t, +n,+p) inconnues :
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[ Y ¥ ¥ )
s [t B am e X g+ X ogn] -0,

. pour i€{l, 2,.,., m}
1 - }-i Yr = 0
(VIL) o
f.(x) = v(x) —a, =0, pour r € R!
gj(X) —bj =0, pour j & J!
h, (x) -¢ =0, pour k€K
Quand le point (a,b,c) €Tl wvarie d'une maniére quelconque
0 partir de l'origine, le point solution x varie a partir de X ,
la valeur v(x) varie & partir de v(X), les multiplicateurs

Yrs N, by varient & partir de 7, , 7\_J, g, tavec Y, =Y, =0 pour
r €ER® et A = XJ =0 pour jE€J°), et le systeme (VII}) im-
plique les relations différentielles :

rEZRI Yro df(x) + _21 XJ’ dg;(x) + Z B dh(x) = 0,
jes KeK

(1 - 3, o) dvix) = 0,
df, (x) - dv(x) - da

0, pourrERl,

T

dg, (x) - db; = 0, pour j € J',
dhy(x) - de, = 0, pour k € K,

d'ou
dv(x) = - %‘1 Y, da, - jgh 7\1 db; - ‘?_E.K Bg dey .

En définitive, puisque 7, =0 pour r €R° et T\j = 0 pour
J € J° et que x désigne ici un point solution du Probléme [VI ],
on obtient ainsi la différentielle de @la, b, ¢) ¢ l'origine de
l'espace des (a,b,c) :

d[max v(x) =9(a,b,c)] = - Z?, da, - 2 Xj dby; - 2 By deyg

T ER jeJ keK

Ainsi, le systéme des multiplicateurs ?r , Ay, Wy correspondant
aux fonctions économiques et aux contraintes duProbleme[VI ]est opposé
au systéeme des dérivées partielles du maximum de min{f (x) - a.},
par rapport aux paramétres arp, by, cg . i
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(Ce résultat généralise celui qui a été obtenu au § 4.1.6. Il
s'en déduit d'ailleurs sans difficulté si 1l'on met le probleme para-
métrique [VI,] sous la forme d'un probléme d'optimisation [VI'] ana-
logue au Probléme [VI'].)

Note complémentairel.,—Pour queles conditions posées dans l'énoncé
du Probléme [VI,] soient vérifiées, il suffit (d'aprés le théoréme
des fonctions implicites)

- que, pour (a, b, ¢) = 0, il existe un point solution X ,

- que les fonctions f , g; . hy soient définies et deux fois
continiment différentiables sur unvoisinage ouvert Q(X) du point X ,

- que les conditions de Kuhn et Tucker admettent comme so-
lution "non dégénérée’ le point X et les valeurs uniques Y., A ;.0
des multiplicateurs correspondants,

- qu'au point (%, v(X), ¥, , Xj , &) lamatrice jacobienne N
du systeme (VIL)) soit réguliere,
- et qu'enfin, pour (a,b,c)&E ' (voisinage assez petit de

l'origine), le point x , voisin de % et défini sans ambiguité par
le systéme (VIIY, soit solution du Probléme [VI].

La matrice jacobienne N du systéme (VILl), aux inconnues
%, v(x), v, , 7\j , By, est une matrice symétrique, & (m + 1 +t, +n, +p)
lignes ou colonnes, qu'il est facile de former en complétant la
matrice jacobienne M du systéme (II",) qui a été formée au $ 4.1.6.

(Dans cette matrice N , interviennent seulement les fonctions
économiques f, telles que f,(X) = mjn {, (%) et les contraintes
bloquées & 1l'optimum, ainsi que les multiplicateurs correspondants,)

Note complémentaire 2.— Dans le cas ot le probléme paramétrique
[VI,] est un probleme concave, et non plus nécessairement linéarisable,
c'est-a-dire si les fonctions f, et g, sont concaves {sans &tre
nécessairement différentiables) et si les fonctions hy sont linéaires

affines, la fonction ¢ définie par

p(a,b,c) = max mrin {fi(x) — a,}

est une fonction concave de la variable vectorielle {a, b, c) € R*™*,
sur toute partie convexe de son ensemble de définition.

En effet,
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— si le point x! est solution du probleme pour
(a, b, ¢) = (al, b!, V),
. Axt) » bt j
p(al, by ¢l = min {f(x}) - al}, avec g,(x) j pour tout j,
r «(x1) = ¢} pour tout k ;
— 8i le point x2 est solution du probleme pour
{a, b, c) = {a%, b2, c¢?),

(x3 » b; pour tout j ,

(x?)

2
¢(a? b2 c¢?) = min {f(x?) - a2}, avec & i
r h, ¢z pour tout k.

Il en résulte alors, en vertu de la concavité des fonctions g
et de la linéarité des fonctions h,, que, pour tout scalaire A€[0,1],

g (L =Mxt +axP 2 (1 - N g(xh+ rg,(x% 2(1- Nbj + Ab? pour tout j,

J
h((1 = M) xt+2Ax? = (1 = N hylx) + Ah{x?d =(1 = Meck+ ref pour tout k,
de sorte que le point ((1 - A)x! + Ax? vérifie les contraintesdu
probleme posé pour (a ,b,c) =(1 - A)al, bl, cl) + AMa?, b2, c?},
Par conséquent, d'aprés la définition de la fonction ¢ et en
vertu de la concavité des fonctions f;,
P((1 - M(al, bt, cl) + Ma?, b?, c?)
min {f((1 - A)x'+Ax?) = ((1 - Aal + ha?)}
fo1 = M)x! 4+ Ax?) - (1 - Aal + Aa?)
o ] o
> (1 - ?\)(f,o(xl) - aio) + A, (x?) — a?)
(

\"3

o Q
2 (1 = A) m}n {f (x!) - a}} + A min {f.(x?) - a2},

d'olt

P({1 = N(at, b, cl) + AMa2, b2, c2)2(1-A) ©(al, bl, cl) + \p(a2, b2 c2, VA€ D, 1]

La concavité de la fonction ¢ sur toute partie convexe de
son ensemble de définition est ainsi établie,

(Ce résultat généralise celui qui a été obtenu dans la Note 2
du ¢ 4.1.6, TI s'en déduit d'ailleurs sans difficulté si l'on met le
probléme paramétrique [VI,] sous la forme d'un probléme d'optimi-
sation [VI!] analogue au Probl2me [VI'l.)

4.3. Probléme de recherche de ‘‘programmes extrémes”,

On considérera ici le probléeme suivant, dit Probleme [VIII],
qui généralise d'une autre maniére le Probleéme [I] considéré au

$ 4.1, :
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X,

. . x
Déterminer des''vecteurs programmes''x=[" 2 |€ R"

Xm
rendant 'extréme'', au moins localement, un vecteur de
coordonnées f(x), f,(x),..., f(x), oufy, f,,..., f;sont

des ''fonctions économiques'!, sous les contraintes, supposées

compatibles,
Pb[VIII] g(x)>0 pour‘ JE {1, 2,...)n}:

3

h(x) =0 pour k€ {1, 2,...,p}.

On suppose qu'il existe au moins un point solution X ,
que les fonctions I, g;, h, sontdéfinies sur une partie

ouverte de R™ comprenant %, soit Q(X)C R", et qu'elles
L sont différentiables au point X ,

Les contraintes compatibles du probléme définissent une partie
non vide C de R" et il s'agit de déterminer les points X € C
tels qu'il n'existe pas dans C , ou au moins dans Q(X) NC, de
point x donnant & chacune des t fonctions f (re {1,2,...,t})
une valeur f_(x)» f(X), avec inégalité stricte pour au moins une
de ces fonctions,

4,3.1., Probleme linéarisé au voisinase d'un point solution.
Conditions de Kuhn et Tucker.
Le probléme tangent au Probléme {VIII] en un point solution X,
ou probléme linéarisé au voisinage de ce point, est, par définition,
le Probléme [VIIL;] suivant :

Rendre extréme le vecteurde coordonnéesf (%) + VI (X)(x - R),
(re{l1,2,...,t})), sous les contraintes

Pb [VIII, ] g% + Vg,(A(x = %) >0 pour jE{1,2,...,n)

3

hy(®) + Vh(X)(x - %) = 0 pour k&{l,2,...,p}

Le point X est solution du probleme linéarisé [VHIZ] si, et
seulement si, aucun des t systemes de (t + n + p) relations 1li-
néaires

VE(R)(x - X) > 0, pour ref{l,2,...,t}

l'une de ces t inégalités étant stricte,
(VIII;) - - - .
gj(X)+ng(X>(x—X) >0, pour j&€{l1,2,...,n}

h(X) + Vh(%)(x - % =0, pour ke&€{l,2,...,p}
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n'admet de solution x € R®, tondis ogue le point X est solution du
systeme (VII[;) que l'on obtient & partir de chacun des systémes (VIII;)
en remplacant 1'inégalité au sens strict par une inégalité au sens
large.

D'aprés le Théoreéme 3™ du $ 3.4.1. (ou les conditions de
qualification sont vérifiées par les contraintes et les fonctions éco-
nomiques du Probléme [VIII;] du fait qu'elles sont linéaires affines),
ou, plus simplement, d'apres le lemme de Fourier appliqué & chacun
des t systémes linéaires (VII;), on obtient les conditions (IX;)
suivantes :

_
Le point X est solution du probléme linéarisé [VIII;] si, et

seulement si, il existe des multiplicateurs scalaires

(?1’721"')7L): (T\IJXZ:---:XH): (El;p«z,---,p«p)

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une
fonction [ telle que

%) =vI>T Y D -
(IXZ) VZ(X) =V [T T fr(x) + AT )\J gj (X) + T p:k hk<X)] =_— 0
'Yr >0 pourtout r (ce qui permetde prendre Z?r:l )
avec A X, >0, gx) >0, T\j g% =0 pour tout j

h(x) = 0 pour tout k

[d'oﬁ (%) = }‘_T(rfr(i)] .

[La mise en évidence de l'impossibilité de chacun des t sys-
temes (VIIL), sous forme purement numérique par combinaison li-
néaire, selon le lemme de Fourier, donne immeédiatement t fonc-
tions 1, (re {1,2,...,t) possédant les propriétés de la fonc-
tion I des conditions (IX;), & ceci prés que dans I, (x) le mul-
tiplicateur ¥, est strictement positif tandis que ¥, ,..., ¥, >
Yee1 »..., Yy sont seulement positifs ou nuls, La somme de ces t
fonctions 1, est alors une fonction ! possédant toutes les pro-
priétés indiquées dans les conditions (IX;). ]

Les conditions (IX;), nécessaires et suffisantes pour que le point
X soit solution du probléeme linéarisé [VII;], sont les conditionsde
Kuhn et Tucker pour ce probléme. On voit que chacune des t fonctions
économiques f_  intervient avec un multiplicateur strictement po-
sitif dans la fonction [ ou, d'autre part, les contraintes bloquées
(ou serrées) au point X sont seules & pouvoir intervenir avec un
multiplicateur non nul.
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gomplément.- On peut observer que les conditions (IX;) se dé-
duisent des conditions (II;) par substitution de la fonction Z ¥, £.(x),

combinaison linéaire a coefficients positifs des f.(x), & la fonction
f(x), sans autre condition.

On déduit alors des résultats donnés au § 4.1.1. qu'il est pos-
sible de n'introduire dans la fonction | que certaines descontraintes
du Probleme [VIII;] en conservant explicitement les nutres (par exemple
les conditions de signe).

On pourrait aussi, comme au § 4.1.1,, mettre ces conditions
sous la forme de conditions de col pour une fonction de plusieurs va -
riables vectorielles ({(x et A ,u), dans lesquelles les t multi-
plicateurs positifs (7, , 72, ey “_{'t) joueraient le réle de parameétres
arbitraires,

4,3,2. Conditions de qualification.

Les conditions (IX;) données au ¢ 4.3.1., et les conditions
équivalentes qui pourraient en étre déduites, expriment que le point %
est solution du Probléme linéarisé [VIII;], tangent en X au Probléme
[VIII]. Mais elles n'expriment pas, en général, que le point X soit
solution du Probléeme [VIII], et elles ne sont méme ni nécessaires
ni suffisantes pour qu'il en soit ainsi,

Cependant, si les contraintes et les fonctions économiques du
Probleme [VIII]) uvérifient au point X certaines conditions de quali-
fication, le point X ne peut &tre solution du Probléme [VIII] que

s'il est solution du probléme linéarisé [VIIL].

Les conditions (IX;) donnent alors des conditions nécessaires
(mais non suffisantes, en général) pour que le point X soit solu-
tion du Probleme [VIII]. Ce sont les conditions nécessairesde Kuhnet
Tucker., (On sait, d'aprés 1'étude faite au ¢ 3.4.2., que ces condi-
tions deviennent suffisantes pour les problémes concaves linéari-
sables., Et l'on verra au § 4.3,3. qu'il en est de méme dans des
cas un peu plus généraux,)

On va montrer que, tout en procédant des conditions de quali-
fication des contraintes établies aux §$ 4.1.2, et 4.1.3. pour le
Probleéme [I], les conditions de oualification doivent ici faire inter-
venir non seulement les contraintes mais encore les t fonctions éco-
nomiques du Probleme [VIII],

Théorémed " - Si chacun des t systémes de (t ~ 1 + n + p)
relations déduits, par suppression de l'inégalité stricte, des t sys-
temes de (t +n + p) relations
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fx) - (%) >0, pour r&€{l,2,...,t}

l'une de ces t inégalités étant stricte,
(VII) g’(x) > 0, pour j €{1,2,...,n}

h,(x) =0, pour ke&{l,2,...,p}

vérifie nne ''condition de qualification" apalogue & la condition
1.(%) = P(x) posée dans le Théoréme 4 du $ 4,1,2, (ou aux conditions
qui s'en déduisent), le point X ne peut &tre solution du Probleme
[VIII ] que s'il est solution du Probleme linéarisé [VIIL, ],

Autrement dit, les conditions précédentes sont desconditions
suffisantes de qualification des contraintes et des fonctions économiques
du Probleme [VIII] au point X .

—

En effet, le point X , satisfaisant aux contraintes du Pro-
bleme [VIII], est solution de ce probléme si, et seulement si, il
existe un voisinage ouvert de %X, soit Q(%X) , dans 1eque1 aucun des
t systéemes (VIII) n'admet de solution. Et, en vertu des conditions
de qualification posées, le fait qu'un des t systémes (VIII) n'ad-
mette pas de solution dans Q(%) implique 1'impossibilité du systéme
linéarisé (VII}) correspondant, car le point X est alors solution
d'un probleme d'optimisation linéarisable & (t - 1 + n + p) con-
traintes qualifiées (voir ¢ 4.1.) ol il s'agit de maximiser l'une des
fonections f.

Il en résulte que, sile point X est solution du Probléme [VIII],
il est solution du probléme linéarisé [VIII,], ce qui établit le théo-

réme 47,

Théoreéme5 *°".~Si lepointx € R est solution du Probléeme [VIII],
olr les fonctions h, intervenant dons les p égalités hy(x) = 0
(s'il en existe) sont supposéeslinéaires affines surun voisinage ouvert
de %X , il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls

(71,72;---:Yt)) (}\11)\2:--':7\n): (pq:l»lz,---:p-p)

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction !
telle que
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Vr >0, pour tout r
avec x> 0, g;x » 0, X gx%) =0 pour tout j
h(x) =0 pour tout k
[aon 10 - Z7 0@ ],
r
et dans laquelle ~—~ ou bien les wmultiplicateurs Y_r et TJ qui af-

fectent les fonctions f, et g  non localement pseudo -convexesen
X peuvent &tre choisis non tous nuls,

— ou bien tous les multiplicateurs Vr peuvent etre
choisis non nuls.

En effet, si le point X est solution du Probleme [VIII]; ou les
fonctions hy sont supposées localement linéaires affines en X ,
aucun des systeémes de (t + n, + p) relations linéaires (n, étant
le nombre des contraintes g;(x) > 0 bloquées par )

Vfr(ic)(x—ic)>0 pour re {l1,2,...,t},

avec inégalité stricte
- pour un r au moins, arbitrairement choisi,
- et pour tout r tel que f_ ne soit pas localement
pseudo-convexe en X

VIIL! -
(VIIL) ng(}‘()(x - X >0 pour tout j tel que gj(x) =0,

avec inégalité stricte
si g; n'est pas localement pseudo-convexe en X

Vh(x)(x - X) =0 pour tout k
(les h, étant localement linéaires affines en X)

n'admet de solution x &€ R™.,

Car, s'il en était autrement, il existerait un voisinage ouvert
de X dans lequel les solutions x d'un systéme (VIIIL') vérifieraient
'un des systémes (VII), ce qui est contradictoire avec le fait que
le point X est solution du Probléeme [VIII].

Ce résultat s'établit, et le Théoréme 57 s'en déduit par ap-
plication du lemme de Fourier, comme il a été fait au § 4.1.3.
pour le Théoréme 5, A chacun des systémes linéaires impossibles
(VIII}) correspond ainsi une combinaison linéaire nulle ol les mul-
tiplicateurs ¥r et Ar affectant les inégalités strictes ne sont pas
tous nuls. La somme de ces combinaisons linéaires est alors une
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fonction ! possédant toutes les propriétés indiquées dans le théo-

réme 57,

Théoréme 67, —Si le point X € R® vérifie les contraintes du
Probleme [VIII], ou les fonctions hy intervenant dans les p éga-
lités hy(x) =0 (s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur
un voisinage ouvert de X , et si chocun des t systémes (VIII}) de
(t =1 + n, + p) relations linéaires déduits, par suppression de l'une
des t premigres inégalités, du systeme des(t + n, + p) relations
(n, étant le nombre des contraintes gj(x) > 0 Dbloquées par X)

Vi (x)(x - %) » 0 pour re{l,2,.,.,t},
avec inégalité stricte
si f, n'est pas localement pseudo-convexe en X
vg,(X){(x -~ x) >0 pour tout j tel que gi(x) =0,
avec inégalité stricte

si g; n'est pas localement pseudo-convexe en X

Vh(x)(x - %X =0 pour tout k
(les h, étant localement linéaires affines en X)

admet une solution x"€ R® f{ou x* - x = X") ,

- alors le point X ne peut @tre solution du Probleme [VIII]
que s'il est solution du probleme linéarisé [VII].

Autrement dit, les conditions précédentes sont des conditions
suffisantes de qualification des contraintesetdes fonctionséconomiques
du Probleme [VIII] au point % .

En effet, si le pnoint X est solution du Probléme [VIII], aucun
des systémes linéaires (VIII;) considérés a propos du Théoreme 5 ‘°F
n'admet de solution, Mais, en vertu des hypothéses, chacun de ces
systémes impossibles résulte, d'une ou plusieurs maniéres, de l'ad-
jonction d'une inégalité Vf (X)(x - X) > 0 4 un systéme (Vi) qui
admet une solution, de sorte que la combinaison linéaire qui met en
évidence son impossibilité, selon le lemme de Fourier, fait inter-
venir cette inégalité avec un multiplicateur ﬂf_r non nul,

On peut ainsi obtenir t combinaisons linéaires lr , dont la
somme est une fonction ! dans laquelle tous les multiplicateurs
Y, sont strictement positifs, et qui vérifie les conditions de Kuhn
et Tucker (IX;) exprimant que le point X est solution du probleme
linéarisé [VIIIy].
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6ter

Le théoréeme est ainsi établi.

On sait, d'aprés les résultats obtenus au ¢ 4.1.3., que la
condition de qualification donnée parle Théoreme 6'°F est uncorollaire
de la condition plus générale donnée par le Théoreme 4%°%, ces condi-
tions procédant respectivement des conditions de qualification des

contraintes données par les Théorémes 6 et 4 pour le Probleme [I]

Corollaires du Théoréme 6%’ - Il serait facile d'énoncer et
d'établir cing conditions particuliéres de qualification des contraintes
et des fonctions économiques du Probléme [VIII], procédant respec-
tivement des cing conditions de qualification des contraintes du Pro-
bléme [I] données par les Corollaires du Théoréme 6.

Voici le premier et le plus simple de ces Corollaires :

Si le point X € R™ vérifie les contraintes du Probleme [VIIL],
si les t fonctions économiques f, et les n fonctions g, linter-
venant dans les inégalités gj(x) >0 sont localement pseudo-convexes
en % (ou, en particulier, localement linéaires affines en X)) , et
si les p fonctions h, intervenant dans les égalités h,(x) = 0
{s'il en existe) sont localement linéaires affines en X ,

- alors les contraintes et les fonctions économiques du Pro-
bleme [VIII) sont qualifiées au point X .

En effet, les systémes linéaires (VIII}) ne comprennent alors
aucune inégalité stricte, et admettent donc la solution xr = X .,

B D'apres le dernier de ces Corollaires, on peut, dans 1'énoncé
du Théoreme 5'®T, remplacer l'hypothése de linéarité des fonctions h,,
intervenant dans les p égalités hy(x) = 0, par l'hypothése selon
laguelle ces fonctions h, sont continiiment différentiables sur un
voisinage ouvert de % et les p wvecteurs gradients Vh,(X) sont
linéairement indépendants, a condition que les t systemes (VIII'Z') de
(t =1 +n, +p) relations linéaires puissent &tre remplacés par les t
systemes (VIII']'), qui s'en déduisent par transformation de toutesles
inégalités en inégalités strictes, sans qu'aucun de ces systémes cesse
d'admettre une solution,

Remarque.— Les ''conditions de qualification” posées dans le
Théoréme 8" ne sont pas seulement des conditions de qualification
des contraintes du Probléme [VIII] puisqu'elles font intervenir aussi
les t fonctions économiques f,. Elles impliquent cependant la
condition de qualification des contraintes posée dans le Théoréme 6
du § 4.1.3,, mais, lorsque cette condition est remplie, il se peut
que certains programmes extrémes x soient ''qualifiés'', en ce sens
qu'ils vérifient les conditions de Kuhn et Tucker (IX;), tondis que
d'autres ne le sont pas.



131

On peut alors dire que les conditions de Kuhn et Tucker (IX;)
sont nécessaires pour que le point x soit solution qualifiée (ou
"propre”) du Problgme [VIII]. (Les solutions qualifiées, ou ''propres",
sont souvent préférables, en pratique, aux solutions non qualifiées,

ou "impropres' [12].)
Exemple.—0n peut reprendre, commeproblemelinéarisable, le pro-
bleme concave qui a été pris comme exemple au & 3.4.1.

On vérifie encore que les conditions de qualification du Théo-
réme 6" ne sont pas remplies par le point solution (non qualifiée)
% = 1 , puisque 1l'équation {0(x-1)>0} n'a pas de solution.

4,.3.3. Cas oit les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes,

Dire que le point X est solution du Probléme [VIII] revient
a dire que X est simultanément solution des t probléemes d'op-
timisation linéarisables suivants

( Maximiser, au moins localement, la valeur fr.(x) d'une fonction fr,,
sous les contraintes, supposées compatibles,

fr (X) - fr(i)

v

0 pour tout r £ r'
g (x) > 0 pour tout j
h, (x) =0 pour tout k

ui définissent un domaine [C,.CC C R"]

(Chacun de ces t problémes correspond a une valeur déterminée
de l'indice r' €{1,2,...,t})

Dire que le point X est solution du probléme linéarise ([VIII,)
revient & dire que X est simultanément solution des t problémes
d'optimisation linéarisés respectivement tangents en X aux t pro-
bléemes précédents,

Le théoréme suivant en résulte, d'aprés le Théoréme 7 du
$ 4.1.4,

Théoréme 7 **".— Lesconditions de Kuhn et Tucker, données au § 4.3.1.,
impliquent que le point X rend "extréme'', au moins localement, le
vecteur de coordonnées f(x),f(x),..., f(x) pour x €C (domaine
défini par les contraintes du Probleme [VIINl) si les t porties C,.
de C définies por les conditions ({f(x) — f(%X) » 0 pour r #r"
sont localement pseudo -convexes ou point X et si les t fonctions
f{r€ 1,2,...,t) sont localement pseudo-concaves sur C au point ¥,

L'extremum local du vecteur de coordonnées fl(x) s fz(x) soea, F(%)
au point X est un extremum absolu si ces deux contitions sontremplies

sans la restriction "localement'',
-
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[Comme dans le Théoreéme 7, si Vf (X) /0 et si f, est
continue, 1'hypothése de pseudo-concavité d'une fonction f; peut étre
remplacée, dans le Théoréme 7', par unehypothése de quasi-concavité
qui 1'implique.]

Les deux conditions posées dans le Théoreme 7T sont remplies,
en particulier, si, les p fonctions hy étant linéaires affines (s'il
en existe), les n fonctions g; sont quasi= concaves (ou a fortiori
concaves) et les t fonctions f, sont ¢ la fois quasi - concaves sur
C et pseudo - concaves au point X sur C (ou a fortiori pseudo-
concaves sur C, ou concaves sur C).

Ces résultats, complétés par le 4éme corollaire du Théo-
réme 6%’ (procédant du 48me corollaire du Théoréme 6), permettent
de retrouver les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et
Tucker pour les problémes concaves, qui ont été données au $ 3.4. 2.,
mais on suppose de plus ici que les t fonctions f. et les n
fonctions g; sont différentiables au point Xx.

T
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