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INTRODUCTION 

Dans le premier paragraphe de cet article, nous montrons 
comment il est possible de retrouver la définition classique des 
processus ponctuels unidimensionnels (par les intervalles) à partir 
de la fonction conditionnelle d'intensité, en dégageant l'aspect plus 
dynamique de ce point de vue. 

Dans les paragraphes suivants, nous nous consacrons à la 
construction et à l'étude d'un modèle stochastique défini par sa fonc
tion d'intensité. 

Précisons tout de suite que les processus ponctuels dont il 
sera question sont du type unidimensionnel, simple, permanent et 
continu en probabilité (cf. Girault, article précédent, II). De plus , 
nous supposons que ces processus se développent à partir d'une ori
gine O finie. 

Nous prenons comme définition de la fonction de répartition 
d'une variable aléatoire réelle X : 

F(x) = P(X^x) 

Cette définition nous a semblé mieux adaptée à l'étude du mo
dèle considéré que la définition habituellement utilisée en France 
car elle nous permet une écriture simple et cohérente des formules . 
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1 - GENERALITES 

1- Résultat fondamental 

Proposition 1 : 
Soit (tt) (i = 1 , 2 , . . . ) un processus ponctuel, non station-

naire, dont la fonction de répartition conditionnelle du (n + i)ème 
intervalle, connaissant t , est : 

n 
P(X n + 1«x/0 = F(tn, x) (1) 

avec F(tn , x) >0 , n = (1 , 2 , .. . ) . Nous supposons que F(t , x) 
est continue par rapport au couple (t , x) et qu'elle possède une 
densité par rapport à x pour tout t : f(t , x) = F(t , x) . Dans ces 
conditions, il existe alors une fonction A(t , x) , continue par rap
port au couple (t , x) monotone croissante par rapport à x , non 
bornée quand x tend vers l'infini, ceci quel que soit t , et telle 
que : 

F(tn , x) = 1 - e-̂ VD-ACVO)] (2) 

En effet, évaluons de deux manières la probabilité de l'évé
nement "x < X n + 1 ^ x + dxM , connaissant tn . 

En désignant par a^ , x) le taux de mortalité de X n + 1 au-
delà de x (ou fonction conditionnelle d'intensité en (tn , x)), nous 
pouvons écrire : 

f(tn , x)dx = [1 - F(tn , x)] a(tn , x)dx (3) 

soit : 

a(tB , x)dx = - d Log[l - F^ , x)] (4) 

par intégration nous obtenons : 

A(tn , x) = -Log COJ [1 -• F(tn , x)] (5) 

où C(tn) représente la constante d'intégration par rapport à x . 
De la relation précédente nous déduisons : 

1 - F(tn , x) e-A(tn.x) ( 6) 
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Déterminons C(tn) en écrivant que F est telle que F(t , 0) = 0 
quel que soit t ; nous trouvons C(tn) = e"A(tn,0) d'où : 

F(tn , x) = 1 - e-[
A<Vx)-A<V0)] (2) 

Les propriétés de la fonction A sont quasi évidentes ; pré
cisons seulement que c'est la condition F(t , +œ) = 1 quel que soit 
t qui implique que A(t , x) devienne infinie avec x . Remarquons 
que cette dernière n'intervient dans la relation (2) que par la diffé
rence de ses valeurs en deux points ; il est donc toujours possible 
de lui ajouter une constante de sorte que sa valeur à l'origine 
A(0 , 0) soit nulle. 

Il est facile d'établir la loi de probabilité de la durée de 
survie de X n + 1 au-delà de la valeur u déjà atteinte. Posons 
Xn + 1 = u 4- Yn+1 , nous avons : 

P(Xn+1>x) = P(Xn+1>u) xP(Yn+1>x - u / X ^ u ) (7) 

d'où : 

P(Y n + 1^x- u/Xn+1>u) = 1 - e - [ A «v x ) - A ( V u ) ] (8) 

Ce résultat est évidemment conditionnel à l'hypothèse : tn 

donné. 

2 - Cas particuliers 

a) Si la fonction A (t , x) ne dépend des deux variables t 
et x que par leur somme, elle est nécessairement symétrique 
par rapport à ces dernières et constante sur les droites d'équation 
t + x = Cte . Il s'ensuit que A(t , x) présente par rapport à t les 
mêmes propriétés que par rapport à x et que A(tn , x) = A(tn+ x , 0) . 
Sa connaissance dans le quadrant (t , x) > 0 est alors entièrement 
définie par celle sur l'un des axes de coordonnées, celui des t par 
exemple. Pour simplifier l'écriture, nous noterons A(t , 0) = A(t). 

La relation (2) s'écrit : 

F(tn , x) = 1 - e-[A<Vx)-A<V] (9) 

et s'identifie avec celle donnant la loi conditionnelle des interval
les dans le processus général de Poisson de densité a(t) . 

b) Si maintenant la fonction A(t , x) ne dépend que de x , 
il suffit de la connaître sur l'axe des x ; nous noterons alors 
A(0 , x) = A(x) . 
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Dans ce cas, la relation (2) caractérise le processus de re
nouvellement dont la loi commune des intervalles est : 

F(x) = 1 - e-[A<*>-A<°>] = 1 - e-A<*> (10) 

car A(0) = 0 

3 - Exemple d'application 

En nous plaçant dans le cas b) ci-dessus, prenons pour diffé
rentes formes de la fonction conditionnelle d'intensité, les fonc
tions suivantes : 

ax(x) = 1 a,(x) = 1 * x . . . 

a » = ^ ^ — (11) 

(k- D.' + * + . . . + ÔT^TT);J 

Les intégrales correspondantes, nulles pour x = 0 , sont : 

Ax(x) = x A2(x) = x - Log(l + x) . . . 

Ak(x) = x - Log [\ + x + . . . + ( k ^ " J ) t j (12) 

Les fonctions Fk qui leur sont associées par la relation (10) 
valent : 

F1(x) = 1 - e-* F2(x) = 1 - e-*(l + x) . . . 

Fk (x) = 1 - e- (l + x + . . . + ( k

X ^" 1

1 ) t ) (13) 

Nous reconnaissons là les fonctions de répartition des diverses 
lois Yk(l) (k = 1 , 2 , . . . ) qui peuvent servir à définir le pro
cessus uniforme de Poisson (k=l) et les processus d'Erlang (k>2). 

Cet exemple montre comment, étant donné un processus de re
nouvellement, il est équivalent de le définir par la loi commune des 
intervalles ou par la fonction conditionnelle d'intensité. Ce dernier 
point de vue peut être intéressant dans certaines applications où 
l'on cherche à représenter un processus ponctuel concret par un 
modèle de renouvellement par exemple. Il peut se faire que la loi 
de probabilité des intervalles ne s'impose pas de façon naturelle et 
même, qu'il soit difficile de la pressentir alors que la détermina-
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tion du taux de mortalité peut s'avérer plus aisée. De toute manière, 
la considération de cette dernière est instructive en elle-même, 
par l'information qu'elle apporte sur l'enchaînement des événements 
En dont les instants de réalisation forment les points du processus 
ponctuel. 

En particulier, si la suite (tA) forme un processus d'Erlang-2, 
la fonction a2(x) croît avec x ; autrement dit, sachant qu'au temps 
tn + x l'événement En + 1 ne s'est pas encore produit, il est d'autant 
plus probable qu'il se produise dans ] tn + x , tn + x + dx] que x 
est plus grand. Au contraire, dans un processus uniforme de Poisson, 
et sous la même condition, En+1 peut se produire de manière équi-
probable dans tout intervalle élémentaire ]tn + x , tn + x + dx] quel 
que soit x . Cela illustre la différence de structure intime entre 
le processus uniforme de Poisson d'une part et les processus d'Erlang 
d'autre part, bien que ces derniers puissent paraître comme une 
généralisation du premier. 

4 - Remarque importante 

Au prix d'une complication d'écriture, il est possible d'étendre 
la validité de la proposition 1 aux cas où la fonction d'intensité dé
pend d'autres paramètres que tn . Si à l'instant t = tn + x , a(. . . ) 
est de la forme a(y , x) où y = tn - tn.! est la longueur du der
nier intervalle réalisé, le processus correspondant est du type de 
Wold : les intervalles consécutifs sont liés en chaîne de Markov 
homogène. Si en t = t + x , a(. . . ) est de la forme a t̂) où n 
est le nombre de points déjà obtenus sur [0 , t] , le modèle cor
respondant est du type de Polya : la loi de probabilité d'un inter
valle dépend du rang et de l'origine de celui-ci. Le processus que 
nous étudions dans la suite appartient à cette dernière classe, mais 
présente des particularités intéressantes. 

2 - HYPOTHESES GENERALES 

t étant un instant donné, notons N(t) la fonction aléatoire 
représentant le nombre de points du processus tombant dans l'in
tervalle [0 , t] . Supposons que N(t) = n et soient tx , t2 ,. . . , tn 

les n premiers points du processus avec 0 < tx < t2 . . . <tn̂  t . 
Supposons aussi que ce dernier est évolutif et possède une mémoire 
rapportée au paramètre N(t) et que, plus précisément, condition-
nellement à l'hypothèse N(t) = n , la probabilité pour que le 
(n + i)ème point tombe dans ]t , t + dt] , vaut : 

an(t)dt = ( n + ^ d t

 ( n > 1 et t > ti > 0) (14) 
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Remarquons que cette fonction d'intensité n * ^ repré
sente l'inverse de la longueur moyenne des n + 1 intervalles 
tt , t2 - tj . . , tn - tn-1 , t - tn et que chacun figure avec le 
même poids. Nous "lançons" le processus en nous donnant la loi de 
probabilité du premier intervalle, îx (t) dt , dont nous supposons 
l'existence du premier moment au moins. 

3 - LOI CONDITIONNELLE DES INTERVALLES 

1-Loi de Xn + 1 

Cherchons d'abord la fonction de répartition conditionnelle de 
Xn+1 , connaissant tn : 

P(Xn+1^x/tn) = Fn+1 (tn , x) . (15) 

En vertu de la proposition 1 (cas particulier a) et de la re
marque du 4e, nous avons, compte-tenu de (14) : 

-(n+n [Log(tn+x)-Log(tn)] t n n+l 
Fn+1 (tB , x) = 1 - e = 1 - ( ï^nr ) 

(16) 
(n 1 et x > 0 , tn> 0) 

Précisons que nous appliquons la proposition 1 à la fonction 
A(t) = (n + 1) (Log t - Log ti) définie seulement dans lfintervale [tlt + °°] 
avec tt > 0 ; cela n'en restreint pas la validité car nous aurions pu 
faire la démonstration en supposant t>m>0,x^0 et A (m, 0) = G. 

Par dérivation de la formule (16), nous obtenons la loi élé
mentaire conditionnelle de X n + 1 : 

Par le changement de variable VQ+1 =—f-*1 , la relation pré-

cédente devient : 

P(v<V n t l ,v + d v / t n ) = - | ^ ^ = f n t l ( l ,v)dv J J J J J (18) 

Calculons E(Vn+1 ) . Nous avons en intégrant par parties : 
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v dv _ |~ ~v 100 /,00 dy 
J (1 + v)n + 2 " |̂ (n + 1)(1 + V)n + 1 j 0 + Jo (n + 1)(1 + V)n + 1 

= [ n ( n ^ U + v ) n ] " ( 1 9 ) 

= - (n » 1) 
n (n + 1) 

En effet, pour ces valeurs de n , la partie toute intégrée est 
nulle ainsi que la limite de ^ + v)n quand v tend vers +œ. 

En tenant compte du coefficient n + 1 négligé dans ce calcul, 
nous trouvons pour l'espérance cherchée : 

E<Vn + X> = n 

soit en revenant à X n + 1 : 

E(X„tl) = t, E(Vntl) =-i- (n»l) (20) 
d'où : 

Proposition 2 : 
Dans le processus envisagé, l'espérance mathématique condi

tionnelle du (n + l)ème intervalle X n + 1 , connaissant tn , est 
égale à la valeur moyenne de la longueur des n premiers. 

2 - Loi de S£n) . 

Posons S£n) = Ç X n + i et cherchons la loi élémentaire condi
tionnelle de S2

(n) . Pour cela, écrivons la loi élémentaire condi
tionnelle du couple : (Xj,+1 , Xn + 2) . 

P CX1 <Xn + l^
Xl + d X ! > X2 < Xn + 2 *X2 + d x

2 / ^ = 

p Cxi < xn+i<
 x i + ^lAn > x 2<X n + 2<x 2 + dx2/tn+1] = 

(n + l)(t n)
n H dxt (n + 2)(tn + x j ^ d X z _ (n + l)(n + 2)(tnr

l dxtdx2 

(tn + Xl)n
 + 2 (tn + X l + X2)«

+3 (tn + Xj + X2)̂ 3 • 
(21) 

Selon la méthode classique, nous en déduisons en posant 
s = X l + x2 : 
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P la «S» « s + d./y . <" + » g jr- d X i 

(n + l)(n + 2)(tn)
n+1 s ds (22) 

(tn + s)n+3 

En itérant ce calcul, nous pouvons écrire la loi élémentaire 
du couple (S2

(n) , Xn + 3) en faisant le changement d'écriture s = y 
dans la loi de S*2

n) pour conserver l'analogie de forme des ré
sultats : 

P[y<S<nUy + dy , x 3 <X n + 3 ^x 3 + dxj/tj = 

P [y < S<n) < y + dy/tn , x3 < X n + 3 * x3 + dx3/tn+2] = 

(n + l)(n + 2)(n-f3)(tn)
n+1ydy dx3 

(t„ + y +x3)*
+* ( 2 3 ) 

Nous en déduisons la loi de S*n) en posant s = y + x3 : 

P [ S < s r < s + ds/tJ . ( ° + l)(°^)(nH-3)(t,rds f y d y 

(n + l)(n + 2)(n + 3)(t n)
n t l s2 ds .... 

2(t„ + s)»* U 4 > 

Ainsi de proche en proche il est possible d'établir la loi condi
tionnelle de s£° : 

p [ s < s k ^ < s + d s / t n ] = « - > < . . , ( n + i ; - : - ^ , ^ v y y i d 8 

(avec n ̂ 1 , k >1) (25) 

S(n) 

Effectuons le changement de variable Vk = —|— ; la relation 
précédente devient alors : 

P [ v < V - < v + dv/tj = i î L ± J ^ ^ ^ f « ( 1 , v ) d v 

(26) 
En multipliant haut et bas par nî les termes du second membre 

(n + k) ' de cette relation, son coefficient devient : —T—Z fr* et n'est autre n l (k - 1)1 
que la valeur du symbole —n + 1) * 



36 

En définitive (26) s'écrit donc : 

1 v „ . l d v (n>D 
P [v<Vt<->.<v+dv/t.] = p ( k j n + 1 ) ( 1 + y ) k t n t l (k>l) (27) 

D'où : 

Proposition 3 : 
La loi élémentaire conditionnelle, connaissant tn , du quotient 

par tn , de la somme de k intervalles consécutifs portés à partir 
de tn , est la loi eulérienne (32(k , n + 1) . 

Dès l'établissement de la formule (17) nous aurions pu écrire 
n + 1 = -rrr;— -T et donner la proposition précédente pour k = 1 ; 

(3(1 , n + 1) 
mais cette remarque eut été alors artificielle. 

Il est aisé d'établir que le moment d'ordre r d'une variable 
aléatoire suivant la loi P2 (p , q) p , q = 1 , 2 . . . vaut : 

P rvrl - P(P + 1). • • (P + r - 1) 
E [ V ] " ( q - l ) ( q - 2 ) . . . (q-r) r - l , 2 , . . . , q 1 

En faisant p = k et q = n + l nous obtenons : 

E [S£n)] = tn E [Vk

(n)] =^L (n> 1) 

et (28) 
V [Sk<*>] = i l i - (n>2) 

k n2 n " 1 

Remarquons que les principales formules de ce paragraphe 
sont encore valables pour un instant t quelconque mais tel que 
N(t) = n . En effet si t = tn + u , la formule (8) montre que la 
loi de survie de X n + 1 au-delà de u , est ici : 

P[^ + 1 ^y/X n + 1 >u] = 1 - (j^)"1 (29) 

en posant Xn+1 = u + Yn+1 . 

Et nous pouvons écrire, à cause de l'analogie de forme avec 
Fn+1 (tn , x) et en posant S -̂̂  = Yn+1 + £ X n + i : 

2 
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P [s < S^^U s + ds/N(t) = n] = f<n) (t , s) ds . (30) 

Nous allons utiliser cette propriété au paragraphe suivant. 

4 - LOI CONDITIONNELLE DU NOMBRE DE POINTS TOMBANT DANS 
UN INTERVALLE DONNE 

Notons K(t , t + h) le nombre aléatoire de points tombant dans 
] t , t + h] et : 

Pk

(n) (t , h) = P [K(t , t + h) = k/N(t) = n] . (31) 

Posons aussi : 

%in) = £ P(») (t , h) . (32) 
* k 1 

Pour évaluer 7u£n) remarquons que 1Tévénement "il y a au 
moins k points sur ]t , t + h] " est équivalent à l'événement 
"s < S(

k

n'l) 4 s + ds , quel que soit s variant de 0 à h". 
Nous avons donc : 

=JT
h f<»>(t . s)ds =f p ( k > i n + i ) ? i ^ L d s (33) 

Intégrons par parties en posant x = (t + s)"11"11"1 et dy = — 
(k — 1 j. 

d'où : dx = - (n + k + l)(t + s)"n"k-2 ds . 

s* 
y " 

Nous trouvons ainsi : 
. [ (n + k)! t ^ s * ] * /* (n + k + l)!ff" sk ds 

* [nî kl (t + s)a+*+l J 0

 Jo n î k î + S>4k+2 

+ n+l îk 
= Ck " -|- TE<n> 

n + k (t + h)n+k + 1 k+l 
Nous en tirons la probabilité cherchée : 

p(n) = -(n) _ -(n) = Ck t"*1 h k ( n * D foc) 
*\ 71

 k k̂+l <-n+k (t + h)n+k+l (k>l) l d D ; 
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Comme pour k = 0 cette dernière expression coïncide avec 
celle de P ( n ) calculée directement : 

o 
P0

(n) = 1 - P [Y„n > h/N(t) = n] = (TTh)"141 ' 

nous pouvons étendre sa validité à toutes les valeurs de k positives 
ou nulles. 

La formule (35) n'est valable que pour n > 1 ; pour n = 0 nous 
avons, pour k > 1 : 

pk<°> (t, h) = 1 _ ̂  ( t ) j ^ t + h ft (t,) pk»> (t,, t + h - t l) dt, 
(36) 

= [1-F,(t)]k[t th]^ jTt*'i(t,)tî(t + h-t irdt 1 

Po<0) ( t ' h ) = 1 "l - F , ^ ( 3 7 ) 

f (t ) L'expression -—1V,1 /, v représente la densité conditionnelle 1 - Fj(t) 
de survie de X! au-delà de l'instant t supposé atteint. 

Le domaine de variation du couple [N(t) , K(t , t + h)] étant 
rectangulaire, ce qui signifie que ces variables ne sont liées par 
aucune contrainte algébrique, nous devons vérifier que les nombres 
Pfe

(n) (t , h) forment bien une loi de probabilité c'est-à-dire que 
X Pu

(n) (t , h) = 1 quels que soient n , t , h donnés avec n> 1 , 
k=0 K 

t et h> 0 . Démontrons-le. 
A l'aide du changement de variable v = - , l'expression de 

de Pk

(n) (t , h) devient : 
p(n) M - r

k y k - fr + n)(k+n - 1)... (k + l)ufc ( , n lv> - L.n+k ( 1 + v ) n + k + 1 - n | ( 1 + v ) n + 1 

v 
en posant u = ^ + ^ . Nous avons évidemment 0 < u < 1 quel que 
soit v fini. Remarquons alors que 

da (uk+IM 
(k + n)(k + n - 1). . . (k + 1) uk = Û ^ n

 } 
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de sorte que nous pouvons écrire : 

f P ( n ) = - 1 V dMu^) = 1 d l f 
ffo k n! (1 +v) n + 1ft du* n! (1 + v)n + 1 dun

 kro

 K ' 
Il est en effet possible d'intervertir les opérations de somma

tion et de dérivation car la série considérée est une série géomé-
dn 00 

trique convergente. Au lieu de calculer directement ^ uk+n , 
du k = 0 

00 
utilisons le fait que la série £ u k + n a même dérivée nème qU e 

k=0 
00 

la série £ uj dont elle ne diffère que par des termes de degré 
n - 1 au plus. Nous avons donc : 

dD A k + n _ _d̂ _ A â _ 1 n? 
dun ¿4 U du" £t> U dun 1-u (1 - uT1 ' 

dn 00 

En repassant à la variable v : -tt~Y uk+n = n! (1 + v)n + 1 et dun 

k*0 
oo 

en reportant dans (39) nous trouvons : V FJn) (v) = 1 . 
Pour n = 0 , il suffit d'utiliser le calcul précédent pour s'as

surer que : 

t Pk

(0) (t , h) = 1 . 
k-0 K 

En effet : 

k | r = p0

(0) + i - r , ( t ) £ - f ' f i ( t i ) p - ( t i - * + h - t ï ) d t i 

= Po0> + 1 - Ft(t) C W S ( t l * * + h " *») d t l ( 4 0 ) 

= H A l ^ r + T T i F [ F ' ( t + h ) - F ' ( t ) 1 = 1 

Résumons ces résultats dans la proposition suivante : 

Proposition 4 : 
Sachant que N(t) = n (n>l) , la loi de probabilité condi

tionnelle du nombre aléatoire de points tombant dans l'intervalle 
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]t , t + h] ne dépend que du rapport v = j et est donnée par la 
suite des nombres I*fn) (v) : 

v k (n>l) 
p

k

< n ) <v> = Pï.k ( 1 + v)„*»i (k » 0) 
(t , h positifs finis) 

C'est la loi binomiale négative de paramètres n + 1 et 
1 

1 + v 
Nous pouvons interpréter ces résultats d'une manière dif

férente : 

Proposition 5 : 
La fonction aléatoire N(t) forme un processus de Markov per

manent, non homogène, à un nombre dénombrable d'états 1 , 2 , . .. 
et dont la matrice de passage de l'état n à l'état n + k entre 
les instants t et t + h est donnée par les nombres Pk

(n) (t, h). 
Cherchons quelques caractéristiques de la loi (38) et, pour 

cela, calculons le moment factoriel d'ordre r : 

E [k(k - 1,... (K - r + ia - £ c l k ( k - \ V + ^ r 1 ) v k 

(41) 
s n i d T v r 1 J% (k + n)- ••k(k" ( k " r + 1 } uk"r 

Par un calcul analogue au précédent, nous pouvons écrire : 

E [K(K - l ) . . . ( K - r + l)] n ! ( 1

U ; v ) n t l £ £rr u -

= H 9 y ull+k 
n'. (1 + v)n + 1 dun+r

 k4-r 

Or, 
jn + r oo n̂+r oo / , ^\ J 

A y un+k =_Ë y uj = (n + r). 
dun+r

 k~ dun+r jti (1 - u) n + r + 1 

Finalement nous trouvons : 
E [K(K- i ) . . . (K- r + i)] = n , ( l + ( n

v ; ^ r u r r t l u ^ 
(42 ) 

= (n + 1). . . (n + r) vr 
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En faisant r = 1 nous obtenons l'espérance mathématique : 

E(K) = (n + 1) v = (n + 1) £ (43) 

et de r = 2 nous déduisons la variance : 

V(K) = (n + 1) v(l + v) = (n + 1) h ( t ^ h ) (44) 

Cherchons la fonction caractéristique conditionnelle de 
K(t , t + h) . Soit : 

9k

(n)(u , t , h) = E [e i u K ( t* t + h ) /N(t) = n] 

Pour n > 1 , nous avons : 

! p*(n> ( v ) e l u k = • i d U r s (k+n) (k+n - u. . . (k + D ( f ^ ; 

1 (45) 
(1 + v - ve'> ) n t l 

En repassant au paramètre h nous obtenons : 

La fonction caractéristique conditionnelle de est : 

f ^ ^ ^ ' ^ t ^ - h V - ) ^ ( 4 7 ) 

Cherchons-en la limite quand h tend vers l'infini : 

h - ne- = h|^l - (1 +-JJ---25, + . . . )J= - iu . . . 

quand h > a>, cette expression tend vers - iu , et nous pouvons 
écrire : 

lim <> (u , t , h) = (t-^Y1 = -• T (48) 
Vt - îuy ^ _ _iuym 
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Autrement dit, la loi limite de ^ quand h tend vers l'in
fini est la loi Yn+i(t) pour n>l . 

Pour n = 0 , nous trouvons : 

cf>[0)(u , t , h) = PQ

(0)(t , h) + £ Pk

(0) (t , h) e i u k (49) 
k=l 

1 - Ft(t + h) e i u r** ftttjtî-dt! 
1 - Fj (t) 1 - Fx(t) Jt [t1 e

1" + (t + h) (1 - e l u)] 2 

la sommation s'effectuant par un calcul analogue au précédent. 

5 - LOIS A PRIORI 

1 - Loi a priori de la somme des k-t-1 premiers intervalles 
jj ^ 1 2 

Nous avons déjà posé s£n) = £ X n + l ( n = 0 ' 1 ' 2 ) 

Pour trouver la loi de Sk

((Jj , il suffit d'écrire que le premier 
point tombe dans ]ti , ti + dtj et que, ceci étant, Sk

(1) est com
prise entre s - ti et s + ds - ti , ceci quel que soit tx variant 
de 0 à s . En explicitant les probabilités de ces événements nous 
avons : 

P[s<S<ÎUs+ds] = k ( k

s V 2

) d S / S f ^ ( t ' } t ' ( s - t i ) k " d t i < 5 0 ) 

o 
L'espérance a priori de S(

k°+i vaut : 

E [Si!i] = E [Xi] + E [Sk

(1)] (51) 

Pour calculer E [S^] remarquons qu'il suffit d'intégrer 1:es
pérance conditionnelle de Sk

1} dans la loi de Xx . Or nous avons 
vu que cette dernière espérance valait ktj . Par conséquent : 

E [S^] = k fx (tx) t, dtt = k E(XX) (52) 

car nous avons supposé l'existence de cette intégrale. 

Nous pouvons conclure que, d'une part : 

E [S^}] = (k + 1) E(XJ (53) 
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et que d'autre part : 

E [X k + 1] = E [Sk?>] - E [Si0)] = E(XX) (k = 1 , 2 ,. . . ) (54) 

Autrement dit, tous les intervalles Xk (k = 1 , 2 , . . . ) ont 
même espérance a priori, à savoir E(XX) . 

2 - Loi a priori du nombre de points sur un intervalle donne. 

Posons : 

Ak(t , h) = P [K(t , t + h) = k] (15 = 0 , 1 , 2 , . . . ) (55) 

Calculons d'abord cette loi pour l'intervalle [0,t[ et posons 
k = n . 

Pour n = 0 nous avons évidemment : 

Ao(0 , t) = 1 - Ft(t) (56) 

en désignant par Fl (t) la fonction de répartition de Xx . Pour 
n > 1 , le même raisonnement que pour la loi a priori de nous 
permet d'écrire : 

An(0 , t) = f ÎX(XX) Y™ (tx , t - tt) dtx 

(57) 
= f fi (tt) (t - t.r

1 t?dti • 
o 

Le fait, déjà démontré, que £ Pk(I° = 1 entraîne que : 
00 
X An(0 , t) = F, (t) car il est légitime d'intervertir les opérations 
n* 1 
de sommation et d'intégration. Compte-tenu de la valeur de Ao(0 , t) , 

00 
nous constatons que £ Ai(° * t) = 1 , c'est-à-dire que les nombres 

o 
An(0 , t) forment une loi de probabilité. 

Ce calcul préliminaire va nous permettre d'établir la loi a 
priori du nombre de points tombant dans Jt , t + h] . Il faut encore 
distinguer les deux éventualités k = 0 et k ^ 1 . L'événement 
K(t , t 4- h) = 0 est la réunion des deux événements qui s'excluent 
mutuellement : K(t , t + h) = 0 sachant que N(t) l̂ , K(t,t+h)=0 
sachant que N(t) = 0 . Ce dernier événement étant équivalent à 
Xj > t + h , nous pouvons écrire : 
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A0(t , h) = 1 - F t̂ + h) + I ^ ( 0 , t) x P0

(n) (t , h) 
n»l 

- 1 - F,(t +h) +J ( t i + h ) 2 

De même l'événement K(t , t + h) = k est la réunion des 
deux événements K(t , t + h) = k sachant que N(t) ^ 1 , K(t , t + h) = k 
sachant que N(t) = 0 . Ce dernier év nement signifie que le pre
mier point tombe en t1 quel que soit tjG]t , t + h] et que 
K(t̂  t + h) = k - 1 sachant que N(tj) = 1 . 

Nous avons donc : 

Ak(t , h) = £ 4,(0 , t) x Pk

(n)(t, h) + 

+ [1 - ^( t ) ]^ f̂ tj) Pk<}> (ti , t + h- t^dt! 

+ k [ i . F l (t)] j f ^ ^ ) t ? ( t ; A ^ r i d t i 

(59) 

3 - Fonction caractéristique a priori de K(t , t + h) et de N(t) . 

Posons : 

cpK(u , t , h) = E [e^ct.t+h)] (60) 

Pour le calcul nous pouvons intégrer la fonction caractéristique 
conditionnelle de K(t , h) dans la loi a priori de N(t) . Cela 
donne : 

<L(u , t , h) = f An(0 , t) &n) (u , t , h) 
n=o 

= Ao(0 , t) 9K

(0)(" , t , h) + T ( t + h _n

heiu).H jf W t?(t - t^-1 dt, 

en distinguant n = 0 et n ̂  1 et en tenant compte des formules 
(46) et (57). En transformant la dernière sommation nous obtenons : 

,t f l( t l)t? A [ (t-t.) "[-' _ /.t f l ( t l ) X\ dt, . 
J0 (t+h-hei«)2 [ (t + h + helu)J 1 " JQ {t 1 +h-he l u ) î 

(58) 
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En explicitant Ao(0 , t) et 9R

(0) nous trouvons finalement : 

V u . « . h , = 1 - F , , t > 1 , , , i ; - [ t | e l , - : ; j ' ^ e „ „ , , 

Par dérivation nous en déduisons l'espérance a priori de 
K(t , t + h) 

E [K(t , t + h)] = -i (|£(0 , t , h) (62) 

= 2 h f Mîi>iv+ 2 (t + W r f* ( t* ) d t* -Pw^ 

Pour que cette espérance soit finie, nous devons supposer que 
la fonction ft(t) est telle que f* ^i^i^^i existe . 

La fonction caractéristique a priori de N(t) s'obtient en fai-. 
sant t = 0 et h = t dans la relation (61) : 

V u . t) = ! . P i ( t , + f1-^h^l—F (63) 

Cela donne aussi : 

E [N(t)] = 2t /* f l ( t

f

l ) d t l - *i (t) • (64) 

6 - DEUX PROPRIETES REMARQUABLES 

1 -Loi conditionnelle de K(t + S , t + S + T) . 

Soient ]t , t + S] et ]t + S , t + S + T] deux intervalles 
consécutifs de longueurs S et T . Cherchons la loi conditionnelle 
de K(t + S , t + S + T) sachant que N(t) = n . Ecrivons pour cela 
la loi du couple [J(t , t + S) , K(t + S , t + S + T)] . 
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PuV = p [J = 2 > K = k/N(t) = n] 

. r J t"'1 S3

 p k (t + S)1"3*1 Tk 

~ Mi+j ^ + s) n + J + 1 ^ + J + k (| + s + T) n + J + k + l 

= V j U ^ S t / ^ i ^ - « e t k > 0 . n > l ) (65) 

S T 

En posant u = j et v = — l'expression précédente devient : 

p(n) - (n + j + k) ! uLvi 
Pour obtenir la loi cherchée il suffit alors de sommer ces 

probabilités pour j > 0 : 

P [K(t + S > t + S + T) = k/N(t) = n] = £ P /V 

(67) 
= n!k!(l+

Vu + v ^ i | ^ n , k ) . . . ( j + 1) * 

u 
avec w = . 

1 + u + v 
Ainsi que nous l'avons déjà fait plusieurs fois nous pouvons 

écrire : 

£ 0 • n . » . . . „ . D W . ^ ( r i _ ) . , » . W ! ( i - ^ r 

(68) 
En tenant compte de cette relation la probabilité cherchée 

s'écrit : 
k 

v 

P [K(t + S , t + S + T) = k/N(t) = n] = Cn\k ( 1 + v ) n , k M (69) 

Nous pouvons donc conclure : 
Proposition 6 : 

Conditionnellement à l'hypothèse N(t) = n , la loi de proba
bilité du nombre de points tombant dans l'intervalle ]t + S , t + S + T] 
est identique à celle du nombre de points tombant dans ]t , t + T] 
quel que soit S ; autrement dit cette loi est stationnaire. 
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2 - Processus limite 

Cherchons à quelles conditions le processus envisagé converge 
vers un processus limite. Supposons que la suite ^ (n = 1 , 2 , . . . ) 

converge vers i , c > 0 . Cherchons la loi conditionnelle limite de 
Xn+1 . Nous avons : 

i. « /. u i • (n + 1) dx i. (n+l)dx lim fn + 1(t_ , x)dx = lim — = lim 
n-»œ n 1 n->co / __X_\n + 2 n+oo / X n * + 2 

n \ ta)
 n V n y (70) 

= e-cx c dx . 
Donc, dans l'hypothèse faite, les intervalles XA sont asymp-

totiquement indépendants et équidistribués suivant la loi Yx (c) ; 
autrement dit le processus limite est le processus uniforme de 
Poisson de densité c . 

7 - CONCLUSION 

L'hypothèse faite au paragraphe 2 et les propriétés établies 
aux paragraphes 3 et 4 montrent que le processus envisagé calque 
son évolution à partir d'un instant t sur celle antérieure à t , 
cette dernière étant résumée par la valeur de N(t) ; les valeurs 
de t et de N(t) constituant l'information disponible à l'instant 
considéré. Pour cette raison, nous pouvons dire qu'il s'agit d'un 
processus de mimétisme. Remarquons que le paramètre temps s'in
troduit très naturellement et joue un rôle essentiel qui nous a permis 
de construire un modèle évolutif relativement simple. Dans le cas 
où le premier intervalle suit la loi Yx(c) , il serait intéressant de 
comparer ce processus avec, d'une part, le processus uniforme de 
Poisson de densité c , et d'autre part, le processus dans lequel 
la loi conditionnelle du (n + l)ème intervalle connaissant t est la 
loi Y^cJ avec cn --r— (n = 1 , 2 ,. . . . ) et la loi du premier 
intervalle Yx(c) . Dans ce dernier processus, l'information connue 
à l'instant t se réduit à tn et à N(t) , tn désignant l'instant de 
réalisation du dernier événement avant t ; la densité cn est alors 
l'estimation la plus récente de c tandis que dans le premier pro
cessus -rrr représente une estimation continue de - . En mo-

an+i(t) * c 
difiant la forme analytique de la fonction conditionnelle d'intensité 
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a(t , x) et en y introduisant d'autres paramètres donnant une in
formation sur le passé la proposition 1 permet de construire, théo
riquement, autant de processus mais malheureusement les lois de 
probabilité de ces derniers sont souvent peu maniables. Parmi eux 
cependant les processus autorégulateurs méritent une attention par
ticulière : à chaque instant (ou à partir de certains instants seule
ment), le processus évolue de manière à compenser ses écarts an
térieurs relativement à une évolution déterministe souhaitée ; des 
modèles markoviens peuvent évidemment convenir mais leurs ma
trices de passage ne s'imposent pas toujours a priori. 
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