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PROGRAMMATION MATHEMATIQUE ET DUALITE

par

C. RAFFIN

INTRODUCTION

Etant donné un espace vectoriel E de dimension n sur R ,
et une partie D nonvide de E , on appelle programme mathéma-
tique le probléme de la maximisation d'une fonction numérique f(X)
lorsque X est assujetti & appartenir & D . Il s'agit, en fait,
de rechercher la borne supérieure de l'ensemble {(D) , soit :

sup {y , 3 X €ED {X) = y} (1)

La borne supérieure de f(D) est égale au plus petit des majorants
de (D), soit :

Min {z, VX ED fX) <z} (2)

(1) et (2) sont deux formulations ''duales' du probléme considéré .
On se propose, en utilisant la formulation (2) d'introduire de maniére
naturelle le programme dual d'un programme linéaire,

On verra, ultérieurement, que ce point de vue contribue a
éclairer la notion de dualité également dans le cas de programmes
non linéaires,

{1) Ce texte a fait l'objet de deux exposés au séminaire de statistique et écono-
métrie de 1'Université de Poitiers (3 mars et 12 mai 1966).



PROGRAMMES LINEAIRES ET DUALITE

Théoreéme préliminaire de dualité pour les cdmes polyédraux convexes

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R, E°*
l'espace dual., Les inégalités a,(X) ¢ 0 1 ¢igq, ot a €E*,
définissent dans E un cdne polyédral convexe.

Désignons par Cc® le cone polaire de C défini dans E*

c' = VXEC 1(X)g 0}

s

Lorsque C est défini par les inégalités
a(X)< 0 1gi<g
C*" est le cdne engendré par les éléments a, .

Démonstration

Désignons par I' le cdne engendré par les éléments a,

r={t, 3Juy2>20 1= Y uw a}
a) il est immédiat que
lET ==1€ C°
donc rcct
b) Si I € C* , c'est dire que le systéme
a,(X)<0

1(X)>0

n'a pas de solution.
Par suite, en raison du lemme de Minkowski-Farkas, le sys-

teme
l = 2 u, a;
a au moins une solution non négative en u, .,

Donc 1 ET e Cc'C T



De a) et b) il résulte que c* =T,

Remarque :

Il est immédiat que T* = C . Le théoréme précédent édonc
pour corollaire :

Ct‘ - C

Programme dual d’un programme lincaire

Soit le programme : Maximiser f(X) , sous les contraintes
g,X)s b, 1gigp.

f et g étant des éléments du dual E* de E
Les contraintes g;(X) ¢ b, définissent dans E un poly&dre

convexe P , Associons a4 P le cdne polyédral convexe C(P)
défini dans l'espace vectoriel E x R par les inéquations :
gX)-b, tc0
t >0
Et considérons dans E® x R le cdéne polaire de C(P)
C'P) = {, a), ¥(X,1t €CP) L(X)+atc< 0}
La formulation (2) du programm‘e linéaire envisagé s'écrit :
Min {z, VX € P f(X)- 2z < 0}

Dans le cas ou P n'est pas vide, on peut écrire de maniére équi -
valente :

Min {z , V(X , t) € C(P) fX)-z tg 0}

Soit : Min z , sous la contrainte (f , — z) € C'(P) .

D'aprés le théoréme de dualité, C*(P) est engendré dans
E® x R par les éléments (g,, -b) et (0, -1)..

Le programme s'écrit donc :

Min z , sous les contraintes

(f,—z)=2u1 (gi,_b1)+v(0,—_‘1)



soit, sous une forme équivalente

Min z , sous les contraintes :
f = .\..- U g

z=2u1bi+v

u >

[=]

v 2

Soit, enfin, sous une forme équivalente, que nous appellerons
programme dual du programme linéaire envisagé.

Min z = Y, u b, , sous les contraintes
f = E U g
u, > 0

Désignons par A(P) le cdne défini dans E par les inégalités
g (X) ¢ 0. Les contraintes du programme dual expriment en fait
que f appartient au cdne engendré par les g dans E'

Ce cbne est, en raison du théoréme de dualité le cdne polaire
A" (P) du céne A(P) .

Les variables duales u; d'une solution réalisable sont des
composantes non négatives de f sur les g, .

Propriétés complémentaires des programmes primal et dual

Le programme dual explicitant la formulation (2) du probléme
initial, on voit que deux cas sont a envisager.

ler cas: f(P) n'est pas borné ; l'ensemble des majoranis est
alors vide et le programme dual ne saurait avoir de solution réali-
sable ; en d'autres termes f ¢ A (P) .

2eme cas : f(P) estborné ; dans ce cas le programme dual a
des solutions réalisables (f € A‘(P)) et le minimum de =z = E u, by

est égal au maximum de £(X) .

Remarque :

Le systéme de contraintes g, (X) < by définit un polyédre con-
vexe P que nous avons supposé non vide., C'est uniquement dans
ce cas que nous avons introduit le programme dual :



Min 2 u, -b, sous les contraintes

i M1

f = Z u g,
W > 0
Cependant, dans le cas ot P est vide, on peut écrire aussi

bien ce programme, Quelle est alors sa signification ?

Le programme dual peut encore s'écrire, comme précédem-
ment,

Min z sous la contrainte (f , - z) € C*(P).

Mais ici C(P) se réduit a :

g(X)s 0 : cone A(P)
t =20
et C'(P) est 1'ensemble des éléments (I , a) de E' x R tels

que ¥V X € A(P)I(X) ¢ 0, a étant un nombre réel arbitraire .
Soit

C*'(P) = {(1, a),1 € A*(P), a réel quelconque} .

Dés lors, deux cas sont a distinguer :

ler cas: f € A'(P) , ce qui signifie que le programme duala
au moins une solution réalisable,

Dans ce cas quel que soit z (f , - z) € C*(P) .
Le minimum de z est -o

2me cas : f € A°(P) ; alors le programme dual n'a pas de
solution réalisable,

Propriétés de complémentarité dans le cas ou f(P) est horné

Si X° et U° sont des solutions optimales des programmes
primal et dual, on a :

o
f(xX°) = ¥ u b
De plus, les contraintes du programme dual entrainent :

#(X°) = X uf g,(X°)



Par suite :
b)Y -
T ul(g,(X") - b) =0
Comme, pour chaque i , en raison des contraintes :

u‘i’>0
L]
g(X) - b < 0

il s'ensuit que, pour chaque i

ud (g, (X°) - b) =0

Donc si gi(Xo) - b, < 0 on anécessairement uj = 0 : si une
‘contrainte est non effective a4 1'optimum la variable duale associée
est nulle,

De méme si u;’ > 0 , on a nécessairement gl(X") -b =0
si une variable duale est positive a 1l'optimum, la contrainte cor -
respondante est effective,

Soit I, l'ensemble des indices 1 tels que, pour toute solu-
tion optimale X° on ait g}(X°) - b =0. On sait que les solu-
1

tions optimales forment une ''face' de P . I, est donc 1'ensemble "

des indices des contraintes qui s'annulent sur la face optimale de P

vVig¢l , 3X, optimale tel que g(X°)-by< 0 et par

suite u‘; =0

On a donec, d'aprés le programme dual :

t=2 u; g,

1610

Supposons que les g, , i € I, , sont indépendants, alors les
u) sont uniques. Nous allons voir que, de plus, ¥ i € I, ui> 0.
En effet, si, pour un certain j € I, on avait u‘j’ = 0 on pourrait
supprimer la contrainte effective correspondante sans changer la va-
leur optimale du programme dual, Ce résultat implique que la face
optimale de P soit contenue dans la face optimale du nouveau po-
lyeédre P; obtenu en supprimant la contrainte d'indice j . Or la
face optimale F, de P est définie par

g(X)- b =0 iel,
g(X)- b <0 i ¢

S



g{X) - b =
g (X) - b, <

iel) définit une variété linéaire L

i € 1 deéfinit un polyedre P,

o

0
0

La face optimale F de E doit contenir F

5 Ceci im-
plique que l'ensemble d'indices I, attaché a4 F, est, au plus,

I, =1 -{j}. Eneffet Vi ¢gI I X €F, telque g(X)-b, < 0

contenant F, est donc

La plus petite face de P,

L, NnF

L, étant la variété linéaire définie par :

1
g(X)-b, =0 i €1,
On a L,C L; et, comme les g, , i € [,, sont supposés indé-

pendants l'inclusion est stricte. On a aussi L, NP CL, NP et
l'inclusion est stricte, F, étant supposeée non vide.

Par suite IX X € L, NP (donc X € L N P)
X¢ L,
Donc f(X) < £(X°) si X° € F,
L, N P, n'est donc pas une face optimale de P, puisque f(X)
n'est pas constante pour X € F,
En résumé, siles g , 1 €I, sont indépendants,

viel, u®> 0 et u‘i’ unique

Vigr w =0

Et 4 l'optimum on a

Les variables duales a l'optimum sont les composantes de f
sur les contraintes effectives. Leur valeur ne dépend que de 1I,.

Donc, tant que I, ne change pas, la valeur optimale des deux pro-
grammes est une fonction linéaire des b; avec pour coefficients

les valeurs u‘l’ des variables duales a l'optimum,



On a vu que ces valeurs sont positives et uniques si les
g, » i €I, , sont indépendants.

Forme canonique des programmes primal et dual

Dans les applications économiques, le programme primal se
présente le plus souvent sous la forme suivante :

X étant un vecteur (colonne) de R" , maximiser C X ,
sous les contraintes A X ¢ B, X > 0

C  est un vecteur (ligne) de R"

B est un vecteur (colonne) de R"

A=(a’1) est une matrice 1< ig m ;1 gjs§n
Posons
flX) = CX
g (X) = al x, + ... +alx pour 1< igm
g (X) = - x4
i1 €
b, = 0 pour mg< i€ m+n

Le programme dual s'écrit :

U étant un vecteur (ligne) de R"

V étant un vecteur (ligne) de R"
Minimiser U b , sous les contraintes :
C=UA-YV

U>0, V>0

ce qui s'écrit, sous une forme équivalente :

Minimiser U B , sous les contraintes

UA>C
U0
On remarque que les variables duales V associées aux con-

traintes X > 0 jouent le role de variables d'écart dans les con-
traintes duales écrites sous la forme canonique,



n

Aprés avoir étudié la dualité dans le cas des programmes
linéaires, on se propose de considérer le cas de certains program -
mes non linéaires : programmes différentiables et programmes
convexes,

PROGRAMMES DIFFERENTIABLES

Soit le programme % : maximiser f(X) sous les contraintes
gX)¢ 0, 1gig p. Les contraintes g(X) <0 définissent
dans R® un domaine D supposé non vide. Les fonctions f et
g4 sont supposées différentiables dans un domaine ouvert conte-
nant D .

Notations : X représente le vecteur colonne de ses n com -
posantes : x, , ... , X

@ étant une fonction différentiable de n variables, on repré -
sentera le gradient de ¢ au point X, par le vecteur ligne des
dérivées partielles en ce point :

99 _ (29 39
ax = (ox, &) (X,))

DEFINITION : On appellera programme linéaire tangent 3 % au point

X, ,» le programme linéaire en X - X, suivant :

Maximiser (X)) + cg(f X -X%,)

sous les contraintes :

dg,
dX

]

g,(X,) + X-XJ)<g0

On désignera par P(X)) le polyédre convexe défini par les
contraintes de ce programme,

Hypothése de régularité

Un point X 2 € D est dit régulier pour € si pour tout
X € P(X,) il existe un arc différentiable &{(t) 0 « t < 1 contenu

dans D , tel que £(0) =X et (%té_) = MX - X)) avec A > 0.
0
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THEORENE 1 : Si X, est optimal et régulier pour € , alors X, est
optimal pour le programme linéaire tangent en X,

Démonstration : Montrons d'abord que X 6 € P(X))

X, € D donc g(X) g 0 donc X € P(X,)

I1 faut montrer maintenant que pour tout X € P(X)) on a

df .
dX . Dans le cas ax, = 0, ceci ne demande pas
démonstratlon. Dans l'autre cas, utilisons 1'hypothése de régularité ,
et considérons un arc différentiable E(t) , 0« tg 1, contenu

dans D, tel que &(0) = X, t( ) AMX - X,) avec A> 0.

La fonction f(&(t)) est différentiable et on a

df(E(t))  df  dE
dt T dX T dt
Comme X  est optimal pour % , on a, quel que soit t

f(E(t)) < £(&(0))

et par suite :

(M@M) <o
I1 s'en suit que :
d‘;(fo. AX - X,) < 0
Comme A est > 0
o (X-X)< 0

o

COROLLAIRE : CONDITIONS NECESSAIRES DE KUEN ET TUCKER : Ecrivons
le programme dual du programme linéaire tangent au point X

Minimiser f(X,)) - ¥ u, g,(X))

e

sous les contraintes :



u > 0

Si X, estoptimal et régulier pour <« ,
réme 1, le programme linéaire tangent en X/
c'est aussi la valeur du programme dual.

en raison du théo-
a pour valeur f(X ) ;

Par suite, U0

étant un vecteur optimal du programme dual
on a :

Z ulo gl (Xo) =0

df de,
ax, - = ‘o ax

4

u, > 0

Les variables duales introduites par Kuhn et Tucker appa-
raissent comme les valeurs optimales des variables du programme
dual du programme linéaire tangent en un point optimal de ¢

Relations de complémentarité

Des relations précédentes on déduit,
que pour chaque i on a :

2

sachant que X € D

u, g (X)) =0

Donc : si g(X)< 0 u, =0

Soit ], l'ensemble des indices i pour lesquels g,(X)) = 0
(contraintes effectives en X))

Vi¢1° u, =0 et on a

a3 dg,
dxo 1610 uio d‘)(o

. dg, .
Si les vecteurs — , i€ 1 ,

sont indépendants, les u,,

sont uniques. Dans ce cas on peut donner de leurs valeurs l'inter -
prétation suivante :

Interprétation des variables duales Uy,

B étant un vecteur de R? , parametre,considérons la famille
de programmes suivants :



Maximiser f(X) sous les contraintes g,(X) <€ b; . Nous
avons étudié le cas B = 0 .

Supposons qu'il existe dans RP un voisinage de 0 tel que,
pour chaque valeur de B de ce voisinage, il existe une solution op -
timale X(B) pour laquelle l'ensemble des contraintes effectives

soit I, .

Supposons de plus que les fonctions f et g, ont des déri-
vées secondes continues dans un voisinage de X_ . Nous allons
montrer que, sous ses hypothéses, la valeur du programme, consi-
dérée comme fonction de B , est différentiable au point B = 0 et
que l'on a :

df =2 u_ db, =U . db

io i (¢]
1610

Démonstration : Considérons le systéme

gi(X) = b1 ie Io
df dg,
—_ Z yw— =0
dX fer, dX

ol les inconnues sont X et u , 1€l .

Ce systéme a autant d'équations que d'inconnues et admet pour
B =0 1la solution X, , w, , i €1, .

Par hypothése les fonctions f(X) et g, (X) ont des dérivées
secondes continues dans un voisinage de X . De plus, le détermi -
nant fonctionnel obtenu en dérivant par rapport aux variables X et

u, n'est pas nul pour X =X et u = u, ; sinon les vecteurs

g}gé i €I seraient linéairement dépendants.
o
En raison du théoréme sur les fonctions implicites, on peut
affirmer que le systéme précédent admet, dans un voisinage de 0
une solution et une seule X(B) u, (B) telle que :
1/ X(0) = X, et u(0) = u

o

E

2/ les fonctions X(B) et u,(B) soient différentiables dans
un voisinage de B = 0 .,

Dés lors, on voit que la valeur du programme f(X(B)) est
différentiable au point B = 0 et l'on a :

f dg,
df = g dX = X oy, - dX = Xy db
[ 1610 ° €1,



PROGRAMMES CONVEXES

Soit le programme % : maximiser f(X) sous les contraintes
gl(X) €0, 1<igp;{f étant une fonction concave et g, des
fonctions convexes (convexité au sens large). On suppose, de plus ,
que f et g, sont différentiables en tout point d'un ouvert convexe
contenant D .,

Les contraintes gi(X)s 0 définissent un domaine D con-
vexe, supposé non vide.

Considérons le programme linéaire tangent & % en un point
X, et soit P(Xo) le polyédre convexe défini par les contraintes :

dgl
X X-X)s 0

[}

g:(X,) +

Comme g, est convexe, on a :

dg,
g,X) > g (X) + = X -X)

o

Il s'en suit que ¥ X €D ==X € P(X))
soit : D C P(X))

THEORENE 2 : Si X_ = est optimal pour le programme linéaire tangent

0
a % en X , alors X,  est optimal pour %

Démonstration : On remarque d'abord que X, € D ; en effet comme ,
par hypothése, X € P(X ), on a bien g,(X,) < 0

D'autre part, X,
tangent en X, , on a :

étant optimal pour le programme linéaire

VX € P(X) S (X-X)< 0
[

Comme D C P(X,) on a aussi

df
VXED x X-%X)< 0

Et comme f est une fonction concave

VXED f(X) < £(X,)
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COROLLAIRE 1. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE KUHN ET TUCKER
Nous supposons, dans toute la suite, que tous les points de D sont
réguliers,

En tenant compte des théorémes 1 et 2, on voit qu'il est équi -
valent de dire :

soit : X est optimal pour &

soit : X, est optimal pour le programme linéaire tangent en
en X .
En considérant le programme dual du programme linéaire tan-
gent en X, , on voit qu'il est encore équivalent de dire que ce pro-
gramme dual a pour valeur f(Xo) , c'est-a-dire que la solution
optimale du programme dual est un vecteur U, tel que

2 uio gi (Xo) =0

d
df &
ax - L ow, %

o

ulo>/0

On en déduit les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn
et Tucker, que l'on peut énoncer ainsi :

Pour qu'un point X, de D soit optimal pour % , il faut
et il suffit qu'il existe un vecteur U, tel que :

ulo gi(Xo) =0

af dg,
dXO ) 2 uio d}(o

uio>’ 0

Soit X0 un point optimal pour ¢

Désignons, comme précédemment, par IO 1'ensemble des

contraintes effectives en X . Si les vecteurs C%-%L sont indépen -
[]

dants, les variables u,, sont uniques. Nous pouvons dans ce cas

préciser l'interprétation de ces variables, en considérant & nouveau

la famille des programmes :
Maximiser f(X) , sous les contraintes g,(X) < b; .

Pour chaque vecteur B, soit X(B) une solution optimale.
Nous allons montrer que la fonction f(X(B)) est différentiable au
point B =0 etque l'ona df =U, . dB, si les hypothéses sui-
vantes sont vérifiées :



dg,
dx

[

1/ les vecteurs i€ I, sont indépendants

2/ ¥Vi€I u,>0

io

3/ 1 et g, ont des dérivées secondes continues dans un voi -
sinage de X,

Démonstration : On envisage, comme précédemment, le systéme :

g(X) =b i€,

d
df 84
Ex_'zuidx'o

En raison des hypotheéses (1) et (3) ce systéme a une solution
et une seule X(B) , u,(B) telle que :

1/ X(0) = X, , ud0) = u
2/ X(B) et u/(B) sont différentiables dans un voisinage de

io

B =20

Ces fonctions étant continues dans ce voisinage, on a donc ,
dans un certain voisinage de 0 :

vigl g, (X(B) < b,

viel, w(B) > 0, en raison de l'hypothese (2)
C'est dire, en tenant compte des conditions suffisantes de
Kuhn et Tucker, que la solution X(B) est optimale dans ce voi-

sinage de 0 .

Par suite la valeur du programme % f(X(B)) est différen-
tiable au point B = 0 et on a, comme précédemment :

df = U . dB

COROLLAIRE 2. PROGRAMNE DUAL : Au programme convexe % associons
la famille des programmes linéaires tangents aux points X, ol ils
sont définis (points d'un ouvert convexe contenant D) . On a vu que
D C P(X,) , par suite comme D est supposé non vide, P(Xo) est
non vide, quel que soit X,

D'autre part, { étant une fonction concave, on a :

df
dX

o]

VXED f(X)< (X)) + (X~ X))



Par suite, la valeur d'un programme linéaire tangent quelconque
est supérieure ou égale a la valeur de < .

- si f(D) non borné : les programmes linéaires tangents
auront tous une valeur infinie

- si f(D) borné : on a vu qu'il est équivalent de dire
que X, estoptimal pour @ ou de direque X, est optimal pour
le programme linéaire tangent en X .

Le programme convexe % est donc équivalent au programme
suivant :

Min Max f(Xo) + d‘dXi X-X)
Xo X []
sous les contraintes
dg1
gX) + g X-X) <0

[+]

Pour chaque X , considérons le programme dual du pro-
gramme linéaire tangent :

Min £(X)) - 2 u g(X,)
v

sous les contraintes :

df dg
=2“1?5<’2

Comme P(Xo) n'est pas vide, deux cas sont possibles :

1/ Le programme linéaire tangent en X, aune valeur infinie
et alors le programme dual n'a pas de solution réalisable

2/ Le programme linéaire tangent en X, a une valeur finie
et alors le programme dual a méme valeur,

Nous appellerons programme dual de ¢ le programme: :
IV)[(in Mjn f(Xo) -y u gl(Xo)
[+]
sous les contraintes :
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Ce programme dual est ainsi obtenu en considérant la famille
des programmes duaux des programmes linéaires tangents a < ; et
en raison de ce qui précéde il est clair que l'on a les propriétés
suivantes :

1/ si £(D) non borné : le programme dual n'a pas de solution
réalisable ; et réciproquement

2/ si f(D) borné :le programme dual a meéme valeur que &%
et, de maniere plus précise :

a) si X, est optimal pour % , il existe une solution
(X, , U)) optimale pour le programme dual

(]
b) si (X, , U,) est une solution optimale pour le pro-

gramme dual, X  est optimal pour % .

Le vecteur Uo est dans les deux cas solution optimale du
programme dual du programme linéaire tangent & %€ en X_.

Une autre forme du programme dual

Donnons d'abord du programme linéaire tangent une définition
plus générale,

On appellera programme linéaire tangent a ¢ aux

points X, , X,;, ... , X,, le programme suivant :
Maximiser :
df
(X)) + ix (X -X,)

[:]
sous les contraintes :

dg,
g (X;) +—d—XI X-X)s<o

La famille des programmes linéaires tangents ainsi définie
contient la famille précédente (cas X = X =... = Xp) . Le po-
lyédre P(X,, ..., XD) défini par :

) dg,
g(X,) + F(X -X)g 0
i

contient D comme précédemment, .

D'autre part, la fonction f étant concave, on a :
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8

1X) ¢ 1X) + 5%

X - X))

Donc, la valeur de tout programme linéaire tangent est supé -
rieure ou égale a la valeur de X

Associons a % le programme :

Min Max f(X,) + S (X - X))
Xy Xy X <]

sous les contraintes :

dg1
)+Xm(X_X1)§0

gi (Xl

A chaque programme linéaire tangent, associons le program-
me dual :

_ df dg
Min (X)) - 5 X, - Y (v, gX) - Ex'l'{ X, )

sous les contraintes :

Considérant la famille de tous les programmes linéaires tangents ,
on est amené a formuler le programme dual de % comme suit

. . df dg,
Min Muln (X)) - = Xo - Y oy (gl(Xl) - KX‘)

Xor % °

sous les contraintes :

df dg,
X CL W X,

D'aprés ce qui précede, ce programme dual jouit des pro-
priétés suivantes :

1/ si f(D) n'est pas borné, le programme dual n'a pas de
solution réalisable, et réciproquement

2/ s'il existe une solution optimale de @, le programme dual
a méme valeur que <X,



Posons :

df _ dg,
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Et associons aux fonctions f et g leurs fonctions conju -

guées au sens de Fenchel :

df .
9la) = ~ f(X) + 5 X, conjuguée de f
dg,
¢ B) = - g(X) +— X, conjuguée de

i

Le programme dual s'écrit maintenant :

Min Min - ¢(a) + X u 4,(8,)
u,B‘ v
sous les contraintes :

u

§a=zu1ﬁi

,> 0

o et B appartenant aux domaines respectifs de définition

des fonctions ¢ et (1;1

Cas particulier : programme a contraintes linéaires

Si les contraintes g X ¢ b, sont linéaires (g, étantun vec-
teur de R"), on a
Bl =g et q);(Bl) = bl
Le programme dual s'écrit :
Min - 9{0) + 2 u, b,
x, U
sous les contraintes :
a =2 u g
u > 0
Prograumes quadratiques convexes
Dans le cas ot f(X) = % X' Q@ X, Q étant une matrice définie

négative, on voit que :
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1 -
gla) =5 o' Q7a
Le programme dual s'écrit donc :

Min - = a Qla + X u b,

a, U 2
sous les contraintes :
a= Y u b,
uy > 0
soit encore :
. 1 -
Min - §(2u‘g1)'Q1(2 u g1)+ Zulbl
vzo
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