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PREFACE

On formalise, d'une fagon maintenant classique, les décisions
en présence d'incertitudes de la fagcon suivante : sont donnés un en-
semble d'états, un ensemble de conséquences, et les actes sont
congus comme des applications du premier dans le second.

On sait que les recherches menées, depuis Ramsey, jusqu'a
B. de Finetti et J. Von Neumann, a propos de la logique des déci-
sions prises en présence d'incertitudes, semblent avoir trouvé leur
achévement dans la théorie classique de la Probabilité et de 1'Uti-
lité, telle que 1'a formalisée L. J. Savage il y a une dizaine
d'années : & partir de postulats exprimant de maniére rigoureuse
que la décision & prendre n'influe pas sur 1'état (incertain) qui se
produira, et que les préférences de llindividu qui choisit jouissent
d'une cohérence interne conforme & l'intuition courante, L..J. Savage
déduit que les seules structures d'ordre entre les actes, compa-
tibles avec les postulats, sont celles que définit 1'espérance mathé-
matique d'une fonction d'utilité (au reste arbitraire) calculée a
partir d'une distribution de probabilité sur les états (également
arbitraire).

Pour arriver & ce résultat, il est nécessaire d'admettre,
d'une part, que peuvent étre ordonnés, en conformité avec les
postulats, tous les actes, c'est-a-dire toutes les applications de
l'ensemble des états dans 1l'ensemble des conséquences - et d'autre
part, que l'ensemble des états, s'il n'est pas d'emblée donné comme
un ensemble infini et continu, peut &tre doué ad libitum d'une telle
structure ; on étend, ce faisant, le probléme initial, en admettant
que les postulats ne doivent pas cesser d'étre satisfaits. Clest a
ce prix qu'on obtient 1'unicité de la probabilité, et l'unicité (& une
transformation linéaire pres), de 1'utilité.

Il est assez naturel de se demander si cette théorie classique
de la décision peut 8tre affaiblie, de maniere a se développer inté-
gralement dans le cas d'un nombre fini d'états. On renoncerait &
1'unicité des probabilités et des wutilités, mais on devrait pouvoir
conserver la preuve de leur existence.
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Des recherches dans cette voie étaient fortement suggérées
par B. de Finetti, avec la conjecture qu'une probabilité qualitative
obéissant & la regle d'addivité, implique 1'existence d'une probabilité
numérique. On sait que cette conjecture, regardée longtemps comme
un probléme ouvert fut controuvée il y a peu d'années par des ré-
sultats de Pratt, Kraft et Seidenberg. Ces derniers auteurs ont
montré que pour assurer l'existence d'une probabilité numérique,
il fallait ajouter a la condition d'addivité simple exprimée par B. de
Finetti, d'autres conditions plus restrictives.

Le travail de A. Maitra s'applique d'abord a ce probléme
précis : il donne, sous le nom de 'condition d'addivité étendue', un
énoncé quelque peu différent, et qu'on pourra juger plus naturel,
des conditions visées par les auteurs mentionnés plus haut.

Dans la suite de son travail, A. Maitra donne la formulation
axiomatique, analogue & celle qu'a proposée I..J. Savage, du pro-
bleme de décision en face d'incertitudes portant sur un nombre fini
d'états. Le postulat de L.J. Savage exigeant la continuité - et per-
mettant d'aboutir & 1'unicité de la probabilité - doit étre remplacé
par un postulat plus faible.

Enfin A. Maitra a examiné les conséquences de la finitude
des états sur le concept d'utilité : on trouve en général une indé-
termination analogue & celle qui affecte la probabilité.

Chemin faisant, A. Maitra a reconnu et signalé d'intéressants
et difficiles problémes, concernant notamment la programmation
bilinéaire.

Les résultats obtenus par A. Maitra sont a nos yeux fort im-
portants : le postulat de continuité de la Théorie classique de la
décision constitue une exigence trés forte, et il est intéressant de
montrer comment, en restant dans le cadre des ensembles finis
qui peuvent décrire un probleme de décision en face d'incertitudes,
une certaine cohérence logique implique 1'existence de probabilités
et d'utilités, qui ne sont plus uniques. Les postulats convenables
et les théorémes fondamentaux ont été donnés par A. Maitra. Son
travail servira de point de départ pour d'autres recherches (dont
certaines sont déja en cours) visant les conséquences pratiques pour
1'analyse des décisions économiques par exemple.

Le travail de A. K. Maitra a fait 1'objet d'un mémoire intitulé :
"Sur la Théorie de la Décision dans le cas d'un nombre fini d'états'" .

Ce mémoire a ¢été recu comme Thése de Doctorat de 1'Uni-
versité de Paris, avec la mention "Trés Honorable''. Le jury,
constitué par les Professeurs J. Ville (Président), D. Dugué, M.
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Girault, et nous-méme, a beaucoup apprécié la qualité du travail
d'A.K. Maitra, ainsi que la clarté de son exposé, et a souhaité,
en raison de 1'intéré&t du probleme et des résultats obtenus par A K.
Maitra, qu'une publication de son mémoire soit faite, par exemple
dans les cahiers du Bureau Universitaire de Recherche Opération-
nelle, et le présent Cahier est l'aboutissement de ce veeu.

Nous espérons que beaucoup voudront bien faire 1'effort né-
cessaire a une lecture attentive des pages qui suivent ; ils en seront
récompensés. En outre si quelques-uns sont tentés par 1'étude des
problémes, nombreux et variés, qui se montrent ou se cachent a
chaque pas important de cette lecture, alors c'est la praxéologie
qui aura quelque chance de tirer profit de leurs travaux. Il s'agit
134 d'une discipline aussi fondamentale et infiniment moins cofteuse
que bien d'autres, et non, certes, d'une discipline contemplative .

G. MORLAT






CHAPITRE 1

SUR L’EXISTENCE D’'UNE MESURE
SUR UN EMSEMBLE FINI
COMPLETEMENT ORDONNE

1 - NOTIONS PRELIMINAIRES

Soient A et B deux ensembles quelconques. La relation
d'inclusion d'un dans 1'autre est représentée par C . Par exemple,
A CB signifie que A est inclus dans B, c'est-a-dire tous les
éléments de A sont contenus dans B . Si chacun des deux est
inclus dans l'autre, c'est-a-dire si les deux relations A CB et
B €A sont simultanément valables, nous écrirons A = B . D'autre
part, la relation A C B signifie strictement une inclusion : A est
inclus dans B, mais B n'est pas inclus dans A ,

La soustraction B - A sera définie par convention si et seu-
lement si ACB : sinous avons A =B, A et B ont les mémes
éléments ; dans ce cas, B-A-A_-B:-=-0¢ ol ¢ estl'ensemble
vide. Autrement, B - A est l'ensemble des éléments de B, qui ne
se trouvent pas dans A .

A + B définira la somme de A et B, A UDB 1l'union de
A et B, AN B lintersection de A et B, et ainsi 1'on peut
facilement voir que A +B =AU B+ AN B . Ilfaut noter que dans
A + B, un élément peut figurer plus d'une fois.

Une relation binaire entre les éléments d'un ensemble est
représentée par < ; la signification de < employée dans un cas
est toujours clairement définie par rapport au contexte. Par exemple,

x < y peut signifier ''x n'est pas plus grand que y' (dans ce

cas, les relations x< y et x< y ont le méme sens), ou x

n'est pas préféré a4 y"' ou 'x n'est pas plus probable que "
ou quelqu'autre sens bien défini. Quand les deux relations x ¢ y
et y< x sont simultanément valables, nous écrivons x =- y. De

plus, quand y ¢ x n'est pas vraie, on peut écrire :
x<y 81 xg7y.

Un ensemble S qui contient les éléments a,, a,, a;, sera
noté {a;, a,, ay} ; les sous-ensembles de S seront notés :
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¢: {al}’ {az}: {8.3}, {al: az}:{al.! 3.3}, {8'2’ 3,3}, {alJ 3.2, 8.3},

Soit ¢ une relation binaire par laquelle on ordonne les sous-

ensembles de S (qui contient les n éléments a,, a;,... a,,
n fini). Nous représenterons par § l'ensemble des sous-ensembles
de S et par A, A,,... Az" les éléments de 8.

DEFINITION 1. Comparabilité (C) : la relation ¢ sera dite satis-
faire la condition de Comparabilité, si pour chaque paire d'€¢léments
A et A; de 8, Aj¢A; ou AjgA; (ou les deux relations sont
simultanément valables).

Transitivite (T) : la relation < sera dite satisfaire 1la
condition de Transitivité, quand A, , A;, A, sont trois éléments
quelconques de 8, si A, <A; et A, ¢ A, alors nous avons
Ay ¢ A

DEFINITION 2. Une relation binaire notée par g sera dite un ordre
complet si cette relation satisfait les conditions de Comparabilité
et de Transitivité,

DEFINITION 3. Additivité (A) : la relation < sera dite satisfaire
la condition d'Additivité si pour trois €1éments quelconques A, A;, A
de 8 tels que A; N A, =A; N A =0¢, nous avons :

A; €Ay sietseulement si AUA A UA,.

2 - LE PROBLEME DE L'EXISTENCE D'UNE MESURE COMPA-
TIBLE AVEC UN ORDRE

Endonnant les valeurs non-négatives p(a;) aux {a;} (i=1,2,...n)
et la valeur p(a; )+ pla;)+... + p(ail) au sous-ensemble :

A:{all, aiz,... ail},

on obtient un ordre complet sur les éléments de &, c'est-a-dire,
les sous-ensembles de S seront ordonnés selon les valeurs don-
nées, Notons par p(A) la valeur attachée a A .

DEFINITION 4. Un ordre complet donné par la relation binaire <
sur les sous-ensembles d'un ensemble fini est dit provenir d'une
mesure, si l'on peut attacher aux éléments a; de cet ensemble
fini les valeurs non-négatives p(a;) telles que quand A; ¢A; ol

Aiz{ail, iy se-ns ajp} et Ai:{aix’ By, 0000 85},



nous avons :
p(A,) = pla;) + p(aiz) + ... 4+ p(aip)

< plA)) = p(ajl) + play,) + ... + play,)

De plus, quand A; < Aj, p(A;) <p(A;).

Bruno de FINETTI (1951) a émis la conjecture que chaque ordre
de & vérifiant les conditions (C), (T) et (A) provient d'une
mesure. Il a démontré la vérité de cette conjecture pour n <4,
Mais KRAFT, PRATT, et SEIDENBERG (1959) ont démontré par un
contre-exemple que cette hypothése ne tient pas pour au moins un
ordre quand le nombre d'éléments est 5. Dans leur article KRAFT etc.
ont pu démontrer 1'existence d'une mesure sur un ensemble fini vé-
rifiant les conditions de Transitivité et d'Additivité, en ajoutant
deux nouvelles conditions : Polarisabilité et P-Comparabilité. Avant
de discuter ces conditions nous allons rappeler la définition sui-
vante et établir le théoréme associé que KRAFT etc. ont démontré
dans leur article.

DEFINITION 5. Un ordre complétement arbitraire est dit compatible
avec une valuation si, quel que soit ¢, ¢ <¢ ne s'obtient jamais
(la condition "¢ <¢ se produit pour quelque ¢", peut étre ex-
primée de la facon suivante : il existe une relation :

(A A+ +A) - (A + Ay +. .. +A,-p)=¢

o Ay, et A; (k=1,2,...n) sont des éléments de § avec
Ay, < A, pour chaque k, et Aik < Ajk pour au moins un k) .

THEORENE 1. Un ordre quelconque sur les éléments de $ entraine
l'existence d'une mesure, si et seulement si cet ordre est compa-
tible avec une valuation.

Pour démontrer le théoréme 1 on a besoin du lemme suivant :

LENNE 1.

(i) Etant donné arbitrairement un systéme fini d'égalités
et d'inégalités {1; >0, 1, =0, 1y >0} ot 1,,1y , 1y sont des
formes linéaires des inconnues a;, a,,... a,, a coefficients ra-
tionnels, on a un algorithme pour décider si le systéme a une so-
lution, et pour trouver la solution si elle existe.

(ii) Le systéme {1; >0, 1y=0, 1} >0} aura une solution
quand 1'hypothése (H) sera vraie :



Hypothése (H) : Pour aucun systéme de nombres rationnels
Ay20, Hj, Y% >0, A >0 pour au moins un i, la forme linéaire

L= ZAl;+ ZHjl’j+ ZVkllkl

n'est égale identiquement & zéro (c'est-a-dire tous les coefficients
sont nuls).

Démonstration du lemme 1. Supposons que l'hypothése H s'applique
au systéme des inégalités et des égalités données.
S'il y a une inégalité 1] >0, on peut représenter le systéme

donné par la disjonction des deux systémes suivants

{(1,>0, 1y>0, 1}=0, 1, >0,...} (1)

{1>0, 1y =0, 1y=0, 1, 20,...} (1)

Si l'hypothése ne s'appliquait pas au moins & 1l'un des deux
systemes (I) et (II), nous aurions une identité :

IA L+ gl + Evily =0

avec A;2 0, vp20, v, >0, et également une autre identité de la
méme forme avec Ay >0, A};>0 pour quelques i, vy>0 pour
k>2 e vi<0. Avec v; =1, et v} =-1, raddition des deux
inégalités produit une identité contraire a 1'hypothése H . Ainsi
l'hypothése H s'appliqgue & au moins un des deux nouveaux sys-
temes. Comme conséquence de ce raisonnement on peut supposer
que toutes les relations données sont des formes 1; >0 ou 17=0.

S'i’ 'y a une égalité 1y=0, ou le coefficient de quelque a,
disons a,, n'est pas nul, on peut utiliser cette relation pour éli-
miner a,; des autres égaliiés et des autres inégalités. On peut
facilement voir que l'hypothése H s'applique au systéme obtenu
lorsque a; est éliminé et que le nombre des inconnues est n - 1.
Comme conséquence, nous pouvons supposer qu'il n'y a que des
inégalités 1; > 0 .

Prenons un a, disons a;, qui figure effectivement dans le
systéme donné, et écrivons le systéme sous la forme
m

' 1"
w—a; >0, a;-m', >0, m, >0

N 18] .
ot m,, m', m, sontdes formes en a,, az,... a, ; la condi-
tion nécessaire et suffisante pour l'existence d'une solution de ce

systéme est que le systéme



m,-m,>0, mj >0

ait une solution. En effet, si (a2, aj,... a,) est une solution,
alors min my(a)> max m!(a) et en prenant a, arbitrairement
entre les valeurs min mu(a) et max mYa), on obtient une so-
lution du systéme donné initialement. De plus, on peut facilement
voir que l'hypothése H s'applique au systéme en a,, aj,...a
Maintenant la démonstration s'achéve par induction.

n-

Démonstration du théoreme 1. L.e théoréme est évidemment un corol-
laire du lemme 1 donné ci-dessus. Si, par exemple, dans une va-
luation, a; prend la valeur a;, alors un ensemble A; qui contient
ay r; fois (1 €<j<n), prend la valeur xry a;, ol les r; sont
des nombres entiers choisis arbitrairement. Soit A, un autre en-
semble qui contient a; t; fois (1 <j <n). Alors :

Ay € Ay implique E(t;-13)a; >0
et A; <Ay implique I(tj-r;)a; >0,

Quant & la soustraction A, - A;, considérons la forme li-
néaire 1= Z(t;-r;)a; (od les a; sont inconnues). Soit {1;} 1la
suite des formes linéaires qui sont obtenues comme conséquences
de A,-A;, avec A; <A, et soit {1}} la suite des formes 1li-
néaires qui sont obtenues comme conséquences de Ay -- A, avec
Ay €A,

I'assertion de l'existence d'une mesure implique que le sys-
tétme {1; >0, 1% >0} a une solution. La condition ZA,, - ZA; = @
entralne que tous les coefficients de la forme linéaire L = Il;+ X1}
sont égaux a zéro. Alors la condition de compatibilité avec
une valuation peut s'exprimer comme suit : pour aucun entier
Ay 20, Www>0, Ay >0 pour au moins un i, la forme linéaire
L = A1) + Zvelx n'est égale & zéro (ici, si L correspond a
IAy, - EAy, alors A; donne le nombre de fois ol Ay~ A; se
produit avec A; < A, et v, donne le nombre de fois ou Ay -A;
se produit avec A; € Ay) . De plus, étant donné que les coefficients
de l'expression L sont homogénes en A;, v,, l'hypothése de
compatibilité peut également s'exprimer comme suit : pour aucun
rationnel A; 20, v, >0 avec A;>0 pour au moins un i, L
n'est égal a zéro. Mais c'est exactement 1'hypothése H autrement
exprimée dans le lemme 1, et comme conséquence le systéme a
une solution et la valuation désirée peut &tre obtenue,
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3 - LA CONDITION D'ADDITIVITE ETENDUE

Soier.t Aij (i=1,2,...m ; j=1,2) 2m éléments de &
(I'ensembli: des sous-ensembles de S) tels que :

A <A (i=1,2,... m)

avec au n.oins pour une des relations une inégalité stricte. Pour
chaque A appartenant a 8, si:

(A114A21+...+Am1)—A et (A12+A22+...+Am2)—A

m m
L. " 3 ]
(que nous écrirons }_‘1 Ay - A et 'Z'x Aj,- A respectivement),
i= i=

sont deux éléments de §, alors nous avons :

m m

z Ai - A < Z Ai - A

1 ! = R

DEFINITION 6. Un ordre complet de & sera dit satisfaire la condi-
tion d'Additivité Etendue (AE) quand cet ordre vérifie la condition
donnée ci-dessus, quel que soit m > 1 .

Nous démontrons que la condition d'Additivité Etendue satis-
faite par un ordre complet sur les éléments de § , est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour l'existence d'une mesure en con-
formité avec l'ordre déja donné. Avant cela nous donnons les deux
théorémes suivants pour indiquer les implications de la nouvelle
condition, :

THEORENE 2. 1.a condition d'Additivité Etendue entraine la condition
d'Additivité.

Démonstration du théoreme 2. Supposons qu'un ordre complet de 8
satisfait la condition (AE). Soit A,, Ay, et Ay trois éléments
de 8 telsque A NA =ANA, =¢ . Ilest évident que A; U Ay
et Ay U A, sont des éléments de §.

Alors si :
AjUA < A UA,
nous aurons :
AJUA -A <AUA -A,

c'est-a-dire A; < A; (en prenant A, comme A et m=1),
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Egalement, étant donné :
Ay <Ay
nous aurons :
AjUA < A; U A
parce que si nous avions :
Ay UA, <A UA,
alors nous devrions avoir :
Ay <Ay

L'argument donné ci-dessus est a fortiori applicable quand la
relation est < au lieu de <,

DEFINITION 7. Un ordre complet de & sera dit satisfaire la condi-
tion d'Additivité Généralisée (AG) si nous avons :

] m
Z Axl < 2 A12
i=1 i=1

ou :

m m
Ay, Ay, XA et Y Ay, (i=1,2,... m)
! 27 = ! in1

sont des éléments de §, Alls- A‘z pour chaque i, et A‘l < Ay,
pour quelques i .

THEORENE 3. La condition d'Additivité Etendue entraine la condition
d'Additivité Généralisée.

Démonstration du théoréme 3. La proposition suit si on prend A =@
quand la condition d'Additivité Etendue est satisfaite.

I1 est évident maintenant que la condition d'Additivité Etendue
est plus forte que la condition d'Additivité et que la condition d'Addi-
tivité Généralisée,

THEORENE 4. Un ordre complet de 8§ entralne l'existence d'une
mesure si et seulement si cet ordre vérifie la condition d'Addi-
tivité Etendue.
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Démonstration du théoreme 4. La proposition découle du théoréme 1
si 1'on peut démontrer que la condition d'Additivité Etendue est né-
cessaire et suffisante pour qu'un ordre complet de § soit compa-~
tible avec une valuation.

Supposons tout d'abord qu'un ordre complet de & vérifie la
condition (AE) . Ainsi :

m 1]
ZAi —A<-}_“A1 - A (1)
i1 =1tz
ol :
a [ ]
AL AL, YA L-A et ZA,z-A

1 2

i=1 i=1

sont des éléments de §, Ail < Ay
pour quelques i,

, bour chaque i, et A‘l < Alz

Supposons que 1'on ait :

]
AL-3 AL

1=

-

=1
Cela veut dire que chaque a; (a; appartenanta S, j=1,2,.. .n)
m

qui se trouve dans 3, Ail se trouve aussi le méme nombre de
i=1

m
fois dans Y sz et réciproquement. Il suit que chaque a; qui

i=

—-

L] m
se trouve dans ), A; - A se trouve aussi dans 3 Ay,- B et
i=1 i=1

m m
réciproquerient. Autrement dit, Y, A; - A et Y A, - A dési-
i=1 i=1
gnent le m&me ensemble. Ainsi les deux relations :
0 [ ] ., m
- Y - A< Y -
Z_All Asiz:lAiz A et EAiZ As Y A -A

1

1 i

1

sont simultanément valables, en contradiction de (1).

Ainsi si la condition (AE) est vérifiée par un ordre compiet,
nous n'aurons jamais :

=

a
; [&il - 2d }xi2 = QD
i=1 i=1
ou Ai1\<' A, ~pour tout i, Ail < Ai2 pour quelques i . Autrement
dit la condition (AE) est suffisante pour que l'ordre complet de
$ soit coripatible avec une valuation,
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Ensuite supposons qu'un ordre complet de $ est compatible
avec une valuation.

Supposons que Aj, et A;, sont des éléments de $ et soit
- m

A un élément de § tel que Y A -A et Y A, -A sont
i=1 i=1

aussi des éléments de $ . Etant donné A‘l < A12 (i=1,2,...m)
et A‘l < A, pour au moins un i, soit si c'est possible :

] L)
?TlAiz—A €Y A, -A

-
-

Considérons maintenant les relations A, < A
avec A, < A12 pour au moins un i et :

iy (i=1,2,...m)

n ]
Y A,-A<Y A -A

i=1 i=1

La somme des éléments & gauche est :

A A

{4

=
=1 2

m
P> Ay, + ) Ay - AL

i=1 i=1

Ces quantités ne sont pas nécessairement dans & . Nous avons :

(i}: Ay + i‘l Aiz—A) - (i‘il Aj, + i_lAil_A):q)

en contradiction avec 1'hypothése de compatibilité avec une valuation.

L.a démonstration du théoréme 4 est maintenant compléte en
vertu du théoréme 1 et de ce qui est démontré ci-dessus.

ILe théoréme 5 est aussi important que le théoréme 4 et nous
pensons qu'il faut considérer les deux théorémes ensemble.

THEORENE 5. Supposons qu'un ordre complet de 8 vérifie la condi-
tion (AE). Ltant donné A, < A, (i=1,2,...m) et Ay <Ay

pour au moins un i ol A;,, Ay, sont des ¢éléments de §, si
A = Z Ajs (j n'est pas défini et A n'est pas nécessairement

3
dans 8, mais les Ajs sont dans §) tel que -
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m
A -A et Y AL-A
.1 ! im1

sont des éléments de 8, alors nous avons :

m m
YA, -A <Y AL-A
i=1 i=1

Démonstration du théoréme 5. La démonstration de cette proposition
est assez simple. Il est toujours possible de trouver A; (A; est
dans $ pour tout i ; il est possible que A, soit égal & @) et
de diviser les m inégalités (et les épgalités, s'il y en a) en p
groupes tels que les deux expressions dans chacune des p paires
suivantes

L A -A et LA, A (1)

i2 2

Y oA -A, et )_ Ay, - A, (2)
i=ig+1 i=ij#1

] n

Y A -A, et Y A, -A (p)
1=1p 1t i=1p_1+1

sont des éléments de & . Dans chaque cas, nous devons avoir par
la condition (AE),

iy ij
Z Ail_AJ S'z Aiz_AJ j=1,2,...p ;1,=0, i,=m,
=iy 41 =1 441
oll au moins une des relations est une inégalité stricte. (Evidem-
ment, p <m ou l'égalité se produit si A; N A = ¢ pour tout i
et si A, =¢ pour tout j).
P
Si maintenant Z A; = A, nous devons avoir, par la condition

i=1
(AE) :

c'est~a-dire :
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Si Aj; # A, nous pouvons continuer de la méme fagon et trou-
ver B; (B; est dans 8, pour j=1,2,...q et Bj peut &tre
égal a @) et diviser les p inégalités en q groupes tels que,
par la condition (AE) :

Jr
Y A -B s ¥ A, -B, r=1,2,...,9; j,=0, j =p)

r-1*! J=ip M

oll au moins une des relations est une inégalité stricte. (IZvidemment
q € p ou l'égalité se produit si A; (N A;, =¢ et si Br=¢ pour
tout r).

2=

B, = A, nous devons avoir par la

p
Si maintenant Y. A+
i=1 1

condition (AE) :

T

i)

q R q q ir q
2 _Z AJ"_}_ABF< Z Ajz_._:Br

—

r=1 j=j +1

-
n

—
=
1

-
.
[l
.

r-1
c'est-a-dire :
m m
YA -A<YA -A
=1 1 -1 2
Si Y Aj + Y Br# A nous continuons la procédure jusqu'a
r

J
ce que nous trouvions A; , B,, C:, etc. tels que :
A+ Y B+ YCo+... =A
i r S

et la démonstration sera compléte, Bien entendu, les éléments
A;, B,, C,, etc. sous réserve de la condition que leur somme
soit égale & A, se trouveront certainement & un moment, parce
que

4

Ay -A et ii:‘lAiz—A

1

sont des éléments de §.

4 - LES AXIOMES DE KRAFT, PRATT ET SEIDENBERG

Dans cette partie de cet article nous discuterons les conditions
de Polarisabilité (P) et de P-Comparabilité (PC) .
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Soit $' un ensemble. Les éléments de $' ne seront pas
définis axiomatiquement, mais 8' sera obtenu intuitivement & par-
tir d'un ensemble S par une méthode simple. Par raison de com-
modité, 8' sera infini, mais dans chaque cas il y aura une limite
supérieure du nombre d'éléments qui seront utilisés dans les cal-
culs. En fait, on peut prendre §' comme l'ensemble de tous les
ensembles possibles. Par conséquent, on ne pourra pas comparer
tous les éléments de 8'. On supposera que les conditions (T),
(A), et (AG) sont satisfaites sur §' . De plus, on suppose les
deux axiomes suivants :

Polarisabilité (P) : Pour chaque sous-ensemble A appar-
tenant &2 §', on peut trouver deux sous-ensembles A' et A"
dans §' avec A'NA" =@ telsque A=A'{UA" avec A'=. A"
(c'est-a-dire A's A" et A" ¢ A' sont simultanément vraies).

P-Comparabilité (PC) : Si A, = AYUAY et A,=A%U A}
avec AY=. Al et AYy=. A, alors :

Ay ¢ A, =A A,

Ceci étant admis, KRAFT, PRATT et SEIDENBERG ont énoncé
et ont démontré leur dernier théoréme comme suit :

Soit S un ensemble de n éléments (mutuellement exclusifs)
de 8' et soit § l'ensemble des 2° sous-ensembles de S . No-
tons :

S={Al,A2,... PR A.zn}
et supposons que (sans perte de généralité) :
Q=A cA, A ¢ ... €A =8

Alors cet ordre sur les éléments de $§ est compatible avec une
valuation.

Remarque : Il est évident que ces axiomes (P} et (PC) (et par
conséquent, cette méthode) exigent de votre intuition des comparaisons
souvent assez compliquées - les comparaisons des ensembles hypo-
thétiques en dehors de la situation pratique. Par exemple, suppo-
sons que Ay < Aj, pour i=1,2,... m-1. Soient Ay et A,,
deux ensembles et on doit avoir une et une seule relation: (i) A,,,l<' A,II2
ou (ii) Aa =+ Ag, ou (iii) A,,< A, . Pour trouver si la relation
A,,,1 < A,,,2 sera valable pourm que l'or'dr'em entraine l'existence d'une

. . QO Al
mesure, il faut polariser }_l Ay, et 1}_‘1 Ay,
= -

deux ensembles s'expriment comme deux sous-ensembles S; et S,

pour vérifier si ces
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N

de 38', tels que chaque élément x de S correspond & un et un
gseul élément y de Sz (et réciproquement), ol {x}=-{y}. La
vérification est faite sans imposer de relation entre Aa, et Aa, .
Le but de ces axiomes est stirement atteint car la condition "¢ <¢
n'est jamais obtenu'' est automatiquement imposée sur un ordre par
votre intuition et un ordre qui n'entralnera pas des valeurs numé-
riques est automatiquement rejeté.

D'autre part, nous supposons qu'on ne considére que l'ordre
sur les éléments de &8 . On n'a pas besoin d'autres ensembles en
dehors de § . Plus précisément nous supposons qu'un ordre doit
étre donné sur & sans considérer l'existence de valeurs numé-
riques correspondantes. Quand on veut examiner 1l'existence d'une
mesure sur S qui entrailne le méme ordre sur $ on peut adop-
ter la condition (AE) comme un axiome qui sera une condition
nécessaire et suffisante pour que cette mesure existe. Ainsi nous
pensons que l'idée dans ce cas est plus générale (non-restrictive)
que celle de KRAFT etc,






CHAPITRE I

THEORIE DE LA DECISION
ET CONCEPT DE PROBABILITE SUBJECTIVE

Dans le chapitre précédent on a étudié l'existence d'une mesure
qui conserve un ordre complet sur les sous-ensembles d'un en-
semble fini. Maintenant, nous voulons décrire comment cette étude
se montre utile dans la théorie de la prise de décision aussi bien
que dans les recherches sur la probabilité subjective. Avant d'entrer
dans les détails nous allons considérer les questions suivantes :

(i) Que signifie la prise de décision ?

(ii) Qui prend la décision ? Quelles sont les caractéristiques
de ce décideur ?

(iii) La probabilité subjective, qu'est-ce qu'elle définit ?
Quelles sont ses implications ?

I.e but de ce chapitre est d'essayer de répondre i ces ques-
tions, puis de montrer comment on peut déterminer les valeurs des
probabilités subjectives et également comment la méthiode pour dé-
terminer ces valeurs est reliée a 1'é¢tude de l'existence d'une
mesure établie par la condition d'Additivité Etendue.

La Décision :

Que ce soit au niveau d'un individu et de sa vie quotidienne,
ou d'un gouvernement et d'un plan qu'il veut entreprendre pour aug-
menter la production d'acier, ou de 1'0O,N.U. et d'un projet destiné
4 maintenir la paix dans le monde, la personne qui décide (ou
l'organisme composé de plusieurs décideurs avec le méme intérét)
doit pouvoir préciser :

(i) les différents éveénements extérieurs qui peuvent se
produire,

(ii) les actions entre lesquelles il faut choisir, et

(iii) les conséquences de ces actions suivant l'événement qui
se sera produit.
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Le choix se portera sur l'action qui semble la meilleure.

Le champ des décisions peut se diviser, en général, selon que
la décision est prise dans les conditions (a) de la certitude, (b) du
risque, (c) de l'incertitude et (d) d'une combinaison durisque et de
l'incertitude, cette derniére classe étant la région de 1'inférence
statistique.

Iy

Si 1'événement qui se produira & l'avenir est connu a l'avance,
on dit qu'on a & prendre une décision ''devant la certitude''. Dans
ce cas, on n'aura pas de peine a déterminer l'acte ayant les meil-
leures conséquences dans la mesure ol ces conséquences auront été
soigneusement étudiées.

On prend une décision 'devant le risque' s'il est connu que
chaque action conduira & un ensemble de conséquences spécifiques
qui suivront les événements dont les chances relatives de se pro-
duire dans l'avenir sont connues. Par exemple, presque tout le
monde accepte le fait que si je lance une piéce, la chance de pro-
duire face est 1/2, étant entendu qu'il n'y a aucune raison de sup-
poser la piece imparfaite. Alors on prendra une décision devant le
risque si l'on doit choisir entre les deux actes dont 1'un conduit a
une rémunération de 20 francs s'il y a face (dans un coup d'une
piece parfaite) ou rien, et l'autre & une somme fixée de 15 francs.

Quand on ne connalt pas les chances respectives des événe-
ments qui peuvent se produire & l'avenir, on prend une décision
"devant 1'incertitude', étant donné un ensemble de conséquences

spécifiques de chaque action.

C'est une combinaison de 1l'incertitude et du risque qui cons-
titue le champ des recherches de la théorie moderne de l'inférence
statistique. On connait les conséquences possibles suivant les évé-
nements qui auront lieu mais on ne connalt la conséquence exacte
qu'apres l'arrivée d'un des ¢vénements. Au commencement, les
chances respectives des événements ne sont pas connues, mais on
les détermine en réduisant, par conséqueni, le probléme de prendre
la décision devant 1llincertitude au méme probléme que devant le
risque.

Plusieurs questions se posent ici naturellement : quelles sont
les chances d'événements de se produire a l'avenir et comment se
déterminent-elles ? Est-il possible de déterminer des régles qui
indiqueront l'action la plus utile et la plus souhaitable ? Nous étu-
dierons la premiére question un peu plus tard dans ce chapitre, et
la deuxiéme question dans le prochain chapitre, nous bornant ici a
indiquer des reégles reliées au comportement du décideur : la per-
sonne ou l'organisme qui décide.
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L'Homme Rationnel :

Beaucoup d'économistes et de psychologues ont essayé de
rendre compte du comportement du décideur, relatif a la prise de
décision. La méthode des théoriciens consiste a faire des supposi-
tions et ensuite & établir des théorémes qui se fondent sur ces sup-
positions parmi lesquelles la plus importante est que le décideur
est un homme rationnel : une expression consacrée qui sera beau-
coup utilisée par la suite. Par "homme rationnel' nous entendrons
un homme qui posséde deux caractéristiques : (i) il est compléte-
ment informé sauf sur 1'événement exact qui se produira a l'avenir,
et (ii) il est rationnel.

(i) L'homme rationnel est supposé connaltre non seulement
toutes les possibilités d'actions s'offrant a lui mais aussi les consé-
quences de ces actions. Il peut énumérer les différents événements
qui peuvent se produire dans 1'avenir sans toutefois que 1'événement
exact qui se produira lui soit connu.

(ii) L'homme rationnel suit strictement la logique dans ses rai-
sonnements : il ne se contredit jamais. Ceci signifie deux choses :

a) I1 peut établir un préordre entre les différents évé-
nements et également entre les actions, et

b) Ses choix indiquent qu'il vise toujours & maximiser
"quelque chose'.

Deux conditions sont nécessaires pour que l'homme rationnel
puisse ordonner tous les événements et toutes les actions suivant
un ordre non strict. Premierement, étant donnés A et B deux
événements quelconques, il peut foujours dire si A et B sont équi-
probables (c'est-a-dire les chances de A et B de se produire sont
égales) et sinon, lequel des deux est plus probable que l'autre (par
exemple, il doit pouvoir dire que A est aussi probable ou moins
probable que B etc.). Egalement, étant données deux actions g et
d', l'homme rationnel peut toujours indiquer celle qu'il préfere a
l'autre. (Nous verrons dans le prochain chapitre que 1'homme ra-
tionnel ordonne les actions selon sa préférence pour l'une ou l'autre,
et l'ordre des événements en résulte forcément). Deuxié¢mement,
ses préférences sont transitives. S'il préfere 4 a #' et 4' a 4",

alors il préfere 4 a 4" . De méme, l'indifférence entre 4 et 4'
et celle entre #' et 4" impliquent nécessairement 1l'indifférence
entre g et 4" . Il n'est pas évident que la transitivité existe tou-

jours dans les choix humains, mais nous pensons qu'un exemple il-
lustrera quelques faits importants. Supposons qu'un homme dit qu'il
préfere la bieére au thé, le thé au café, et le café a la biére. Notre
premiére réaction est d'affirmer que ses déclarations sont contra-
dictoires et que sans doute il s'est trompé dans au moins une de
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ses propositions. Mais aprés réflexion, nous pouvons, en fait, nous
demander, s'il y a vraiment une contradiction. Prenons 1'exemple
suivant : un homme préfére le goQit de la biere & celui du café,
mais il préféere 1'odeur du café a celle de la biére. Que répondra-
t-il alors si on lui demande de classer par paire la biére, le café
et le thé, selon sa préférence pour l'un ou l'autre ? Il se peut que
ce soit "je préfere la biére au thé, le thé au café et le café a la
biere', sans qu'il ait spécifié que des considérations complexes sur
le goQt et l'odeur entralnent ce choix. Il faut se rappeler que, dans
ce cas, nous ne pourrons jamais grouper les trois comparaisons
comme suit :

P(biere) -> P(thé) -> P(café) -> P(biére)

(o la relation P(biere) -> P(thé) signifie que la préférence pour
la biére est plus grande que celle pour le thé), car les différents
choix n'ont pas été faits suivant les mémes critéres. C'est le nombre
et la nature des critéres que nous appelons les dimensions du choix .
La contradiction que nous avons relevée au début n'est donc qu'ap-
parente. Ce que nous demandons alors a l'homme rationnel, c'est
de respecter la logique aprés avoir tenu compte des dimensions
précisées du choix. Il ne doit exprimer aucune contradiction tant
que les faits, les évidences et les dimensions du choix sont les
mémes,

Quant & la seconde condition de la rationalité, nous en parle-
rons en détail dans le quatrieme et le cinquiéme chapitres, nous
bornant ici a dire seulement que, dans la théorie du choix devant
1'incertitude, 1'homme rationnel maximise 1'utilité probable des
conséquences d'une action quand les chances relatives d'événements
de se produire sont évaluées numériquement, Le caractére fonda-
mental de la notion de maximisation est que 1'homme rationnel choi-
sit toujours la meilleure des alternatives qui s'offrent & lui, dans
la mesure ol il les percoit. La notion de maximisation est mathé-
matiquement pratique car elle permet a la théorie de spécifier un
point unique ou un sous-ensemble unique de points parmi ceux
entre lesquels il faut décider.

"I1 est facile pour un psychologue de souligner que 1'homme
rationnel ne se rencontre irés probablement pas chez les hommes
réels. En fait, c'est si facile & souligner que les psychologues ont
essayé de rejeter les théories s'appuyant sur ces hypothéses. Ce
n'est pas satisfaisant. Ce qu'il y a de plus utile a faire, ce n'est
pas critiquer les hypothéses d'une théorie, mais en vérifier les
théorémes. Si les théorémes satisfont aux données expérimentales,
la théorie a au moins un mérite heuristique. Naturellement un théo-
réme banal découlant des hypothéses relatives & 1'homme rationnel
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est que dans tous les cas spécifiques de choix, ces hypothéses sont
satisfaites. Ainsi, si 1'homme rationnel est un modeéle de 1'homme
réel, l'homme réel doit toujours faire des choix transitifs. ILa
transitivité est une hypothése mais elle est directement vérifiable,
De mé&me, en ce qui concerne les autres hypothéses de 1'homme
rationnel comme modéle de 1'homme réel.'" (M. EDWARDS). Dans
le prochain chapitre nous étudierons la conduite de l'homme ration-
nel en suivant le cheminement de M. SAVAGE dont l'ouvrage ''The
Foundations of Statistics' donne la présentation la plus achevée de
la théorie du comportement rationnel.

Comme nous 1'avons déja dit, 1'homme rationnel qui doit
prendre une décision devant 1'incertitude maximise 1'utilité probable
des conséquences d'une action quand les chances relatives d'événe-
ments de se produire dans 1'avenir sont évaluées numériquement .
Pour parler précisément, il faut évaluer ces chances afin d'expri-
mer le procédé de faire la décision par la voie mathématique. Ces
chances : nous les appelons ''les probabilités' et leur justification
sera bientdt évidente.

Probabilité :

Selon la définition donnée par KOLMOGOROFF et plus ou moins
adoptée par tout le monde, les probabilités P(A) sont des quantités
numériques attachées aux sous-ensembles A d'un ensemble S et
obéissant aux contraintes suivantes :

(1) 0 < P(A) < 1
(ii) P(S) = 1.

(iii)Si ANB=0¢ alors PAUB) = P(A)+P(B) oli A et
B sont des sous-ensembles de S.

I1.'idée générale de probabilité que les statisticiens ont adoptée
pendant le demi-siécle écoulé et que la plupart d'entre eux consi-
dére encore comme raisonnable, vient de ce qu'on peut appeler la
vue ''fréquentiste'' de probabilité. Cette notion considére la proba-
bilité comme la répartition relative d'un événement dans un certain
type de séquences d'événements. Si par exemple, un événement A
d'un ensemble d'événements se produit m fois sur n alors que
n'importe quel événement a eu la méme chance de se produire, alors
la probabilité de A est prise comme m/n. (R. von MISES a
pris P(A) = 1i_>m %1—) Les 'fréquentistes' n'admettent aucune in-

n->awo
fluence personnelle sur la détermination de la probabilité, Cl'est ce
qui fait qu'on considere cette notion de probabilité comme une vue
objective et par conséquent on parle de la probabilité objective.
Notons ici que si l'on considére la probabilité objective, il sera
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impossible de trouver les probabilités de bien des événements in-
certains mais importants dans le domaine des sciences. Pour donner
un exemple populaire (mentionné par M. SAVAGE) un ''fréquentiste'
peut admettre qu'il n'est pas sfOr si le whisky ferait plus de mal
que de bien dans un traitement de la morsure de serpent, mais il
ne pourra jamais dire qu'il fait '"probablement' plus de mal que de
bien, malgré bien des évidences. Le ''fréquentiste'’ ne peut jamais
utiliser les données déja obtenues pour calculer les probabilités de
propositions incertaines dont 1'étude n'est pas encore finie. De plus,
les "fréquentistes'' ne sont pas tout & fait d'accord sur tous les
points et leurs vues individuelles peuvent étre changées et dévelop-
pées. Le gouffre le plus large parmi les 'fréquentistes' est celui
entre 1'école de FISHER et celle de NEYMAN-PEARSON.

La deuxieéme conception essaie de définir la probabilité d'un
événement en fonction de la symétrie du contexte dans lequel cet
événement se produit. Cette notion a été considérablement modifiée
et appuyée par CARNAP comme philosophe et par JEFFREYS
comme statisticien. D'aprés eux la probabilité mesure la connexité
logique entre une proposition (considérée comme donnée) et une
autre. Ils disent que, en ce qui concerne la signification, les deux
propositions :

(i) la probabilité de A étant donné B, est 3/4, et

(ii) la proposition A est aux trois quarts impliquée par la
proposition B

sont équivalentes. Il s'en suit que la probabilité de A , étant don-
né B, est une nécessité logique qu'on doit déduire des structures
logiques des propositions A et B et ainsi on 1'appelle la vue né-
cessaire de probabilité. Mais malgré les contributions intéressantes
et le progreés important diis &8 JEFFREYS dans le domaine des sciences
statistiques, les statisticiens n'ont jamais eu un enthousiasme réel
pour cette conception de la probabilité.

La troisiéme vue est la notion subjective de probabilité. Selon
cette idée, la probabilité d'un événement est un indice de 1'opinion
d'un homme au sujet de cet événement. C'est un poids, une valeur
numérique attachée a4 un événement par le sujet (c'est-a-dire par la
personne qui décide). Ainsi on 1'appelle la probabilité subjective (la
probabilité personnelle etc.). En 1926 RAMSEY le philosophe et ma-
thématicien a publié ses études sur les fondements subjectifs de la
théorie des probabilités, Plus tard, M. de FINETTI a développé
indépendamment la théorie. Le travail de KOOPMAN était aussi
trés intéressant. Apparemment les économistes n'ont pas décou-
vert 1l'étude de RAMSEY tant que le livre de von NEUMANN et
MORGENSTERN n'a pas attiré 1'attention sur le sujet. Il faut noter
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que RAMSEY, de FINETTI et KOOPMAN ont développé leurs théories
sans rapport avec les sciences statistiques. C'est M. GOOD qui a
publié son livre en 1950, en y considérant la probabilité subjective
par rapport a l'inférence statistique. Ensuite nous avons eu le livre
de M. SAVAGE (1954). Son travail a été consacré a 1'étude du com-
portement rationnel devant l'incertitude, par un systéme formel
d'axiomes et il a appliqué la conception de la probabilité subjective
aux problemes des sciences statistiques. En 1953, MM. KRAFT,
PRATT et SEIDENBERG ont publié 1'article dont nous avons déja
parlé dans le premier chapitre. Les livres de M. SCHLAIFER et
de MM. RAIFFA et SCHLAIFER ont suivi. Entre-temps le travail
expérimental le plus large et le plus important dans tout le domaine
de la décision était entrepris avec M. COOMBS et ses associés
de 1'Université de Michigan, Etats-Unis, aussi bien qu'avec Iles
savants francais et étrangers & Paris. Les idées de M, COOMBS
sur 1'utilité et les probabilités subjectives sont une conséquence de
ses idées sur la mesure en psychologie en général. L'essence de
son travail est un essai pour mesurer a la fois 1'utilité et la pro-
babilité subjective sur une échelle métrique ordinale. Une échelle
métrique ordinale a toutes les propriétés d'une échelle ordinale, et
en plus les distances entre les stimuli peuvent étre ordonnées.

Nous avons défini la probabilité subjective comme une valeur
numérique qui n'est rien qu'un indice de l'opinion de 1'homme ra-
tionnel sur la chance d'un événement de se produire a l'avenir.
Autrement dit, la probabilité subjective est un poids numérique ,
non-nul,attaché & un événement. La nécessité de trouver les poids
numériques attachés aux événements sera évidente a partir de

1l'exemple suivant :

Supposons qu'un acte # produise la conséquence ¢ sur A

(c'est-a-dire si 1'"¢vénement A se produit) et produise la méme consé-
quence qu'un autre acte 4' sur ~ A . D'autre part, lacte 4'
produit la conséquence c¢' sur B et produit la mé&me conséquence
que l'acte d sur ~ B . FEtant donné que le décideur préfére tou-
jours ¢ & c¢', etqu'il sait que la chance de B de se produire
a l'avenir est plus grande que celle de A, il est possible que le
décideur ne puisse pas toujours préférer 4 a 4'.
Note : Si les événements A et B ne peuvent jamais se produire simultané-
ment, alors ‘A et B sont "mutuellement exclusifs'. Si une collection d'événe-
ments qui sont mutuellement exclusifs est telle que 1l'un (on ne sait pas lequel)
de ces événements doit se produire certainement, alors cette collection est
exhaustive, les événements étant collectivement exhaustifs. L'événement qui se
produira si A ne se produit pas, sera représenté comme ~ A . L'événement
A peut étre composé par un certain nombre d'autres événements. Quand un évé-
nement n'est pas composé de plus d'un événement, on l'appellera un événement
élémentaire,
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Puisque 1la division de chaque poids par le méme nombre
non-nul n'altére pas 1l'importance relative de chaque événement,
nous pouvons faire quelques conventions afin d'éviter la confusion
possible.

1/ Le poids attaché a 1'événement impossible est égal a zéro.

2/ La somme des poids attachés aux événements qui sont col-
lectivement exhaustifs & 1 . (Cela implique que le poids attaché a
1'événement certain est égal a 1),

N

Il est évident maintenant que le poids attaché a n'importe quel
événement sera un nombre entre 0 et 1, étant entendu qu'un
nombre entre 0 et 1 mais différentde 0 et 1 impliquera que
1'événement qui correspond 3 ce nombre est probable (ni certain
ni impossible).

I1 suit donc que si nous faisons aussi la restriction que le
poids attaché a un événement A qui est une combinaison de plu-
sieurs événements mutuellement exclusifs, est égal a4 la somme des
poids attachés a ces événements constitutifs de A , alors les poids
dont nous avons parlé jusqu'ici ne sont autres que des probabilités,
ayant les propriétés formulées par KOLMOGOROFF,

La détermination de probabilités subjectives, d'aprés ceux
qui soutiennent la théorie, dépend des expériences et du jugement
personnel du décideur. Si un homme rationnel est absolument sQr
que la répartition relative d'un événement approchera la quantité
m/n dans une longue séquence d'expériences réalisées dans la
méme condition, alors "il" décidera que la probabilité de cet évé-
nement est égale & m/n . Nous savons que dans une série de coups
d'une piéce parfaite la répartition relative de face approche 1/2 .
Mais prenons le cas d'une piéce qui n'est pas symétrique. Il se
peut qu'un nombre fini de coups n'indiquera jamais la probabilité
de face : on est obligé d'utiliser le jugement personnel afin de dé-
terminer la probabilité de face dans ce cas, car la pidce peut é&tre
treés imparfaite et on ne pourra jamais dire que la répartition rela-
tive de face dans un nombre fini de coups sera égale (méme ap-
proximativement) & sa probabilité.

I1 faut noter également que cette évaluation de probabilités sub-
jectives n'est dans aucun sens arbitraire ou bizarre., Au contraire,
la valuation est toujours en accord avec des regles logiques. Donc,
si deux hommes rationnels procédent approximativement aux mémes
expériences, et si leurs jugements personnels ont plus ou moins
les mémes bases, alors ils détermineront approximativement les
mémes valeurs pour les probabilités de mémes événements. Mais
il faut se rappeler aussi que la théorie de la probabilité subjective
admet que deux hommes rationnels avec des expériences différentes
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peuvent choisir deux valeurs numériques différentes pour représenter
la méme probabilité d'un événement. Ce fait est sans doute treés
important.

"De méme, la notion de probabilité subjective présente de
sérieuses difficultés logiques. L'échelle de probabilité subjective
doit-elle étre bornée comme nous l'avons déja supposé, ou non ?
Si non, plusieurs probabilités subjectives différentes doivent cor-
respondre aux probabilités objectives 0 et 1 (4 moins d'emploi
de transformations telles que les probabilités objectives 0 et 1 corres-
pondent & des probabilités subjectives infinies, ce qui semble diffi-
cile). La considération du théoréme des probabilités totales dont il
sera question plus loin a parfois conduit & penser a une-échelle de
probabilité subjective bornée & 0 mais non & 1 ., C'est slirement
arbitraire. Le concept de certitude absolue n'est ni plus ni moins
indéterminé que celui d'impossibilité absolue.

"Des problémes logiques encore plus rigoureux sont en rela-
tion avec les théorémes des probabilités totales. Si la probabilité
objective d'un événement A est p et celle de la non-arrivée de
A est q, alors p+q=1. Cette regle est-elle valable pour les
probabilités subjectives ? Intuitivement il semble que si nous connais-
sons la probabilité subjective de A , nous soyons capables de nous
représenter la probabilité subjective de non-A et la seule regle
raisonnable pour nous la représenter est de soustraire la probabilité
subjective de A de la certitude complete. Mais 1'acceptation de
ce théoréme des probabilités totales pour les probabilités subjectives
plus l'idée de probabilité subjective signifie que 1'échelle de proba-
bilité subjective peut &tre identifiée avec 1'échelle de probabilité
objective. C'est seulement pour une échelle de probabilité subjec-
tive identique a 1'échelle de probabilité objective, que les probabi-
lités subjectives d'une collection d'événements, dont un et un seul

peut se produire & l'avenir, ont pour somme 1", (M. EDWARDS).

A cet égard nous pouvons nous rappeler la réponse de M.
de FINETTI a8 M. FRECHET. (Colloque du C.N.R.S. sur 1'Economé-
trie) : "Dans la mesure des 3 angles d'un triangle (par exemple
géodésique) on obtiendra toujours o +3 +y=2n+ € (g€ = erreur de
fermeture). On peut choisir entre deux attitudes : prendre la liberté
de corriger a, B, Y en éliminant l'erreur € , ou bien élargir
les hypothéses de la géométrie en introduisant une structure non-
euclidienne qui consentirait a conserver et a expliquer les valeurs
observées (sans correction). On choisit ordinairement la premiére
solution, et il semble bien opportun de faire ainsi.

Au méme titre, si un individu attribue a4 3 événements incom-
patibles des probabilités p, , p, et p, ol p +Pp,+Pp;-= 1 +¢,
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il semble plus naturel de penser qu'il faut les corriger, en suppo-
sant que l'opinion qu'il voulait choisir était bien raisonnable (et
qu'il la choisirait si on lui fait noter 1l'incohérence)'.

Dés qu'on est d'accord sur l'idée de probabilité subjective,
nous voudrons dire que la probabilité subjective se divise entre deux
classes suivantes :

(i) probabilité (subjective) quantitative
(ii) probabilité (subjective) qualitative.

Jusqu'ici nous n'avons considéré que les valeurs numériques
des probabilités., Si nous pouvons attribuer directement les valeurs
numériques aux probabilités d'événements, alors ce seront les pro-
babilités quantitatives.

IL'idée de probabilité qualitative se trouvait principalement
dans le travail de M. de FINETTI. Quelquefois il est possible de
ranger les probabilités d'événements par un systéme d'inégalités et
d'égalités linéaires, sans accorder aucune attention aux valeurs nu-
mériques. Supposons qu'il y ait trois événements A, B et C,
et qu'il soit possible de dire que 1'événement B est aussi ou plus
probable que 1'événement A , 1'événement C est aussi ou plus
probable que l'événement B . De méme, en considérant 1'événe-
ment composé A UB ol AU B signifie "au moins un de A et
B'" , il est possible de dire que C est aussi ou plus probable que

A UB, etc. Par la notation xg y qui signifiera 'y est aussi
ou plus probable que x'', nous pouvons exprimer les relations entre

les événements comme suit :
A¢g B, BgC, AUBg« C ete. (1)

Nous faisons maintenant une restriction (qui est intuitivement
évidente et qui ne conduit pas & une contradiction en ce qui concerne
la logique du raisonnement) :

Si (A et C) est une paire d'événements mutuellement ex-
clusifs et (B et C) est une paire d'événements mutuellement ex-
clusifs et si B est aussi ou plus probable que A, alors 1'évé-
nement B U C sera aussi ou plus probable que l'événement
AU C (et réciproquement). (Cette condition n'est que la condition
d'Additivité).

Sous cette condition il sera possible d'imposer un ordre com-
plet (qui satisfait en plus la condition d'Additivité) sur 1'ensemble
d'événements (élémentaires et composés).

I1 faut noter que jusqu'ici nous n'avons pas du tout considéré
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les valeurs numériques de ces probabilités. Mais comme nous l'avons
déja dit, dans toutes les circonstances pratiques, 1'homme rationnel
aura besoin de valeurs numériques des probabilités. Il faudra at-
tacher des poids aux événements : les poids qui se fondent sur le
jugement et les expériences de 1'homme rationnel. Donc le probléme
est de trouver les valeurs numériques de probabilités d'événements
A, B, C etc. telles que, par rapport aux relations (1) données
plus haut, nous aurons :

p(A) < p(B), p(B) ¢ p(C), p(AU B) g p(C) etc.

Evidemment, l'ordre déja imposé apporte quelques contraintes sur
les valeurs numériques. De plus, nous faisons trois autres restric-
tions afin d'avoir la compatibilité de la probabilité qualitative avec
la probabilité quantitative :

(i) La probabilité qualitative est un nombre réel dans 1l'inter-
valle fermé (0,1).

(i) La probabilité qualitative de 1'événement impossible est
zéro et celle de 1l'événement certain est 1 .

(iii) Si les événements A et B sont mutuellement exclusifs
alors :

p(A U B) = p(A) + p(B)

Ces trois conditions peuvent étre admises sans perte de généralité .

Deés que les valeurs numériques de probabilités qualitatives
sont déterminées, il n'y a aucune différence entre la probabilité
qualitative et la probabilité quantitative, et nous utiliserons le mot
""probabilité' pour toutes les deux.

L.a question d'attribuer aux probabilités qualitatives les va-
leurs numériques en tenant compte de l'ordre déja existant sur
l'ensemble des événements, présuppose la solution du probléme
suivant :

L'ordre de probabilités qualitatives, entraine-t-il toujours les
valeurs numériques qui seront conformes a l'ordre déja donné ?
Autrement dit, un ordre complet sur les sous-ensembles d'un en-
semble S, implique-t-il nécessairement 1'existence d'une mesure ?
Si non, quelles sont les conditions sous lesquelles une mesure existe
sur un ensemble complétement ordonné de sous-ensembles d'un en-
semble S ?

Si 1'ensemble S est infini, alors, sous réserve de conditions
particuliéres que nous voulons discuter dans le prochain chapitre,
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il a été démontré par M. de FINETTI et M. SAVAGE, que la
mesure désirée existe. Si l'ensemble S est fini, alors un ordre
complet n'implique pas nécessairement 1'existence d'une mesure,
ce fait ayant été démontré par MM. KRAFT, PRATT et SEIDENBERG,
comme nous l'avons déja dit dans le chapitre précédent. Nous
avons démontré que la condition d'Additivité Etendue est la condition
désirée sous laquelle un ordre complet de sous-ensembles d'un
ensemble S implique nécessairement 1'existence d'une mesure.

11 faut se rappeler que, quand M, de FINETTI et M. SAVAGE
ont démontré que les valeurs numériques peuvent &étre attribuées
aux probabilités qualitatives en tenant compte de l'ordre déja im-
posé, ils ont supposé quelques hypothéses sous lesquelles les va-
leurs seraient uniques. Ce fait est trés important, car les exemples
suivants pourront éclairer une autre attitude a cet égard.

(i) Supposons qu'il y ait deux événements élémentaires {a;}
et {a,} dont un doit se produire. Sans perte de généralité nous
pouvons supposer que le seul ordre pour les probabilités qualita-
tives d'événements possibles se présente comme suit :

{a,}g{ar<{a;, a,}

Si les valeurs numériques des probabilités doivent maintenir cet
ordre, nous avons les inégalités suivantes :

p,=pla) >0

p, = pla,) > 0
et :

p(a,) ¢ pla,) c'est-a-dire p,-p,> 0

En se rappelant que p, +p, =1 par la convention faite, nous avons

et

DN

sngl, avec pl+p2=1

N =

0<p, s

Graphiquement, les possibilités se représentent par l'ensemble des
points sur le segment linéaire BC (les points B et C inclus).
Les deux coordonnées de chaque point sur BC donnent les valeurs
possibles de p, et p, telles que l'ordre déja donné est satisfait .

(ii) Supposons qu'il y ait trois événements élémentaires
{a;}, {a,}, {a;} dont un doit se produire. Sans perte de généralité
nous pouvons prendre l'un des deux ordres possibles d'événements
en tenant compte de la condition d'Additivité Etendue, comme les
suivants :
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B(0 , 1)

A(1,0)

P -

Figure 1
{ap s {ad s {al s {a;, a,}gc{a,, a;}s{a,y, azl<c{a;, a;, az} (1)
{ay} ¢ {ag}ts {a;, azle{agls {a,, azlgc{a,, az}<{a;, a,, a;} (2)

Afin due les valeurs numériques soient conformes avec l'ordre im-
posé, nous pouvons écrire les inégalités suivantes pour (1) (en
¢crivant p(a;) =p, , 1 < isg 3).

p,-P,20, p-p,20, p+p,-p 20

I1 faut noter que, étant données
ces trois relations, les inégalités
Pp,-P, 20, pg+p,~-p, 20 sont
évidentes, et ainsi ne sont pas
nécessaires pour le calcul. En se
rappelant que p, > 0, V i et
P> P, +P,+P, =1 par la convention
! faite nous avons :

Pz“PIZO: Pa_P220
et : p3<1/2.

Graphiquement, considérons
les axes rectangulaires des p ,
des p, etdes p, dans l'espace

Figure 2
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a4 trois dimensions. Les inégalités p,-p, > 0, p;-p, > 0 et
P, € 1/2 définissent une région P(1) ‘qui se trouve sur le plan
P, +P, +p, = 1 dans 1'octant positif. Les coordonnées de chaque
point sur P nous donneront les trois valeurs pour les probabilités
des événemenis {a,}, {a,} et {a;} et ces valeurs seront conformes
a4 l'ordre déja imposé.

De méme dans le deuxiéme cas, nous avons les inégalités
suivantes qui sont indépendantes :

p,-p, >0, e p-p-p, >0

En se rappelant que p,> 0 V i et p, + P, + P; = 1 , nous avons
p,~pP,20, et p;> 1/2 . Ces inégalités définissent une région P!
sur le plan p,+p,+p,=1 dans lloctant positif et cette région
P'(2) contient des points dont les coordonnées représentent les va-
leurs possibles. La représentation graphique est donnée ci-dessous.

Figure 3

Ces cas de deux et trois événements peuvent étre généralisés
comme suit :

Si I'nomme rationnel ne peut qu'ordonner les 2 événements
qui peuvent se produire comme conséquences des n états de la Na-
ture et si cet ordre satisfait 1a condition d'Additivité KEtendue, alors

1 1 1 1 1 1 1 1
1) Le triangle défini par L (-, -, =)}, M {0, =, = et N(-, -, =
o 1ang P <4 4 2 ) ( 2 2 ) ( 3 3 3 )
représente la région P (figure 2).
1

s

(2) Le triangle défini par C (0, 0, 1), ¥ (0,

N
~—
1]
=
=
~_
-
1
DI =
~—
=
o
g=}

"
o
i

sente P' (figure 3).
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il existe sous les hypothéses déja faites un ensemble convexe,
fermé et borné (que nous noterons Q) & n dimensions, conte-
nant des points (p1 > Pys-nn pn) sur l'hyperplan &4 n - 1 di-
mensions p, +p,+ ... +p, =1 . Nous appellerons Q un ensemble
admissible de valeurs numériques désirées de probabilités qualita-
tives. A notre avis si le décideur ne peut pas spécifier d'autres
contraintes sur les probabilités subjectives p, , p,,..., p, alors il
doit penser que les coordonnées de n'importe quel point lui suffi-
ront chaque fois qu'il aura besoin des valeurs numériques de pro-
babilités subjectives. Autrement dit, il attachera & chaque élément
de @ la meéme importance et il procédera aux calculs ultérieurs
apres avoir choisi n'importe quel point de l'ensemble admissible
pour représenter les probabilités numériques par ses coordonnées .

I1 ne sera pas hors du sujet de faire mention ici d'un article
de M, SMITH. Dans son exposé ''Consistency in statistical theory
and decision" M, SMITH a traité du sujet de la probabilité subjective
par une méthode trés intéressante, Il a suggéré que l'intensité de
foi d'un décideur peut &tre mise a l'épreuve en cherchant la cote
qu'il accepterait pour parier sur cela, Cette hypothése 1'a conduit
4 une suite de probabilités subjectives numériques qui obéissent aux
axiomes classiques des probabilités comme KOLMOGOROFF les a
formulés, Cependant, pour de telles probabilités, il n'existe pas de
valeurs précisément définies, mais on peut déterminer des inter-
valles dans lesquels elles se trouvent. M. SMITH, en se fondant
sur ce principe, a procédé a une treés bonne exposition des problémes
dans l'inférence statistique et la décision statistique.

I1 nous semble raisonnable qu'une intensité réelle de foi d'un
décideur doit étre accompagnée d'un consentement de soutenir la
foi en acceptant un pari inégal. Ce développement d'une théorie de
probabilité subjective qui se base sur le pari hypothétique est dif-
férent des points de vue exposés avant M. SMITH sur les deux faits
suivants :

(i) en s'occupant a la fois de la probabilité objective et de la
probabilité subjective.

(ii) en permettant, en effet, & un individu le choix de ne pa-
rier & un niveau particulier ni sur A ni sur ~A .

Sans pénétrer profondément dans son article, nous nous ar-
réterons ici en disant seulement que, dans notre cas, le décideur
choisit un et un seul point dans @ pour représenter les probabi-
lités par ses coordonnées bien que @ soit un intervalle & n
dimensions.

A cet égard nous voulons dire une autre chose. Quand il y a
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un ensemble d'éléments dont il faut choisir un et un seul, alors on
est toujours tenté de prendre ce qu'on peut appeler "un élément
spécial", ayant certaines caractéristiques et supposé bien représen-
ter les autres comme un sommaire d'informations qui se trouvent en
général dans cet ensemble d'éléments. En effet on a vite fait de
constater que les coordonnées du ''centrold" de la région corres-
pondante & l'ensemble @ donneront la meilleure valuation de pro-
babilités subjectives. Mais nous ne voyons aucune raison pour la-
quelle 1'homme rationnel doit penser a une méthode qui entralne
une discrimination artificielle entre les éléments. A notre avis, si
l'ensemble Q contient plus d'un élément, la région correspondante
étant réduite a un seul point, 1'homme rationnel choisira n'importe
quel point afin de représenter les probabilités subjectives par ses
coordonnées. Il n'y a aucune raison de préférer un point "spécial'
a un autre dans la région correspondante & Q , si 1'homme ration-
nel ne peut donner d'autres contraintes qui lui permettront de le
justifier.

Mais est-il possible pour 1'homme rationnel de spécifier
d'autres contraintes sur les probabilités subjectives d'événements ?
Oui. Supposons qu'aprés qu'un ordre complet ait été établi sur les
événements en ce qui concerne leurs probabilités subjectives, il
soit possible pour le décideur de spécifier que les probabilités sub-
jectives p,, p, et p, se trouvent dans les intervalles :

*® LE ]
P, < P, < P
P; < P < Pf* (2)
p; < p, < p°
ot p}, P, p; , p‘k‘ ont été choisis par le décideur en se

fondant sur le jugement personnel et les expériences antérieures.
Alors nous obtiendrons un ensemble 9 od Q'C Q , les coordon-
nées de chaque point de Q" étant une collection de valeurs numé-
riques de probabilités qui satisferont 1'ordre déja existant aussi
bien que les contraintes (2). Nous pouvons appeler Q* 'ensemble
réellement admissible" de valeurs numériques de probabilités.

Supposons par exemple qu'il y ait deux événements élémen-
taires A, et A, et nous savons déji que par rapport a l'ordre
A, ¢ A, ¢AJUA, l'ensemble admissible @ est l'ensemble de points
sur le segment linéaire BC (figure 1). Mais supposons que le
décideur considére un coup (avec une piéce parfaite) de pile (1'évé-
nement A') ou face (1'événement A') et les événements composés
Al = AyA' et Ay = A,A" . Le décideur {qui est 1'homme rationnel)
dira :



Ay =. A} .

(11 est évident que A, = A} U A}).

Supposons que le décideur puisse également dire que

Si maintenant les valeurs numériques des probabilités doivent main-

tenir cet ordre, nous avons les inégalités suivantes :
p,=p(A)20, p,=pA,)>0, plA)<p4,)
c'est-a-dire p,-p, 20. Aussi :
P(Az) = p(A; A") + p(A; A"
11 suit que :

p(AzA') = P(AZA”) = p(Az)

DO | =

et pour A; < A}, il suit que :

P, > 2p,

Dans ce cas l'ensemble réellement admissible &* est 1'ensemble

des points sur BD (figure 1).






CHAPITRE Il
FORMULATION AXIOMATIQUE
DU COMPORTEMENT RATIONNEL
DANS LE CAS D'UN NOMBRE FINI D’ETATS

Soit S un ensemble fini. Chaque ¢lément appartenant & S
représente un état de la Nature. Supposons qu'il y ait n éléments
dans S représentant n états. Nous savons qu'un seul état se
produira & l'avenir. Un événement S; qui se produira 4 l'avenir
sera constitué par p (0< p ¢ n) éléments de S, étant entendu qu'un
seul d'entre eux aura lieu dans 1'avenir, et que 1'événement impos-
sible se produira lorsque p égalera 0 (c'est-a-dire qu'aucun
état ne se produit) et l'événement certain s'obtiendra lorsque p
égalera n . Si maintenant nous représentons S comme :

S={s;, 8, ,..., 8}

un événement S; se présente alors comme un sous-ensemble de
S . Ainsi :

Sy ={8;, 5 Sy, s 5} (0< pgn)
Nous dirons que 1'événement S; s'est produit, si un état parmi

Sy s-ces 8 s€ produit, si p>0. Quand p=0, S =9 .

Evidemment 1'ensemble 8 des sous-ensembles de S contient
2" éléments (@ et S inclus).

Soit € un ensemble fini de conséquences., Supposons qu'il
y ait m éléments dans € ; nous écrirons :

€ ={c,, Cy,s...5 g}

Soit a(..) une correspondance qui a tout élément s, € S
(c'est-a-dire a tout état s; de la Nature) associe une conséquence
c, €€ . Si a(s) représente la fonction ainsi définie (s —> a(s)),
nous écrirons a(s) = ¢;, si la conséquence c¢; est associ€e a
1'état s . Soit #x la correspondance qui & 1'état s; de la Na-
ture associe la conséquence Cy, (1 < j £ n) respectivement, ol
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i;, i,,..., i, sont n nombres choisis parmi les entiers de 1
4 m sans aucune restriction du choix. ?‘1 s'appelle un acte
- un acte qui apporte la conséquence Ci, si 1'état s, est ob-
tenu. Appelons @ l'ensemble des actes @,, 4,,... Alnsi il y a
m" actes dans @ . (Il faut distinguer trés soigneusement la fonc-

tion de l'association a(s) de 1'acte {).

Expliquons maintenant la notion de la relation binaire d'un ordre
complet sur chacun des ensembles §, € et &. Quant &2 & 1la
relation binaire ¢ signifie la relation ''n'est pas plus probable
que', c'est-a-dire S; ¢ S; signifie que 1'événement S; n'est pas
plus probable que l'événement S;. Nous écrirons S;< §; si §;
est plus probable que S5; et S;=. S; si 5 et §; sont équi-
probables. Par rapport & n'importe quelle paire d'éléments de @€
ou de @, la relation binaire ¢ signifie la relation '"n'est pas
préféré a' ; par exemple, #,¢ 4, (ou ¢, ¢ ¢c,) signifie que l'acte
#4; (ou la conséquence c¢;) n'est pas préféré a l'acte #; (ou la
conséquence c;). Egalement dans ce cas, #i =. ;ij signifie qu'il
n'y a aucune raison pour préférer l'un & l'autre et &, <4 implique
que 4; est strictement préféré a 4, .

Alors tout homme rationnel se trouvant devant 1'incertitude
en présence d'un ensemble S d'états s; de la Nature, d'un en-
semble € de conséquences c;, et de l'ensemble @ d'actes 4
entre lesquels il doit choisir, son choix devra se porter sur un

acte 4, tel que, quel que soit #, nous ayons ¢ ¢ ;{i .

Notons que cet énoncé abstrait est valable d'un point de vue
théorique. Dans certains cas, des difficultés sérieuses peuvent sur-
gir, dés le départ, de ces suppositions. On trouve a ce sujet des
démonstrations remarquables dans les ouvrages de MM. MORLAT,
DREZE, SUPPES, et de FINETTI, (voir la bibliographie). Nous
nous bornerons pour l'instant a constater que ces suppositions
conduisent & des résultats trés intéressants,

La présentation la plus achevée de cette théorie de la décision
est dlle, comme nous l'avons déja dit, & M. SAVAGE. Dans son
ouvrage, il a parlé d'une facon trés détaillée du ''comportement
rationnel. Il a énoncé ses axiomes et ensuite il en a déduit des
propositions concernant des critéres de choix. Il est intéressant de
suivre tout d'abord le cheminement de la pensée de SAVAGE. Plus
tard, nous verrons les différences entre ses hypotheéses et les
nétres, et aussi les modifications que nous apporterons a sa théorie
et & ses axiomes de sorte que la théorie soit conforme aux hypo-
theses que nous avons considérées plus haut (c'est-a-dire précisé-
ment les hypothéses suivantes : S, € , & sont des ensembles
finis).
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LES POSTULATS ET LES DEFINITIONS DE M. SAVAGE

POSTULAT 1. La relation < (qui signifie ''n'est pas préféré ')
définit un ordre complet sur l'ensemble & des actes.

THEORENE 1. I1 y a deux actes 4, et 4 tels que :

#’1 < ¢'k < #j V k

Ce théoréme est évident en vertu du postulat 1 et de la défi-
nition d'un ordre complet sur un ensemble.
DEFINITION 1. 4, < d;, étant donné S, (un événement), si 4 < 4}
pour chaque 4! et chaque ¢! qui sont égaux aux actes 4, et
#1 respectivement sur S;, et qui sont confondus sur ~ S .
POSTULAT 2. La préférence conditionnelle, définie ci-dessus, est bien
définie pour chaque paire d'actes et pour chaque événement.

DEFINITION 2. S;; est une partition de S, si :
Sij nsik=¢ (Jyl-k) et LJJSU=SI

DEFINITION 3. Un événement S, est nul (c'est-a-dire S; = @), si
pour chaque paire # et 4 , 4 = &, .

THEORENE 2. Si S;; est une partition de S; et si #;¢ 4;  étant
donné S;; pour chaque j, alors 4, ¢ 4, étant donné S, . Si,
de plus, #, < 4, étant donné S;; pour au moins un j, alors
4, < #J. étant donné S, .

Ce théoréme est également évident en vertu des définitions 1
et 2 et des postulats 1 et 2.

DEFINITION 4. Si a(s)=c et a'(s)=c' pour chaque s € S, alors
cg c' siet seulement si 4 ¢ 4.

POSTULAT 3. Si S; estun événement non-nul et a(s)=c et a'(s)=c'
pour chaque s &3S, , alors & ¢ #' étant donné S;, si et seule-
ment si c < c'.,

THEORENE 3. Si S;; est une partition de §S;, et si (pour tout j et
pour tout s), c; ¢ ¢} on a(s) =c; et a'(s)=c] quand s € Sy »
alors # <4' étantdonné S, ; side plus, ¢;<c) sur un S;; non
nul, alors @ < 4' étant donné S.

Notons bien que nous pouvions déduire le théoréme 3, étant
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donné les postulats 1 et 2. Le théoréme 3 et le postulat 3 ex-
priment la méme idée.

DEFINITION 5. L'événement S; n'est pas plus probable qu'un autre
événement S;, si et seulement si chaque fois que :
(i) ¢ et <¢' sont deux conséquences telles que c¢ < c'

(ii) a(s) = ¢ et a(s)=c' pour s €S, et pour s € ~ S5,
respectivement, et

(iii) a'(s) = ¢ et a'(s)=c' pour sS€E€S
respectivement,

j et pour s € ~ 5

alors nous avons &' < #.

De plus, 5; < 5; si et seulement si #'< 4 avec conditions
(1) - (iii).

La définition donnée ci-dessus entraine une comparaison entre
la probabilité d'un événement S; et la probabilité d'un autre évé-
nement Sj . En utilisant la relation binaire ¢ entre deux événe-
ments S; et S;, nous avons déja dit que la relation signifie que
'événement 5, n'est pas plus probable que l'événement S;. En
rappelant ce que nous avons dit de la probabilité qualitative dans
le chapitre précédent, nous écrirons qu'une relation ¢ représen-
tera la probabilité qualitative si

o(i) ¢ est un ordre complet

o(ii) S, ¢ S,

; si et seulement si S, US; ¢ Sj Us, ot

S, NS, =S NS, =@
o(iii) @ <« S;, @ <« S.

Afin que la relation ¢ puisse représenter la probabilité qua-
litative, nous avons besoin des postulats suivants :

POSTULAT 4. Pour chaque paire d'événements S; et S;, une des
trois relations S; < S;, S;=.8S,, 5;< 5; a lieu. (Autrement dit,
chaque paire d'événements est comparable),

POSTULAT 5. 11 y a au moins une paire d'actes ¢, 4' pour les-
quels la relation 4 < 4' est satisfaite.

IL.e postulat 5 exclut la possibilité que S soit nul, car si S
¢tait nul, pour chaque paire d'actes g, #4' nous aurions 4 -=.a',
et vice versa. On peut le voir aisément en considérant le postulat 2.

THEORENE 4. lL.a relation ¢ assignée aux événements S, implique
une probabilité qualitative,
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N

Quant & la démonstration de ce théoréme, il suffit de noter
que les trois conditions o(i) & o(iii) sont satisfaites ; la condition
o(i) est satisfaite en vertu des postulats 1 et 4 et de la définition 5,
la condition o(ii) du postulat 2 et de la définition 5, et la condition
o(iii) des postulats 1 et 5 et de la définition 5.

DEFINITION 6. Une probabilité-mesure sur un ensemble S est une
fonction P(S;) qui attache & chaque S; appartenant & l'ensemble
des sous-ensembles de S un nombre réel tel que :

pi) P(5) 20 V S

si S, NS, =0
p(iii) P(S) = 1

DEFINITION 7. Si S posséde une probabilité-mesure P et égale-
ment une probabilité qualitative ¢ telles que, pour chaque paire
de 8,, 5§, P(S,) < P(Sj) si et seulement si S;¢S;, alors P
sera dit &tre strictement conforme a la probabilité ¢ . Si S ¢ 5,
n'implique que P(S)) ¢ P(SJ), alors P sera dit &tre presque
conforme a g

& .

Les postulats 1 4 5 (avec les définitions données) conduisent
a4 la probabilité qualitative, mais ils ne sont pas suffisants pour
l'existence d'une mesure sur l'ensemble S . On doit admettre un
autre postulat pour que S possede une probabilité-mesure P qui
sera (ou bien sirictement ou bien presque) conforme & la probabilité
qualitative ¢ . Si 1l'on accepte le nouveau postulat qui, sQGrement,
imposera une ou plusieurs restrictions sur l'ensemble S et éga-
lement sur la probabilité qualitative, une correspondance sera éta-
blie entre la probabilité qualitative et la probabilité quantitative.
Cette correspondance une fois établie, on peut remplacer les pro-
babilités qualitatives par leurs valeurs numériques pour faire le
calcul qui conduira a la décision.

Quand M. de FINETTI (1937) a exposé ses idées sur la pro-
babilité qualitative, I1'hypothése qu'il a prise pour que S posseéde
une probabilité mesure était :

L'ensemble S peut 8tre divisé en sous-ensembles en nombre
arbitrairement grand, les sous-ensembles étant équivalents entre
eux,

M. de FINETTI a démontré sous cette hypothése qu'un ordre
complet sur l'ensemble des sous-ensembles de S est conforme a
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une mesure. I1 est évident que cette hypothése implique que le
nombre d'éléments atomiques dans S est infini.

M. SAVAGE énonce son sixiéme postulat comme suit :

POSTULAT 6. Supposons que # < a'. Alors pour chague conséquence
¢, il y a une partition de S, suffisamment fine, qui donne un
ensemble d'événements en nombre fini tel que, si ou bien & ou
bien #' est modifié afin de donner la valeur c¢ sur un seul évé-
nement de cette partition, la préférence entre @' et @& n'est pas
modifiée.

Il est évident que le postulat de M. SAVAGE, comme celui
de M. de FINETTI, entralne que le nombre d'éléments atomiques
de S est infini. En plus, ce postulat, comme M. SAVAGE lui-
méme 1'avoue, est un peu plus restrictif en ce qui concerne la lo-
gique, que la supposition de M. de FINETTI.

Notre propos ici, est de remplacer le postulat 6 de M. SAVAGE
ainsi que 1l'hypothése de M., de FINETTI par un autre postulat de
fagon a rendre l'ordre complet sur les sous-ensembles de S
conforme a une mesure, l'ensemble S étant fini. Rappelons-nous que
la condition d'Additivité Etendue est une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un ordre complet soit conforme & une mesure. Donc
il suffira de prendre la condition d'Additivité Etendue comme notre
postulat 6*. Mais nous essaierons d'exprimer cette condition de telle
facon que le postulat soit en harmonie avec les autres en ce qui
concerne le style de M. SAVAGE.

POSTULAT 6° : Supposons que nous ayons #, < #! étant donné :

(i) C; < ¢

(ii) a(s)=c, s EA et al(s)=c! sE~ A,

(iii) a;(s) = ¢ s €B, et al(s) = c; s €~ B,

Supposons également que A est un événement tel que :

K k
X=Y»A -A et Y=3B-A
i=1 i

=
-

sont deux événements.

Alors si h et h' sontdeux conséquences oli h'< h et si
al(s) =h seX et al(s) = h! s €E~X

al(s) = h s €Y et al'(s) = h! s €E~Y
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nous aurons ¢, < 4.

Nous croyons qu'il est plus facile d'accepter le postulat 6°
que ceux de M. de FINETTI et M. SAVAGE. I1 faut remarquer ici
que l'on se trouve devant une seule difficulté : les valeurs numé-
riques des probabilités qualitatives ne seront pas déterminées uni-
quement. Par rapport 4 la probabilité qualitative de chaque événe-
ment on pourra déterminer un intervalle inclus dans 1'intervalle
(0, 1). Mais, comme nous l'avons déja dit dans le chapitre pré-
cédent, on peut prendre n'importe quel point dans cet intervalle
afin de représenter la probabilité qualitative correspondant a cet
intervalle. Par conséquent nous supposerons dans ce qui suit que
1'on a remplacé des probabilités qualitatives par des valeurs numé-
riques choisies dans les intervalles.






CHAPITRE IV

CONCEPT D'UTILITE

Dans la Science Economique avant 1730, le critére de choix
parmi plusieurs actes était fondé sur 1'espérance mathématique des
pertes et des gains en monnaie (od l'espérance mathématique d'une
variable est la somme des produits obtenus en multipliant chaque
valeur de la variable par la probabilité correspondante). On avait
l'impression que ce critére de l'espérance mathématique découle a
long terme de la loi des grands nombres qui assure la justification
objective. C'est en 1730 qu'on a trouvé une nouvelle ligne de pensée
dans l'ouvrage ''Specimen Theoriae Novae de Mensura Sortis' exposé
devant 1'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg par Daniel
BERNOULLI. Il a suggéré par une approche subjective, un critére
basé sur des espérances mathématiques d'utilités, 1'utilité étant la
mesure de satisfaction gagnée ou perdue qui ne s'exprime pas né-
cessairement par la somme de monnaie gagnée ou perdue. D'apreés
lui, la symétrie des gains et des pertes en monnaie n'est pas
conforme a la symétrie des utilités (ou les satisfactions absolues,
comme les appelle M.M. AILILAIS). Daniel BERNOULLI a illustré
ses idées par beaucoup de contre-exemples dont nous allons citer
les deux suivants :

Supposons qu'un pauvre posséde un billet de loterie avec une
chance sur deux de gagner vingt mille ducats et une chance sur
deux de ne rien gagner. L'espérance mathématique de son gain est
de dix mille ducats. Cependant, il ne semblerait pas un fou en ven-
dant son billet pour mille ducats.

Le deuxieme exemple est déja trés connu : le paradoxe de
Saint-Pétersbourg. Supposons que le joueur gagne 2" francs si on
trouve face pour la premiere fois au ni®€me coup de pile ou face
dans une série de coups. Alors l'espérance mathématique de son
gain se calcule comme suit :

2><l+4xl+8><1+... =1+1+14 ...
2 4 8
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I1 semble que le joueur accepterait le pari a n'importe quelle
condition, car l'espérance mathématique de son gain est une somme
infinie de monnaie.

A partir de tels exemples Daniel BERNOULLI a exposé une
idée fondée sur la loi de 1l'utilité décroissante. Il est allé un peu
plus avant en suggérant qu'on peut prendre le logarithme de la
somme en monnaie pour indiquer la valeur numérique de 1'utilité .
11 est évident que des utilités représentées par des logarithmes des
sommes en monnaie obéissent a la loi de 1'utilité décroissante, mais
comme Gabriel CRAMER ]'a démontré dans une lettre &8 BERNOULILI,
les logarithmes peuvent créer de sérieuses difficultés, car si les
logarithmes sont utilisés, le paradoxe de Saint-Pétersburg peut se
modifier de sorte qu'ils conduisent a4 une contradiction du raisonne-
ment. Donc, malheureusement, du point de vue classique, les uti-
lités ne peuvent pas se représenter avec les quantités précisées,
car si U est une fonction d'utilité particuliere, et F(U) est
n'importe quelle fonction monotone, croissante et arbitraire de U,
alors F(U) également représentera 1l'utilité, en satisfaisant tout
ce qui est exigé de U . Ainsi, malgré le fait qu'apres 1l'exposé de
la théorie de BERNOUILLI, les économistes du 18&me et du 1% me
siécles commencérent a parler de 1'utilité de conséquences en dehors
de 1'utilité de monnaie, on admettait en général d'aprés PARETO
que la notion de 1'utilité ne pouvait pas &tre utile du point de vue
pratique, car 1'utilité ne pouvait pas se déterminer sauf A une
transformation monotone prés. On a supposé dés lors que 1'utili-
té est un nombre réel attaché & la conséquence c¢ tel que :

Ul(e) ¢ Ule') si et seulement si c g c'. (ul)

La notion de 1'utilité, comme BERNOULLI 1l'a congue, a été
rénovée par RAMSEY (1926 et 1928) et un peu plus tard par von
NEUMANN et MORGENSTERN, Bref, dans leur travail, l'existence
d'une fonction qui dirige le choix d'un acte en rendant maximum la
satisfaction obtenue, peut &tre établie du point de vue mathématique .
Sous certaines hypothéses, von NEUMANN et MORGENSTERN ont
démontré qu'il existe une utilité classique (c'est-i-dire au sens de
BERNOULLI) satisfaisant la condition (ul) donnée plus haut, et en
méme temps vérifiant la condition :

Ulp, 4,, p, 4,) = p, U&) +p, UE) (u2)

od p +p,=1, etd'aprés nos notations (p, 4,, p, 4,) signifie un
acte qui produit la conséquence de l'acte @, sur l'événement 5
dont la probabilité est p,, et produit la mé&me conséquence que

1'acte 3(2 en dehors de S, . De plus, la notion d'utilité avancée
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par von NEUMANN et MORGENSTERN entralne le fait que chaque uti-
lité est une fonction linéaire et croissante de chaque autre.

Dans son ouvrage M. SAVAGE a suivi la ligne de pensée et
la méthode de démonstration de von NEUMANN et MORGENSTERN
pour s'étendre sur la détermination de la fonction d'utilité unique-
ment. Apreés avoir établi l'existence d'une telle fonction d'utilité
parmi d'autres choses intéressantes, il a pris le 7éme postulat
comme suit :

POSTULAT 7. Si g ¢ ¢») a'(s), étant donné B, pour chaque s €B,
alors #< (») ¢', étant donné B . Bien entendu que M. SAVAGE
a évité le postulat suivant :

Si U(4d) et U(4') tous les deux existent, alors 4 <d' si
et seulement si U(d) ¢ U(d'), ot U(#) est l'espérance mathéma-
tique d'utilités attachées aux conséquences de l'acte ¢ . Plus clai-
rement, si S, est une partition de S et sil'acte 4 attache
la conséquence c; & l'événement Si(lg1ig k), alors :

U(d) = i p, Ule,)
i-1

ol p, estlaprobabilité de S; et U(c;) est l'utilité de c; étant
une valeur numérique attachée a ¢ (l< i< k). Ce postulat que M,
Jacob MARSCHAK a appelé la Reégle de Daniel BERNOULLI, exige
d'aprés M. SAVAGE, plus d'esprit mathématique que de cohérence
intuitive parmi les décisions ; c'est la raison d'éviter la forme de
ce postulat).

Von NEUMANN et MORGENSTERN, BLACKWELL et GIRSCHIK ,
SAVAGE, LUCE et RAIFFA et beaucoup d'autres auteurs ont consi-
déré les postulats pour démontrer l'existence unique d'une fonction
d'utilité obéissant aux conditions (ul) et (u2). Mais le point de
départ est toujours le méme, étant la correspondance entre une
probabilité variable p et un systéme d'entités. Il s'agit d'une cor-
respondance biunivoque et monotone entre l'intervalle 0 p g1 et
U< wWg Vv, ot u, , v, sont deux entités prédéterminées. Cette
correspondance a €té établie par une proposition prise comme un
axiome dans les travaux de von NEUMANN et MORGENSTERN et
de BLACKWELIL et GIRSCHIK. M. SAVAGE, d'autre part, a dé-
montré la proposition comme un théoréme découlant de ses postu-
lats 1 4 6 : nous l'appellerons proposition 1.

Si d,< 4, et g,cd<d, alors il y a une et seulement une
valeur de p(0 ¢ P <1) telleque (cl) (o d,, (1 -p) 4,) =4 . Tous
les auteurs montrent que la correspondance établie par cette pro-
position conduit a introduire des fonctions d'utilité déterminées, et
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que les choix sont dirigés par les espérances mathématiques de ces
utilités.

Prenons la question de 1'existence d'une fonction d'utilité quand
ilya n états de la Nature, m conséquences et m® actes. Peut-
on trouver une fonction unique en représentant 1'utilité dans ce cas ?
Notons tout d'abord que l'unicité de la fonction d'utilité dépend en-
tierement de la proposition 1 dont la démonstration est basée sur
1'hypothése que 1'ensemble S peut étre 1'objet d'une partition entre
des sous-ensembles arbitrairement petits (ce qui implique néces-
sairement que 1'ensemble S est infini) ou sur une variante de cette
hypothése. M. SUPPES, d'autre part, a supposé que l'ensemble S
soit arbitraire, mais 1'ensemble d'actes soit infini. Il est donc évi-
dent que pour démontrer l'existence d'une fonction unique d'utilité
on a besoin de la proposition 1 ou bien comme un postulat (axiome)
ou bien comme un théoréme. Dans notre cas ol l'ensemble S est
fini, il faut donc formuler un autre postulat, outre les.postulats 1 & 5
et 6° afin de trouver et établir une fonction unique d'utilité. L'un

consiste & supposer le postulat suivant :

Soient :
#’1 < di < #2 v i

les utilités de m conséquences sont telles qu'il existe une parti-
tion de S; de l'ensemble S, qui entralne toujours une probabilité
unique P, telle que :

(o, 4, (1-p) d)=a, ¥ i (c2)

(La différence entre la condition (cl) et la condition (c¢2) est
évidente ').

p, ¢étant unique, la correspondance une a une peut s'établir
entre p, et aii , en démontrant enfin 1'existence d'une fonction
discrete d'utilité, qui satisfera les conditions (ul) et (u2) et qui
dirigera le critére du choix, en suivant exactement la méme méthode
adoptée par von NEUMANN et MORGENSTERN afin d'établir 1'exis-
tence de la fonction continue d'utilité. Il faut noter aussi que les
utilités déterminées par cette fonction discrete sont uniques.

11 faut toutefois avouer que le postulat que nous venons de
formuler est sans doute trés fort en ce qui concerne des restric-
tions sur l'ensemble S d'états de la Nature et également sur
l'ensemble € de conséquences. En régle générale, nous ne voulons
pas imposer des conditions tellement fortes sur S et sur ¢,
Nous allons ainsi traiter le cas plus général, en abandonnant le
postulat : de maniére précise, on admettra donc qu'il n'est pas né-
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cessairement exact qu'on pourra toujours trouver un p, unique tel
que la condition (c2) est satisfaite.

Nous pouvons conclure de tout ce que nous avons dit & propos
de 1'existence unique d'une fonction d'utilité que, dans le cas envi-
sagé ici, on ne pourra plus représenter 1'utilité par un nombre réel
et unique a4 défaut d'un autre postulat en plus des postulats 1 a5 et
6* , car 1l'unicité de 1'utilité eniralne l'unicité de p satisfaisant la
condition (c2). Notre but est donc de formuler d'autres postulats
nécessaires en plus des postulats 1 a5 et 6° afin de représenter
des utilités par des quantités réelles qui ne sont pas nécessairement

uniques.

Il ne sera pas hors du sujet de discuter ici un autre point de
vue possible. Nous voulons parier de celui de M. HAUSNER qui a
considéré un cas particulier ol la condition (cl) ne peut étre ad-
mise. Prenons l'exemple suivant :

Supposons qu'il y ait trois conséquences seulement : la mort
(A), le gain de 100 francs (B) et le gain de 200 frs (C).

Nous avons A < B <« C, mais en ce qui concerne la logique
du raisonnement, on ne pourra pas déterminer une valeur numé-
rique p telle que la relation :

(PA, 1-p)C)=-B od O0<pc<l

ait lieu. Dans son exposé, M. HAUSNER a considéré les cas de
ce type. Il a évité les conditions (cl) et (c2) et ensuite il a
représenté sous certaines hypothéses 1'utilité non pas par un seul
nombre réel, mais par un point dans 1l'espace a plusieurs dimen-
sions (c'est-a-dire, par un vecteur réel). Cependant, nous ne vou-
lons pas du tout pénétrer profondément dans la théorie de M.
HAUSNER et nous nous arréterons ici en disant qu'il nous semble
possible de rencontrer les personnes auxquelles :

(pPA, 1-pC)=-B ou O0<pc<l

ot p est arbitrairement petit et la préférence pour C est beau-
coup plus forte que celle pour B.

On peut bien voir la différence entre le cas étudié ici et celui
de M. HAUSNER. Pour éviter la confusion, nous dirons plus net-
tement qu'on suppose dans celui qui suit, qu'il n'y ait pas des actes
tels que n'importe quelle punition sera préférée a eux et également
qu'il n'y ait pas des actes qui seraient préférés a n'importe quelle
récompense. Dans le chapitre suivant nous construirons des pos-

tulats qui apporteront sOrement quelques contraintes sur l'ordre im-
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posé sur l'ensemble de conséquences mais qui nous permettirons
d'attribuer les valeurs numériques aux utilités des actes, sous ré-
serve de 1l'hypothése que le décideur maximise 1'espérance mathé-
matique d'utilité des conséquences d'un acte.

Avant de conclure ce chapitre, nous allons présenter une autre
attitude - celle de M., MORLAT qui a bien voulu me conseiller a
chaque étape de cette étude. Le probléeme se pose de la maniére
suivante :

I1yal'ensemble S de n états de la Nature, l'ensemble @€
de m conséquences et par conséquent, l'ensemble & de m®
actes. Supposons que l'homme rationnel ait imposé un ordre com-
plet sur l'ensemble 8 des sous-ensembles de S aussi bien qu'un
ordre complet sur 1'ensemble @ d'actes. Nous avons déja vu que
si l'ordre complet sur & satisfait en plus la condition d'Additivité
Etendue (AE), alors cet ordre entraine l'existence d'une mesure
non-unique sur & et que les valeurs numériques de probabilités
subjectives se trouvent dans un ensemble convexe P déterminé
par la condition (AE) dans 1l'espace &4 n dimensions. (Nous
avons dit également que l'on peut réduire cet ensemble convexe
méme a un seul point en tenant compte des autres informations et
des autres données ayant rapport a l'ordre déja imposé). D'autre
part, sous réserve de l'hypothése qu'on préfére un acte pour lequel
l'espérance mathématique d'utilité des conséquences attachées par
cet acte aux états est maximisée, l'ordre complet sur 1l'ensemble
& d'actes nous donne des inégalités comme les suivantes :

U(e?)

i

-
_’U
a
__O
A\

S e
]

1

1 k
ot ngi<1,0<pj<1,zp=zp4=1
N J

i=

-
—-
—

et Ul(c;) est 1'utilité de la conséquence c¢; ; ces inégalités enfin

s'écrivent, ayant été simplifiées, sous la forme :

}__‘.1?\w p, Ule,) >0 (L)
ot A,=-1,1 ou O
Y
Z)\wpw=0 ngwgl
w=1

le nombre de p =~ étant' n et le nombre de U(cy,) étant m .
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Intuitivement, il semble qu'il existe un ensemble U (pas
nécessairement convexe) dans l'espace 3 m +n dimensions, les
p,, Vvenant de l'ensemble convexe P et les éléments de U sa-
tisfaisant la suite des inégalités (L) . En fait, les inégalités (L)
sont des formes bilinéaires &4 m + n inconnues sous certaines
contraintes impliquées par 1'ordre complet sur 8§, & et aU.

Bien que cette notion de l'existence de U soit vraisemblable
intuitivement, on manque malheureusement pour le moment de mé-
thodes mathématiques pour trouver un tel ensemble U . Il est donc
évident que la démonstration de l'existence de U conduira d'un
c6té a un exposé de l'existence d'utilité sans unicité, et s'étendra
de l'autre a un développement du sujet ''La programmation bili-
néaire'’. I1 faut citer ici la suggestion de M. VILLE A ce propos.
I1 a suggéré qu'on peut ajouter des inconnues a, qui seront non-
négatives dans les équations suivantes :

(SR

)\w pw U (Cjw)—ak =0

w

"
[

et trouver l'existence de la solution (probablement non-unique) pour
les U inconnus dans ces équations. Force nous est de différer
pour le moment la recherche d'une solution a ce probléme, mais
nous espérons avoir 1'occasion d'y revenir dans une étude ultérieure.






CHAPITRE Vv

SUR L'EXISTENCE D'UNE FONCTION D’UTILITE
DANS LE CAS D'UN NOMBRE FINI D’ETATS

Tout d'abord nous allons introduire quelques définitions et éga-
lement quelques nouvelles notations que nous utiliserons a partir
d'ici dans la recherche d'une fonction d'utilité.

Si un acte # associe a1'état s; de la Nature la conséquence
Cyy (1 £ j £n) respectivement, ot 1i;, ij..., i, sont n nombres
choisis parmi les entiers de 1 & m sans aucune restriction de choix,
alors cet acte #§ se représentera comme ¢=(P1011, P2Ci, .- s P,C1,)
ol p(sy) = ps(1 € j<n). Nous appellerons cy, la jéme coordonnée
de 4.

Siun acte 4 associe & 1'événement S, la conséquence ¢ et
associe & ~ 5, la conséquence c', alors cet acte 4 se repré-
tera comme (p, ¢, (1 -p,)c') obt p(§)=p.

Un acte qui associe la méme conséquence ¢; & chaque état
s;{1 £ j<n) s'appellera un acte constant et se représentera comme
(c;) . Par conséquent, si A et #' sont deux actes constants avec
les conséquences ¢ et c¢' respectivement, alors l'acte (p, c ,
(1 - p,) ¢') peut se représenter comme (p, 4, (1 -p,) &').

Pour faciliter le langage, nous appellerons ici "acte mixte"
un acte qui n'est pas constant.

Apreés avoir donné ces définitions et ces notations, nous nous
proposons d'étudier les théorémes démontrés ci-dessous a l'aide des
postulats 14 5 et de théorémes déja établis plus haut dans le cha-
pitre IIIL.

THEORENE 1. Soient # et #' deux actes constants ol g4 < @',
Alors nous aurons

d<(pd, (1-p &) <4 pour 0<pc<1

Démonstration. Soit S; 1'événement dont la probabilité est p . Donc
la probabilité de ~ S; est égale 2 1-p.



62

L'acte (p £, (1 -p) #4') est définitivement préféré a l'acte
4 sur ~ S, ; d'autre part, aucun d'entre eux n'est préféré a l'autre
sur S; . Ainsi, d'aprés le théoréme 2 (chapitre III) nous avons :

g<(p g, (L-p) 4

D'autre part, l'acte #' est définitivement préféré a l'acte
(p 4, (1 ~p)4') sur S; tandis que, sur ~ S;, aucun d'eux n'est
préféré a l'autre. Ainsi nous avons :

(pd, (1-p)d)<4d

Une généralisation du théoréme s'exprime dans le théoréme 2
dont on a omis la démonstration qui est évidente'd'aprés le théo-
réme 2 et le théordme 3 (chapitre III).

THEOREYE 2. Soient #; ,... #; et gy ... #;, des actes constants.
Supposons qu'il y ait éeux actes mixtes

di = (py @y, ,-.. P, éln) Viip >0

n

¢j=(p1 ¢11""pn #Jn) et Zp,=1

i=}

Alors

ficds si Ay o), (1<ksn)

De plus, nous aurons #;<4#; si #, <4, pour au moins un k.

Nous allons étudier maintenant une proposition qui est impor-
tante, car elle établit une correspondance en quelque sorte entre les
actes mixtes et les probabilités. En effet, le théoréme exprime que
l'ordre de deux actes mixtes de la forme (p 4, (1 -p) 4') s'éta-
blit par rapport a la valeur de 1 -p.

THEORENE 3. Soient 4 et #' deux actes constants ot 4 < 4' .
Alors nous avons :

(pl #‘ ’ (1 - pl) #l) < (pz # s (1 - pz) #")
si et seulement si

041—p1<1—p2s1
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Démonstration. Soit S, 1'événement dont la probabilité est p, .
Alors l'acte (p, #, (1 ~p;) #') et l'lacte A sont équivalents sur
S, ou tous les deux ont la méme conséquence ; également, l'acte
(p, #, (1-p)4') etlacte #' sontéquivalents en dehors de S, ,
en ce qui concerne l'autre conséquence.

Soit S, 1'événement dont la probabilité est p, . Alors l'acte
(p, 4, (1 —p,) 4') et l'acte 4 auront la méme conséquence sur S,
tandis que l'acte (p 4, (1 — p) &'} et l'acte # produiront la méme
conséquence sur ~ S, . Autrement dit, (p, #, (1 — p,) 4') et & se-
ront équivalents sur S, et (p, &, (1-p,) #') et 4' serontéqui-
valents sur ~ §,.

En rappelant maintenant la définition 5 donnée dans le cha-

pitre III, et que par hypothése & <g', nous avons :

(p,d, (1-p) g)<(p &, (1 -py) &)

si et seulement si la probabilité de S; est plus grande que la
probabilité de §; : c'est-a-dire que p, <p, ou l-p <1-p,.

Le théoréme suivant établit une propriété de la fonction d'uti-
lité si cette fonction existe.

THEORE¥E 4. Si U est une utilité et p , o sont des nombres réels
avec p> 0, alors U' =p U +0 représente également une utilité.

Démonstration. Puisque U(d) et U(#') sont les nombres réels et
nous avons :

alors :
c'est-a-dire :

Donec U' est aussi une utilité.

COROLLAIRE. Supposons qu'il existe une utilité et que 4 <4', 4 et
4' étant deux actes constants. Alors si U(d) et U(4") sont deux
nombres réels quelconques avec U(#) < U(4') , il existe une fonction
U d'utilité qui entrafne les deux valeurs U(d) et U(4").

Ce corollaire est évident d'aprés le théoréme.
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I1 faut bien noter qu'une proposition dont la démonstration se
trouve dans l'ouvrage de M. SAVAGE, ne peut pas tenir dans le cas
étudié ici, car nous avons évité la condition qu'il existe une valeur
unique de p telle que :

(p é’: (1 - p) #l) = #”
pour :
Ogpsl et fFed" s

Cette proposition est liée au théoréme 4 et exprime qu'il existe des
nombres p et o avec p >0, telsque U'=pU+0c ou U et
U' sont desutilités. Considérée conjointement avec le théoréme 8,
elle entraine que chaque utilité est une fonction linéaire de chaque
autre.

Nous définissons l'addition (+) et 1'équivalence (~) a l'égard
des actes comme

Ay + 4~ 4+ 4} (4, plus 4; est équivalent & 4y plus 4Y)
si, étant donné une conséquence <¢; qui se trouve étre la jéme
coordonnée de r actes (r =0, 1, 2) parmi d; et ;1,, cy se
trouve €tre la jéme coordonnée de r et seulement r actes parmi
et dY.

Cette notion peut étre généralisée dans le cas de p actes et
nous écrirons

P p
Z i‘n"‘z #12
i=1 i=1

si la conséquence c¢; qui se trouve comme la jéme coordonnée de
r (0 <r < p) actes parmi 4,,, #;,,... #p figure aussi le méme
nombre (r) de fois comme la jéme coordonnée parmi #,,, #29,... #p2-

I1 suit aussi qu'étant donné A, &~ 4.

Avec ces notations la définition de la compatibilité avec une
valuation (donnée dans le chapiire I) se modifie comme suit :

Un ordre complet sera dit compatible avec une valuation si et
seulement si, l'on n'aura jamais

i~

P
2 ﬁn ~ #12 ’
i=1

-

i=

étant donné 4, ¢ 4;, (1< igp) au moins une des relations étant
une inégalité stricte.
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Nous définissons une opération ternaire (+,~) comme suit :
Etant donnés trois éléments #,, #, et #, dans @, 4 +&—#
sera défini si pour 1g jg¢n lajéme coordonnée de g; se trouve
étre la jeme coordonnée de au moins un de #, et &, . Dans ce
cas @;+4d;- 4, se représentera comme un acte dans & . Trois
cas peuvent se produire a l'égard de chaque coordonnée :

(i) et (ii) Si la jéme coordonnée de ¢, est la mé&me que la
jéeme coordonnée de 4; (#;) tout en étant différente de la jeme
coordonnée de #; (d;), alors on définira la jéme coordonnée de

d, +4; - 4, comme étant celle de 4, (4,).
(iii) Si la jéme coordonnée de @, est la méme que les jémes

coordonnées de 4, et de 4, (qui sont donc identiques), alors
on définira la jéme coordonnée de #, +#,~ 4, comme étant celle

de 4#, .
THEORENE 5. Etant donné deux actes 4, et ;(j , on peut trouver un
acte #, tel que #; +#;-# est un acte.

Démonstration du théoréme 5. Choisissez la jéme coordonnée de 4,
comme la jéme coordonnée de #1 ou #j . Le théoréme suit de la
définition de 4, + 4, - 4, .

Cor. 1. Etant donné #; et #; distincts, on peut trouver plusieurs
Ay tels que &; + 4; - 4 sera un acte.

Ce théoréme peut étre généralisé dans le théoréme 6 qui suit
et qui se démontre facilement.

THEORENE 6. Etant donné 4;, 1 i gp, on peut trouver

4y, 1sisp-1

tels que :

Ar+da— Al +As A+ +¢~p_¢';7-1

soit un acte. (On écrira cet acte comme :
p-1
2 d’i - 2 #ll 3
1=1 i=1
les ordres de sommes étant importants).
D'apreés la notion de 1'Additivité nous définissons celle de
V -additivité.
Un ordre complet sur @ sera dit satisfaire la condition de

V-Additivité si, étant donné #;<4; et # <d}y (avec au moins
une des inégalités stricte), et si 4, est un acte tel que :
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i+ Al - A et Ay + 4y -4y

sont définis, alors :

A+l - Ao <A+ A -4
Soit v une valuation telle que si :

Ad=(pci, PyCi, .... P, Cy,
nous avons v(d) =v; et si :

é:(plcil; Py Ciys -+-- By Cin)

alors :

v(#):plvil+p2v12+.... + P, vy

o v, (1 i ¢n) sont n wvaleurs numériques. Nous supposons que
0 <v; €1, sans perte de généralité.

En donnant ces valeurs on obtient un ordre complet sur les
éléments de & (c'est-a-dire les actes dans & seront ordonnés
selon les valeurs données).

Comme défini dans le chapitre 1, un ordre complet imposé
par la relation binaire ¢ sur les éléments de & est dit prove-
nir d'une mesure si 1'on peut attacher aux actes constants #; de
@ les valeurs v; telles que quand

#=(p ci s PyCyys-v- By ) SR =(pcy s P Cyyue By Cyy)

nous aurons :
= 1 -
v(#) = p, Vi, + Py Vi, t ... + P V1n<V(¢)—p1V1‘+p2ij+--- +P, vy -

De plus, quand 4 <g', v{#) < v(#').

Notre propos ici est de trouver la condition entrainée par
l'ordre imposé sur @ qui sera compatible avec une valuation.

D'aprés 1l'idée déja exposée dans le chapitre 1, nous savons
que l'ordre imposé sur les actes dans & , donne une série d'iné-
galités (et d'égalités) avec les inconnues v;(l i ¢ m). La solution
numérique (pas nécessairement unique) existe si et seulement si cet
ordre est compatible avec une valuation.

D'aprés la condition d'Additivité Etendue, nous construisons la
condition de V-Additivité Etendue (VAE) comme suit :

Donnons ¢‘1 s-;iiz(l <1< p) au moins une des relations étant
une inégalité stricte.
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Si 'on peut trouver des #13(1 gigp-1)tels que

p p-1 p p-1
1= A, - Y Ay et d2= Y AL,-T Ay
i=1 i1 i=1 =1
sont deux actes dans & , alors nous aurons pour chaque valeur ad-
missible de p,

A <@

Tout & l'heure nous démontrerons que la condition de la V-
Additivité Etendue est une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un ordre soit compatible avec une valuation c'est-a-dire l'ordre
provienne d'une mesure. Mais avant de démontrer cela, nous allons
citer un contre-exemple, montrant que la condition de V-Additivité
ne suffit pas pour qu'une telle valuation existe. Nous avons considéré
le méme exemple que KRAFT, PRATT et SEIDENBERG ont cité
dans leur article.

Soient S ={s;, sa, S3, S4, S5} et € = {c;, co}. 1 y a 2° actes
dans @ . Nous supposons que l'ensemble § des sous-ensembles
de S est ordonné par un ordre simple qui satisfait la condition
d'Additivité. De ce qui est déja démontré, il suit qu'on peut déter-
miner une région admissible  dans l'espace & 5 dimensions, dans
laquelle n'importe quel point (p,, p,, Ps, Py Ps) donne les valeurs
numériques de probabilités de {s;} 1 €i £ 5. On choisit un point et
ensuite on représente la probabilité {s,} par p, (11 £5). Pour
la commodité d'écriture, nous allons abandonner p,, p,, Py, P, DPj
et écrirons, par exemple, (c,, €5, Cy{, C;, C3) au lieu de (plcl,
PCys PyCis PeCps PsCyp)-

L'ordre complet est le suivant
(cy, ey, ¢, ¢, ¢1) <fcp, ¢y, ey, ¢, ¢)<ler, c3,c1, €1, €1)
(1, €1, ¢z, ¢, c1) <(cy, ca, c1, e, cy)<(ca, 1, ca, €1, c1)
(1, €1, ¢, ¢, ¢1) <¢(ca, ¢y, ¢y, Ca, ¢y) ey, c2, C2, €3, 1)

ey, ¢y, e, ¢, c2)<(eg, ca,ca, 1, c1)<(cy, g, €1, Cca, c1)

-

{cy, ¢y, €z, cp,c1)<(cy, ¢y, g, €y, C3) € {cz, ca, c1, Ca, cy)

{c1, cg3, ¢, ¢1, ca)<{eg, ey, cg, €3, ) € (cy, €1, €2, €1, C2)

-

(ey, ea, c2,ca, c1) <(ea, c3, €1, ¢1, c2) < (c2, €1, €2, €1, cC2)

-

(1, e¢1,c1, ez, cy) €(c3, c3, c2, ca, c1) €(cz, 1, c1, c2, c2)
(e, c3, €3, c1, €2} <{cg, ez, Ccy, €1, cg) € (cy, €2, C1, C2, cC2)
(c1, €1, ca, c2, ca) <(c2, c2, c1, C2, c2) < (ca, €1, C2, C2, C2)

(ey, Cp, 05, €5, Cy) <leg, €y, ¢y, ¢y, )
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En choisissant les actes de cet ensemble de 32 actes, l'on
peut vérifier la condition de la V-Additivité. Mais choisissez mainte-
nant :

#

ds=(cg, c3, ¢, c3, 1), ha=(c1, c2, ca, ¢, c1) ,

{c3, €1, €3, €1, €y, #g=(c;, ¢1, ¢, €z, ¢y,

¢5=(Cl, c1, €2, 2, &), gg=(c3, c1, c1, ¢1, c3),
On peut voir que #, <d,, d;< &, et d5<f; avec

A+ ds+ds~dr+Aa+de

Alors cet ordre n'est pas compatible avec une valuation et comme
conséquence, il ne provient pas d'une mesure.

Prenons maintenant la condition de la V-Additivité Etendue.

THEORENE 7. Un ordre complet sur & provient d'une mesure si et
seulement si cet ordre vérifie la condition de la V-Additivité Etendue.

Démonstration du théoréme 7. La proposition découle du théoréme 1
(chapitre 1) si I'on peut démontrer que la condition de V-Additivité
Etendue est nécessaire et suffisante pour qu'un ordre complet sur
& soit compatible avec une valuation,

Supposons d'abord qu'un ordre complet sur @ est compatible
avec une valuation. Soient #; 1$-¢12 (1<i €£p) avec au moins une des
relations strictement une inégalité. Alors nous n'aurons jamais

p p
2 #11"’ }:, #i

i=1 2

-
-

Soient ¢i3 (l¢igp-1)p-1 actes tels que

P p-1 P p-1
DK THED) é-ia et ¥ #12" > A
) =1 =1

i =1

-

sont deux actes.

Supposons s'il soit possible que :

pj p-1 P p-1
Y #12 -7 Aiy <y #11 -y 51(13
i1 i1 i1 {71
Considérons maintenant les relations ;ﬁil £ #iz(l gigp)et:
-1

P p-1 P P
2, ¢-i2" Z é’ia < X ¢11‘ Z ;413
i=1 = i

i=1 i =1

—
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I1 est évident que
p ) p-1 p D p-1
Tyt X by XAy~ XA+ XA, - X Ay
1=1 =1 =1 t=1 1=1 1=1

en contradiction avec 1'hypothése de la compatibilité avec une va-
luation.

Ensuite supposons qu'un ordre complet sur @ vérifie la con-
dition de la V-Additivité Etendue. Ainsi nous avons

p p-1 p-1

YA -3 A z A= Y Ay

i=1 i=1 i=1
étant donné #;l\é #12 avec au moins une des relations strictement
une inégalité et #13 étant p -1 actes quelconques tels que

p-1 p p-1

i #11“ z ?ii3 et Z éiz_ 2 #13

i=1 =1 i1=1 i=1

-

soient deux actes.

Il est évident que si chaque c¢; qui se trouve comme la jéme

coordonnée de r actes de #, , #»,,.... #, , se trouvait aussi
comme la jéme coordonnée du méme nombre (r) des actes
#12, #22, NN #,,2 , alors pour chaque j , la jéme coordonnée de

S 4 -% 4y

i=1

n'est que celle de :
P p-1
Y- LA
i=1 i=1
Mais dans ce cas, on aura
i p-1 p
5'11 - Z #13 ~ 2 #12
i=1 i=1 i=1

en contradiction avec 1'hypothése.

Il en découle que si la condition (V-AE) est vérifiée, nous
n'aurons jamais

DRI

i=1
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avec #1, ¢ A1, lgigp ol au moins une des inégalités est stricte
et la démonstration du théoréme est compléte.

Maintenant nous allons définir 1'utilité d'un acte 4.

DEFINITION 1. L'utilité U d'unacte 4 est l'espérance mathéma-
tique des utilités d'actes constants que cet acte # associe aux états
de la Nature comme conséquences.

En notations mathématiques :

U 4= $p U

i=1

od &=(p ¢, P, ¢, ,..., P ¢ ) et Ule, ) estlutilité de l'acte
1 Th 2 Jf n 3,7 34

constant qui & tous les états associe la conséquence ¢ mesurée

numériquement par v, !

De ce qui est dit et qui est démontré ci-dessus, le théoréme
qui suit est évident.

THEORENE 8. Soient # et 4' deux actes quelconques. Si U [4]
signifie 1'espérance mathématique des utilités attachées aux consé-
quences de l'acte 4, alors

U4l <U[#1 si et seulement si 4 « &'

Quant a la définition d'utilité nous voulons attirer 1'attention.
sur les faits suivants :

1/ Nous voyons que si la probabilité mesure est continue, pour
n'importe quel acte constant 4, il sera possible de trouver un p
tel que, étant donné 4 et @4, , nous aurons :

(p #o: (1—9) #1)='¢

ot d,¢ A¢#, et 0¢pg 1. Dans ce cas, alors il est évident que
le problédme se réduira A celui traité par von NEUMANN et MOR -
GENSTERN et la fonction d'utilité ne sera qu'une seule et méme
fonction qu'ils ont considérée afin de démontrer 1l'existence d'utilité.

2/ MM. DAVIDSON et SUPPES ont considéré l'existence de
1'utilité. Ils ont suivi la pensée et la méthode de RAMSEY et ont
pris une série de nouveaux axiomes (plusieurs d'entre eux sont diffé-
rents de ceux que nous avons considérés plus haut). Dans leur cas,
le nombre d'états de la Nature peut étre arbitraire tandis que le
champ de décisions est infini. Mais, parmi leurs axiomes, ils ont
également supposé une hypothése. On peut l'exprimer comme suit :
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Les utilités de conséquences se disposent a des intervalles
réguliers sur 1'échelle d'utilité. (Autrement dit, la différence entre
les utilités est constante pour n'importe quelle paire de conséquences
successives mises en ordre selon la préférence de 1'une sur l'autre).
Tout au début de leur article ils admettent pourtant qu'une telle
hypothése est bien loin de traduire la réalité et nous pensons qu'on
ne peut admetire méme approximativement de le faire dans la plupart
des cas.

3/ De notre cdté nous savons que si la condition (V-AE) est
vérifiée par un ordre complet sur @ , il existe des valeurs numé-
riques v, qu'on peut attacher aux conséquences c¢; pour dénoter
l'utilité de «c; . Mais nous devons remarquer aussi que ces valeurs
numériques v; ne sont pas uniquement déterminées. En fait pour
chaque point (p , p ,... pn) dans la région admissible @ pour
représenter les probabilités p {s;} 14 i¢ n, nous aurons une ré-
gion U (dans l'espace & m dimensions) dans laquelle chaque point
(vl y Vos ee- v,) représentera une c¢ollection de valeurs numériques
pour représenter les utilités Ulc;). Comme dans le cas des pro-
babilités, nous voulons ajouter également ici qu'il n'y a aucune rai-
son de préférer un point ''spécial" 4 un autre dans la région corres-
pondant &4 U, si 1'homme rationnel ne peut donner d'autres con-
traintes qui lui permettent de le justifier.

Le 7éme postulat énoncé par M. SAVAGE est comme suit :

POSTULAT 7. Si #¢a'(s) étant donné S, , pour chaque s € S ,
alors A¢ 4' étant donné S, .

Il nous semble raisonnable maintenant de garder le postulat 7
de M. SAVAGE, en supposant d'abord les postulats 1 a4 5 et 6°. De
tout ce qui est dit ci-dessus, il suit que 1'homme rationnel dont le
comportement est en conformité avec les postulats 1 a 5, 6" et 7
maximise l'espérance mathématique d'utilités de conséquences dans
le cas ol l'ensemble d'états et l'ensemble de conséquences sont
finis.

Avant de terminer ce chapitre nous devons dire qu'il est trés
facile de construire des exemples de comportement qui violent les
axiomes de von NEUMANN et MORGENSTERN. Egalement, M. ALLAIS
a pensé qu'il n'était pas suffisant de considérer l'espérance mathé-
matique d'utilités pour prédire les décisions devant l'incertitude et
le risque ; il faut aussi tenir compte de la variance et peut étre de
moments plus élevés de la distribution de 1'utilité, Il y a des cas
olt cet argument paraft convainquant. Vous préféreriez sfirement la
certitude de gagner un million de francs qu'une chance sur deux
de gagner soit quatre millions de francs soit rien du tout. M.
EDWARDS dit que cette préférence paralt étre due au fait que
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l'espérance mathématique du pari 50 pour 100 est moindre que
I'utilité d'un million de francs, bien que ce soit possible. Une expli-
cation plus simple est que les variances de ces deux propositions
sont différentes. Une preuve de ce fait est que si l'on savait qu'on
doit choisir 20 fois de suite, alors on prendrait probablement chaque
fois le pari 50 - 50, M., ALLAIS a construit plusieurs exemples de
ce type. Cependant, en citant les mots de M. EDWARDS, nous
devons dire que l'introduction de la variance et de moments d'ordre
supérieur de la distribution d'utilités semble rendre totalement in-
soluble le probléme de 1l'application expérimentale de la théorie.
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