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AVANT-PROPOS

L'idée initiale du présent travail provient d'un type de problé-
mes qui se rencontre assez fréquemment en économie et dans la
théorie de la décision.

Un ensemble fini E (de situations économiques, de candidats
4 un examen, de villes, etc,) peut &tre apprécié selon plusieurs
critéres, et l'absence d'opposition entre ces critéres définit sur E
une relation qui est un ordre partiel. Or il appartient souvent a
l'autorité (planificatrice, universitaire, implantatrice, etc.) de fixer
sur E un ordre total qui soit compatible avec cet ordre partiel.
D'ou la question concréte de savoir de combien de maniéres cela
est possible : la réponse permet, si l'on veut, de donner un sens
4 la notion de ''degré d'intervention' de 1'autorité concernée par la
fixation de l'ordre total. '

En langage mathématique, une forme stylisée de la question
est la suivante : étant donné le produit cartésien de n ensembles
finis totalement ordonnés, de cardinaux Pys..., P, SUr les (pl. . pn)!
ordres totaux possibles combien sont-ils compatibles avec l'ordre
partiel "'naturel’ ?

Ayant rapidement soupgonné le probléme de soulever, lorsqu'on
le pose dans sa généralité, des difficultés sérieuses, nous avons
d'abord limité notre intérét au cas particulier ot n = 2. Ce cas,
qui fait 1l'objet de nos chapitres 1 et 2, est commun & notre pro-
bléme et & un probléme plus général, rencontré et résolu par A.
Young [13] & propos de 1'étude de la réduction du groupe symétrique
S, : celui du dénombrement des 'tableaux standard" de forme donnée,
chaque ''forme' étant caractérisée par une partition de 1'entier m.
11 nous est apparu que ce probléme trouvait dans la structure de
treillis (distributif) de 1'ensemble T des partitions d'entiers une
formulation et des méthodes de résolution assez naturelles ; en outre
le treillis T s'introduit en quelque sorte ''de lui-mé&me' lorsque l'on
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étudie la fonction de deux suites d'entiers que nous nommons ''anti-
factorielle'. Nous avons pu, par cette démarche, non seulement re-
trouver les résultats de Young, mais les étendre sur un point im-
portant (introduisant simultanément les partitions de deux entiers
m' et m), et les situer dans un ensemble de propriétés dont quelques-
unes s'appliquent en statistique non-paramétrique (construction de
lois de distribution finies régissant les comparaisons d'échantillons).

Le chapitre 1 a donc un caractére introductif. On y établit,
par des procédés élémentaires, les propriétés d'une classe de dé-
terminants qui jouent un rodle d'outil de démonstration privilégié pour
les propriétés présentées ultérieurement.

On part de 1'idée triviale que z | (antifactorielle de z) est
une maniére commode d'écrire (z ')' et qu'il est naturel d'éten-
dre l'écriture z ! & =z &€ Z, ensemble des entiers rationnels, par
la convention z < 0 = 2z ! = 0. (La propriété de la fonction I' d'une
variable complexe de n'avoir pas de zéros est une justification sup-

plémentaire, non mentionnée dans le texte).

On étend ensuite la signification du symbole ''antifactorielle'’ a
Y, Y'!, ouY et Y' appartiennent tous deux a Y, ensemble des sui-
tes illimitées d'entiers de Z dont un nombre fini seulement sont non
nuls

Y = (y
Y= (vl oy ylooo).

Formant le tableau, illimité en ligne i et colonne j, des nom-
bres y; —y -i+7]. on montre que la restriction de ce tableau
carré aux n premléres lignes et colonnes engendre un déterminant
dont la valeur se stabilise pour n assez grand : c'est cette valeur

qui définit Y, Y'!

Un Y de Y pour lequel les entiers y, -1 sont tous distincts
est appelé régulier. Pour que Y, Y ! # 0 il est nécessaire (mais
non suffisant) que le niveau (somme des termes non nuls) de Y' soit
au moins égal 4 0 et au plus au niveau de Y, et que Y et Y' soient
tous deux réguliers,

Une relation "antécédent-conséquent” est en outre définie

a) dans Y, par le fait que deux suites ne différent que par ur
terme, et pour ce terme par une unité,
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b) dans la partie réguliére Y, de Y, par restriction a Y,.

On établit ensuite deux relations fondamentales entre les quatre
sommes d'antifactorielles que 1'on obtient a partir de Y, Y'! si
1'on remplace Y ou Y', supposés dans Y,, par leurs antécédents ou
conséquents dans Y,

On montre enfin que 1'existence de chaines finies d'antécédents
ou conséquents ''partitionne" Y, en une infinité de treillis distributifs
tous isomorphes & un méme treillis T (treillis de Young), dont 1'élé-
ment général est une suite non-croissante d'entiers non-négatifs
(suite de Young).

Le chapitre 2 étudie quelques propriétés du treillis T.

Dans les paragraphes 2.1, et 2,2, de ce chapitre, on commen-
ce par définir entre deux partitions des entiers respectifs m et m'
(c'est-a-dire entre deux éléments Y et Y' de T) la notion de puis-
sance : c'est le nombre f(Y, Y'}) de ''suites principales' (au sens
de la théorie des treillis) allant de Y' & Y. On montre, grice aux
résultats du chapitre 1,

a) que fY, Y')={(m-m')!Y, Y'!

b) que la somme des puissances de conséquents de Y par rap-
port a Y', moins la somme des puissances de Y par rapport aux
antécédents de Y', donne m -m'+ 1l fois la puissance de Y par
rapport a Y',

On en déduit un résultat relatif & la somme des carrés des
f{(Y, Y') pour m et m' donnés, lequel est une extension d'un résul-
tat de Young (qui correspond au cas m' = 0),

On introduit ensuite la figure cartésienne d'une suite de Young,
comme partie finie Y de l'ensemble N? des couples d'entiers natu-
rels telle que [(x,¥)EY, x'sx ety ¢y] = x',y')EY, et l'on
rappelle comment la "grille'' correspondante peut &tre utilisée pour
un calcul mondme de f(Y) = £f(Y, 0) (théoréme des "équerres'' de
Frame-Robinson-Thrall, 1954), sans pouvoir apparemment s'étendre
d'une maniére simple a celui de £(Y, Y').

Dans les paragraphes 2.3. et 2.4., on définit entre Y et Y'
la richesse w(Y, Y'), comme cardinal du sous-treillis complet de
T qui a pour élément minimal Y' et pour élément maximal Y, et
l'enrichissement comme 1l'accroissement de richesse par passage
soit de Y & un conséquent, soit de Y' & un antécédent.
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On donne deux procédés de calcul de w(Y, Y'), 1'un & l'aide
d'un algorithme trés rapide utilisant la différence des figures car-
tésiennes comme grille de calcul, l'autre & 1'aide d'un déterminant
dont certaines propriétés formelles rappellent celles des détermi-
nants qui définissent Y, Y'.

A l'aide de ces propriétés on établit notamment le résultat
suivant : la somme des enrichissements par passage aux conséquents
de Y, moins la somme des enrichissements pas passage aux anté-
cédents de Y', redonne la richesse entre Y et Y'.

Au paragraphe 2.5, ce résultat est généralisé pour le cas de
wr(Y, Y'), nombre de suites de r termes, croissantes au sens lar-
ge, comprises au sens large entre Y' et Y ; le déterminant corres-
pondant se trouve &tre un moyen d'approche de certains des pro-
blémes abordés au chapitre 3.

Enfin le paragraphe 2.6. indique la traduction de quelques-
uns des résultats du chap., 2 dans le langage commode des problé-
mes dits '"'de scrutin' : probabilité pour que le dépouillement d'un
vote dont le résultat global est connu présente telle ou telle parti-
cularité,

I.e chapitre 3 fait le point de nos tentatives d'exploration du
domaine tridimensionnel. Un solide normal S étant une partie finie
de N’ telle que [(x,y,z)€S, x' < x,¥y' < y,2' < z] = (x',y', ) ES,
les solides normaux s'ordonnent en un treillis distributif T, dans le-
quel se définissent tout naturellement, comme dans T (= T,), une
puissance et une richesse.

Le paragraphe 3.1, pose les définitions générales a partir des
idées du paragraphe 2.5, et étudie, du point de vue de la richesse,
le cas simple olt S est un parallélépipéde : sa richesse (par rap-
port au solide ''vide'') s'exprime alors par un mondme qui laisse
soupgonner une parenté entre les problémes de richesse dans Tj et
ceux de puissance dans T,.

Au paragraphe 3.2, on aborde le probléme de la puissance
dans T3, mais dans le cas d'un sous-treillis trés particulier de T3,
celui des '"encoignures'' : on convient de donner ce nom & un soli-
de normal E ""engendré'' dans N®par (1, 1,c¢), {2, 1,a) et (1, 2, b)
(c 2a et ¢c »b). En appelant f(a, b;c) la puissance correspon-
dante, on indique une méthode de calcul de f(a, b;c) comme som-
a+b+ec )

me des produits des nombres trinomiaux (a hb-kecthsk
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par des coefficients mondmes ©@(h, k) ; on établit 1'expression gé-
nérale de ¢(h, k), et l'on indique sur un exemple numérique sim-
ple une maniére possible d'organiser le calcul,

Dans le cas particulier ol a ¢b = ¢, f(a, b;b) posséde une
expression mondme au calcul de laquelle est consacré le paragra-
phe 3.3 ; bien que relativement laborieux,- ce calcul conduit a un
résultat final susceptible d'une interprétation algorithmique dans le
solide correspondant, laquelle n'est pas sans analogie avec le théo-
réme des ''équerres'.

Toutefois 1'examen de quelques cas tres simples, effectué au
paragraphe final 3,4, ne semble pas laisser grand espoir a la dé-
couverte d'algorithmes mondmes simples pour les ''puissances' de
classes plus étendues de solides normaux,

Qu'il me soit permis, en terminant cette présentation, de rap-
peler de fagon bien imparfaite les multiples motifs de reconnais-
sance que j'ai acquis, a l'occasion de ce travail, a 1'égard de Mon-
sieur le Professeur D, DUGUE. Non seulement il a accepté la ta-
che de diriger et de superviser mes recherches, et en fin de compte
de présider le jury auquel cette thése est soumise, mais il m'a,
4 de nombreuses reprises, aidé directement par des conversations
dont chacune a complété ma documentation, enrichi mes associa-
tions d'idées ou raffermi ma volonté de poursuivre., C'est a lui, en
outre, que je dois les facilités matérielles sans lesquelles ce tra-
vail n'aurait sans doute jamais vu le jour.

Tous mes remerciements vont également & Messieurs les Pro-
fesseurs PISOT et VILLE, qui ont bien voulu participer au jury et
me poser un second sujet, et dont les encouragements et les con-
seils m'ont été constamment précieux,






1. DEFINITION ET PROPRIETES DES ANTIFACTORIELLES

1.1, ANTIFACTORIELLES -

1.1.1. Definition de Y.

Z désignant l'anneau des entiers rationnels, appelons Y le
Z -module libre engendré par une base dénombrable {1,, 1,,..., 1,,...},
ou, si l'on préféere, l'ensemble des suites illimitées d'entiers ra-
tionnels dans lesquelles il n'y a qu'un nombre fini d'entiers non nuls,

Si YEY, Y est une application de l'ensemble N des entiers
naturels dans Z (Y CZN). Si Y est la restriction de Y a
{1, 2,..., n}, ona Y, €11"; en particulier si n=1, Y, €Z,

Nous allons définir ci-aprés une application particuliere de
Y’ dans le corps Q des rationnels, et cela en plusieurs étapes.
p

1.1.2. Application auxiliaire de Z dans (, notée} (antifactorielle nu-
mérique).

Pour tout z € Z, nous désignerons par z ! le nombre 0
si z <0 et le nombre (z !)' si z > 0. Il est clair que, pour
tout z de Z, on a

; (1)
cette formule, jointe a 0! = 1, suffirait du reste & définir z!
pour tout z.

1.1.3. Application de N° dans Z, notée a.

Etant donné dans Y~ un couple quelconque (Y, Y'), nous
poserons
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Y

n

(Vs Yyoeres Yoens)
Y=y, Yaeees Yheed)

2
et nous définirons une application a : N'— > Z (a EZN) par

a(i, j)=yi—yj'—i+j=(yt.—i)—(yj'—j). (2)

Montrons, ce qui nous sera nécessaire par la suite, que a

posséde la propriété suivante : il existe un entier naturel g tel
que, pour tout i > B, on ait

afi, j) <0 sij=1,2,,.., i-1
et a(i, i) = 0

En effet, par définition de Y, il existe un entier «, tel
que n>a==1y =y = 0. Nous appellerons "ordre suffisant" pour
(Y, Y') un tel entier, Si l'on pose

m, = max (j -y')
1§j¢n J

on a évidemment, pour tout n > o+ 1,

m, = max [m,, max (j-0)] = max (m_, n).
a+lgjgn

I1 suffit donc de prendre & la fois n > a+ 1 et n 3 m, pour
avoir m_ = n.

Appelons § le plus grand des deux entiers o + 1 et m, et
assurons-nous qu'il satisfait aux conditions imposées. Pour cela
fixons-nous un i > B et cherchons le maximum de a(i, j) pour
i=1, 2,..., i-1.

On a
ali, j) = -1+ (j—yj') (puisque 1 > B > a = y, = 0)
d'ou
max afi, j) = - i+ max (j-y!) = -1+ m,
1gjgi-1 1¢j¢i-1 ]

Puisque i >B,ona i-1 » B, c'est-a-dire dlafoisi-1 » a+1
et i-13 m, (par définition de B) ; donc m, , = i-1 et

max a(i, j) = -1+ (i-1) = -1,
1¢j¢i-1
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a(i, j) est donc bien négatif pour j =1, 2,,.., i — 1 ; de plus
ona afi, i) = 0, puisque yi' = 0 par suite de 1 > 8 > a, L'exis-
tence de l'entier (3 possédant les propriétés annoncées est donc
établie.

La propriété établie peut encore s'énoncer comme suit : le
tableau, illimité vers le bas et vers la droite, des entiers a(i, j)
(ligne i, colonne j) posséde une ligne f§ au-dessous de laquelle
toutes les lignes ont leurs termes négatifs jusqu'd la diagonale, ou
elles ont un terme nul.

1.1.4. Application de N dans Q notee O.

On a vu que N°—2 5 Z LY

Le produit de composition 7} o a, qui applique N’ dans Q,
définit un tableau illimité M de termes a(i, j) .

Sil'on considére la restriction de 7! o a au carré cartésien
fini {1, 2,..., n}z, on obtient une matrice carrée M, a termes
dans Q, dont on peut calculer le déterminant §,. A partir de a
on 'peut ainsi calculer une suite de nombres rationnels 61, Opseees Opyuves
qui applique N dans Q.

I1 résulte de la propriété établie pour a que, pour n >,
tous les 6n sont égaux. Il suffit, pour le voir, d'établir que
n>f==> 906, =95_,. Or dans M, les éléments de la n-iéme (der-
niére) ligne sont a(n, j)! {(j =1, 2,..., n), donc tous nuls sauf
le dernier qui est égal & 1 (puisque n >  entraine que les a(n, j)
correspondants sont tous négatifs sauf le dernier a(n, n) qui est
nul). L'égalité 6, = 6,, résulte alors immédiatement du calcul
du déterminant &, de M, par ''développement suivant la derniére

ligne'",

Puisque &g = &, = ... =8 = ..., on peut appeler d la
valeur commune de tous ces nombres ; d est si 1'on veut le dé-
terminant de la matrice infinie M,

1.1.5. Application de Y? dans Q.

Les opérations qui précédent permettent le calcul du nombre
rationnel d toutes les fois que 1l'on s'est donné (Y, Y') € Y ;
elles définissent donc une application de Y’ dans Q. Nous note-
rons a nouveau cette application a l'aide du signe™ , et écrirons

d =Y, v'!
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Nous dirons que cette application définit 1'antifactorielle de Y
par rapport a Y',

1.2. DEFINITIONS COMPLEMENTAIRES -

1.2.1. Niveau.

Nous désignerons par la notation abrégée Y!1'antifactorielle
de Y (€Y) par rapport & 0 = (0, 0,...), et l'appellerons sim-
plement 1'antifactorielle de Y.

Nous aurons également besoin par la suite, de considérer la

somme 2, y , dont la signification est évidente puisque les y ne
N " n

ne€
peuvent étre non nuls qu'en nombre fini, Nous 1'appellerons le niveau
de Y et la noterons |Y| (bien qu'elle puisse avoir n'importe quel
signe).

Le niveau définit évidemment un homomorphisme de Y dans
Z . notamment |Y - Y'| = |Y] -|Y'|. Nous utiliserons pour cet
entier la dénomination de ''niveau relatif'' ou de ''niveau de Y par
rapport & Y'', par opposition au niveau "absolu' de Y ou de Y',.

1.2.2. Régularité.
Nous dirons qu'un Y de Y est régulier si la suite illimitée
y,-L y, -2,..., y -n,...
a tous ses termes distincts {ou injecte N dans Z).

Nous désignerons cette suite par Y - N, le signe - étant
relatif a la structure de groupe abélien de Z¥ ;) N est l'injection
identique de N dans Z, et n'appartient pas & Y,

Pour tout ¥ non régulier, il existe deux entiers naturels
distincts, n; et n,, tels que y - n; = Y,, ~H2;on dira alors
que Y est singulier entre n; et n,.

On appellera généralement Y, la partie réguliére de Y.

Notons que seuls les Y de niveau non-négatif peuvent étre
réguliers,
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En effet soit o« un "ordre suffisant'' pour Y (entier tel que
n>oa==>y = 0). Si Y est régulier, on a

"+ o -120 our i =1, 2,..., o;
Y P

car si l'on avait yo+ a -k <0 pour un k tel que lgkga,on
en déduirait

yk—k:—l avec I > «,
et Y serait singulier entre k(<o) et 1(> a).

Les a entiers y, + a — 1 sont donc non-négatifs, Ils sont
en outre tous distinets, car si l'on avait

yi+oc—i=yj+oc—j avec i # j,
Y serait singulier entre i et j.

Or une somme de « entiers non-négatifs deux a deux distincts

est au moins égale & 0+ 1 +2 +,,.+(x=-1) = ﬁ(gz_—l).
Donc
oo -1
Y by +a-i) > (2 )
1¢i¢a
~ . oo ~ 1
Z yi+ Z (a—l))—(2——)' et Z yi>/0'
Kiga oga~iga-1 14i¢a

1.2.3. ”Image” et ”perturbation” associées a un Y régulier.

Si I'on se donne un Y régulier, l'ensemble des y - n est
1'image de N dans Z par l'application Y - N ; nous l'appellerons
plus bridvement 1l'image associée a Y et la désignerons par la nota-
tion H, ou plus briévement H. H est une partie de Z, qui se
compose de B entiers distincts supérieurs ou égaux a - et de
tous les entiers inférieurs a - B ; nous désignerons par H 1'en-
semble des parties de Z pouvant &tre ainsi définies.

H étant borné supérieurement, ses éléments peuvent étre énu-
mérés dans l'ordre décroissant ; comme H = {yn - n] n €N}, on
peut ainsi construire une suite d'entiers naturels P, P,o.. P
définie par

y, - p = max (j -ili€N-(p, p,...., P}
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11 est clair que dans la suite illimitée (pl, Pyees BPooes ) ou P

n

1/ figurent tous les entiers naturels,
2/ aucun entier naturel ne figure plus d'une fois.
3/ n>p==p =n.

P est donc une permutation de N qui laisse fixes tous les
n supérieurs a (3, ou perturbation. Nous 1'appellerons perturbation
associée a Y, et la noterons P, ou plus briévement P ; l'ensem-
ble de toutes les perturbations de N sera désigné par P,

Si l'on se donne arbitrairement un élément H de H et un
élément P de P, on voit aisément qu'il existe un Y régulier
et un seul dont ils sont respectivement 1l'image et la perturbation

associées : Y, pourra ainsi étre assimilé au produit cartésien
0 x P,

1.2.4. Conséquents et antecédents de Y.

Etant donné Y €Y, nous noterons t et |, et nous appel-
lerons ensemble des conséquents et ensemble des antécédents de Y,
les parties de Y définies respectivement par

Y ={Y+1 | nEN} et Iy, ={Y -1 nEN}

11 est aisé de voir que, quel que soit Y €Y, les deux en-
sembles

YNy, et b N Y,
sont finis,

En effet nous savons qu'il existe un entier naturel o tel que
i> a=— v, = 0 ; d'autre part

Y+l = (yseees Yoo Vo + 1, Fpse-a) s

si 1'on prend alors n>ao+1 (n-1>a), on a

les termes soulignés montrent que Y + 1, est singulier entre n -1
et n.



21

De méme
Y -1, = (¥3seves Vogo Yo = 1o Joprseeehs

et en prenant n > «, on a
Y~1 =(y,..., y_,, =L 0,...);

les termes soulignés montrent que Y - 1 est singulier entre n
et n+ 1,

I1 n'y a donc bien dans chacun des ensembles *, et ¢, qu'un
nombre fini d'éléments réguliers.

En particulier si Y = 0, *, n'est autre que la base de Y ;
seul l'élément 1, y est régulier. Par contre {,N Y, = ¢ puisque
- 1 est singulier entre n et n+ 1, '

1.3. PROPRIETES DE Y, Y'. -

1.3.1. Nullite pour Y ou Y’ singulier.

Si Y est singulier entre i, et 1i,, le terme général
a(i, j) = (y, - 1) -~ (y' ~j) de la matrice infinie M satisfait a
a(i;, j) = a{i,, j} quel que soit j ; M a donc ses lignes i, et
i, identiques.

1

Si Y' est singulier entre j, et j,, ce sont de méme les
colonnes j, et j, de M qui sont identiques.

Dans les deux cas le déterminant d'ordre n servant au cal-
cul de Y, Y' I est nul pour n assez grand, donc Y, Y' ' - 0.

Notons en particulier que, tous les Y de niveau négatif étant
singuliers, 1'antifactorielle de Y par rapport & Y' ne peut étre
différente de 0 que si Y et Y' sont tous deux de niveau absolu
non-négatif,

1.3.2. Nullité pour |Y| <|V].

Soit J = (j,, i,»..., J,) une permutation quelconque des nom-
bres 1, 2,..., n. On a, comme conséquence de la définition des
a(i, jh
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all, j)+al2, j)+...+al, j) = ¥y, -1-y +7)
L 1

vl - Iyl (3)

n

cette derniére expression est valable pourvu que n ait été pris

assez grand (puisque Yietl j;» tous deux égaux a n(n + 1)/2,
ont une différence nulle). Si l'on suppose |Y| < {Y'], on voit ainsi
que les af(i, j-;'\ ont une somme négative ; il en résulte que 1'un
d'eux au moins est négatif, c'est-a-dire que 1'un au moins des nom-
bres ali, ji). est nul.

Or le développement du déterminant &(Y, Y') est une som-

me alternée de n | termes tels que t;, dont chacun est défini
par
t, = a(l, 3! . a2, )7 ... am, j)! (4)

On vient de montrer que, quel que soit J, 1'un au moins des

facteurs dont le produit définit t; est nul ; donc & (Y, Y') = 0 et
Y, Y'. =0,

1.3.3. Si |Y!=|Y] >0, Y,Y !est égal a -1, 0 ou 1.

Le résultat (3) demeure valable, mais permet seulement de
conclure que la somme des af(i, ji) est nulle, ce qui entrafne soit
que l'un d'eux au moins est négatif, soit qu'ils sont tous nuls. Dans
le premier cas t, = 0, dans le second t; = 1 (t, étant toujours
défini par (4)).

J

Mais ce second cas (t, = 1), s'il se produit pour une per-

mutation J des entiers (1, 2,..., n), ne peut se produire pour
aucune autre permutation K = (k,, k,,..., k) des mémes entiers,
& moins que Y' ne soit singulier. En effet t;, = 1 équivaut a
vy —i=y" -] (i=1,2,..., n) (5)
1 IF 13
et t, =1 a
Y,*lzy‘:‘ki i=1, 2, , n)

Si K #J, il existe un 1 tel que k; # j, et Y' est sin-
gulier entre k; et j, comme on le voit par comparaison des deux
seconds membres ci-dessus. Mais alors on sait que Y, Y' ! =0
et le calcul de t;, est sans objet. Si par contre Y' est régulier,
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t, est le seul terme non nul du développement, et Y, Y' . =1
ou — 1, suivant la parité de la permutation J. )

La propriété annoncée est donc établie. On peut la préciser
en remarquant, comme conséquence des égalités (5), que si Y
et Y' sont réguliers, alors Y -N et Y'-N, en tant qu'appli-
cations de N dans Z, ont méme image ; les images H, et H,.
associées a4 Y et Y' doivent donc étre les mémes pour que
Y, Y'! =0, I1 est d'ailleurs aisé de voir que si Y et Y' sont
réguliers et que H, = H,,, cela suffit pour qu'il existe une per-
mutation J donnant les égalités (5).

En particulier si Y' = Y, avec Y régulier, ona Y, Y | =1,
car on voit immédiatement que t, = 1 quand J est la permuta-
tion identique, c'est-a-dire quand il s'agit du terme diagonal du dé-
terminant,

1.3.4. Au signe prés, Y,Y' ! ne dépend que des images Hy et H,,.

L'image associée & Y a été définie par H, ={y —ili €N}.
Or la ligne i du tableau M a pour élément général (yt. —i) = (yj' - !
S5i l'on change Y sans changer H,, c'est-i-dire en ne changeant
que la perturbation associée, il y a simplement perturbation (finie)

de 1l'ordre des lignes de M, ce qui ne peut changer que le signe
de Y, ¥'!

Méme résultat pour les colonnes si l'on change Y' sans chan-
ger H,,. La proposition est donc établie,

1.4, SOMMES D'ANTIFACTORIELLES -

1.4.1. Remarque formelle.
Dans le déterminant 8,(Y, Y') du tableau M, posons

Y, -~ yj' +j-1i! = A;; et appelons C;; le cofacteur correspon-
dant. On a :

8,(Y, Y') = 2 }\ij Cij = Z >\ij Cij
1¢j¢n 1€ign
(quel que soit i) {quel que soit j!
Si 1'on désigne par h un entier quelconque de Z, il est
clair que le remplacement de Y par Y -h, 1l; ne change que la

i-me ligne de §,, et que le remplacement de Y' par Y' + h. 1,
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ne change que la j-me colonne de &, ; l'un ou l'autre changement
(envisagés séparément) ont pour effet de remplacer A;; par

Hij = 5, - y},‘ +j—-1-nh!. Il est alors aisé de voir que
Y 5(Y-h.1, Y)= ¥ 6&(Y, Y +h. 1), (6)
1814n 1¢jgn

puisque les deux membres résultent de deux maniéres de calculer
la somme des n? termes pijCiJ..

Comme on 1'a vu, ce n'est qu'une fois Y et Y' fixés que 1l'on
peut choisir n assez grand pour étre assuré que 6 (Y, Y') = Y, Y'!.
Mais si n a été choisi & partir de Y et Y', rien ne garantit
que le méme n convienne encore a partir de Y - h. l; etY'
ou a partir de Y et Y' + h. 1j ; 11 ne serait donc pas 1égiti-
me en général de remplacer sans précautions dans (6) les sym-
boles &, par des symboles™!, méme sin a été choisi assez grand.

Pour voir ce qu'il en est nous serons amenés a distinguer
deux cas : celui ot h = 1 (diminution du niveau relatif) et celui
ol h = -1 (augmentation du niveau relatif),

1.4.2. Cas de singularite totale.

I1 résulte de 1,1,3, et 1.,1,4, que, pour Y et Y' don-
nés, ona §5(Y, Y') =Y, Y'! pourvuque n »f =max (a+1, m,};
a désignait 1'ordre suffisant pour (Y, Y') et m, était défini par

m, = max (l—yl', 2—y2',..., a-y')

a

Montrons que si parmi les « entiers de la parenthése ci-
dessus il en existe un qui dépasse o+ 1, Y' est singulier ainsi
que tous ses antécédents et conséquents.

Supposons en effet que, pour un certain k (1 ¢ k g @), on ait

k-y'>a+1;
onaalors y/ =k -1<k-0a-1,avec I >a+ 1;doa y =0,
et Y' est singulier entre k(< a) et I(>a+ 1), Pour tout i diffé-
rentdeket de !, Y'+ 1, et Y' -1, sont évidemment toujours
singuliers entre k et I ; enfin il est aisé de s'assurer que

Y' + 1 est singulier entre k et I -1

Yl—lk il " R} ketl"l"]-
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Y' + 1, est singulier entre [ —1 et l
Y' - 11 i i 11 l et l + 1

En dehors de ce cas, que nous nommerons de '"singularité to-
tale'', m, ne peut donc pas dépasser a + 1, et l'on a

B =max (a+1, my) = a+1,

1.4.3. Diminution du niveau relatif.

Soient Y et Y' donnés, et soit « 1l'ordre suffisant qui leur cor-
respond, Supposant que 1l'on ne soit pas dans le cas de singularité
totale, on est assuré que n > @ + 1 entraine

5,(Y, Y') =Y, Y'! (7)
Prenons n = « + 1, et considérons Y -1,, Y-1,,..., Y -1

il est clair que chacun des ces n -1 (= a) éléments de Y a égale-
ment toutes ses composantes nulles au-dela de la w-iéme ; on est
donc assuré que 6 (Y-1,,Y)=Y-1;,, Y'! pour i=1,2,...,n-1,
On a en outre

5(Y -1,, Y') = Y Y

— +n>

En effet ces deux expressions sont nulles : la premiére parce
qu'il s'agit d'un déterminant dont la dernieére ligne est formée des
antifactorielles des entiers

-y -n -yy 41l -n... -1,

qui sont tous négatifs (parce que l'on a exclu la singularité totale) ;
la seconde parce que Y -1, est singulier entre n et n+ 1.

Finalement on a donc
v 1. vl
Y s(Y-1,, Y)= ¥ Y-1, Y! (8)
1€1i&n 1£i4n

Or on a vu que le dévéloppement de &,(Y, Y') est une som-
me alternée de n ! produits du type

t, (Y, Y') = Hyi—y}_+ji-i!, (9)
1

14ign



26

J = (jl, T j,) étant une permutation de (1, 2,..., n).
Sil'on se donne k (1 € k < n), et que 1'on veuille calculer t,(Y-~1,,Y",
seul le k-iéme facteur du produit (9) est modifié, par diminution
d'une unité de l'entier y - yj‘k + j, — k placé sous le signe™ ;
cette diminution, en vertu de la formule (1), a pour effet de multi-
plier ce k-iéme facteur par 'y - yJ.‘k +J, -k, les n-1 autres
facteurs restant inchangés, on a

Y = L, YY) =y, -y - k)Y Y. (10)

Si, J étant fixé, on somme les égalités (10) écrites pour
k =1, 2,..., n, les coefficients de t,(Y, Y') (qui est en facteur
dans tous les seconds membres) ont pour somme |Y!| - |Y'l, puis-
que n a été choisi assez grand pour cela, et que la somme des
Jj, — k est nulle, On a donc :

Yoty -1, Y)=]Y - v t(Y, Y) (11)

14k4n

11 suffit alors de faire la somme alternée des n ! égalités (11)
écrites pour tous les J possibles, pour voir que

Y -1, Y) = |Y - Y| &(Y, Y') ; (12)

14kgn

c'est-a-dire, en raison de (7) et (8),

Y yv-1,v! -lyv-y|y, v! (13)

148 ¢n

Enfin, au premier membre de (13), rien n'empéche d'étendre
a N tout entier la sommation par rapport & i, car pour toute valeur
de i supérieure an, Y ~ 1, est singulier {entre i et i + 1) et 1'an-
tifactorielle correspondante est nulle, Donc

Y Y-1, Y - |Yy-ylvy, y'! (14)
ieN

Cherchons d'autre part a exprimer 2 Y, Y'+ 1j !
jeN

Sij dépasse n(=a+1), Y' + 1j est singulier entre j -1 et

j. Il suffit donc de sommer pour j =1, 2,..., n-1, n, La sin-
gularité totale étant exclue pour Y', il est aisé de vérifier qu'elle
l'est a fortiori pour Y' + 1;, Y' + 1,..., Y' + 1,5 (=Y' + 1lg) et

il suffit alors de déterminants d'ordre n pour calculer les n -1



27
premieéres antifactorielles. Par contre pour (Y, Y' +1,) l'ordre
suffisant est augmenté d'une unité, et il faut en principe calculer

6,41 pour obtenir 1'antifactorielle,

Mais en fait, pour &..(Y, Y'+1,) comme pour §, (Y, Y'),
les éléments de la (n + 1)-me ligne sont 0 0 0... 0 1, d'on

§alY, Y'+1,) = 8,(Y, Y'+1,),

La somme cherchée est donc finalement égale a

2 S(Y, Y+ 1),

1¢j¢n

expression qui, en vertu de la formule générale (6), appliquée pour

h = 1, est égale au premier membre de (12). On a donc en fin de
compte
Yy, Y+ 1 by oyl Y, v (15)
jeN

Les résultats (14) et (15) peuvent s'énoncer ensemble, en in-
troduisant pour leurs premiers membres des notations abrégées dont
la justification est claire :

Y, Yy ! =%, +,. 0 = jy-v| Y, Y (186)
Etabli sous réserve que Y' n'est pas dans le cas de singularité

totale, le résultat demeure vrai si cette réserve tombe, mais de-

vient trivial puisque les trois expressions (16) sont alors nulles.

Dans le cas particulier o Y' = 0, on obtient
T =Y, 1,0 =YY (16")

1.4.4. Augmentation du niveau relatif.

Comme précédemment, appelons a un ordre suffisant pour
(Y, Y') et prenons n = a + 1 (en excluant le cas de singularité
totale). On peut se borner a écrire

N ¥ =Y 41, Y YL, Y Y, Y e YT, Y

Ys

puisque les termes suivants, et méme déja le dernier écrit, sont
nuls du fait de la singularité du premier élément du couple,
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Pour les n premieéres antifactorielles, il suffit de les calculer
4 1'aide des &,,; correspondants (il suffirait méme des 6, si 1'on ne
considérait que les @ premiéres) ; quant & la derniére, qui est nulle,
on peut la remplacer par & ,,(Y + 1., Y'), qui est nul aussi du fait
qu'il a, comme il est aisé de s'en assurer, ses deux derniéres li-
gnes identiques.

On a donc

41: Y’ . = Z 6n+1(Y + 11',; Y') 5
1¢ign+l
En vertu de 1'égalité (6), appliquée en remplacant n par n+ 1 et h
par — 1, on sait ensuite que

oY = Y 8 (Y, Y- 1)
1¢j4n+l

2 60,1(Y, Y - lj) + 6n+1(Y, Y' - ln*l)

1¢jgn

Pour les termes groupés sous le signe Z , les &,,; suffisent pour
produire les antifactorielles correspondantes (il suffirait méme des
5, si l'on ne voulait que les n—1 premiéres). Quant & &,,(Y, Y'=1,,;),
on l'obtient & partir de 6, (Y, Y') en augmentant d'une unité tous
les entiers placés sous le signe dans la derniére colonne : ceci a
pour effet de remplacer le dernier élément 0! par 1!, ce quile lais-
se égal & 1 et conserve numériquement la derniére ligne 00 0...0 [,
D'ou

6n+l(Y1 Y' - 1n+l) = 6n(Y; Y') = Y; Y'.

On voit ainsi que

Y- LY Yo+ Y T
1<j¢n
et comme, pour j >n, Y' - 1; est singulier (entre j—1 et j), on

obtient le résultat final

R N e T (17)

Comme le résultat (16), il a été établi sous réserve que Y'
ne soit pas dans le cas de singularité totale, mais il est triviale-
ment valable si cette réserve tombe,
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Dans le cas particulier ot Y' = 0, compte tenu du fait que
tous les antécédents de 0 sont singuliers, on obtient

- (17)

1.5, INTRODUCTION DU TREILLIS DE YOUNG -

1.5.1. Composantes connexes de Y;.

Si Y et Y' =Y -1, sont tous deux réguliers, ils ont méme
perturbation associée.

En effet les applications Y -N e Y -1,-~-N sont alors
toutes deux injectives. Dans ces deux applications respectives tout
entier naturel autre que n a dans Z la méme image, et n a des
images qui different d'une unité. En termes intuitifs 1l'image H,. as-
sociée & Y -1, se déduit de 1l'image H, associée & Y en en re-
poussant un entier et un seul d'un cran vers la gauche, ce qui sup-
pose bien entendu que la place a gauche de cet élément soit dispo-
nible (cf, figure 1 ci-dessus, que 1'on peut se représenter comme
un boulier).

Hys
[ 2B
® . °

12 3 4 5 6 7 8

0

{points renforcés} = H,

Fig. 1.

Dans ces conditions il est clair que 1'énumération par ordre
décroissant (cf. 1.2,3,) conduit, pour les deux images H, et H,,,
4 la méme suite p, p,... p,... ; Y et Y -1 ont donc méme per-
turbation associée, sous la seule condition qu'ils appartiennent tous
deux & la partie réguliére Y, de Y. En d'autres termes l'ensemble
de tous les Y réguliers ''enchafnés' avec un Y, régulier donné (au
sens de 1'existence d'une chalne d'antécédents ou de conséquents tous
réguliers entre Y, et Y) est tout entier inclus dans la 'fibre' de Y;
qui comprend Y,, c'est-a-dire dans l'ensemble des Y réguliers de
méme perturbation associée que Y,. Il sera établi au § suivant que
l'inclusion inverse est vraie également, d'ol il résultera que les
partitions de Y, en fibres ou en composantes connexes coincident.
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1.5.2. Ordre partiel sur H.

Un élément H de H est, on 1'a vu, une partie de Z formée de
B entiers distincts supérieurs ou égaux & - B (partie finie) et de
tous les entiers inférieurs & -~ § (partie infinie} ; appelons hauteur
de H le plus petit entier B permettant une telle définition de H.

Soient H et H' dans H, tous deux de hauteur ¢ n. Leurs par-
ties finies peuvent s'énumérer dans 1'ordre décroissant :

H :h;>h,>...>h,
H' : by > h,>.,. > h'
Sipour i=1, 2,,..,, n ona h;2>h", on dira que H ma-

jore H'. Ceci définit évidemment dans H une relation réflexive,
transitive et antisymétrique, c'est-a-dire un ordre (partiel),

Si H majore H', on peut passer de H' 4 H par un nombre fini
d'opérations dont chacune consiste & déplacer un entier et un seul
d'un cran vers la droite (sur un emplacement disponible). Pour le
voir il suffit par exemple de passez par les intermédiaires

H, ¢ hy>hy,>hy>... > h,;>h

n

H, :h,> h2>h5 >,..>h _, >h!
H,,:hy>h;>hy >0 >h > hy

Cela entraine que si Y et Y' appartiennent a une méme fibre
de Y, et que H, majore H,,, alors on peut passer de Y' a Y par
une chaine de conséquents réguliers,

Si Y et Y' sont donnés arbitrairement dans une méme fibre
de Y., il suffit par exemple de considérer dans la méme fibre 1'¢lé-
ment Y, (unique et de niveau 0), dont 1'image associée H est l'en-
semble des entiers négatifs, pour voir que H, et H,, majorent tous
deux H,, et pour en conclure que Y et Y' sont enchainés au sens
du §1.501, Chaque composante connexe de Y; coincide bien, fina-
lement, avec une fibre de Y,.

1.5.3. Isomorphisme des fibres.

En considérant Yz comme le produit cartésien H x P, on peut
noter tout élément régulier du module libre Y par Y = (H, P). Si
l'on désigne par I la ''perturbation identique', élément neutre du
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groupe P des perturbations, on peut & tout (H, P) faire correspon-
dre sa projection (H, I).

Soit Y, = (H, P) Y, = (H, Pp)
Y = (H', P)) Y, = (H', P,)
S'il existe un entier naturel A tel que Y, -Y;} = 1,, et si

A= P, (p) (ce qui définit sans ambiguité l'entier naturel p puisque
la perturbation P, est une bijection de N dans N), alors 1l'image H'
se déduit de H en repoussant d'un cran vers la gauche le p-ieme
{(dans l'ordre décroissant) des entiers qu'elle comprend. En posant
P,(p) = #, on voit aisément que dans ces conditions Y, -Y; = 1,.

Du point de vue de la relation antécédent-conséquent, deux fi-
bres quelconques de Y, sont donc isomorphes entre elles, et par
conséquent isomorphes & la fibre qui correspond & la perturbation
identique ; cette fibre priviligiée sera tout naturellement notée H.
l.a relation Y - Y' =1 correspondra, dans cette fibre, au fait
que h, — hj, = 1, avec h; = h} pour tout i # p ; h;n'est d'ailleurs
rien d'autre, dans cette fibre, que la différence v, - i rencontrée
tout au long des calculs d'antifactorielles,

1.5.4. Suites de Young.

Le propre de la fibre H étant que h; = y, — 1, le fait que la
suite des h; soit décroissante équivaut au fait que la suite des Y;
soit non-croissante. H est une partie spéciale du module libre Y :
celle pour laquelle les composantes de Y forment une suite illimitée
non-croissante dont seuls un nombre fini de termes sont non nuls.

Pour la brieveté, et pour rappeler le rdle joué par Alfred
Young dans 1'étude de plusieurs des propriétés qui vont &tre expo-
sées plus loin, nous appellerons de telles suites des suites de Young.
Pour les spécifier numériquement on n'écrira les termes nuls que
dans la mesure utile, c'est-a-dire qu'en général on ne les écrira
pas du tout. Ainsi une méme suite de Young Y sera indifférem-
ment désignée par la notation

(755211100 0)
ou par la notation

(755211 1),
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ou encore par la notation condensée (75° 21 ). L'image H, associée
a cette suite particulieére est

{6, 3, 2, -2, -4, -5, -6, -8, -9, ~-10,...}

Pour la suite '"nulle'" Y = 0, l'image associée est

La relation d'ordre partiel définie plus haut dans H par le
mot "'majore'’ se transpose immédiatement dans le langage des sui-
tes de Young : une suite de Young en majore une autre si elle lui
est, terme & terme, supérieure ou égale. Ainsi la suite (752 213)
majore par exemple la suite (57 1).

1.5.5. Treillis de Young.
De y.

.2 Y., et Vi » ¥i,,» on déduit immédiatement

max (yi, yi') » max (yiﬂ, Yig)

et min (yi, yE) > min (y“l, yéﬂ)

Il en résulte que la relation '"'majore' définit sur l'ensemble
des suites de Young une structure de treillis (d'ailleurs distributif) :
de deux suites de Young données Y et Y' on peut toujours définir
deux nouvelles suites Y v Y' et Y A Y', respectivement par le
maximum terme & terme et par le minimum terme & terme. Nous
appellerons ce treillis le treillis de Young et le désignerons par T
(i1 est entendu que ses éléments sont ceux de H).

La plupart des propriétés étudiées dans ce chapitre et dans
les suivants peuvent étre envisagées comme des propriétés du treil-
lis de Young ou comme des extensions de ces propriétés,

Par référence a la figure 2, qui représente le ''graphe de cou-
verture' du treillis T jusqu'a son niveau 6 inclus avec une partie du
niveau 7, nous parlerons le plus souvent des suites de Young com-
me des ''sommets' de T.
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2. ETUDE DU TREILLIS DES PARTITIONS D’ENTIERS
(treillis de Young)

2.1, SUITES PRINCIPALES ET PUISSANCES -

2.1.1. Nombre de sommets par niveau.

L.e nombre r, de sommets de niveau m de T est le nombre
de suites non-croissantes d'entiers non-négatifs de somme m, ou
nombre de partitions de l'entier positif m {(pour m=0onar, =r, = 1).

Lle comptage des partitions des entiers se relie a une quantité
considérable de travaux mathématiques de tout style. Contentons-
nous de rappeler le résultat a peu prés évident ci-aprés, connu

depuis Euler, a savoir que r, a pour fonction génératrice (c'est-a-
dire est le coefficient de t" dans le développement de)

ITa=-)"
n=1
La suite des r,, qui commence par

m=0 1 2 3 4 5 6 7 8 8§ 10 ...

r,=1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

a été abondamment étudiée, notamment quant a4 son comportement
asymptotique, par exemple par G.H. Hardy et S. Ramanujan [8],
et tabulée par H. Gupta [7].

2.1.2. Nombre d’ arétes entre deux niveaux consecutifs.

Etant donné une suite de Young quelconque Y, nous appelle-
rons deg¢ré de Y le nombre de valeurs non-nulles distinctes prises
par les termes y, y,... de Y. Par exemple la suite 75° 21° a
pour degré 4.
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Toute suite de Young Y de degré d posséde d antécédentes et
d+ 1 conséquentes dans T : toutes les antécédentes de Y dans
s'obtiennent en effet en diminuant d'une unité un terme positif qui
est le dernier a prendre sa valeur, et toutes les conséquentes de Y
dans T s'obtiennent en augmentant d'une unité un terme positif ou
nul qui est le premier a prendre sa valeur (fig, 3. ci-dessous) :

652217 754213 752 1% 752212 niveau 21

752212 (d=4) " 22

852213 765217 752317 7572212 75221* " 23
Fig, 3.

I1 en résulte que le nombre R, d'arétes entre les niveaux m
et m + 1 dépasse le nombre R,_; d'arétes entre les niveaux m-1
et m d'autant d'unités qu'il y a de sommets au niveaum : R,-R,_;=r,,
d'ot (puisque R, = 1 = r,)

Rp=r, + r, +...+ 1,

2.1.3. Nombre de chemins entre deux sommets.

Nous appellerons chemin de Y' & Y (dans T) toute suite finie
de sommets

Yo(=Y"), YL, ..., Y(=Y)

telle que Y' soit conséquent de Yoo 1, 2,..., n). D'une ma-
niere générale nous appellerons puissance de Y par rapport a Y' et
nous noterons f(Y, Y') le nombre de ces chemins. Bien entendu
ona f(Y, Y') =0 s'il n'existe aucun chemin de Y' 4 Y, et f(Y', Y') =1
(chemin unique, de '"longueur'' nulle, de Y' a Y').

En outre on a, pourvu que |Y|>]|Y'],

(Y, Y') = > fzZ, Y") = Y f(y, Z') (18)

dd

Z antécédent Z' conséquent
de Y de Y!

Ces propriétés définissent complétement la puissance de tout
sommet Y de T par rapport & un sommet donné Y',
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On peut alors démontrer facilement le

Théoréme : Y et Y' étant deux suites de Young telles que |Y|3» |Y'],
la puissance de Y par rapport & Y' est égale & |Y - Y'| ! mul-
tiplié par 1l'antifactorielle de Y par rapport & Y',

Remontons, pour le voir, & la formule (14) du $1.4.3 :

YY-1, vyl -ly-vi|Yy, ! (19)
ieN

Si 1'on pose, chaque fois que |Y - Y'| » 0,

ly vt Y, vl = oy, YY), (20)
on obtient, en multipliant les deux membres par |Y — ¥Y' - 1} !

sous condition que ]Y —Y'| > 1

Y ooy -1, Y') = (Y, Y'). (21)

ieN
Mais chaque fois que Y - 1; n'est pas un élément régulier
de Y au sens du $1.2.2, Y - 1,, Y' ! s'annule, donc aussi ¢(Y - 1;,Y'")
par suite de sa définition (20), Finalement (21) peut alors s'écrire

(Y, Y') = Y 9z, Y, (22)
Z antécédent
de Y

la sommation étant étendue aux antécédents de Y dans T.

Oron a ®(Y', Y') = 1, et en outre (Y, Y') = 0 dans tout
autre cas ot |Y'| = | Y|, en raison de la définition (20) et des pro-
priétés établies au §1.3.3 ; car Y et Y', étant dans H, ont méme
perturbation associée, et ne peuvent avoir également méme image
associée que si Y = Y'.

On voit ainsi, en rapprochant les formules (18) et (22) et les
remarques qui les accompagnent, que pour tout couple (Y, Y') tel
que |Y|>|Y'| on a bien

(Y, Y') = oY, Y'),

ce qui démontre le théoréme,
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2.1.4. Passage aux conséquents de Y. ou aux antécedents de Y.

Soit, dans T, deux sommets Y et Y', de niveaux respectifs m
etm' (m > m'). Si l'on remonte a la formule (17) du $1.4.4, on
peut en multiplier les deux membres par (m -m'+ 1) ! et res-
treindre les sommations aux conséquents de Y et aux antécédents
de Y' qui sont dans T (les autres, n'étant pas réguliers, annulent
les antifactorielles correspondantes). On trouve ainsi la relation

Y fz, Y- ¥ f(Y, Z') = (m - m'+ 1) £(Y,Y")(23)
Z conséquent Z' antécédent
de Y de Y

Deux cas particuliers de cette relation sont intéressants :

a) celui ot Y = Y', ou la formule (23) exprime le fait re-
marqué antérieurement, a savoir que le nombre d'antécédents de
chaque sommet dépasse d'une unité son nombre d'antécédents,

b) celui ot Y' = 0. On posera alors f(Y, 0) = f(Y), que 1'on
appellera, sans plus, la puissance de Y. La formule (23) devient alors

H(Z) = (m + 1) £(Y) :
Z conséquent
de Y

les conséquents d'un sommet de niveau m ont des puissances
dont la somme est m + 1 fois celle du point considéré.

2.1.5. Cycles entre deux niveaux.

Nous appellerons ci-aprés cycle entre Y' et Y toute suite for-
mée d'un nombre impair de sommets commengant et finissant par
Y', dont la partie gauche (lue de gauche & droite) et la partie droite
lue de droite a gauche sont des chemins de Y' & Y ; ce qui exige
évidemment que le 'terme médian" de la suite soit Y.

11 est clair que le nombre de cycles entre Y' et Y est [f(Y, Y')]Z.
Etant donné Y' et Y, de niveaux respectifs m' et m, nous consideé-
rerons (figure 4 ci-dessous)

a) tous les cycles entre Y' et un conséquent de Y, dont le
nombre sera noté a.

b) tous les cycles entre un antécédent de Y' et Y, dont le
nombre sera noté b.
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niveaux
2z m' -1
ml
Y
Y m
m + 1
7
Fig. 4.

On a dans ces conditions

a = f{Y, Y") x Y f(z, Y

o
Z conséquent
de Y

b= f(Y,Y)x ¥ £(Y, 2')
7' antécédent
de Y'

Retranchant membre & membre, il vient, compte tenu de (23) :
a-b = (m-m'+1) [fY, ) (24)

a et b dépendent bien entendu tous deux du choix particulier que 1'on
a fait d'un Y' et d'un Y.

Mais il est aisé de voir que si l'on choisit de toutes les ma-
niéres possibles Y' et Y en laissant fixes leurs niveaux respectifs
m' et m, la somme des a (resp. des b) correspondants n'est autre
que le nombre total des cycles entre un sommet de niveau m' et un
sommet de niveau m + 1 (resp. entre un sommet de niveau m' -1
~t un sommet de niveau m).

I1 en résulte que si 1'on note Y(m, m') le nombre total de
cycles entre les niveaux m' et m, on a, par sommation de (24),

Ym+1, m') =Y(m, m'-1) = (m-m"+1) Y(m, m'). (25)

Cette formule vaut en particulier dans le cas ol m' = m, qui
fait retrouver le résultat R, - R, ; = r, établi au $2.1.2,
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Elle vaut en outre si 1'on fait m' = 0, sous une forme d'ailleurs
simplifiée puisque le second terme disparait;en posant Y(m, 0)="Y(m),
on a

Ym + 1) = (m+ 1) Y(m),

d'olr, puisque

Ym) = m !

Y(m), nombre de cycles entre les niveaux 0 et m, est la somme
des carrés des puissances des sommets de niveau m. On a donc
ainsi

Y YY) = m !

1Yt=m

Ce dernier résultat a été établi par A. Young ([12] et [13]) & 1'oc-
casion de ses premiéres études sur le groupe symétrique. C,
Schensted [11] en a établi une extension intéressante dans une direc-
tion sensiblement différente de celle du présent travail,

2.1.6. Expression de Y (m,m’) & I’aide des r .
On a déja remarqué plus haut que Y(m, m') = r,, et que
Ym'+1, m') = r, +r + ... + . (26)
Montrons que pour tout m >m'+1 on a :
“ Y(m, m') = (m, m")! (r, CC +r, C0 % . .+r, . Co.,) (27

bl m'

Vraie pour m -m' = 1 en raison de (26), cette formule peut
s'établir par récurrence sur la différence m - m',

Si 1'on pose pour simplifier Y(m, m')/(m -m')! = c¢(m, m'),
la formule (25) prend en effet la forme

cim+ 1, m') - ¢m, m' - 1) = c(m, m'),
d'ou il résulte, par sommation a différence m - m' constante,

clm+1, m') = ¢m, m'Y+c(m -1, m' -1) +,..+ c(m - m', 0).(28,



41

Si l'on suppose, par hypothése de récurrence, que
c(m, m') = r, Coy + 1, ChSM ot 1o Coiy, (29)

et que des expressions analogues sont vraies pour c¢{(m~1, m' -1),
c(m -2, m' -2), etc., il suffit de calculer le second membre de
(28) en tenant compte de (29) et des relations bien connues entre
coefficients binomiaux pour voir que

m' m*-1
ecm+1, m)=r C +1r,C T + ..+ r,CH,

La formule (27) est ainsi établie.

2.1.7. Somme des puissances des sommets de miveau donné.

Pour un niveau donné m, la somme des puissances des som-
mets n'a pas une expression aussi simple que la somme de leurs
carrés, mais se laisse cependant traiter sans trop de difficulté.

Pour faire le calcul, on peut considérer en chaque sommet Y
non seulement sa puissance f(Y), mais le produit f(Y) d(Y) de sa
puissance par son degré (ou nombre d'antécédents), et poser

u, = 2 fY) v, = YY) d(Y)

m dd
by ]=m Ly lzm

Chaque sommet ayant une puissance égale & la somme des puis-
sances de ses antécédents, dans la somme des puissances au niveau
m la puissance de chaque sommet Y de niveau m -1 est comptée
autant de fois que ce sommet posséde de conséquents, c'est-a-dire
1 +d(Y) fois d'ou

u, = 2 [1+dy) f(Y)

m
| Y] =m-1

et par conséquent

Uy = Upy + Vooys (30)

Mais d'autre part il résulte de ce qu'on a vu au $2.1.4 que
les conséquents d'un sommet Y de niveau m -1 ont des puissan-
ces dont la somme est m fois celle de Y ; en sommant cette pro-
priété pour tous les sommets de niveau m -1, on fait apparaitre
chaque sommet Z de niveau m autant de fois qu'il a d'antécédents,
c'est-a-dire d(Z) fois ; d'ou
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ou

(31)

De (30) et (31) se déduit immédiatement la récurrence du se-
cond ordre

um = um-l + (m - 1) Up.o.
Numériquement on a

m:‘l 2 3 4 5 6 7 8..

u, = [ 1 2 4 10 26 76 232 764....

Cette suite u, posséde plusieurs propriétés intéressantes ; elle
donne notamment le nombre de partitions d'un ensemble de cardinal
m en classes dont aucune n'est de cardinal supérieur a 2.

Elle a notamment été étudiée de maniére approfondie par
Chowla, Herstein et Moore [3].

2.2. EXPRESSIONS MONOMES DE f(Y) -

2.2.1. Formule de Young.

Etant donné la suite de Young Y = (yl, Ygroves Yyson- ) dans
laquelle on suppose nuls tous les termes d'indice >n, on a vu que
Y ! se calcule & 1'aide du déterminant d'ordre n dont la i-iéme 1i-
gne (i=1, 2,..., n) est

y, —i+1ly —i+2'...y -i+n!

Sil'on pose y, — 1+ n = t, et que dans toute la i-iéme ligne
on mette T, ! en facteur, il reste de cette ligne

), ), oo 1, (32)

1'écriture (t), ayant la signification habituelle du polynéme facto-
riel t{t-1)...(t-k+1) avec (t), =t et (t) = 1.
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Le déterminant formé par les n lignes telles que (32), pour
i=1, 2,..., n, est manifestement un déterminant de Vandermonde ;
on a par conséquent

Y =T R0 T (-t (33)

1€ <kgén

A partir de la formule (33), il suffit de remplacer t; par
¥, —i+mn, | Y| par Y, vy, t..ty, et f(Y) par |Y|! Y pour
obtenir

(Yy+ Yo +o o+ Yo !
Cox  TT (y, -i-y, +k)(34)
(yl+n_1)!(y2+l’l—2)f---yn- idken )

f(Y) =
Etablie par Young [13], cette formule posséde notamment les
deux propriétés suivantes :

a) le nombre de facteurs explicités est le méme en numérateur
et en dénominateur (il est égal a la somme des y, augmentée de
ni(n - 1)/2).

b) Si l'on fait y = 0, les n -1 facteurs sous le signe 1
qui correspondent a k = n se simplifient avec les facteurs les
plus élevés des n — 1 premiéres factorielles du dénominateur ; ce
qui permet de vérifier que le second membre de la formule de Young
est indépendant de la valeur de n choisie pour le calculer, pourvu
que celle-ci soit au moins égale au nombre de termes non nuls de Y.

2.2.2. Profils et dualite.

A toute suite de Young Y = (y; y, ... y,) il est commode

de faire correspondre une figure simple dans le quadrant positif d'un
plan quadrillé en ''cases' par les

droites d'abscisses et d'ordonnées

YA entieres : il s'agira de l'ensemble
de cases obtenu en comptant vers le
haut, & partir de 1'axe des abscisses,
y, cases de l'abscisse (0, 1), vy,
cases de Il'abscisse (1, 2),..., y,
cases de l'abscisse (n -1, n). La
figure 5 ci-contre correspond a

) _ 2
A Y = (847 21)

Notons, pour y refaire allusion
_ plus loin, que la donnée d'un Y équi-
Fig. 5. vaut & la donnée d'un profil {(ou che-

w
~]

ooocscnm
~JjUrjwine
I [ D | =

o0

v
> %
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min) BA, joignant un point B de Oy & un point A de Ox, & l'aide
de pas unitaires ouest-est et nord-sud, le profil étant si 1l'on veut
complété par les demi-axes By et Ax,

Notons aussi que sur cette représentation de Y plusieurs des
fonctions de Y introduites précédemment prennent des significations
simples :

niveau m(Y) : nombre total de cases entre xOy et le profil
ou Y]

degré d(Y) : nombre de cases dont les frontiéres nord et est
appartiennent toutes deux au profil

puissance f(Y) : nombre de maniéres de numéroter les m cases
de 1 & m en respectant la double condition que dans toute ligne lue
de gauche & droite et dans toute colonne lue de bas en haut les nu-
méros apparaissent dans un ordre croissant,

Remarquons enfin que 1'échange des rodles de Ox et Oy fait
correspondre a toute suite de Young Y une suite duale X, que 1l'on
peut aussi définir par

X, = max (ilyi > j) pour j =1, 2,..., v,

x; =0 pour j >y,

Niveau, degré et puissance sont de toute évidence respective-
ment égaux pour une suite et sa duale,

2.2.3. Equerres.
Y étant donné, a chacune des m(Y) cases correspond un sous-
ensemble de cases appelé son équerre et formé

a) de la case considérée elle-méme.

b) de toutes celles de mé&me abscisse situées entre elle et le
profil (s'il en existe).

c) de toutes celles de méme ordonnée situées entre elle et le
profil (s'il en existe).

Si la case considérée est désignée par (i, j), coordonnées de
son ''coin nord-est', son équerre est formée d'un nombre de cases
égal &
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e;; = 1 + (y, =3 + (x;-1)
=y, -i+xj—j+1 ;
e;; est la longueur d'équerre de la case (i, j).

Dans la figure 5 on a inscrit dans chaque case sa longueur
d'équerre,

Notons en particulier les longueurs d'équerre e;;, €,,..., €,
des cases d'ordonnée 1 ("appuyées'’ sur 1'axe Ox) : si y, est le der-
nier des y non nuls, ce qui équivaut & x,=n, on a

e

=y, —i+n

ou

e, = t; (conformément a 1l'écriture du $2.2.1). (35)

2.2.4. Théoréme de Frame-Robinson-Thrall.

Frame, Robinson et Thrall [6] ont établi un résultat qui,
avec nos notations, s'énonce comme suit : Y | est l'inverse du pro-
duit de toutes les longueurs d'équerres de la figure qui correspond
ay.

Montrons-le par récurrence sur le premier terme y, de Y,

Si y, =1, ona Y=(1"), [Y]=n et £Y)=1a!Y! =1

(puisqu'il n'y a, entre 0 et Y, qu'un seul chemin 0, 1, 1, ..., M,
donc Y ! = 1/n!. Or les longueurs d'équerre des n cases, lues
de gauche a droite, sont n, n-1,..., 1 ; leur produit est n! La

proposition est donc vérifiée pour y, = 1.

Supposons-la établie pour les valeurs 1, 2,..., y, ~1 du
premier terme de Y, et donnons-nous Y = (y, y,... ¥,), avec y, # O.
Introduisons la suite de Young Y' = (y, - 1, v, = L.y, - 1.

La figure représentant Y peut étre réutilisée pour représenter Y',
il suffit de prendre un nouvel axe O'x' décalé d'une unité vers le
haut & partir de Ox : le profil BA' (cf. fig. 5) est la partie du pro-
fil BA située au-dessus de O'x'. Les cases comprises entre Ox et
O'x' ont disparu et les cases restantes ont leurs longueurs d'équer-
re inchangées.

Mais la formule (33) peut s'écrire, compte tenu de la signi-
fication des antifactorielles numériques :
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—  ti- Pt,-1 .. 1, -1 Mot = 1) = (6 - 1))
Y. tyxt,x... xt, icen L

Sous cette forme, l'ensemble de ce qui est écrit en numéra-
teur n'est autre que Y' | (puisqu'a la diminution d'une unité de tous
les y correspond la diminution d'une unité de tous les t) ; on a donc,
compte tenu de (35),

vyl

Y - — - 0
€, €, ... €,

I.a proposition est, par suite de l'hypothése de récurrence,
établie pour Y', et les cases de Y sont toutes celles de Y' plus les
n cases dont les longueurs d'équerres figurent en dénominateur, La
proposition est donc vraie pour Y, ce qui achéve de 1'établir par
récurrence,

Exemple numérique : pour Y = (64° 21), |Y|] = 17 ; la puis-
sance de Y est le quotient de 17! par le produit des entiers ins-
crits dans les cases de la figure 5, ce qui donne

flY) = 7 x 11 x 13 x 16 x 17 = 272,272

2.2.5. Cas particulier du degre 1.

Que 1l'on parte de la formule de Young ou du théoréme de
Thrall-Robinson-Frame, il est intéressant de considérer le cas ol
Y est de degré 1, ce qui équivaut & Y = (q”) : les cases sont sim-
plement disposées en un rectangle de p xq cases (la duale de Y
serait p%,

L'expression (34), par exemple, s'écrit alors

- (pq) ! o '
) - e T hra-n . g 12 oD

(les p -1 Tfactorielles écrites & droite de la fraction s'obtiennent
en fixant i =1, 2,..., p-1).

Une forme d'aspect plus symétrique s'obtient en posant pour
abréger, pour tout n€&€N,

12! ... mn=-1)!" =n!! (""bifactorielle') ;

on a alors :
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f(p?) = f(q°) = <pQ)(1i +pq[)'_!!q!: .

Cette formule n'a pas d'autre intérét que d'apporter une répon-
se condensée et mnémotechnique a la question suivante, qui surgit
dans un grand nombre d'applications (notamment économiques) : étant
donné deux ensembles finis P et @ complétement ordonnés, combien
existe-t-il, sur le produit cartésien P x Q, d'ordres complets com-
patibles avec l'ordre partiel de '"dominance' ?

I1 est assez remarquable que, malgré la simplicité de la ques-
tion et de la réponse, il ne paraisse pas aisé d'établir celle-ci sans
faire d'une maniére ou d'une autre un détour par 1'étude des suites
de Young plus générales.

2.2.6. Remarques sur les possibilités d’extemsion a f£(Y,Y’).

2.2.6.1, On a vu aux $§¢$ précédents que £(Y) est toujours
un diviseur de |Y[! On pourrait donc songer a conjecturer que la
puissance relative f(Y, Y'), lorsqu'elle n'est pas nulle, divise
|Y - Y'| | Des contre-exemples trés simples permettent de voir qu'il
n'en est rien : ainsi pour Y = (42%) et Y' = (1*) on vérifie ai-
sément (soit par comptage direct, soit en utilisant le calcul du dé-
terminant 63(Y, Y')) que f(Y, Y') = 26, valeur contenant un fac-
teur 13 qui n'apparait pas dans |Y -Y'[! = 6!

Il ne semble donc pas y avoir d'expression mondme simple
pour f(Y, Y') quand Y' est quelconque.

Remarquons cependant que si Y et Y' sont de niveaux respec-
tifs m et m' (m >m'), f(Y, Y') peut toujours &tre considéré
comme la somme (alternée} des nombres multinomiaux

m - m'
a(l, j)) a2, j,) ... aln, j)

cela résulte des notations et du mode de dévoloppement de
qui ont été introduits au $1.1., et suppose que l'on convienne de
considérer comme nul tout nombre multinomial dont 1'écriture com-
porte au moins un entier négatif dans la ligne inférieure.

Y, Y' .

2.2.6,2, La méthode des équerres constitue une maniére é1é-
gante d'utiliser la figure représentant Y comme ''grille de calcul"
en vue de f(Y). Dans le cas ou Y majore Y', le profil relatif & Y'
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est tout entier au-dessous et a gauche (au sens large) du profil re-
latif a Y , il serait intéressant de pouvoir utiliser l'ensemble des
cases comprises entre les deux profils comme grille de calcul en
vue de f(Y, Y'). Nous développerons un principe analogue dans la
section suivante pour le calcul non pas de f(Y, Y'), mais d'une
autre fonction de Y et Y'.

2.3. SOMMETS DE T INTERMEDIAIRES ENTRE DEUX SOMMETS
DONNES -

2.3.1. Extension a Z° des nombres binomiaux.
Dans leurs utilisations les plus communes, les nombres bino-
miaux s'écrivent soit C? (notation & deux indices), soit (n ) (nota-

n
pn-p
celle des nombres multinomiaux), et sont considérés comme définis
seulement lorsque les entiers n et p satisfont a 0 < p < n.

tion parenthése), soit encore ( ) (notation particularisant

11 sera commode, non seulement pour la présente section mais
également pour les sections ultérieures de définir (2) et C? pour

(n, p) € Z% et cela avec deux significations distinctes,

2.3.1.1, Notation parenthese.
n
Nous considérons (p) comme défini non seulement dans Z°
mais méme dans Q xZ, par

(g) = (n), 7 (37)

Pour p >0, (n), est le polyndme factoriel de la variable
(rationnelle ou entiére) n,

(n)p =nn-1) ... (n-p+1), avec (n)p = n et (n), = 1.

Dans le cas ou l'entier p est négatif, il suffit de considérer
la définition (37) comme applicable sans qu'il soit besoin de préci-
ser la signification de (n),, ce qui revient & considérer que
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(L3)7 (5) e -0

pour tout n € Q et notamment pour tout n€ Z,

I1 revient au méme, comme il est aisé de s'en assurer, de

définir (g) dans Z° par la double récurrence
-1 -1
G) =)+ (Ga)

accompagnée des conditions (g) = 1 pour tout n et (g) = 0 pour
tout p > 0.

2.3.1.2, Notation C a deux indices.

Une fois (2) défini dans Zz, nous définirons C?, également

dans Z% par

Cr = (nrip)’

ce qui revient a définir C! par la double récurrence

p-1

C: = C:-l + Co;

accompagnée des conditions C, = 1 pour tout n et ch=0 pour tout
p < O.

11 va de soi qu'avec ces conventions d'écriture, il n'est plus

vrai en général que (;) = (nrip) et C: = CI%, mais seulement

Cp - n t n - Cn-p‘
que " ( n - p) ¢ ( P ) "

Notons aussi les deux développements binomiaux distincts de
(1 +t)", (n €1Z), valables le premier pour {t| <1, le second pour
lt]>1

(1+1)" =¥ (;) t?

peZ

(1+t)" =Y CP+F
peZ
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Ces deux développements ne coincident que si 1'entier n est
non-négatif, auquel cas ils sont finis et valables quel que soit It].

2.3.2. Suites de Young comprises entre deux suites donnees.

Etant donné deux suites de Young Y =(y, y,... y,) et
Y' = (yly)...y!) telles que Y majore Y' (y, 3y, pour i=1,2,..),
il importe dans beaucoup de problémes, notamment statistiques,
d'étudier l'ensemble des suites de Young Z qui sont a la fois majo-
rées par Y et majorantes de Y'. Dans le treillis de Young il leur
correspond l'intervalle ([Y', Y], ensemble des sommets oll passent
les chemins de Y' 4 Y (sommets Y' et Y compris). Nous désigne-
rons par w(Y, Y') le cardinal de cet ensemble, et l'appellerons
par convention richesse de Y par rapport a4 Y', ou plus simplement,
si Y' = 0, richesse de Y. La figure 12, plus loin hors-texte, donne
les richesses des sommets de T jusqu'au niveau 6 inclus.

Sil'on se représente dans un méme systéme d'axes, les pro-
fils yBAx et yB'A'x correspondant & Y et Y', profils dont le
second est, au sens large, au sud-ouest du premier, il s'agit de
compter les profils compris, toujours au sens large, entre ces deux-
la. La figure 6 ci-contre représente Y = (643 3) et Y' = (6427 1).
Mais il est clair que seuls importent les parties Ba des deux pro-
fils comprises entre le point B ou (parcourus de nord-ouest en sud-
est) ils cessent de coincider et le point o ol ils coincident & nou-
veau définitivement.

y
B
Bl
B
—T)oc
o 1A

Fig. 6.
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Dans I'exemple figuré, on a ainsi w[(64°3), (642°%1)] =w[(3°2), (12)]_
D'une maniére générale il suffira de savoir calculer w(Y, Y') dans
lecasoul'on a y >y, y >0, y =0, cas auquel il est toujours
possible de se ramener par une translation convenable des axes,

2.3.3. Connexité.

Sur la figure du ¢ précédent, l'ensemble des cases comprises
entre les deux profils est connexe (ou d'un seul tenant) au sens sui-
vant : si 1'on qualifie d'adjacentes deux cases ayant un c6té com-
mun, il est possible de joindre 1l'une quelconque a toute autre par
une chaine de cases dont chacune est adjacente a la précédente.

Cette particularité de la figure ne se produit pas nécessaire-
ment : elle disparaltrait si les parties fa des deux profils avaient
d'autres points communs que B et @, Mais s'il en était ainsi, la fi-
gure a considérer se décomposerait en plusieurs parties dont cha-
cune serait connexe et contiendrait un morceau de chacun des pro-
fils intermédiaires, 11 suffit donc de savoir compter w(Y, Y') dans
le cas connexe, et de faire éventuellement le produit w; w,...w,
des résultats obtenus pour chacune des k composantes connexes.

La condition de connexité adjoint aux conditions y >y,
y, > 0, y) = 0, mentionnées au § précédent, les conditions Yi> Yi
(i=1,2,..., n~1)

Notons ici que les mémes considérations de profil et de con-
nexité auraient pu étre introduites, si cela avait été utile, pour le
calcul non seulement de la richesse w(Y, Y') mais aussi de la
puissance f(Y, Y'). S'ily a k composantes connexes, formées res-
pectivement de m,, m,,..., m, cases, et que 1'on sache calculer
les puissances relatives f,, f,,... f, pour chacune des k figures
correspondantes, il faut en fin de compte non pas simplement faire
le produit f, f,... f,, mais encore le multiplier par le nombre mul-
m; + m, +...+ m,
m;, m, ... m,
de maniéres dont on peut, pour chacune des f; f,.. f,  associa-
tions d'ordres acceptables sur les cases des composantes connexes,
l'assembler en un ordre unique sur la totalité des m, + m, +...+ m,
cases,

tinomial ( ) : ce dernier est en effet le nombre

2.3.4. Algorithme de calcul.

Une méthode de calcul simple de w(Y, Y'), dans le cas con-
nexe, est mise en oeuvre ci-dessous sur l'exemple Y = (75° 2%),
Y' = (4312), et peut étre suivie sur la figure 7. Elle consiste, apres
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yA
B
1
1
113 4i3]s
4 |7 |10
11 |21
11 [s2 | 66| 66|
109 175 | 241
o ad
1
Aloss’ 525

Fig. 7.

avoir inscrit 1 dans la case située a 1l'extréme nord-ouest dont un
coin s'appelle B (case de téte) & remplir de proche en proche toutes
les cases a l'aide des deux régles symbolisées ci-dessous (fig, 8) :
(inscrire dans chaque case la somme de ce
[ qui a été inscrit dans toute la ligne qui la
E_ surmonte, de gauche a droite jusqu'a son abs-
cisse incluse, ou de ce qui a été inscrit dans
toute la colonnette qui l'avoisine & gauche, de

haut en bas jusqu'a son ordonnée incluse).

I1 est manifeste que cette régle possé-
Fig. 8. de les propriétés suivantes :

2.3.4.1, tout le long d'un méme segment frontiére ouest ou
d'un méme segment frontiére nord (en gras sur le dessin) figure
toujours un méme nombre,

2.3.4.2. dans chacune des cases ayant a la fois une adjacente
nord et une adjacente ouest figure la somme des nombres inscrits
dans ces deux derniéres.

Une fois ainsi remplies toutes les cases de la figure 7 (ce
qui va extrémement vite) jusqu'a la derniére dont le coin sud-est
s'appelle A, la somme de tout ce qui figure dans la ligne la plus
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basse (ici 284) plus la somme de tout ce qui figure dans la colonne
la plus & droite (ici 241) donne w(Y, Y') : ici w(Y, Y') = 525,

2.3.5. Justification.

La régle de calcul exposée ci-dessus se justifie par le fait
qu'a chacune des suites de Young Z comptées correspond un che-
min et un seul joignant B & A, au sens du $ 2.2.2., et ne sortant
pas de 1'aire limitée par les deux profils donnés.

Or ces chemins sont de deux sortes : ceux qui se terminent
par un pas ouest-est, c'est-a-dire passent en A', et ceux qui se
terminent par un pas nord-sud, c'est-a-dire passent en A",

Les uns et les autres correspondent & des problémes de méme
nature, mais avec modification de la figure : pour les premiers on
fait abstraction de la colonnette la plus a droite, pour les seconds
de la couche la plus basse. (Leurs nombres respectifs sont ici, si
la régle est valable, 284 et 241),

En raison de la propriété 2,3.4.2,, la régle méme de compta-
ge consiste a écrire de proche en proche les nombres correspon-
dant a4 des ensembles de cases que l'on compléte progressivement
vers le sud-est jusqu'a former 1l'ensemble voulu., S'il arrivait, ce
qui n'est pas le cas sur la figure 7, que le point A' (resp. A'') soit
sur un segment frontiére ouest (resp. nord), c'est en outre la pro-
priété 2.3.4.1, qui interviendrait pour justifier le procédé de comp-
tage adopté.

La justification complete du procédé résulte donc, finalement,
de son caractére trivial dans les cas limites ou la figure se réduit
a une ligne ou & une colonne de cases : toutes celles-ci sont alors
garnies de 1, le procédé donne un w égal au nombre de cases aug-
menté d'une unité, ce qui dans ce cas est évidemment le nombre de
profils cherché,

Remarque : Rien n'empécherait, s'il en résultait un avantage, d'éten-
dre le procédé au cas non connexe. Appelons en effet B; et A; les
coins nord-ouest et sud-est de la i-iéme composante connexe (le
numéro 1 correspondant & l'ordre d'énumération vers le sud-est).
11 suffirait alors, une fois épuisée la i-iéme composante, d'inscrire
la somme S' + S" (fig. 9) non pas immédiatement au sud-est de
A,, mais dans la case de téte de la composante suivante (ce qui
d'ailleurs reviendrait au méme dans le cas particulier ol Bj,, coin-
cide avec A;). Tous les nombres a inscrire dans les cases de la
(i + 1)-iéme composante connexe seraient alors S' + S'" fois plus
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/proﬁl de Y
S”
s' A’: Bi+1
profil
de Y S' + 8"
Fig, 9.

grands que si cette composante était la premiére ; donc si l'on avait
déja 8' + 8" = w, w,... w;, l'épuisement de la composante suivante
donnerait w, w,... W, W, ..

2.3.6. Equation fonctiommelle.

La richesse relative w(Y, Y') peut évidemment se calculer
en fonction des termes vy, y,... et vy, ¥,... des suites de
Young Y et Y'. Il suffit bien entendu de conduire le calcul en se
bornant aux a premiers termes de chacune des deux suites, o étant
le plus grand indice pour lequel y, >y, (on a toujours vy, »y!);
nous supposerons en outre que y! = 0 (4 quoi 1'on pourrait toujours
se ramener, siy! n'était pas nul, en retranchant cet y, des 2a ter-
mes pris en compte). On ne conserve ainsi, des conditions men-
tionnées au $2.3.3., que les conditions yi =0 et y >0 (qui,
notons-le, ne suffisent pas a garantir la connexité),

Cela dit on peut introduire les nouvelles suites de Young

Y., Y Y, ~définies comme suit :

(o] oo

Y, = (y,, ¥,-++ Y., (suppression du dernier terme de la suite dé-
finissant Y).

Y, = (yl -Ly,-L.y, - 1) (diminution d'une unité de tous
les termes de la suite définis-

sant Y).

Y,, : obtenu par diminution d'une unité de tous les termes non nuls
(c'est-a-dire positifs) de la suite définissant Y'.

Dans ces conditions, 1l'algorithme de calcul s'écrit
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w(Y, Y') = w(Y,, Y!) + w(Y,

vos Yool (38)
'argument Y. = (y], ¥},..., Y5, n'est qu'une autre écriture pour
Y' puisque y! = 0.

2.3.7. Expression sous forme de déterminant.

2.3.7.1, Considérons deux suites de Young quelconques Y et
Y' telles que tous leurs termes au-deld du p-iéme soient nuls et
que tous leurs termes soient ¢ q (nous dirons dans ce cas qu'elles
appartiennent au type ([p, q]), et telles qu'en outre Y majore Y'

Y o= (¥, Ypeees 3,) Vi » Yia (i=1,2,..., p-1)
Y=y, Y. ¥ ey, =1 2., p-1)

et formons le déterminant 4, d'ordre p, qui a pour élément général
(ligne i, colonne j) le nombre binomial C;fi;?d, défini conformé-
ment au $2.3.1, i

Nous allons montrer que ce déterminant A est précisément égal
a la richesse w(Y, Y') de Y par rapport & Y' ; nous raisonnerons
pour cela par double récurrence sur p et q (ou, si 1'on veut, par
récurrence simple sur la somme p+ q). Notons que p et g dont
des entiers non-négatifs, que le type [p, 0] = [0, ql = [0, 0] n'est
pas vide (il contient la suite de Young Y = 0 et elle seule), et
que si p'>»p et q' »q, le type [p, q] est inclus dans le type
p'. q'l

Notons aussi que si Y et Y' appartiennent au type [p, ql,
toute suite Z intermédiaire appartient au mé&me type.

2.3.7.2, Le résultat annoncé, qui n'a de sens que si p >1,
est pratiquement évident dans les deux cas suivants :

a) type [p, 0] (p =1, 2,...).

A est en effet alors un déterminant d'ordre p et d'élément gé-
néral C;‘j'l, puisqu'on vient de voir que dans ce cas Y = Y' = 0,
d'ot y, =y =0. Ce L a done des éléments égaux a 1 dans sa dia-
gonale (j = i) et dans sa surdiagonale (j = i+ 1) et & 0 partout
ailleurs, d'oit A = 1 ; et bien évidemment seul Z = 0 est inter-
médiaire entre Y = 0 et Y' =0, dou w(Y, Y') =1 =A,
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b) type [1, gl (g quelconque).

On a alors A = vy, -y o+ 1 ; toute suite de Young de ce type
est définie par un seul entier z, et si 1'on veut que Vi€ Z<Y,,
le nombre w(Y, Y') de possibilités est bien égal a y -y, +1
c'est-a-dire a A,

Prenons alors, dans le type ([p, gql, deux suites de Young
quelconques Y et Y' telles que Y majore Y', et supposons la pro-
position établie pour tous les couples de suites des types [p-~1, (]
et [p, g-1]. On se trouve nécessairement dans 1l'un des trois cas
suivantes : (1) y = y, = 0 (2) y, > 0 (3) ¥,>0 'y, =0, quivont
8tre analysés a tour de rdle,

2.3.7.3. ler cas : Si Y, = y; = 0, Y et Y' appartiennent tous
deux a la partie [p -1, gl dutype {[p, g]. Le déterminant d'ordre
p -1 correspondant, soit A, résulte de A par suppression de la
derniére ligne et de la derniére colonne. Or la derniére (p-iéme)
ligne est

p p-1
C_y]'_+l C')‘é*l ..... C
l'avant-dernier élément est nul puisque 1l'indice du bas —y;_l + 1
est inférieur & 1'indice du haut 2 (du fait que y;_l > — 1), et ses
précédesseurs le sont & plus forte raison. La derniére ligne est donc

0 0.... 0 1,

d'ot A = A, Puisque w(Y, Y') = A
on a bien w(Y, Y') = A,

o bar hypothése de récurrence,

2eme cas : Si y' >0, on définit Y et Y) en diminuant d'une
unité tous les termes respectifs de Y et Y'. De toute évidence
w(Y,,, Y!) = w(Y, Y'). Quant au nouveau déterminant A, calculé a
partir de Y, et Y! , il est égal & A puisque les p?différences v, ~ ¥,
demeurent inchangées, Mais Y et Y! appartiennent au type [p, q- 1’],
par définition des types. Donc w(Y,, Y.,) = A, d'ott w(Y, Y') =4,

Seme cas : Soit Y, > y; = 0, On a défini plus haut, pour ce cas,
les suites Y,, Y), Y, Y., qui appartiennent respectivement aux
types [p-1, q] et {p, g-1], et pour lesquelles vaut la relation
(38). I1 suffira donc ici de montrer que 1'on a, entre les détermi-

nants correspondants, la relation A = A_+ A,,.
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Remarquons d'abord, pour cela, que la derniére (p-iéme) co-
lonne de A peut se décomposer comme ci-dessous :

2-p
C
y,+1 + 0
3
Cy - +0
CO
byt + 0
1 o
(Cy 1 Cc ¢1) + 1.

P Yp

A est donc la somme de deux déterminants, dont le second
(comme on le voit, en le développant suivant sa derniére colonne)
est précisément égal a A, Quant au premier, A — A_, qui ne diffée-
re de A que par l'addltlon de - Cy a4 (=-=1) a son élément du coin
sud-est, on distinguera, pour le calculer, entre deux sortes de ter-
mes de la suite Y':les h premiers, qui sont non-nuls (0 ¢ h ¢ p-1),
et les k derniers qui sont nuls (0 < k = p~h), On opérera ensuite
sur les k dernieres colonnes la transformation, sans influence sur
la valeur de A - A, consistant & remplacer chacune d'elles par
la somme alternée de la colonne elle-méme et de toutes celles qui
la suivent dans le déterminant A - A_; ceci a pour effet de rem-
placer C; I, si i< p, par la somme alternée

+ (= 1P it (39)

y;*l

C’LJ+1_C

v+l v; +1 + ...
et si 1 = p, par la somme alternée

Colt -l L+ 1T L (40)

I1 est aisé de s'assurer, par exemple en multipliant l'une par
l'autre les fonctions génératrices (1 +t)¥i'™t et (1 +t)7% que les
expressions (39) et (40) sont respectivement égales a C’J+l et
C‘;;j”. Quant aux h premiéres colonnes de A - A, qui correspon-
dent aux composantes non-nulles de Y', on les traitera, toujours
sans changer la valeur de A - A, en diminuant d'une unité tous
les termes des différences vy, - y qui y apparaissent. On a fina-
lement diminué d'une unité tous les termes de Y, ce qui fait passer
ayY,, ettous les termes non nuls de Y', ce qui fait passer a Y! ;
A -~ A, est donc bien égal & b,

2.3.8. Extension au cas ou Y ne majore pas Y.

La démonstration qui précéde établit finalement que le déter-
minant A calculé & partir de deux suites de Young Y et Y' a pour
valeur le nombre w{(Y, Y') de suites de Young Z intermédiaires



58

entre Y' et Y, du moins dans tous les cas ot Y majore Y', c'est-
a-dire ou au moins une telle suite Z existe.

I1 est assez aisé de s'assurer que le résultat s'étend au cas
o, Y et Y' étant toujours des suites de Young, Y ne majore plus
Y'. La richesse de Y par rapport a Y' est dans ce cas nulle par
définition : w(Y, Y') = 0. 1l reste donc & s'assurer que A est alors
nul également.

Or 1l'hypothése que Y ne domine pas Y' se traduit par l'exis-
tence d'au moins un indice h (1 ¢ h < p) tel que Y, <. Consi-
dérons alors un couple d'indices (i, j) telle que i >h et jgh:
puisque Y et Y' sont des suites non-croissantes on a v, €y, et
yJ.' >y, dol

Y.

1

-y}+1\<yh—yr:+1$0

i-j+l

et en méme temps i-j+ 1 > 1, donc en fin de compte C,7lvy = 0.
Les éléments nuls en question, au nombre de (p-h+ 1) x ' sont
disposés comme l'indique la figure 10. Mais on ne peut dans ces
conditions trouver p éléments, sans qu'il y en ait deux dans une
méme ligne ou colonne, et dont aucun ne soit un des zéros indiqués :
car au plus h -1 tels éléments peuvent exister dans l'ensemble
des h -1 premiéres lignes, et au plus p-h dans 1l'ensemble
des p-h derniéres colonnes, De ce fait chacun des p! termes
du développement de A a un facteur nul, d'ot A = 0.

A j=h
\ |
h-1 lignes \\ :
N\
Ft5-— g ioh
N
AN
p-h+l lignes RN
| AN
AN
I N\
AN
v o O/ N

h colonne$ p-h colonnes

Fig, 10.
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Remarque : le raisonnement ci-dessus relatif au développement de A ,
revient a utiliser un théoréme bien connu de Dénes Koénig sur les
correspondances entre deux ensembles finis ; voir par exemple [9].

2.4. PROPRIETES ADDITIVES DES RICHESSES -

2.4.1. Diminution du niveau relatif.

2,4.1,1, Etant donné un sommet Y quelconque de T, il va &étre
commode d'adopter les conventions de langage ci-aprés : nous ap-
pellerons simplexe conséquent (resp. simplexe antécédent) de Y l'en-
semble S* (resp. S.) des sommets de T compris entre Y et le su-
premum Y* de ses conséquents (resp. l'infimum Y. de ses antécé-
dents). S* et S, sont bien, comme il est facile de s'en rendre compte ,
des sous-treillis de T isomorphes a des treillis simpliciaux (définis
respectivement a partir de l'ensemble des conséquents ou des anté-
cédents de Y).

Nous allons établir une propriété des sommes alternées des
nombres que 1'on obtient en partant de w(Y, Y') et en remplagant
soit Y par les sommets de son simplexe antécédent, soit Y' par
les sommets de son simplexe conséquent : la propriété s'exprimera
par

lz0v]

Y =l wz, v - S (=1 w(¥, Z') = 1 (41)

Z€S,LY) 2'esTtY’ )

et sera, dans une certaine mesure, 1'analogue de la propriété qu'ex-
prime la formule (18) du $§2.1.3.

2.4.1,2, Utilisons le déterminant A d'ordre n, introduit pré-
cédemment, qui a pour valeur w(Y, Y'), et appelons A; (resp. A
le déterminant qui s'en déduit en diminuant y, (resp. en augmentant
yj‘) d'une unité. A, (resp. A') ne difféere de A que par sa i-iéme
ligne (resp. j-iéme colonne) ; on peut grice a cela calculer la dif-
férence A - A; directement comme un déterminant : celui-ci aura
pour élément général de sa i-ieme ligne non plus C";y.,,l comme
A, mais la différence C;‘_;Ll - C;,J_;l = Ct ;2y1. Ce méme nombre
sera 1'élément général de la’ j- ieme" cblonne d'un déterminant égal
4 A - A, dont les autres colonnes reproduisent celles de A,

On voit ainsi que le fait de baisser d'une unité, dans le dé-
terminant &, les deux indices (du haut et du bas) de chacun des nom-
bres binomiaux de la i-iéme ligne (resp. j-iéme colonne) fait pas-
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ser de A A4 - A, (resp. b —Aj). Une fois 1'opération faite pour une
ligne i, on peut la renouveler sur une ligne k(kf i), ce qui fera
passer de A —A; a (A —-A;) = (B, = D85) = B =D, — D+ By, B
désignant bien entendu le déterminant qui se déduit de A& lors-
qu'on remplace Y par Y - 1; - 1, (notation du module libre in-
troduit au $1.1.). On peut répéter n fois 1'opération, ce qui donne-
ra en fin de compte un déterminant D égal a

A= Y A+ Y By— s+ (1) D (42)

1414¢n 184 ¢kgn

Quant au terme général de D, ce sera C y; quels que soient
i et j, Cela permet de voir que ce méme determlnant D s'obtiendrait
aussl bien par le calcul de

A- Y A Y A sy

b
1¢j4n 1¢j<1gn

12...n

(43)

Quant a la valeur de ce déterminant D, il est aisé de cons-
tater qu'elle est égale a 1 : en effet tous ses éléments diagonaux
sont égaux a4 1, et au nord-est de la diagonale tous les éléments
sont nuls puisque l'on y a i-~j <0 et Y; -y! >0, ce qui suffit
a annuler CJ7J.. !

7]

I1 est donc établi que les expressions (42) et (43) sont toutes

deux égales a 1,

Ce résultat ne coincide avec la proposition (41) annoncée que
si tous les Y -1; et tous les Y'+ 1, appartiennent & T, ce qui
n'est pas nécessairement le cas pour un Y et un Y' donnés.

2.4.1.3. Pour lever la restriction, raisonnons sur les Y -1,
et supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que y, > 0.
Alors dire que Y -1, n'est pas dans T équivaut & dire que Y, =Yiu-
S'il en est ainsi il est aisé de voir que &; = A;,;,,. En effet, si
on les définit par leurs éléments, ces deux déterminants ne diffe-
rent que par leur ligne i+ 1, qui a comme élément général Ct Jy Tl
pour 4., et C;i;Q pour A; ;,,. Mais dans ce dernier, la 11gne i'a
pour élément general C'” “} qui, si on 1l'ajoute & 1'élément général
de A, ,,, donne prec1serﬂent 1'élément général de A;. On établit
bien ainsi que si Y -1, ¢ T, alors &, i 01 = By d'ou blen entendu
toutes les égalités du type Ay ik, = A; ... 11 en résulte finale-
ment, par réduction de proche en proche, que l'expression (42) est

égale au premier membre de (41).
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La méthode est analogue pour réduire l'expression (43) au deu-
xiéme membre (membre intermédiaire) de (41) : on établit que, si
Y+ L ET, alors on a AP 2 N et toutes les égalités du type
pd=b bl o pdrbees finalement la propriété (41) est ainsi compléte-
ment établie,

La vérification est triviale dans le cas particulier ot Y = Y',
puisque S.(Y) et S%Y) se réduisent alors a Y, ce qui réduit
chacune des deux sommes de (41) a un seul terme, égal & w(Y, Y) = 1.

Par contre elle n'est nullement triviale dans le cas ou l'on
prend Y' = 0 : vérifiable aisément sur la figure générale 12, elle
est illustrée en outre sur le fragment de T représenté par la figure
11 ci-dessous :

34, (4°3) _ 34
(4%31) (543) +138
48
76 50
(431) (5431)) (542) -181
80
(5471) + 80
) 1
Fig, 11,

2.4.2. Augmentation du niveau relatif.

L.a propriété ci-apres est rendue plus facile a énoncer par
1'introduction du mot "enrichissement', par lequel nous désignerons
comme il est naturel, la quantité dont augmente la richesse w(Y, Y')
si 1'on remplace soit Y par un conséquent de Y (enrichissement par
le haut), soit Y' par un antécédent de Y' (enrichissement par le bas).

Cela dit nous établirons que la somme des enrichissements par le
haut moins la somme des enrichissements par le bas est égalea la ri-
chesse initiale ; ou encore, que

Y W@ Y -w(y, Y- XN [w(Y, 2 - w(Y, YY)
Z conséquent Z' antécédent

de Y de Y*!

= w(Y, Y") (44)
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propriété analogue a celle exprimée par la formule (23) du §2.1.4.
Nous utiliserons a4 nouveau pour cela l'expression de w(Y, Y') a
1'aide du déterminant A introduit précédemment, que nous prendrons
d'ordre n assez élevé pour que y =y = 0.

Appelons A, et A7 les déterminants respectifs calculés non
plus & partir de Y et Y', mais le premier & partir de Y + 1; et
Y', le second & partir de Y et Y' - 1; (les notations sont toujours
celles du module libre du $1.1.). 4, ne différe de A que par sa
i-ieme ligne, dont le j-iéme terme est C,};i., au lieu de C’;:{;lﬂ
Byjy = b peut donc se calculer par substitution de la différence’ de
ces deux termes (qui est égale a C?;iyrl) au terme correspondant
de A, et cela dans toute la i-iéme ligne. De méme A'l' —A peut
se calculer en faisant la méme substitution, mais dans toute la j-iéme
colonne ; d'ou finalement, par addition des développements, comme
il a été fait au $2.4.1,

(Bisy - 8) = 3 (87" - a) (45)

'

—

i=

—

Notons maintenant que Y + 1; n'appartient pas nécessairement
a T : pour qu'il n'y appartienne pas, puisque Y &€ T, il faut et il

suffit que y, = y, ;. Mais alors la ligne i de A;, - & est, comme
on le constate immédiatement, identique & la ligne i-1 de A (et
de Ay, —4), d'ou A, ~A = 0. De ce fait il revient au méme, au

premier membre de (45), de sommer pour les n valeurs de i ou
seulement pour celles qui font que Y + 1, €T,

La situation est légeérernent différente au second membre de
(45), car il n'est plus tout & fait équivalent de dire que Y'- 1
n'appartient pas & T ou de dire que y! =yJ.'*l, affirmation qui n'aurait
pas de sens du point de wvue du calcuf des déterminants si 1l'on con-

sidérait le cas j = n, D'ailleurs Y' - 1, n'est précisément pas
dans T puisque l'on a supposé y! = 0. Mais 1'équivalence subsiste
si l'on se borne a considérer les valeurs 1, 2,,.., n-1 de j.

Le second membre de (45) peut donc s'écrire

L D YR (LAY (46)

Y'—lJ»ET

N {tn} N
Quant & A" - A, dont les n -1 premigres colonnes repro-

. . P 1~ -
duisent celles de A, il a pour n-iéme colonne Cyify;‘q = C;iil ; cela

donne, puisque Yy, » 0, des termes tous nuls sauf le dernier (i =n)
égala Cj . = C) =1, d'ou A"~ A = A, Finalement (45) s'expri-
me par
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(B - 8) = b+ X (87 =)

v+1;€T v'-ljs’l‘

ce qui établit la proposition annoncée,

Un énoncé, évidemment équivalent, de cette proposition s'ob-
tient en introduisant les degrés de Y et Y' (au sens du $2.1.2.):

¥ w(Z, Y') - > w(Y, 2') = w(Y, Y') [d(Y) - d(Y")+2]
2 conséquent 7' antécédent
de Y de Y*
niveaux
I S 0
0
&2 L . 1
1
___3 o 3 o 2
2 12 —
&N N 3
3 21 2
__ 5 6\ N8 4
4 2 212 1
L 6 \g - ‘0____ 6 5
5 4 3 % 2 28 g
Yy W 12’10 Lio 1 | 6
6 51 42 3°412 321]2'3313 23'12 21 5T T

Fig. 12.
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A noter, comme toujours, deux cas particuliers : celui ou
Y = Y', pour lequel w(Y, Y) =1 (et qui permet la vérification
2(d+1)~2.d = 1.2), et celui, plus intéressant, od Y' = 0 : la fi-
gure 12 donne, pour chaque sommet Y de T, le w(Y) correspon-
dant, chaque aréte de T (sauf quelques-unes en bas pour la clarté
du dessin) y est barrée d'un nombre de traits égal a 1' enrichissement
correspondant, et l'on vérifie aisément qu'en chaque sommet se
trouve inscrit le nombre total de traits barrant les arétes qui en
émanent.

2.5. CHAINES DANS LES SOUS-TREILLIS COMPLETS DE T -

2.5.1. Definition récurrente de w (Y,Y').

Avec Y et Y' donnés de maniére que Y majore Y', ce que
nous noterons Y >7Y' (la relation d'ordre, bien que notée >, est
réflexive), on a précédemment compté les Z tels que Y > Z > Y',
Mais il est assez naturel de compter également les ''r-chatnes' du
sous-treillis complet défini par Y et Y', c'est-a-dire les suites
Z'... Z" telles que

2 >Zr>Y,

Y >zt> 7z

Nous appellerons w, (Y, Y') le nombre de r-chaines distinc-

tes. Bien entendu w,(Y, Y') = w(¥Y, Y'), et l'on peut ajouter la

convention w, (Y, Y') = 1 ; cette derniére convention ne s'étendrait

pas au cas ou Y ne majorerait pas Y', cas dans lequel tous les w,
seraient 4 considérer comme nuls.

Une conséquence immeédiate de la définition de w, (Y, Y') est
la double équation fonctionnelle

w(Y, YY) = X w_(2Z, YY) = ¥ w_(Y, 2", (47)

daod
Y>z>v* Y>2'>y¢"

en interprétant le Z de la premiére de ces sommes comme ayant
la signification de Z', et de Z' de la seconde comme ayant la si-
gnification de Z" ; on peut d'ailleurs, si l'on veut, sommer en fai-
sant varier Z (ou de méme Z') sur la totalité de T, puisqu'en dehors
des Z (ou Z') compris entre Y et Y' au sens de la relation > on
n'obtient que des termes nuls,

2.5.2. Diminution du niveau relatif.

Une autre équation fonctionnelle, plus maniable que (47), peut
s'établir & "1'aide de la méthode dite parfois "d'inclusion et exclu-
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sion'". Pour l'obtenir on considére plus particuliérement, parmi les
r-chaines Z%... Z' comprises entre Y et Y', celles dont le Z' (et
par conséquent toute la r-chaine) est majoré par un Z;, appartenant
au simplexe antécédent de Y (au sens du $2.4.1.).

Dans ces conditions il suffit d'exprimer de deux maniéres le
nombre de r-chaines 2z*...Z' pour lesquelles Z* = Y. D'une part
ce nombre est évidemment w,_ (Y, Y'). D'autre part il peut se cal-
culer en retranchant du nombre total w, (Y, Y') de r-chalnes, la
somme des nombres de r-chaines w.(Z.;,, Y') majorées par un
antécédent (immédiat) Z;, de Y ; mais il faut alors rajouter la som-
me des nombres de r-chaines majorées par deux antécédents Z;,
et Z., de Y, c'est-a-dire w,(Z;,  Z,,, Y') ; et ainsi de suite,
en ajoutant et retranchant alternativement jusqu'a épuisement du sim-
plexe antécédent S, de Y. On obtient ainsi finalement :

[r-z|

w_ (Y, Y)= ¥ (-1)

ZeS,LY)

w(Z, Y") (48)

La mé&me méthode, appliquée au simplexe conséquent S* de Y',
permet d'établir que

w_ (Y, Y) = Y (=" w (v, 2 (49)

2res*(y")

Les deux relations (48) et (49) généralisent la relation (41)
établie au 92.4.1., qui représente le cas particulier ot r = 1.

Remarque : la méthode ci-dessus aurait pu étre utilisée, de préfé-
rence a celle du $2.4.1, pour établir directement la relation (41)
4 partir de la définition de la richesse relative w(Y, Y'). En fait,
au moment d'établir (41), on disposait déja d'un mode de calcul de
w(Y, Y'), sous forme de déterminant, lequel présentait 1'avantage
de pouvoir servir aussi bien & 1'établissement de la formule (41)
relative & la diminution du niveau relatif, qu'a celui de la formule
(44), relative a son augmentation.

Ici, par contre, nous nous servirons précisément de (48) ou (49)
pour établir que w,(Y, Y') peut s'exprimer sous forme d'un cer-
tain déterminant, et cela faute de disposer d'un algorithme progres-
sif aussi simple que celui du$2.3.4 pour justifier une telle expression .
Ce n'est qu'ensuite que nous nous servirons du déterminant en ques-
tion pour établir la relation qui concerne l'augmentation du niveau
relatif,
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2.5.3. Expression sous forme de déterminant.

L'élément général du déterminant qui permettait le calcul de
w(Y, Y') était C§;1§§+1.Nous allons établir que w, (Y, Y')n'est autre
que la valeur du déterminant d'élément général C:f{;fm détermi-
nant que l'on peut désigner par A(Y, Y', r). v

La démonstration se fera par récurrence sur r ; on vient de
faire remarquer, puisque w(Y, Y') = w, (Y, Y'), que la proposition
est déja établie pour r = 1,

Nous établirons ensuite que

AY, Y, r-1) = ¥ (1" az, v, r) (50)

1€5,(7)

En rapprochant (48) et (50), il apparaitra que w,. (Y, Y') et
A(Y, Y', r) satisfont & une méme équation fonctionnelle., S'il est
établi que w,_,(Y, Y') = A(Y, Y', r -1), la formule (50) permettra
le calcul de A(Y, Y', r) & l'aide de déterminants A(Z, Y', r)
pour lesquels on aura toujours |Z| < |Y|. A la récurrence par rap-
port & r se superpose ainsi une récurrence par rapport & |Y{ ; mais
il est aisé de s'assurer que de toute fagon on a w_ (0, Y') = A(0, Y', r)
(les deux membres sont égaux a 1 pour Y' = 0 et sont nuls pour
tout autre Y' de T). Finalement il ne reste, pour justifier 1'emploi
général du déterminant A(Y, Y', r), qu'a établir (50).

Or le raisonnement nécessaire pour cela reproduit pratiquement
mot pour mot celui qui a été fait au §2.4.1,, & cela prés qu'il faut
maintenant entendre par & le déterminant A(Y, Y', r) et de méme
par A; le déterminant A(Y - 1,, Y', r). La différence A - A; sera
cette fois un déterminant qui dans sa i-iéme ligne aura pour j-iéme
élément C:;f;;:f_l et dont les n -1 autres lignes seront les mémes
que celles ‘d¢ A. Si 1'on répéte 1l'opération pour toutes les lignes,
le déterminant D obtenu, qui cette fois n'est autre que A(Y, Y', r ~1),
a exactement l'expression (42). Quant au raisonnement par réduc-
tion de proche en proche, qui a permis d'établir que pour calculer
1'expression (42) il suffisait de se borner aux 'bons' indices (c'est-
ad-dire a ceux qui ne font pas sortir de T), il demeure encore vrai
a condition d'augmenter de r -1 le haut et le bas de chacun des
nombres binomiaux qui y interviennent.

Le nombre de r-chaines comprises entre Y et Y' est bien, fi-
nalement, exprimé par un déterminant d'ordre n suffisamment grand

et d'élément général Cl7Iv..
v
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2.5.4. Angmentation du niveau relatif.

I1 s'agit cette fois d'établir une relation qui sera une extension
de (44), avec cette nouveauté qu'au second membre apparaitra non
plus w (Y, Y') mais rw/ (Y, Y'):

Y Iw(Z, Y ) -w (Y, Y)] - Y W (Y, 2 -w (Y, Y]
Z conséquent Z' antécédent
de Y de Y'

= rw, (Y, Y") (51)

A nouveau la démonstration sera calquée sur celle relative au
cas r =1, faite au ¢ 2.4.2, aux mémes changements prés que pré-
cédemment, et cela jusque et y compris la mise en évidence de 1'ex-

pression (46). La seule nouveauté concerne A" A, dont la n-iéme
colonne a pour élément général C;fi:r'l et pour dernier élément

C'* = r, les n-1 premitres colonnes étant les mémes que celles
de A, Or A a dans sa derniére ligne des éléments égaux a Cf;lx
1 J
:{rjl:];—yf)’ donc égaux a O pour j =1, 2,..., n -1
(puisque - (n-j)-y' s« = (n-3)<0) e a1l pour j = n, Finale-
ment, si on compare leurs développements par rapport a cette der-
nidre ligne, on voit que & et A'"' —A ne difféerent que par le fac-
teur sud-est, qui est égal a 1 pour l'un et & r pour l'autre ; donc
A~ A = rhd, ce qui achéve de démontrer la formule (51).

ou encore a (

2.6. APPLICATIONS DES RESULTATS PRECEDENTS -

2.6.1. Le probléme du scrutin de Bertrand.

Parmi les propriétés, classiques ou nouvelles, établies pré-
cédemment, la plupart peuvent étre formulées en termes évoquant
le célebre ''probléme du scrutin' de Joseph Bertrand [2] : sachant
que dans un scrutin deux candidats A et B ont recueilli respective-
ment a et f voix, avec quelle probabilité le candidat A se trouvera-
t-il plus favorisé que le candidat B a chaque instant du dépouillement?

Le résultat le plus simple et le plus généralement connu, dll
a Désiré André [1], est relatif au cas ol la condition 'plus favorisé'"
est interprétée au sens de 1'inégalité stricte, y compris dans les don-
nées (« > B):1la probabilité cherchée est alors égale a (a - B)/(a + B).

La condition imposée exprime qu'a chacun des a + b instants
du dépouillement, instant final compris, on doit avoir x >y > 0,



68

en désignant par x et y le nombre de voix comptées a cet instan.
pour les deux candidats ; ou encore, que la suite (x -1, y) soit
une suite de Young réduite a deux termes non nuls.

Le nombre de dépouillements satisfaisant a cette condition n'est
autre que la puissance f (au sens du ¢ 2.1.4) de la suite finale
(x ~1, B) ; son calcul est immédiat, par exemple par la formule
(35) du $2.2.1, avec n=2, y=a-1 et y=B. On trouve ainsi

(@ +B -1)! (o ~B)
al B!

flo =1, B) =

1
ce qui, divisé par le nombre total M‘ des dépouillements

al B!

possibles, donne bien l'expression de Désiré André.

Mais les propriétés du treillis de Young fournissent une autre
interprétation du méme probléme, Il résulte en effet de la figure 13

a . :
ci-contre que chacun des (;BB) dépouillements possibles peut

8tre représenté d'une maniére et d'une seule par un chemin ON
formé de a segments ouest-est et de B segments sud-nord. Ceux
de ces chemins qui satisfont & la condition imposée sont caractéri-
sés par le fait qu'ils sont entiérement situés 4 l'est (au sens large)
de 1l'escalier ON figuré en pointillé. Il suffit alors de regarder la
figure selon les axes N X et N_|Y pour voir que ces chemins
sont les profils (au sens du ¢ 2.2,2) correspondant a toutes les sui-
tes de Young majorées par la suite

(-2, a-3,..., a=-8-1); (52)

leur nombre est donc égal & ce que nous avons appelé la richesse
de cette derniére suite ($2.3.2).

Fig. 13,
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2.6.2. Problémes du scrutin plus généraux.

2.6.2.1., Puissance.

I.a notion générale de puissance d'une suite de Young par rap-
port a une autre peut recevoir, en termes de scrutin, la significa-
tion suivante. S'il y a n candidats numérotés de 1 & n, et que l'on
sache qu'ils ont recueilli des nombres de voix respectifs définis par
une suite de Young Y = (y, y,... y,) ; sil'on sait en outre qu'a un
certain instant du dépouillement les nombres respectifs de voix déj&
comptées sont également définis par une suite de Young Y'=(y} y)...y);
quelle est la probabilité pour que, pendant tout le reste du dépouil-
tement, les nombres z; de voix comptabilisés satisfassent toujours a
.02 2, ? (53)

Zl>/z n

2

La réponse & cette question est fournie par la fraction qui a
pour numérateur la puissance relative Y, Y') (cf. $2.1.3) et
pour dénominateur le nombre multinomial

<yl—y'l+y2—y;+...+yn—y;>
1 ' !
o Y, Y e YT,

2.6.2.2, Richesse.

La richesse relative w(Y, Y'), elle, est susceptible de deux
interprétations, La premiére se rattache au probléme qui vient d'étre
défini : w(Y, Y') est alors le nombre de situations intermédiaires
Z a priori concevables entre 1l'instant initial ol 1'on observe Y' et
l'instant final ol 1'on observe Y, et qui satisfont aux inégalités (53).
Quant a l'autre interprétation de w(Y, Y'), elle peut se rattacher
& un probléme de scrutin qui se pose pour deux candidats A et B,
ayant recueilli respectivement a et 8 wvoix, Il suffit pour cela de
définir une relation d'ordre partiel sur 1' ble @ d o+ P

partiel sur l'ensemble es (oc 5)
dépouillements possibles : pour D et D' appartenant a ®, on dira
que D est plus favorable ¢ B que D' si, quel que soith (0 ¢ h ¢ o +8),
les nombres v, et v) de voix enregistrées en faveur de B, apreés
comptage de h suffrages dans les dépouillements respectifs D et D',

satisfont & v, > v .

Dans ces conditions D et D' peuvent étre considérés comme
définissant les profils de deux suites de Young respectives Y et Y'
(qui appartiennent, si 1l'on utilise une dénomination introduite au
$2.3.7, au type [B, a)) ; w(Y, Y') désigne alors le nombre de
dépouillements qui, pour le candidat B, sont & la fois plus favora-
bles que D' et moins favorables que D,
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L'intérét de cette interprétation consiste en ce que, dans cer-
tains cas, les ''dépouillements de référence' D et D' sont définis
de maniére a permettre une caractérisation aisée de Y et Y'. Ainsi
par exemple dans le probléme de Bertrand ($2.6.1) on a :

D (pointillé de la figure 13) : 1/ deux voix pour A.

2/ alternance BABA... jusqu'a épui-
sement des voix de B.

3/ (éventuellement) toutes les voix
restantes de A.

D' (chemin ON N) : 1/ toutes les voix de A,
2/ toutes les voix de B.

On a alors Y par l'expression (52) et Y = 0.

2.6.3. Applications statistiques.

L'étude des couples d'échantillons tirés d'une méme loi de
probabilité continue non spécifiée, et la théorie des tests non-
paramétriques qui en résulte, nécessitent fréquemment des calculs
de nombres de chemins compris, au sens du $2.6.2.2. ci-dessus,
entre deux chemins donnés D et D',

Tel est, notamment, le cas pour le test de Kolmogorov-Smirnov,
Pour deux échantillons de méme effectif n, le probléme peut se ra-
mener pour l'essentiel au probléme de dépouillement suivant : parmi

2
les (n nn) chemins allant du point O (0, 0) au point N (n, n)

dans le plan des (x, y), combien y en a-t-il qui sont compris tout
entiers dans la partie du carré de diagonale ON qui est définie par
ly -xl<k ?

I.a méthode précédemment exposée indique que la réponse est
donnee par w(Y, Y'), avec

Y =(n, n,..., n,n-1,,.. k) [k premiers termes égaux a nl
Y'={n-k, n-k-1,... 1, 0,... 0) [k derniers termes nuls].

Rien n'empéche d'exprimer w(Y, Y') par le déterminant (d'or-
dre n) défini au $2.3.7. ; mais étant donné la nature particuliére
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des suites Y et Y' cette expression serait d'un intérét limité parce
que trop compliquée, On sait qu'en réalité dans ce cas w(Y, Y')
peut s'exprimer, avec nos notations, par

Y o(-1) ot (54)

zel

cette expression peut s'établir par la méthode dite "des images
de Lord Kelvin", comme 1'a fait Drion [4].

L'expression (54) est beaucoup plus simple que le déterminant
qui donne w(Y, Y') ; en l'égalant a ce déterminant on obtient tout
au plus une curiosité de calcul (qui cependant serait sans doute dif-
ficile a établir autrement).

Remarque : Si les résultats démontrés au § 2.3 apportent au probléme
du comptage des chemins compris entre D et D' donnés une solu-
tion générale, cette solution ne fournit pas pour autant l'expression
la plus simple lorsque D et D' sont eux-mémes définis d'une ma-
niere simple (comme c'est le cas dans un grand nombre de problé-
mes particuliers (cf. par ex. [4]). Toutefois les essais numériques
permis par 1l'algorithme du §$ 2.3.4 sont trés rapides, ce qui fait
de cet algorithme un instrument de recherche pouvant servir & ac-
célérer la formulation (ou le rejet !) de conjectures nouvelles, Il
convient de noter que l'idée de cet algorithme, du moins dans le
cas Y' = 0, parait avoir été "'frélée' par P. Dufresne [5).






3. UNE VOIE D'EXTENSION TRIDIMENSIONNELLE

3.1. GENERALITES SUR LES EXTENSIONS DE T -

3.1.1. Solides normaux.

Etant donné dans le treillis de Young T une r-chaine telle que
Zts s 7"

on peut toujours, du moins théoriquement, représenter les profils
correspondants sur une méme figure a deux coordonnées x et y,
comme on 1'a fait sur la figure 14 avec

Y

7z} - (54%2) z® - (4%31) 7% - (2% zZ' - (2°1) ;

y on peut méme s'arranger, sir
n'est pas trop grand, pour que
L le dessin permette de discerner
entre les profils sur les seg-
ments ou ils doivent coincider,

Une telle figure suggére de
considérer ces profils comme
des "courbes de niveau'' relati-
ves a une représentation spa-
tiale, avec une troisieme coor-
donnée z, La figure 15 représen-
te la méme chaine que la figu-

____________ re 14, a l'aide de quatre niveaux
0 X superposés de cubes ; sa pro-
jection sur le plan des xy redon-
ne la figure 14,
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11 est clair que le méme empilement de cubes est susceptible ,
si 1'on permute des six maniéres possibles les roéles des coordon-
nées x, y, z, de six interprétations en termes de r-chaines de
sommets de T, interprétations en général toutes distinctes ; nous
nous en tiendrons exclusivement, dans ce qui suit, & l'interprétation
initiele,

Nous appellerons solide normal S tout ensemble fini de cubes
de 1l'espace des xyz possédant les propriétés de la figure 15, qui
peuvent se formuler de la maniére suivante : tout cube étant dési-
gné par un triplet (x, y, z) de N2, le fait que (x, y, z)E€ S et
que l'on ait terme a terme (x', y', 2') < (x, y, z) entraine que
(x', y', z') €S. Tout solide normal S peut évidemment &tre repré-
senté par une r-chafne de T, Z%... Z°... Z" qu'il est commode
de considérer comme prolongée indéfiniment par Z**1=2"2- =0 ;
le x-iéme terme de la z-iéme suite de Young Z® peut &tre défini par
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y: = maxly|(x,y,z) € S}

le maximum devant étre pris égal a 0 chaque fois que x et z sont
tels qu'aucun (x,y,z) n'appartienne & S.

L'ensemble des solides normaux, ordonné par inclusion, est
un treillis distributif T3 qui généralise a trois dimensions le treil-
lis de Young (lequel aurait pu &tre appelé T,) ; 1'élément minimal
de T, est le ''solide vide" 0 = (0,0,...).

Les solides normaux ont ¢été étudiés d'assez prés par Mac-
Mahon, avec un symbolisme et des préoccupations sensiblement dif-
férents de ceux du présent travail, dans le second volume (sections
IX et X) de son traité [10] : il s'est spécialement attaché au dénom-
brement des solides normaux répondant & des conditions imposées,
relatives notamment au nombre total de cubes (''niveau'' dans TB) et
a l'existence de symétries,

3.1.2. Le treillis T, .

Rien n'empéche, & partir des chaines descendantes illimitées
de T3 qui n'ont qu'un nombre fini d'éléments distincts de 0, de dé-
finir un treillis T,; et ainsi de suite jusqu'ad T, quel que soit 1l'entier
positif n, T, (ou T) résulte lui-méme de ce procédé de construc-
tion en partant de T, défini comme ensemble ordonné des entiers
non-négatifs, On a d'ailleurs ¢évidemment

T,CT,CT,C... CT,C...

En ce qui concerne les différentes caractéristiques numéri-
ques, notamment la puissance relative ou absolue et la richesse re-
lative ou absolue, les définitions introduites pour T, se transposent
aisément a ces treillis ; i1 en est de méme du degré, défini comme
nombre d'antécédents immeédiats.

Mais dés le stade de T; les propriétés des treillis T,, (comme
1'illustrera toute la fin de ce chapitre), sont beaucoup plus cachées
que celles de T,.

3.1.3. Richesse (absolue) des éléments de degrée 1 dans T3.

Le fait de savoir, dans T, calculer w, (Y, Y') permet d'énu-
mérer les solides normaux de "hauteur' données, dont le "soubas-
sement" et la ''plateforme culminante' ont des formes données,
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Prenons en particulier Y = (g°) et Y' = 0, et interprétons
w, (Y, Y') = w(Y) = w,(q"). Toute r-chaine Z'... Z' comprise entre
(gP) et 0 sera représentée, d'une maniére et d'une seule, par un
empilement de couches de cubes dont aucune, en projection sur le
plan des xy, ne déborde du rectangle de dimensions p x q ; (les pro-
jections des couches successives seront d'ailleurs incluses chacune
dans la précédente, et il y aura en tout r couches dont éventuelle-
ment les derniéres seront vides (soit au maximum r couches non
vides).

w,(qP) est donc finalement égal au nombre de solides normaux
distincts inclus dans un parallélépipéde de ''dimensions'' p. q.r; celui-
ci est lui-mé&me le solide normal, de degré 1, "engendré' par le
cube unique (p, g, r), et a comme tel, dans T,, une richesse abso-
lue laquelle est précisément égale a w, (qPf).

Quant & w_(qg?), il résulte des propriétés de w, (Y, Y') qu'on
peut l'exprimer par un déterminant A, qui a ici pour élément C;:J;"'
dans la ligne i et la colonne j (i,j=1,2...,p).

I1 est intéressant de donner de A une expression qui soit, comme
il se doit, symétrique en p, q et r.

Pour cela on peut par exemple, sans changer la valeur de A4,
remplacer chacune de ses lignes par la '"somme binomiale" de cette
ligne et de toutes les suivantes, c'est-a-dire remplacer C!;)*" par

q+r

Co, Clllma Coy Col™ w4 CopCirr

p-1 q+r q+r p-t q+r

en vertu des propriétés élémentaires des nombres binomiaux, ceci

est encore égal a Cg:;:ﬂ_i, qui peut s'écrire sous la forme
veoj (p+g+r-—1)! ——
prr-) . = e —
Coeri = oy =y a+i-il
Ainsi (p+q+r -1i)! est en facteur dans toute la ligne i,
et le dénominateur (p+r —j)! est présent dans toute la colonne j .
Si 1'on met tout cela en facteur pour i =1, 2,..., p et pour
i=1,2,..., p, il ne reste dans le déterminant comme élément
général, que q-—1+3j! ;or un tel déterminant, toujours d'ordre R

n'est autre que celui qui définit Y ! pour Y = (qP), et qui, on l'a
vuau $2.2.5, s'exprime & 1'aide des bifactorielles de p, q et p+ q.
Finalement on a ici

A:(q+r)1(q+r+1)!... (q+r+p-~1)! p'! q!!
r! (r+1)! ... .. (r+p-1)!
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ou encore, en multipliant haut et bas d'une part par r!! et d'autre
part par (gq+r)!'!',

(p+q+r)!! p!t q!t r!!
P+ T (prr) T (@rr) ! (55)

Sir (par exemple) est égal & 1, ceci se réduit naturellement

N + '
N (11)3: 3)3
oli I'on calcule facilement que A = 20 ; 1'énumération des vingt so-
lides correspondants, plein et vide compris, se fait aisément dans

ce cas.

. Le cas le plus simple par ailleurs est celui ol p=qg=r =2,

La formule (55) ci-dessus peut aussi se¢ déduire de certains
des résultats mentionnés par Mac-Mahon [10].

3.2. PUISSANCE D'UNE CLASSE PARTICULIERE DE SOLIDES
NORMAUX -

3.2.1. ” Encoignures”.

La puissance (absolue) d'un solide normal, considéré comme
un point S du treillis Tj, peut se concevoir comme le nombre de
suites distinctes permettant d'aller de O a4 S en cheminant d'antécé-
dent en conséquent dans T3; ou, si 1'on veut, comme le nombre de
maniéres de numéroter de 1 a n les n cubes qui composent S de
telle sorte que les numéros dans chaque alignement paralléle a 1'un
des axes, lus dans le sens de cet axe, apparaissent dans l'ordre
croissant,

Nous considérerons dans ce qui suit une classe tout a fait
particuliére de solides normaux, que l'on pourrait nommer 'encoi-
gnures' en raison de leur forme (représentée par la figure 16),
Une "encoignure' est, si 1'on veut, un solide normal défini par une
chaine 2z?!' Z% .. de sommets de T, telle que (21) >Zls> 7% ...

Il est clair que 1'on peut définir une ''encoignure' par trois
entiers non-négatifs (a, b;c) dont les deux premiers représentent
les hauteurs des "'ailes' et le troisiéme celui du '"'pilier' : dans le
cas de la figure 16 on a (a, b;c) = (4, 3;6).

Ni l'une ni l'autre ailes ne doivent étre plus hautes que le
pilier, mais aucune condition n'est imposée quant a la comparaison
des hauteurs des ailes ; ce qui se traduit par 1'ordre partiel (agec,bgc).
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Si l'on considére le treillis Z° défini

<> par l'ordre partiel naturel, et dans 2’ 1a par-
tie E formée des points (a, b, c) tels que

0gagc et 0 g¢bgc, chague point de E

représente une encoignure ; E est un sous-
treillis de Z°.

3.2.2. Puissance dans E.

Les puissances des éléments de E peu-
vent se calculer de proche en proche, a par-
tir de la remarque triviale que tout élément
a pour puissance la somme des puissances
de ses antécédents, sauf 1'é¢lément 0 = (0, 0;0)
dont la puissance est 1,

f(E) = > f(X) ; £(0) =1  (56)
Flg_ 16, X antéc. de E

Conformément a la disposition usuelle

de Z3, il est commode de se représenter

comme points-frontiéres latérauxles points de E tels que min(a, b) =0

et comme points-frontiéres inférieurs les points de E tels que
max{a,b) = c.

La puissance d'un point E de E peut étre regardée comme le
nombre de chemins (composés de pas unitaires dans les directions
(Ox, Oy, Oz)) par lesquels on peut joindre O & E sans sortir de E .
Cette remarque entraine que si par exemple E = (0, b;c) (point -
frontiére latéral), un chemin OE sera tout entier dans le plan x = 0.
La puissance de E n'est autre, alors, que celle de la suite de Young
a4 deux termes (c,b) ; d'ou l'on déduit, en utilisant par exemple
le théoréme du $2.1.3 :

.m0+ ((50) - (571) @
et de méme
w0 (10 - (021) al

Ces formules valent méme si a ou b s'annulent, en vertu des
conventions d'écriture du $ 2.3.1.
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3.2.3. Deux lemmes.

Lemme 4.

Si I'on fixe les valeurs, non-négatives, de a et de b, la fonc-
tion (a, b;c), définie pour ¢ » max (a, b), prend les mémes
valeurs qu'un certain polyndéme Pa’b(z), de degré a+ b par rap-
port & la variable z € Z, pour 2z =c 3 max (a, b),

1/ La proposition est triviale si a = b = 0. En effet le point
(0,0, c) (c >»0) de E a pour seul antécédent le point (0, 0, ¢ -1},
d'oli, par application de (56),

£(0,0;¢) = £(0, 0;c~1) = .., = £f(0, 0;0) = 1,

Le polyndme P, (z) existe donc et est identique & la cons-
tante 1,

2/ Si une seule des valeurs de a et b est nulle, par exemple
a=0 et b 31, il résulte immédiatement de (57) que

P - (P17 - (27D 5o
on a de méme
Pooz) = (P10 - (210). (58")

3/ Siaet b sont tous deux »1, le point (a, b, c) de Eaau
moins deux antécédents, (a-1, b, c) et (a, b-1, ¢);sic = max(a, b)
(cas de la frontiére inférieure), ce sont ses seuls antécédents, et
si ¢ > max(a, b) il a pour troisiéme antécédent (a, b, c -1).

Supposons par exemple que a g b < z. On peut alors appli-
quer la relation (56) au point (a, b, z) ce qui donne

fla,b;z) = fla-1,b;z) + fla,b-1;2z) + fla,b;z -1)
ou

fla,b;z) — fla, b;z~1) = fla-1,b;z) + fla,b-1;2z) (59)
Le lemme annoncé peut alors s'établir par récurrence sur la som-

me a+ b, L'hypothése de récurrence permet en effet d'écrire (59)
sous la forme

fla, b;z) - fla,b;z-1) = P (z) + P

a-l,b Z)

a,b-l(
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pour tout z > b, Les deux polyndémes du second membre sont de
degré a+b-1 en z, et leur somme également puisque P, ,(z)
et Pa’b_l(z) sont manifestement tous deux croissants en z pour z
assez grand.

Les valeurs numériques de f(a, b;z), pour z 3 b, ont donc
leurs différences égales aux valeurs d'un polynéme de degré a+b -~ 1
en z, et sont donc elles-mémes les valeurs d'un polyndme Pa’b(z)
de degré a+ Db en z.

Lemme B.

Le polyndéme Pa’h(z) (a2 >0, b0, a+b 31, z€1Z) s'an-
nule pour z = max (a,b) -1,

Pour les polyndmes P, (z) et P, (z), définis par (58) et
(58'), cela se vérifie immédiatement, Supposons alors que 0 <a ¢b,
d'ot max (a,b) = b > 0,

11 résulte de la relation (59) et du lemme A que, pour tout
z €F,

P (z-1) =P

a,b( a‘l,b(z) - Pa,b_l(z) 5 (60)

a,b(
en particulier pour z =b on a

P, (b-1) = P, (b) - P

a,b

b) - P b).

a-l,b( a,b-l(

Les trois termes du second membre ci-dessus sont respec-
tivement égaux, en vertu du lemme A, a f(a, b;b), fla -1, b;b) et
fla, b —1;b); et I'application de la relation (56) au point (a, b, b},
point-frontiére inférieur de E, montre que f(a, b;b) ~fla -1, b;b)-
fla,b~1;b) = 0. On a donc bien Pa,b(b -1) = 0.

3.2.4. Introduction de la fonction @ (a,b).

I1 est évident que la relation (60), écrite sous la forme
. > 1
Pa,h(z) - Pa,u(z -1) = Pa_l,a(z) + Pa,n_l(z): (; S 1) (61)

et accompagnée de la condition que P, (z) s'annule pour
z = max(a, b) =1, permet théoriquement de déterminer de proche
en proche tous les polyndmes P,  (z).

Mais il n'est pas moins évident que pour définir ces mémes
polyndémes, on pourrait aussi bien, si cela se révélait pratique, ad-
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joindre a la relation (61) non pas les valeurs spécifiées (ici nulles)
de Pa'b(z) pour 2z = max(a, b) -1, mais les valeurs spécifiées
pour quelque autre =z,

Il sera effectivement, en 1'occurrence, commode de spécifier
les valeurs de Pa,b(z) pour z = —-a-b, et nous poserons, pour

abréger 1l'écriture :

P, (-a-b) = p(a, b). (62)

Nous conviendrons en outre, pour pouvoir notanment étendre
la validité de la relation (61), que le polyndme Pa’b(z) existe pour
tout (a, b) € Z2 mais est identiquement nul chaque fois que 1'on
n'a pas a »0 et b »0,

En retranchant membre & membre deux relations du type (61)
écrites pour deux z consécutifs, on voit que

P (z) - 2Payb(z - 1)+ Payb(z -2) = Pa_zyb(z) + 2P

a,b a-1,b-1

(z) + P, ,_,(z);

puis, de méme, de proche en proche, il est aisé d'établir que pour
n'importe quel n positif on a

io 0 (1) Pz =0 = 2 (5 Py () (63)
£

j=0 J

Appliquons cette formule (63) pour z = n-a-b. Le premier
membre est alors la différence n-iéme, pour £ = —a -b, du poly-
néme Pa'b(C), que 1'on peut noter [4" Pa,b(c)}g=_a-u- Quant au second
membre, il est composé de termes dont chacun a pour argument
n-a-b, c'est-a-dire —-(a-n+j) - (b-j), "anti-somme' des in-
dices du polyndme correspondant ; ce second membre peut donc étre
récrit en utilisant la notation abrégée définie par (62). On a ainsi

[ BLo(Z, ., = i (r‘l)CP(a—rHj, b -3j), (64)
Fo

et cela pour tout n positif, méme si n dépasse a ou b ou les deux,
ce qui ne fait qu'introduire des termes nuls, et méme aussi pour
n=0 silon convient que A°P(z) = P(z),

Or tout polynéme P(z) d'une variable z&€Z s'exprime ai-
sément a 1'aide des valeurs que prennent, pour une méme valeur z,
de sa variable, ses différences n-iémes successives (n =0, 1, 2,...)
(identité de Gregory) :
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P(z) = ¥ (A"P(2)],., (Z N Z°)

n>0 n

En appliquant cette formule au polynéme Pa’b(z), avec z,=~a-F,
et en tenant compte de (64), on obtient

P, (z) = ¥ [i (r.l)cp(a—n+j, b_j)](z+i+b)

n30 j=0 J

3.2.5. Eecriture trinomiale.

Une écriture plus simple de l'expression ci-dessus s'obtient
en posant i=n-j(»0), d'ol n=1i+j et

- . . i+ zZ+a+b
Pa’b(z):i};0 cp(a—l,b—-.])(i J)( "y ) (65)
i»0
Bien entendu, en vertu de la convention adoptée plus haut, le
facteur ¢(a ~i, b - j) estnul chaque fois que l'on a 13 a et ou
J > b; la somme ci-dessus se compose done, si a >0 et b0,
d'au plus (a+ 1) (b+1) termes a coefficient non nul,

Dans la mesure ou la fonction ¢ sera numériquement connue
pour tout couple de valeurs non-négatives de ses arguments, la for-
mule (65), compte tenu du lemme A, va fournir une expression de
f(a, b;c), puissance du point (a, b, c) de E, comme combinaison

linéaire de coefficients trinomicux.

En effet, chaque fois que z +a+b » 0, ce qui est le cas si
a>0, b»0 et z» max (a,b), le produit

i+ z+a+b
(i J)( i+ )
est égal au coefficient trinomial
a+b+z
(i Jj z+a-i+b—j)'

Si donc, dans la formuie (65, on remplace z par ¢ {» max(a,b)),
et qu'en méme temps on pose a-i=h et b-j = k, on obtient

.l b
f(a’b;c):S‘-‘(P(h’k)(a—hgtk*-cih+k) (66)
hyk
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I.a sommation du second membre ne peut concerner, on 1l'a
vu, des termes non nuls que pour 0 <h<<a e 0<kghb On
peut, sil'on veut, la considérer comme étendue a tous les couples
(h, k) de Z% puisque si h ou k est négatif le facteur «o(h, k) de-
vient nul, et que si h dépasse a ou si k dépasse b c'est le coeffi-
cient trinomial qui devient nul.

3.2.6. Expression monome de @(h,k) ; principe de la démonstration,

Pour que la formule (66) résolve complétement le probléme
posé, il reste a donner une définition numérique maniable de la fonc-
tion ¢(h, k), dont nous savons seulement, pour l'instant, qu'elle
est la valeur prise pour z = -h -k par le polyndme Ph,k(z).
Seul nous intéressera, bien entendu, le cas o h >0 et k >0,

On a vu que P
(58') que P, (z) =P, (z)

s 0

(z) = 1, et il résulte des formules 58) e
z. On a donc ¢(0, 0) = 1 et (0, 1) = ):

D'autre part, si par exemple h = 0 et k 3 2, il résulte de
la formule (58) que

PO, k) = By l=k) = (E)“ (k(—)1> =0

de méme, si h»2 e k =0, ¢, 0) = 0.

Reste le cas général o h »>1 et k » 1, Nous allons mon-
trer, par un procédé indirect, que dans ce cas ¢(h, k) a pour
expression

2(- 1"  (h+k-1)! (2h + 2k - 3)!
plh, k) = TR Gh 1) Gk = 1) . (67)

Notons d'ailleurs que cette expression couvre, si l'on veut,
tous les cas o h+k » 2, a condition d'admettre que la présence,
au dénominateur, d'une factorielle d'entier négatif, laisse un sens
4 la fraction mais la rend nulle ; avec quelques précautions sup-
plémentaires sur lesquelles il est inutile d'insister, on pourrait méme
lui faire couvrir tous les cas ou h+ k > 0.

A titre d'illustration, le tableau ci-apres donne les valeurs nu-
mériques de ¢(h, k) pour 0 <h <5 et 0gkg5
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k=0 1 2 3 4 5

h=20 1 -1 0 0 0 0
1 -1 2 -2 2 -2 2

2 0 -2 10 -28 60 -110

3 0 2 -28 168 - 660 2002

4 0 -2 60 -660 4290 -20020

5 0 2 -110 2002 -20020 136136

La méthode de démonstration consistera & se servir de 1'ex-
pression (67) pour la construction d'une famille de polynémes P, ,(z),
4 l'aide d'une formule dont le second membre sera le méme que
celui de la formule (65). Il suffira ensuite, pour prouver que ces
polynbmes ne sont autres que les P, (z) dont on a établi 1'exis-
tence, de vérifier

(i) que P' (z) = 1,

0,0

(il) que P;,b(z) - P;,b(z -1) = P (z) + P;,bd(z).

a-1,b

(iii) que P;,b(z) s'annule pour =z = max(a,b) -1,

La validité de (67) en sera une conséqguence immeédiate.

3.2.7. Propriétés (i) et (ii).

La propriété (i) se vérifie immédiatement sur le second mem-
bre de (65), que nous récrivons ci-dessous :

I ol b-j)(i*j:)(z’;j;b):P;,b(z) (68)
i»0

En effet si a=b=0, le seul ¢(-1i, -j) non certainement
nul a priori s'obtient pour i=j=0; or on a (0, 0) =1, Pour

le méme couple 1i=j =0, le coefficient binomial (i+ J) se ré-

duit Iui aussi & 1, Enfin le polyndme (Z ti;b) se réduit a (g)

qui est identiquement égal & 1, On a donc bien P;,o(z) =1=P (z).

0,0

La propriété (ii) se vérifie gréce aux relations bien connues
entre nombres binomiaux
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z+a+b z~l+a+by sz-1l+a+b
( ) - ( ) - (

i+ 4] -(Tieii ) tosii=i-0

et
G =G

qui permettent de décomposer la différence P;,b(z) - P'a,b(z -1) en
deux sommes

+ ( i+j-1

P - 1) (valable pourvu que i+ j 2 1),

2 -t e (1) (1)

130
(&)
i+j%1

et

Y gla-i, b-1l-j+l) (
20
(H;;:g)
Dans la premiere de ces sommes il suffit de sommer pour
i+j~-1
i-1 3
alors, en posant i-1 =1i', le polyndme P/, (z). De méme la
seconde somme est égale & P!  (z).

i >1 puisque 1i=0 annule le facteur ( ) ; on y reconnait

La vérification la moins immédiate sera celle de la propriété
(iii), annulation de P! (z) pour z = max{a,b) - 1,

Pour la faire nous aurons besoin d'un lemme purement formel,
qui fait 1'objet du ¢ suivant,

3.2.8. Lemme.
o et B étant deux entiers positifs (o <p), la fraction rationnelle

(2t — 1) (2t —2)...(2t - 20)
t+1) t+2)...0t+B)

R(t) = (69)

a sa différence B-iéme nulle pour t =a,

En effet R(t) peut s'écrire sous la forme dite ''décomposée
en éléments simples',

oot —L 4+ —= (70)

_ 1
R(’c)_E(t)+t_‘_1 et TIY et iEE
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E(t) est un polyndme, identiquement nul si 2a < B, de degré
200 =B si 20 » 3., Dans les deux cas la différence P-iéme de ce
polyndme est un polyndéme identiquement nul car 1l'ordre § de la dif-
férence dépasse son degré (B > 20 — B puisque 1'on a supposé a <),

La différence -iéme de R(t), est donc la somme des diffé-
A
rences B-iémes de ﬁ%— (Y=1,2,...,B).

Or, sin est un entier positif, il est aisé d'établir que la dif-

férence B-iéme, pour 8 = 0, de la fraction rationnelle est

94+ n

égale a

(-1P% B! (n-1)!
(B+n)!

(Nous ne détaillons pas ici la démonstration, qui peut se faire sim-
plement par récurrence sur f).

D'autre part la différence f-iéme, pour t = @, de Ty n'est
1
autre que la différence $-iéme, pour 9 = 0, de m ; elle est

donc égale, comme on vient de le voir, a

(-1)FB ! (w+y 1)
B+r+a+v)!

IL.a différence f-iéme, pour t = a, de R(t) est donc égale a

(-1)PB! @+y-1)!

Y (c+B+7Y)! ’ (T1)

14
(Rt =% A

quantité que nous désignerons en abrégé par D et dont il s'agit de
montrer qu'elle est nulle,

Le coefficient AY peut s'expliciter, comme d'ordinaire, en mul-
tipliant les deux membres de (70) par t + Y, puis en donnant a t la
valeur - Y ; on trouve ainsi, compte tenu de (69) :

(=2Y-1) (-2Y-2)...(-2Y-2q) (2Y+1) (2Y+2). .. (2Y+20)

AT (V42) (2 L2, . (V) - L =) L (R =7

ou encore, en multipliant haut et bas par Y et en isolant le facteur
Y+ a« du numérateur,
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2Y(2Y+1). .. (2Y+2a-1)
(L)Y (B-Y)!

AY: (Y+OC)

Reportant cette expression de AY dens l'expression Jde D don-
née par (71), on trouve, aprés les groupements convenables de
facteurs :

ﬁ 1 1
DX 0 o O v, ey 2a - 1)
Y=1 . . .

Mais la partie soulignée de l'expression ci-dessus n'est autre
que R(o+Y) (cf. (69)). On a donc, en écrivant la somme ci-dessus
dans l'ordre décroissant des Y :

p--({)raros () Rosp -1 - v (-1 (

L =02 (F) RE@)  (72)

(le dernier terme écrit, nul puisque R{a) = 0, n'ayant été ajouté
que pour la forme). On voit ainsi que le second membre de (72)
n'est autre que - D, par suite de la définition mé&me de D comme
différence f-iéme, pour t =a, de R(t).

On a donc finalement établi que D = -D ; donc D = 0, ce
qui achéve de démontrer le lemme. (Notons que la condition B > «
est essentielle ; le lemme serait faux si elle n'était pas réalisée),

3.2.9. Propriete (iii).

On peut maintenant vérifier que les polynémes P;,b(z) définis
par (68) possédent la propriété (iii) annoncée, c'est-a-dire s'annulent
pour z = max (a,b) -1 (sauf LA naturellement).

La vérification est immédiate si par exemple a = 0, car on
vérifie alors aisément que la formule (68) redonne simplement le
polyndme P_ (z) défini par la formule (58) du ¢$3.2.3.

Nous supposerons dorénavant 1 ¢ a ¢ b ; il s'agira donc d'éta-
blir que P'a,b(b—l) = 0. Nous montrerons pour cela que si l'on
remplace z par b -1 dans l'expression (68), chacune des sommes
partielles obtenues en fixant le premier argument de ¢ et en ne fai-
sant varier que le second devient nulle,
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En utilisant le changement de variables déja introduit, a —-i = h
et b~j = k, la formule (68) donne

{(a+2b-1)"
(a-h)! (b-k)!' (b+h+k-1)"!"

P' (b-1) = Y ofh,k) (73)

a,b
sk

>

la sommation s'étendant, si 1'on veut, & tous les couples (h, k)
tels que h >0 et k >0, et ¢(h, k) étant défini par l'expression
(67) ou le tableau qui 1'illustre. I1 suffit en fait de se limiter &
h ¢ a, lecas o h > a ne fournissant de toute fagon que des ter-
mes tous nuls,

3.2.9.1. Si 1'on fixe a h la valeur 0, deux seulement des @
sont non nuls : ¢(0,0) = 1 et ¢(0,1) = -1, La somme partielle
correspondante, S, se réduit a

S - (a+2b-1)!  (a+2b-1)! _ o
° " a!b! (b-1)! a! b=-1)" b! ~

3.2.9.2. Sil'on fixe a h la valeur 1, et que l'on veuille cal-
culer la somme partielle correspondante S}, on a vu que ¢(1, 0) = -1,
mais que ¢(1, k) = 2(= 1)**" pour tout k > 1. On a donc

(a+2b-1)"
S1 - Gm-onrBr b T2 Z

k3l

et (a+2b-1)"
"a-1)! (b-k)! b+k)!

Mais l'expression a sommer est paire par rapport & k (c'est-
ad-dire ne change pas si l'on change k en - k) ; d'ou, si 1'on veut,

S {a+20 1)1 & (=1)%*2p)!
1 (a=-1)! 2b)! & (b-k)! (b+k)!

Sous le signe 2 on reconnait ainsi les termes, avec alternan-
ce des signes, d'une ligne du triangle de Pascal ; donc en fin de
compte S, = 0.

3.2.9.3. Fixons maintenant & h une valeur quelconque telle
que 2 < h g a, et calculons S,, somme partielle de 'expression (73),
en utilisant pour ¢ l'expression (67)., Il vient alors

s, - Y 2(=1)"" (h+k-1)! (2h+2k~3)! (a+2b-1)!
h T e h! k! (2h—1)! (2k~1)" * {a=h)! (b=k)! (b+htk-1)!
2(— 1)“*"(a+2b 1 i “b! (h+k-1)! (2h+2k=3)!

“hT (2h-1)! ( = X)! X (2k-1) (bshtk-1)!
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Or la partie soulignée peut s'écrire

2k(2k + 1)...(2h + 2k -3)
(h+k)(h+k+1)..(h+k+b-1)

ou encore, en posant h-1 =0 et h-1+k =t =0+k et
en écrivant dans 1'ordre inverse les facteurs du numérateur,

(2t = 1)...(2t —2a)
G+ E+2)...t+b) "

sous cette forme on reconnait, au changement prés de § en b,
la fraction rationnelle R(t) définie dans le lemme 3.2. 8,

Abstraction faite du facteur constant que 1l'on a sorti du signe

E dans la ligne (74), la somme S, fait donc intervenir

R ek b
D_%}( 1) (b_k)R(oc+k),

qui n'est autre que la différence b-iéme, pour t = «a, de R(t).

Pour que le lemme s'applique, 1l importe de s'assurer que «
et b sont bien des entiers positifs satisfaisant & o < b, Or a est
bien positif puisque « = h-1 et que 1l'on a pris h » 2 ; d'autre
part h a été pris au plus égal & a, donc « = h-1 < a, et comme
on a supposé a < b, on a bien « <b,

Le lemme 3,2,8. s'applique donc, et permet d'affirmer que
D = 0, donc S, = 0,

lL.es sommes partielles S, étant en fin de compte toutes nulles,
le calcul fait & partir de la formule (73) établit bien que P, (b ~1)=0.

Les propriétés (i) (ii) et (iii) des polyndmes Pa"b(z) étant
ainsi vérifiées, il en résulte, comme on 1'a fait remarquer a la fin
du $3.2.6, que ces polyndmes sont bien identiques aux polyndmes
Pa’h(z) introduits au ¢3.2,3.

11 s'ensuit finalement que la formule (66), qui avait été établie
en définissant ¢(h, k) par Ph’k(—h — k), est encore vraie si l'on

définit ¢(h, k) 4 I'aide de la formule (67), complétée par

\.P(0,0) = 1, (P(l,()) = EP(O, 1) = -1,
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3.2.10. Tllustration numérique.

Soit A calculer la puissance f(4, 3;6). La formule (66) donne,
sil'on dispose les termes comme dans le tableau de la fonction ¢ :

14,8:0-(, 7 o ('3 1)
(65 D262 e -2G1 e 20 010
=2(, 5 9)+10 (3 1 10) - 22 (5 o)
2 (5 10) =28 (4 01) + 168 (5 gy

-2 (01211) + 60 (01?12) - 660 (01?)13)

Pour le calcul & la main dans les cas simples il est commo-
de de grouper les termes en diagonales ascendantes a partir du der-
nier, en se servant a titre auxiliaire d'un fragment du triangle de
Pascal disposé d'une maniére convenable, ici

+

35 15

20 1o 4 1
6 3 1
3 2 1
1 1 1

ainsi que de la ligne 13 de ce triangle,
1 13 78 286 715 1287 1716 1716, ..

On a alors

13
1

13

f(4,3;6)=—660+( ;

)(168+60)—( )(28+2x28+2)

(12) (2+3x10+3x2)- (12)(4x2+6x2)

+ (1:) (10 x 2) — (12) (15--20) + (1$> 35
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= —~660+13x228-"T78x86+286x38-715x20+1287%x20~1716x35+1716x35
= 17, 904

Ce nombre permet notamment de calculer la probabilité p pour
que, dans un scrutin ol trois candidats A, B et C ont obtenu res-
pectivement 4, 3 et 6 voix, le candidat C demeure constamment en
téte (éventuellement ex-aequo) pendant tout le dépouillement : il suf-
fit de le diviser par le nombre de tous les dépouillements possibles,
13

lequel est (4 3 g

): 60. 060, ce qui donne p = 0,298 environ.

3.3. EXPRESSION MONOME DE f(a, b;b) -

3.3.1. Objet du calcul.

Nous nous référerons 4 la formule (66) comme donnant 1'ex-
pression "développée' de f(a, b;c), laquelle demeure bien entendu
valable pour c¢ = b (»a) c'est-a-dire sur les points-frontiéres in-
férieurs de E. Nous établirons toutefois pour ce dernier cas une
expression particulierement remarquable de f(a, b;b) sous forme
mondéme ; nous verrons d'ailleurs au ¢$3.4.1 qu'il n'y a pas d'ex-
pression analogue pour c¢ > b,

Nous opererons pour cela comme précédemment par somma-
tion du second membre de (66), d'abord par rapport & k en fixant

h, puis par rapport a h.

Nous écrirons donc

. Cx (la+2b)! o(h, k)
f(a’b’b)-%-((a_h): S‘T(b—k)!(b+h+k)!) (75)

il

k

(2 + 2b) . __2b+h
z [<a—h): Gbrm: > (== b+h+k)‘%@(h:k)]

Le point d'aboutissement du calcul sera la formule (85) du
$3.3.10.

3.3.2. Les polynomes A, (z) (h32).

Pour la conduite du calcul il sera commode d'adopter un cer-
tain nombre de conventions d'écriture abréviatives,

Ainsi nous introduirons, pour h » 2, le polyndme en z
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1

Az) = S en o

(22 = 3),,,. (z -1),,

de degré 3h -3 en z ; on a alors

oh, k) = 2(- 1) A (k + h)

et

h

) RS 2_(__—_1)h (a+2b)! k bk .
fla, b;b) = 1[(a T T (Gbeh) }: (= 1) Cpp Ah(k+h):|(16)

Nous nous attacherons particulierement au calcul de l'expres-
sion soulignée ci-dessus, en posant

Ty, = Zk (- D Cr¥ A (k+h)
ou
(‘l)b Tb,h :Cgbi»h Ah(b+h)—cgb+h ‘A‘h(b+h“1) +.o..+ (—1)13‘l C;;}-h Ah(h + 1)

(puisque A, (h) = 0) ;

il sera commode d'intreduire la fonction génératrice VY (t) de la
suite A (h+1), A(h+2),..., soit

Y(t) = A(h+1) + A(h+2)t + ..+ A(h+b)t"" 4+ .

(- 1)° Ty,» apparait alors comme le coefficient de t"' dans le produit
(1 = )22 ¥, (1),

3.3.3. Les polyndmes P, (t) (h22).

A,(z) étant un polynéme de degré 3h -3 en z, la différence
(3h - 2)-iéme (par rapport a z) de A,(z) est nulle. Il en résulte
que si l'on développe par rapport a t la fonction

(1 -1’2 ¥ (1) = P(1),

tous les termes dont l'exposant en t est »3h -2 sont nuls; P,(t)
est donc un polyndme de degré < 3h - 3.

Mais en fait il résulte de la définition de A,(z) que
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on peut donc considérer t" ¥ (t) comme la fonction génératrice de
la suite

A1), A2), ..., Afn), Afh+1),...

(1 —¢)3"-2¢h ¥ (t) est ainsi également, pour la méme raison, un po-
lyndéme de degré < 3h -3, et P, {t) estun polyndme dont le degré
ne dépasse pas 2h - 3.

Nous poserons

2h~
P (t) = al’’ + a't 44 aghl Lt

Le tableau ci-aprés donne les valeurs numériques des coef-
ficients al® pour 2 <h 5 et 0 <n < 2h-3.

n=20 1 2 3 4 5 6 7
h =2 1 1
3 1 7 7 1
4 1 20 75 75 20 1
5 1 42 364 1001 1001 364 42 1

3.3.4. Lois de récurrence

De la définition de A,(z) résulte, comme il est aisé de le
vérifier, la relation suivante entre A (h+n+1), A (h+n) et
A, _(h +n), relation dont les coefficients sont linéaires en n :

h(2h-3-2n)A, (h+n+1) + h(2n+4h-3)A, (h+n) - (2h-3) (2n+h)A, _, (h+n) = 0 .

On en déduit, compte tenu de

¥(t) = X nA,(h+n+1)t"Y

h30

la relation suivante entre ¥, ¥ ¥, ., V¥ | :
h{2h-3+(4h-1)t] ¥,(t) - 2t(1-t) ¥ (t)} = (2h-3) {(hY¥,_, (t) + 2t¥, , (t)}

A son tour celle-ci peut étre traduite en P, P'P,_ P}, grice
au fait que ¥ (t) = (1 —=t)7"?, P,(t) ; on trouve ainsi
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h(2h-3) P, (t) - 2ht P!(t) = (2h-3) (1-t) {[h+5(h-2}t] P, , (t)

+ 2t(1-t) P}, (1)}

Enfin cette derniére relation donne, par identification des ter-
mes en t" :

(h-1)
n-1

h(2h-3-2n)a!"’ = (2h-3) [(2n+h)al’~* + 2(2h-3-2n)a

- (5h-6-2n)ar;1'].

Le tableau du ¢ 3. 3. 3. peut donc éire formé de proche en pro-
che, 1le calcul de chaque terme exigeant la connaissance de celui
qui le surmonte et des deux prédécesseurs de celui-ci. De plus la
symétrie de chaque ligne par rapport & son milieu s'établit immé-
diatement par récurrence grace a cette relation : elle s'exprime,
pour la ligne h, par a!" = ajh!

3.3.5. Changement de variable e.:t(lﬂ:)_2

La forme symétrique des lignes al"’ invite & considérer cha-
cune d'elles comme une combinaison linéaire de lignes impaires du
triangle de Pascal : :

(a" a" oAl L.l agls anl, ally)
= B:.z (C:h-j c;h—j Czlzh-j, ----- Ci::; C;::; C;::g)
+ B, (0 Cos Chng vvve chtoch? oo ) (17)
e i e ittt et et e e et e e e s e e e e e
+ g2 (0 0 0...C; Ci...0 0 0 )

Posant h-2=1 (>0 puisque h » 2), on voit ainsi que

24-1
+

P, (t) = B3 (L+tP" + g7 t(1 +t) ceet BER(L 4 1)

Si 1'on introduit la nouvelle variable

24+1
)

8 = t(1 +t)‘2, on a P (t) = (1 +t Q;(8), avec

Q,(0) = B; + B} O +...+ Bl ol 4. .+ B 9.
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Voici le triangle numérique des [3}: pour 0 <i g5 :

gl j=0 1 2 3 4 5
i=20 1
1 1 4
2 1 15 20
3 1 35 168 112
4 1 66 714 1680 672
5 1 110 2178 11352 15840 4224

Grace au fait que 9 = t(1 +t)? et do/dt = (1 —t) (1 +1)7,
la relation établie entre P,(t), P/(t), P,_;(t), P!_(t) peut se tra-
duire en une relation entre Q;(8), Q' (9), Q;,(9), Q! (8) (on pose
toujours 1 = h-2 »0) :

(1+2) [(21 + 1) Q,0) - 28Qy, (8)]

1

= (214 1) {[(i+2) + 4(2i =1)8) Q, (%) + 20(1 —48) Q}_, (8)).

i-1

Bt finalement 1'identification des termes en 9' donne entre les
coefficients  la relation suivante, dans laquelle n'interviennent plus

i pi-1 @i .
que B BT B, ¢

(i+2) (20 2§+ 1)B) = (21 + 1) [4(2i-2j+ )BT + (i+25+2)B) 1. (78)

3.3.6. Décomposition de T,,-

L'objet du calcul, défini a la fin du $3.3.2, est d'exprimer
le coefficient (~1)"T,, du terme en t°~* dans le produit (1-t)*"" ¥, (t).
Mais

2b-2h+2
)

(1 _t)2b+h \yn(t)

(1 -tP"? ¥y, (t) x (1 -t
= P (t) . (1 -t)

(Notons que 1'on a nécessairement 2b-~2h+2 >0 puisque h ¢ a < b), On
a donc

b-1 (hi

] - C° (h 1 (h) b-1
(-1) Tyn = Coponen By — Cloonez Byl +onot (1) Coooanez 8o

ou encore
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b-1 b-2
- thi th)
- Tb,h - CZb-2h+2 a, - C2b-2h*2 a,  +.o..
_ N n b-l-n (h
=Ty = X (=1) Cpine an. (79)

n

La sommation peut étre considérée étendue a tous les n €1Z,
si 1'on considére le coefficient binomial comme nul chaque fois que
l'on n'a pas 0 ¢ngb-1, et al" comme nul chaque fois que 1l'on
n'a pas 0 ¢n g 2h -3,

Le calcul se conduit en tenant compte de la décomposition des
a’’ indiquée par (77) : — T, , apparaitra ainsi comme une combi-
naison linéaire des coefficients £°, Bf, ... Br2.

La premieére ligne du second membre de (77) donne ainsi, avec
le facteur 8,

n b-len n
Z (-1 C2b—2h+2 C2h-3-’
neZ

quantité que nous appellerons en abrégé p(b, h),

La ligne j donne de méme, avec le facteur B,’;_l

Z (_ l)n Cb-l—n Cn-j

2b-2h+2 “2hl2j-3 >
neZ J

il suffit de changer en n + ) l'indice de sommation pour voir que
ceci n'est autre chose que (~1)', p(b-3j, h-j).

Finalement il apparaft ainsi que (79) peut s'écrire

- T, = Bry 0(b,h) = By, p(b=1,h=1) +...+ (=1) By} p(b~h+2,2).(80)

3.3.7. Expression de ((hb,h).
On a défini p(b, h) par

-1 1 b-2

p(b, h) = C;h-j . C;b-2h+3 - C2h-3 c Cotlomer Feen s
ce qui peut s'écrire différemment, aprés introduction explicite des
factorielles qui figurent dans chaque terme :

2b~-2h+2)! (2h-3)! ° - -
o, 1) = 2= 22 Bh o)t pep, e - clei el
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Quant a l'expression entre crochets, elle est égale au coefficient de
t?"-3  dans le développement du produit (1 —t)*' (1 +t)° ; mais

(1-t)" . (1+t) = 1=, (L +t),

et pour le second membre le coefficient de t"3 est (- 1)"‘2 C::i.
On a donc finalement

2b —2h + 2) ! (2h - 3)!

ez |
p(b, h) = (- 1) b-h+1)! " (h-2)! b!

En reportant dans (80), la premiére des deux fractions ci-dessus
se met en facteur dans tous les termes, et l'on a

T

2b—2h+2)! [(Zh—B)h_lﬁﬁ-z (2h=5),_, B's (1), R:i]

ho1
U SRS B T T o1y Tt (o)

b,h =

(=10t (2b-2h+2)! "Z . i
= SIS 12‘0 [(2h-3-2§),_,_; (b); x B,_,]

Dans chacun des termes de la somme ci-dessus on peut rem-
placer b par une variable z, La somme est alors la valeur prise
pour z = b, par le polyndme (nous remplagons comme d'habitude
h -2 par i):

z B, (2i-2j+ 1), ().

3.3.8. Expression mondme de T,,-

Le calcul du polyndme en z ci-dessus pour les premiéres va-
leurs de i permet d'inférer qu'il est proportionnel a (2z + 1+ 2);,
et plus précisément que

2i+2)! : i (s .
Gr1): (1r2); B2ri+2l - ? Bi (21 =25+ 1)ijn (2); (81)

Pour 1'établir il suffit d'opérer par récurrence sur i, c'est-
a-dire de partir de la formule (8l) supposée vraie pour i-1

(21) |

TTalI 2z +i+1);, = % Bl (2i-2j~1) (2);,

J

dont le second membre peut aussi s'écrire en remplacant l'indice

(muet) 3 par j -1 sous le signe >
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j-1 v

Topln Ri-21+1), , (2)

On peut alors multiplier & gauche et a droite par

(2i + 1) (21 + 2) . 2{2i + 1) . . .
m (2z + 1+ 2) = —5i3 (2(z —j+ 1) +1i+ 23],

ce qui donne & gauche le premier membre de (81), et a droite

2(21+1)

5 & {B"l (2i-2j=1), ., (2(2), +(i+2)) (2), 1)

1-j+l }

ou encore, en décomposant cette somme en deux et en augmentant
d'une unité le j muet de la seconde partie :

ii;’l) 2 (2812} (2i-2j+1), ., + Bl (21-2j-1),  (i+2§+2)) (=), (82)

Or 1l'expression entre crochets ci-dessus posséde en facteur
(2i -2j - 1), j-1 (i ~j) comme i1 est aisé de le vérifier, le reste
étant égal a
. . j-1 . . i
4(2i =2+ 1) Biy + (i+2j+2)8%,
mais ceci, en vertu de la récurrence établie entre les B, est égal a

i+2
21+ 1

o . j
(21—23+1)Bi,
Finalement on voit que l'expression (82) est égale a

2_ Bl (21 -2j+ 1), e (2
]

ce qu'il s'agissait précisément d'établir,

La formule (81), maintenant établie, et utilisée en revenant a
la notation h = i+ 2, permet de donner 1l'expression monéme défi-
nitive de T

(=1 (2b -2h +2) ! (2h - 2) !
N (Y N LY “Tho1) hy 0 @Prhh,

(=1t @b -2n+2)! (2h-2)! (2b + h) !
- h! (b-h+1)! Tth=1)! " b' (2b+2)!
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3.3.9. Cas ou h=0 et h=1.

L'expression T, , a été introduite au §3.3.3 pour servir au
calcul de f(a, b;b) par la formule (76), que l'on peut écrire

o 2(= 1) (a+2b)!
. = \
fla, bib) = ¥ ST o (83)
La sommation doit s'étendre &4 h =0, 1,,.., a, alors que

Ty n n'a été défini que pour h » 2. Pour régler les cas h = 0 et
h = 1, il faut remonter & la formule {(75) afin de donner un sens &
T

byhe

Le calcul pour h = 0 est immédiat et conduit a poser par
convention

. @b-1)!
Too® o)t (br 1)

Quant au cas ot h =1, il oblige & calculer

b+l b+2 b+3
- CZb*l + 2C2u+1 - 2C2b+1 toons

- s : N (2b) !
ce qui, on le voit immeédiatement, est égal & - T brl)!
On est ainsi amené a poser

(2b ~ 1)1
Ty = b-1)! (b+1)!

méme valeur que T, ., ce qui importe peu, mais surtout valeur con-
forme & l'expression générale de T, , établie précédemment pour
h =2,

11 sera finalement commode d'introduire la suite u, u, u,...u,...

1 .

définie par u, = - 5 et u, = (2n-2),; pour tout n >1, ce qui
permet d'écrire & partir de (83), et compte tenu de ce qu'est T, , :

2(a+2b)!

m (C; u, Uy + Ci Uy Upyy +.0 et C; u, Uy_aez). (84)

f(a,b;b) = -
3.3.10. Monome défimitif.

I1 suffit de faire subir une derniére transformation a l'expres-
sion entre crochets ci-dessus., On peut pour cela remarquer, ce
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qui est aisé a ¢établir, que la suite u, u,...
génératrice de Blissard

.+ »+ @ pour fonction

L'expression entre crochets n'est autre,
a
cient de

alors,

dans le développement du produit de

al
(b - a+ 2)-iéme dérivée

que le coeffi-
g(t) par sa
g(b—a+2l(t).

Or la dérivée (n + 1)-iéme de g(t)

est donnée par
gintti(t) = (2n)n (1 —4t)—§—
d'oml

glt) gtorii(t) = - = (1 -41)7

Do

ficient de

Dans le développement de cette derniére expression,
ta

le coef-
o est

(_ n)a (_4)3 - _223—1

DN

n-1+a),;
d'oli, en remplacant n par b -a + 1,

1
_ 22a_l(b) - 22a-1 b .

2 (b —a)!

C'est donc cela la valeur du crochet de (84) ; ce qui conduit
a l'expression définitive

v oza (a+2b)! (2b —2a + 2) !
fla.bib) = 2" x oy ey * o boasi): (0

Bien entendu pour a

0 on retrouve ainsi l'expression connue

. (2p)!
f0, osb) =3 T

L'autre cas extréme, plus intéressant, est celui o b
a alors

= a ; on
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fla, aa) = (a+f)!(3(§i\.+1)1 (86)

d'oll numériquement
a = l 0 1 2 3 4 5 6 T...
f(a, a;a) = l 1 2 16 192 2,816 46.592 835.584 15,876.096,,.

Notons, comme une curiosité (facile a4 établir), que ces nom-
bres redonnent les sommes des lignes successives des coefficients
al’  (tableau du $3.3.3.).

3.3.11. Interprétation algorithmique.

Dans le langage figuré introduit au §¢ 3.1, E = (a, b;b) re-
présente une forme particuliére d'encoignure, pour laquelle une aile
(ou peut-8tre les deux) est aussi haute que le

pilier,
1 2
Or il est aisé de vérifier que la for-
mule (85) peut, au prix d'un simple change-
2 3 ment d'écriture, se mettre sous la forme
! i | '
: | ! f(a, b;b) = 1(a + 2b) : (87)
1 — — t
! ! a..(b+2)a (b-a)!. (b+1),
b-a-1| b-a Sous cette forme il apparait que la puis-

Fig. 17 sance de l'encoignure E = (a, b;b) s'obtient

en divisant la factorielle de a + 2b (nombre
b-a |b-at1| de cubes du solide normal particulier E) par
un produit de a + 2b facteurs qui peuvent
8tre "affectés'’, d'une maniére plus ou moins
1 b—a+§ b-a+2 | naturelle, & ces cubes., Cette affectation est
2 symbolisée sur la figure 17, qui représente
l'encoignure (a2, b; b) en quelque sorte
9 |b-a+> |b_as3 | 'dépliée’" suivant son pilier ;les facteurs cor-
respondant a 1l'aile gauche, au pilier et a
1'aile droite sont séparés par des points au
dénominateur de la formule (87).

L'analogie de ce résultat avec le théo-
réme de Frame-Robinson-Thrall (§ 2.2, 4) est
frappante, Toutefois parmi les généralisations
naturelles de la notion d'équerre ($2.2.3) qui
permettraient une formulation simple de ce
b+1 résultat, aucune ne semble appropriée a l'é-
tude de solides normaux plus généraux,

D |

N
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3.4. REMARQUES SUR LE DOMAINE D'APPLICATION DES EX-
PRESSIONS MONOMES -

3.4.1. Encoignures quelconques,

I.es puissances des encoignures correspondant aux points
(a, b;c) autres que les points-frontiéres de E ne se laissent pas
calculer a l'aide d'expressions mondmes simples dont (85) et (86)
seraient des classes particuliéres. Il suffit pour s'en convaincre de
vérifier que f(2, 2;4) = 174 : ce nombre présente, malgré la sim-
plicité et la symétrie de 1'encoignure (2, 2;4), un facteur premier
29 qui ne résulte manifestement pas d'un développement mondme.

3.4.2, Encoignures généralisées.

Nous entendons par 1a des solides normaux entiérement for-
més de cubes qui touchent soit le plan xOz soit le plan yOz (dans
la disposition de la figure 15), La figure 18 en montre un de sept
cubes, dont la puissance peut se calculer par énumération directe
et se trouve é&tre égale au nombre premier 61 ; pour celui de la
figure 19, dont les douze cubes ont cependant une disposition par-
ticulierement simple, la puissance est égale a 5471, nombre éga-
lement premier,

Fig. 18. Fig. 19.

Ces constatations ne laissent pas grand espoir a la recherche
de formules mondmes.

3.4.3. Parallélépipedes.

Les parallélépipeédes p x q xr (solides normaux de degré 1)
ont été envisagés au $3.1.3. du point de vue de leur richesse, qui
avait précisément une expression mondme (formule (55)). En ce qui
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concerne leur puissance, il parailt n'en étre pas de méme. Pour le
cube 2 x2 x2, une énumération rapide donne une puissance égale
a 48, ce qui pourrait encore laisser croire a une expression mo-
ndéme générale. Mais pour le parallélépipéde 2 x 2 x 3, le plus sim-
ple apres le cube en question, on peut également sans trop de peine
faire un calcul direct de la puissance, et l'on trouve 2452 : il ap-
parait dans ce résultat un facteur premier 613 qui ne provient évi-
demment d'aucune expression mondme simple.
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