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L E P R O C E S S U S P O N C T U E L DE P O I S S O N 
par 

Maurice GIRAULT 

1/ Quelques généralités sur les Processus aléatoires. 

L e Ca lcu l des Probab i l i t é s étudie des é léments a léa to i res à 
un nombre res t re in t de d imens ions : une, deux . . . . C e s m o d è l e s , 
i s sus du ca l cu l c l a s s ique des probabi l i tés ne permettent pas d 'étudier 
cer ta ins phénomènes courants te ls que l ' évolut ion a léa to i re d'un 
sys t ème au c o u r s du t e m p s . 

Exemple 1 : Magasin de vente - évolution du n o m b r e de c l ients p r é ­
sents dans le magas in au c o u r s d'une journée . 

Exemple 2 : Débi ts d'un fleuve au c o u r s d'une année. 

Dans chacun de c e s c a s , on est en p r é s e n c e d'un système qui 
évolue dans le t emps d'une maniè re a léa to i re ; c e qui veut d i re 
que le s y s t è m e est, à chaque instant dans un certain état et que 
la suite des états pr i s par le sy s t ème et r e p é r é s sur une échel le 
des t emps (chronique) est déc r i t e par une lo i de probabi l i té . L e s 
m o d è l e s a s s o c i é s à de te ls phénomènes sont dits processus aléatoires. 
La définition en probabi l i té et l 'é tude de c e s m o d è l e s se heurtent 
à de n o m b r e u s e s et t r è s s é r i e u s e s difficultés à la fo i s théor iques 
et pra t iques . 

Reprenons l ' e x e m p l e 2. Soit X( t ) le débit à l ' époque t (âge 
du p r o c e s s u s ) . Pour chaque valeur de t : X( t ) est une var iab le 
a léa to i re o rd ina i re . Mais puisqu 'on s ' i n t é res se essent ie l lement à 
V évolution du s y s t è m e , i l faut pour tout ensemble t x t 2 . . . t n 

d'instants connai t re la lo i de l ' e n s e m b l e a léa to i re à n d imens ions : 

X ( t x ) = x , , X ( t 2 ) = x 2 X ( t n ) = x n 
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c ' e s t - à - d i r e se donner la fonct ion de répar t i t ion : 

t x t 2 . . . t n 

et c e l a non seulement pour toutes l e s va leurs p o s s i b l e s de 

t x . t 2 t n 

mais e n c o r e pour un n o m b r e n arb i t ra i rement grand de p a r a m è t r e s . 

On dit que la famil le des fonct ions de répar t i t ion 

F t l t 2 " * *„ 
x l x 2 " * x n 

(pour toute valeur de n et de t x t 2 . . . t n définit la l o i tempo­
relle du p r o c e s s u s . L e s données sont n o m b r e u s e s et l e s e n s e m b l e s 
a léa to i res ainsi définis peuvent s e m b l e r t r è s r i c h e s . Pourtant la l o i 
t e m p o r e l l e ne définit pas en probabi l i té la fonction a léa to i re X( t ) 
(où t prend se s va leu r s sur un continu). En effet le s imp le événe ­
ment X( t ) < h pour t E [ t 0 , t i ] ( interval le continu) n 'es t pas , 
dans l 'opt ique p récéden te , p robab i l i sab le . Ce la veut d i re qu 'à par t i r 
des événements é lémenta i res c o n s i d é r é s : 

X ( t i ) < x1 ; X ( t 2 ) x 2 ; e t c . 

et en appliquant l e s opérations permises du ca l cu l des p r o b a b i l i t é s , 
on ne peut pas atteindre (ou e x p r i m e r ) l ' événement X( t ) < h in­
t e r s ec t i on d'une infinité continue d ' événements é l émen ta i r e s . 

2/ Quelques définitions. 

D e s dist inct ions peuvent ê t re faites se lon la nature de l ' e n s e m ­
ble E des états p o s s i b l e s et se lon l e s poss ib i l i t é s de changement 
d'état. 

a) L ' e n s e m b l e E peut ê t re fini, infini dénombrab le ou continu. 

b) On peut d 'autre part c o n s i d é r e r l ' e n s e m b l e % des instants 
qui, à p r i o r i , sont des instants p o s s i b l e s de changement d 'é ta t . 
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b . 1 - Si % est d i s c re t (fini ou dénombrab le ) on dit que 
le p r o c e s s u s est discret. 

Exemple 3 : Cas de marchandises r e ç u e s et expéd iées par convo i s 
à des dates f ixées d 'avance : l e s quantités t ranspor tées sont a léa ­
t o i r e s , l e s dates ne l e sont pas , 

b , 2 - Si <S est un segment ou une d e m i - d r o i t e de l ' axe 
des t emps , le p r o c e s s u s est dit permanent ( cas de l ' e x e m p l e 2 d i s ­
cuté c i - d e s s u s ) . 

Pour ce r ta ines appl ica t ions , on peut se l imi te r au ca s où E 
est fini, le p r o c e s s u s étant par a i l leurs soit discret soi t permanent 
et continu en probabilité. 

On dit qu'un p r o c e s s u s (permanent) est continu en probabi l i té 
s i : ( P r o b ( E ( t + h , f E t ) ) tend v e r s 0 en m ê m e t emps que h, 

L a s u c c e s s i o n des instants (a léa to i res ) où se produit un chan­
gement d'état const i tue un processus ponctuel. 

3 / Processus ponctuels. 

On suppose qu'un événement instantané peut ou non se p r o ­
duire à chaque instant. Toute réa l i sa t ion d'un te l p r o c e s s u s est d é ­
c r i t e par une suite de points P x P 2 . . . P n sur l ' axe des t e m p s , 
d 'où le n o m de processus ponctuel. 

Exemples : S u c c e s s i o n des instants où a r r i ve un c a m i o n à un poste 
de chargement ; s u c c e s s i o n des " acc iden t s " ( r e p é r é s par l eu rs dates) 
dans une us ine , des instants de débuts de pannes d'un ensemble de 
m a c h i n e s . . . Enfin : suite des instants de changement d'état d'un 
p r o c e s s u s permanent , continu en probabi l i té et à un n o m b r e fini 
(ou dénombrab le ) d 'états . 

3 . 1 - DEFINITION EN PROBABILITE D'UN PROCESSUS P O N C T U E L 

Soit un ensemble d ' in terva l les dis joints (t[ t") ; (tj t f

2') . . . (t^ t'J) 
et N x N 2 . . . N k l e s n o m b r e s a léa to i res d 'événements qui se produisent 
dans c e s in terva l les . P o u r définir en probabi l i té le p r o c e s s u s ponctuel 
i l faut par exemple se donner, pour toute va leur de k et en fonction de 
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t \ t" ; t 2 t 2 ' . . . t'k t" la fonction de répar t i t ion de l ' e n s e m b l e 
a léa to i re (N X J N 2 . . . , N k ) n o m b r e s d 'événements qui se produisent 
dans l e s in terval les c o n s i d é r é s . 

On peut songer à d 'autres p r o c é d é s pour définir en p r o b a ­
bi l i té un p r o c e s s u s ponctuel : par exemple : définir l e s in terval les 
a léa to i res s u c c e s s i f s JJl9 U 2 . . . U n par leur distr ibution où 

U x = P 0 P1 U 2 = P x P 2 e tc . 

Le système fondamental de l o i s de probabi l i té sera i t a lo r s le suivant : 

l o i de U 1 # 

l o i condit ionnel le de U 2 s i V1 = u 1 # 

l o i condit ionnel le de U 3 s i Ui = Ui et U 2 = u 2 . 

e tc . . 

Un te l p r o c e s s u s est beaucoup t rop généra l pour s e r v i r de 
m o d è l e dans une étude prat ique. Il faut pouvoi r estimer avec a s s e z 
de p r é c i s i o n l e s pa ramèt res du modè le et, pour ce l a , i ls ne doivent 
pas être t rop nombreux . On obtient un cas par t icu l ie r t r è s r e m a r ­
quable en posant deux condi t ions que nous a l lons p r é c i s e r . 

4 / Les axiomes du processus ponctuel de Poisson. 

4 .1 - AXIOME A ; AXIOME D' INDEPENDANCE 

En adoptant le s c h é m a de définition (3. 1) on pose par hypo­
thèse que l e s n o m b r e s a léa to i res N x , N 2 . . . N k sont mutuel lement 
indépendants en probabilités. Au l ieu de se donner l ' e n s e m b l e des l o i s 
c o n s i d é r é e s en 3 . 1 , il suffit de se donner la l o i de N( t ' , t") n o m ­
b r e a léa to i re d 'événements qui se produisent sur l ' in terva l le ( f , t") 
et ce l a , bien entendu en fonction de t' et de t". 

4 . 2 - AXIOME B ; AXIOME D'UNIFORMITE 

On pose par hypothèse que la l o i de (N x , N 2 N k ) r e s t e 
inchangée s i l e s 2k va leurs t'j. t'i ; t'2 t'2 . . . t'k t'k' sont toutes 
augmentées d'une m ê m e quantité. Si l ' a x i o m e A est r é a l i s é , il 
suffit de se donner une .seule fami l le de l o i s , dépendant d'un seul 
pa ramèt re : la l o i de probabi l i té de N, n o m b r e d 'événements qui 
se produisent sur (t ' , t") en fonct ion de h = t" - t ' . 
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Cette fami l le de l o i s , c o m m e nous a l lons l e v o i r , n ' es t pas 
a rb i t r a i r e . 

4 .3 - LOI DE L ' I N T E R V A L L E A L E A T O I R E S E P A R A N T DEUX E V E ­
NEMENTS CONSECUTIFS 

Soit tout d ' abord p Q la probabi l i té qu 'aucun événement ne se 
p roduise entre l e s instants t et t + h. D ' a p r è s l ' a x i o m e A , 
cet te probabi l i té est indépendante des réa l i sa t ions en dehors de 
(t, t + h) et ne dépend que de t et de h. De plus , en ver tu de 
l ' a x i o m e B e l le est indépendante de t. C ' e s t f inalement une f o n c ­
tion de la seule var iab le h : soi t p 0 ( h ) . 

C o n s i d é r o n s a l o r s deux in terval les consécu t i f s I et J s é ­
pa rés par l e s instants t, (t + h) et (t + h + k) 

P r o b . { 0 sur IUJ }* = P r o b . { 0 sur I } • P r o b . { 0 sur J } 

p 0 (h + k) = P o ( h ) • p 0 ( k ) (1) 

Cette re la t ion (1) est ca rac té r i s t ique de la fonct ion exponen­
t ie l le . 

On a donc 

Po ( h ) = e - c h 

où 

c | 0 puisque p 0 < 1 

* On note ainsi la probabilité qu'aucun événement ne se produise sur l'intervalle 

I U J. 
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Soient E i et E i + 1 deux événements consécu t i f s , s épa ré s 
par la durée a léa to i re 9 , 

i r Û ^ x i P r o b . aucun événement c t P r o b ( t f > t } = . . „ ,, «... , . = e c x 

| sur interval le d 'ampli tude t 

1 - F(t) s i F(t) est la fonct ion de répar t i t ion des in ter­
va l l e s 9 

finalement F(t) = 1 - e " c t (2) 

l o i é lémenta i re f(t) dt = e " c t cdt (3) 

Conclusion : 9 , interval le a léa to i re séparant deux événements s u c ­
c e s s i f s obéi t à la l o i exponent iel le (3) ou l o i gamma (notée y 1 ) . 

Va leu r moyenne : E ( 9 ) = i (ou pé r iode moyenne des é v é ­

nements ) , c r ep résen te l a fréquence moyenne (ou densi té moyenne 

sur l ' axe des t emps ) . 

En posant c 9 = U on obtient la f o r m e rédui te de la l o i Yi. 
L ' e x p r e s s i o n é lémenta i re de U est : 

f x ( u ) du = e - u du 

En ver tu de l ' a x i o m e A : l e s in terval les a léa to i res s u c c e s ­
s ifs Ql9 9 2 . . . sont mutuel lement indépendants en p robab i l i t é . 
On a donc ainsi défini en probabi l i té le p r o c e s s u s de P o i s s o n . 

4. 4 - LES LOIS EULERIENNES DE PROBABILITE 

L e s in tégrales eulér iennes peuvent s e r v i r à définir des lo i s 
de probabi l i té : 

F(a ) = J o e" u ( u ) 8 " 1 du est une fonct ion de a définie pour 
a > 0 e l le est dite "gamma de a" ou fonction eulér ienne de 2e e s p è c e . 

Si a est entier soit m , on a 

r ( m ) = m - 1 l 
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d 'où 

e"u u 8 " 1 

est , pour a > 0 une fonction pos i t ive absolument integrable de 
0 à + °°, l ' in tégra le sur cet interval le vaut 1 

a > 0 
donc f a ( u ) du pour u > Q e s * l ' e x p r e s s i o n é lémenta i re d'une lo i 

de probabi l i té . Cette l o i est dite "loi gamma de paramètre a" et est 
notée Y(a) . Cette fami l le de l o i s a des p rop r i é t é s r e m a r q u a b l e s , 
é t roi tement l i é e s aux p ropr i é t é s de l ' in tégra le eulér ienne de 2e 
e s p è c e . C e s p ropr i é t é s s ' interprètent fac i lement à l 'a ide du p r o ­
c e s s u s de P o i s s o n . 

4 . 4 . 1 - L o i de " s u r v i e " d'un interval le de type Y 1 # 

Soit A un point donné sur l ' axe des t emps ; 

Ei l ' instant où se produit le dern ier événement avant A 

E i + 1 " " p r e m i e r " après A 

Soit U la durée a léa to i re E j E j + 1 de lo i Yi (pour j que l ­
conque) soit V la durée a léa to i re A E i + 1 : V obéit à la m ê m e 
l o i Yi que U. 

En effet, on peut r e p r e n d r e , en l 'appliquant à V le r a i ­
sonnement que nous avons appliqué en 4. 3 à U. Cette p ropr ié té est 
une conséquence de l ' a x i o m e A . 
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4. 4. 2 - L o i de l ' in terval le séparant (k + 1) événements consécu t i f s . 

» i » » 

t emps 

L a durée qui sépare E n + k de E n es t la s o m m e de k in­
t e rva l l e s E s E s + 1 (pour s = n, n + 1 . . . , n + k - 1) c e u x - c i 
sont indépendants en probabi l i té ( ax iome A) et obé issen t à la l o i 
Yx. On démont re sans difficulté (soi t par l e s fonct ions de r é p a r ­
tition, soi t par l e s fonct ions ca rac té r i s t iques ) que E n E n + k - X obéit 
à la l o i Yk d ' e x p r e s s i o n é lémenta i re . 

e - x x k- i 
f, (x) dx = dx 

k - 1 : 

sa fonct ion ca rac té r i s t ique est 9 = (1 - it)" k 

E ( X ) = k va r i ance X = k 

Si la "dens i té" du p r o c e s s u s est c ( f réquence moyenne) la 
lo i de Y = E n E n + k est 

fk (y) dy = { C X \ cdx 
k — 1 l 

et E ( X ) = c k va r i ance X = c 2 k 

4. 5 - LOI DE PROBABILITE DU NOMBRE D ' E V E N E M E N T S SE 
PRODUISANT DANS UN I N T E R V A L L E DE T E M P S DONNE 

Soit l ' in terval le A B = T . Dés ignons par P k la p robab i ­
l i té qu ' i l se produise k événements exactement sur A B et par 
nk = P k + P k + 1 + . . . c e l l e qu ' i l s 'en produise k au m o i n s . 
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L a durée A E k = v + u 2 + . . . + u k obéit à la l o i y k 

rJ (et) k ' 1 

7ik = P r o b . { ( t k - t ) < T } = I e - c t

 t cdt 
0 K — 1 , 

J,cT , U k " r l U k \ 

. ( E " U F = T : " e"" k~T ) d u 

en intégrant par par t ies le p r e m i e r t e r m e , on obtient après s i m ­
plif icat ion : 

» • 

C ' e s t la loi de Poisson de paramèt re c T . 

5 / Lois associées au processus de Poisson. 

L e s lois eulériennes de probabi l i té sont é t roi tement a s s o c i é e s 
au p r o c e s s u s ponctuel un i fo rme . L e u r s p ropr i é t é s sont des c o n s é ­
quences des a x i o m e s A et B . 

5. 1 - LOIS G A M M A 

On dés igne par y a l a l o i de la var iab le a léa to i re X p o s i ­
t ive , continue. L ' e x p r e s s i o n é lémenta i re de cette l o i est : 

w \ a e " x x 3 " 1 d x 

f(x) dx = — 
I a 

et sa fonct ion ca rac té r i s t ique est cp(t) = (1 - i t ) " a 

L e pa ramèt re a est posit if . Si a est ent ier , soit a = k , 
la l o i co r respondan te est c e l l e de l ' in terval le séparant (k + 1) 
événements s u c c e s s i f s . La p ropr ié t é d 'additivité de c e s l o i s est une 
conséquence des a x i o m e s A et B . 

On peut introduire un second paramèt re (paramèt re d ' é c h e l l e ) . 
Y (a, p) est la lo i d ' e x p r e s s i o n é lémenta i re : 

f(x) dx = e - p x ( p x ) a " 1 p dx 
a - 1 : 
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C ' e s t la l o i de E n E n + k l o r sque le p r o c e s s u s a pour f réquence 
moyenne p. 

5 .2 - LOIS B E T A 

( 3 x ( a , b) est la l o i de U d ' e x p r e s s i o n é lémenta i re 

u 3 " 1 (li - u ) 6 " 1 

f(u) du = — = T 7 rr*— du avec / 0 < u < 1 

B(a , b) l - = 
< a > 0 
( b > 0 

E n E n + a 

C ' e s t la l o i du rappor t avec a et b ent iers 
E n E n + a + b 

pos i t i f s . 

j3 2 (a, b) est la l o i de V d ' e x p r e s s i o n é lémenta i re 

g ( v ) d v = B^Tbj" ( i V + V b d v 

E n E n + a 

C ' e s t la l o i du rappor t ——— avec a et b ent iers 
^(ii m+b  

posi t i fs ; l e s segments a léa to i res E n E n + a et E m E m + b étant d i s ­
joints (donc indépendants en probabi l i té ) . 

5.3 - LIEN A V E C L A STATISTIQUE 

L a l o i Y est c e l l e du X 2 étudiée en statistique mathéma­
tique . 

Si Z obéit à la l o i du y2 Z % / k \ 
à k deg ré s de l ibe r té 2 a Y V 

L e s l o i s de Student et de Behrens F i s h e r sont des l o i s | 3 2 . 

Si (rl9 r 2 ) est un couple de va r i ab le s a léa to i res indépen­
dantes t e l l es que 

rl obéi t à la l o i du ' X 2 à n x d é g r é s de l iber té 

r 2 n 2 
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le rappor t t = r i /^jjj i obéi t à la lo i dite de "Behrens F i s h e r " à 
r 2 /yfir2 

n1 et n 2 d é g r é s de l iber té 

et t * ^ - obéi t à p 2 ( f , ^ > 

6/ EXTENSION. Processus non uniforme. 

Dans le m o d è l e initial, à chaque interval le é lémenta i re de 
t emps (t, t + dt) la probabi l i té qu'un événement au moins se p r o ­
duise est c dt où c est une constante, c se présente c o m m e 
une densité (nous a l lons p r é c i s e r de quoi ) , e l le est i c i constante. 
On obtient un m o d è l e plus généra l en supposant cet te densi té v a ­
r i ab le a v e c t. On peut géné ra l i s e r davantage en ne supposant pas 
l ' ex i s t ence de cet te densi té en chaque instant. 

6 . 1 - DESCRIPTION D'UN PROCESSUS NON UNIFORME DE POISSON 

L a man iè re la plus s imple de d é c r i r e un p r o c e s s u s non uni­
f o r m e cons i s t e à effectuer un changement d ' ho r loge à part i r d'un 
p r o c e s s u s un i forme : 
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Soit sur l ' axe Ou un p r o c e s s u s un i forme de densi té 1. (ce 
qui signifie que sur un interval le (uQ, u x ) le nombre a léa to i re 
d ' événements (M) a pour valeur moyenne (Ui - u 0 ) : il obéi t à 
la l o i de P o i s s o n de pa ramèt re (u x - u 0 ) . 

Déf in i s sons un changement d ' éche l l e par la donnée d'une f o n c ­
tion u(t) monotone c ro i s san te définissant une appl icat ion M< > P 
biunivoque et bicontinue. 

M E (Ou) ; P E (Ot) 

A une réa l i sa t ion (Mx, M 2 , M 3 . . . ) du p r o c e s s u s sur Ou 
est a s s o c i é e une réa l i sa t ion ( P x , P 2 , P 3 . . . ) d'un p r o c e s s u s ponc­
tuel sur (Ot). Ce dern ie r p r o c e s s u s obéit à l ' a x i o m e A d ' indé­
pendance, ma i s non à l ' a x i o m e B : on dit que c ' e s t un processus 
non uniforme de Poisson. 

Soi un interval le ( t x , t 2 ) le n o m b r e d ' événements (P) qui 
se réa l i sen t dans cet interval le est égal au n o m b r e de ceux (M) 
qui se réa l i sent sur l ' in terval le ( u l f u 2 ) : c e n o m b r e obéi t à la 
lo i de P o i s s o n de pa ramèt re u 2 - u x soi t : 

6 . 2 - DISTRIBUTION DES VARIANCES 

En définitive un p r o c e s s u s ponctuel de P o i s s o n sur un axe 
(0, t) est c a r a c t é r i s é par la p rop r i é t é s suivantes : 

a) Sur tout interval le : ( t x t 2 ) l e n o m b r e a léa to i re d ' é v é n e ­
ments N( t x , t 2 ) obéi t à une lo i de P o i s s o n dont le pa ramèt re est 
fonct ion de t x et de t 2 soi t v ( t x , t 2 ) 

b) Sur deux in terval les dis joints c e s n o m b r e s a léa to i res sont 
indépendants en probabi l i té . 

O r le pa ramèt re v(tl9 t 2 ) qui c a r a c t é r i s e complè t emen t la 
l o i de probabi l i té de N( t x , t 2 ) est une variance : 

v ( t ' , t" ) est une fonct ion positive, additive d ' in te rva l les 
( f , t " ) . C ' e s t donc une mesure. Cette m e s u r e est définie par la 
donnée de sa "fonct ion de dis t r ibut ion" : 
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F(t) = v ( 0 , t ) 

donc : 

v(t1 t 2 ) = F( t 2 ) - F(tx) 

L a fonct ion u(t) de 6 .1 est une fonction F( t ) . E l l e c o r r e s ­
pond au ca s où F ( t ) est s t r ic tement c ro i s s an t e . 

La fonct ion F(t) ( c o m m e l e s fonct ions de répar t i t ion du ca lcu l 
des probabi l i tés ) se d é c o m p o s e en 3 é léments . 

F(t) = F,( t) + F 2 ( t ) + F 3 ( t ) 

où F x ( t ) : fonction "en e s c a l i e r " ne va r i e que par "sauts" - le 
n o m b r e de c e s sauts est dénombrab le . 

F 2 ( t ) : fonct ion absolument continue : e l le est partout dér ivable et 
égale à l ' in tégra le de sa d é r i v é e . 

F 3 ( t ) : fonct ion s ingul ière (pour m é m o i r e ) . 

Si F se réduit à F x : le p r o c e s s u s est " d i s c r e t " : l e s 
événements ne peuvent se produi re qu 'en des instants connus d f avance 
appartenant à un ensemble dénombrab le (E) . En chaque instant U 
de E le n o m b r e d 'événements obéit à une lo i de P o i s s o n de para­
mè t r e ai où ai = F( t i + 0) - F( t i - 0) . 

Si F se réduit à F 2 on est dans le cas étudié en 6 .1 : 
à chaque interval le é lémenta i re de temps (t, t + dt) est a s s o c i é e 

dF 
la fonction f(t) = dite "dens i té" (de va r i ance ) et la probabi l i té 
qu'un événement au moins se produise est f(t) dt. L e n o m b r e 
moyen d 'événements qui se produisent sur ( t x t 2 ) est : 

T 2 f(t) dt = F( t 2 ) - F ( t J 

7 / Processus en grappes. 

Une autre général isa t ion du p r o c e s s u s initial est la suivante : 

P lus ieurs événements peuvent se produi re s imultanément : 
on dit qu ' i l s constituent "une g rappe" . L e p r o c e s s u s peut ê t re défini 
en probabi l i té c o m m e suit : 
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a) L a suite des " g r a p p e s " f o r m e un p r o c e s s u s ponctuel de 
P o i s s o n (uniforme ou non) défini par la fonct ion de distr ibution des 
va r i ances F(t) 

b) Chaque grappe a un effectif K a léa to i re (entier posit if) : 
l e s effect i fs des différentes grappes sont indépendants en probabi l i té 
et obé issen t tous à la m ê m e l o i (d 'a i l leurs a rb i t r a i r e ) . 

Il faut noter que s i l e n o m b r e de grappes sur tout in terval le 
obéit à une lo i de P o i s s o n , i l n f en va pas de m ê m e pour l e s n o m ­
b r e s d ' événements . 


