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PROGESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS *

par

A. TORTRAT

1/ INTRODUCTION

Commengons par un exemple trés simple :

1 - PROCESSUS DE MORT,

Un individu I observé a partir du temps 0 meurt & l'instant
t aléatoire. On suppose que ce temps t est une réalisation d'une
variable aléatoire (v.a,) T de loi définie par

Prob, {T <t}= P(t).

La probabilité d'étre en vie & l'instant t (ou t-0 si l'on
veut &tre plus précis) est Q(t) = 1 - P(t), La probabilité condi-
tionnelle, I étant en vie au temps t, que I le soit encore au
temps t+ t' est Q(t + t')/Q(t).

Posons Qft) = et ; p(t) estune fonction > 0, croissant
P

(au sens large) avec t, nulle en t = 0 et & cela pré&s arbitraire,
On a '

Qlt + t/Q(t) = e Ap = p(t + t') - p(t).

Si Ap croit avec t, pour tout t' fixe, c'est que la fonction
p(t) est "convexe' (l'ensemble des points du plan y x t, avec
dp(t)
dt
existe et crott avec t), On peut dire que l'individu vieillit (V sur
la figure) lorsque t * car

(t > 0) y 2 p(t) est un ensemble convexe, par exemple

* L'exposé précédent, de M, Girault, recoupe et complete celui-ci en ce qui con-
cerne I et II, et pourra, de préférence étre lu avant,
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p(t + t') - p(t) > p(t') - p(0) = p(t") ,

au contraire il rajeunit (R) durant tout intervalle de temps pour
lequel la courbe représentative de y = p(t) est concave, Il ne

vieillit pas (sous-entendu ne rajeunit pas non plus) si dgit) = cste
_ t
ou p= K )

P(t) =1 - e¥*

A est la période ou temps pour lequel la probabilité de mort est
1 - 1/e,

7

Si nous considérons une population de N individus, par exem-
ple N atomes radioactifs supposés indépendants les uns des autres,
le processus de mort (ou désintégration) est défini aussi simplement :
le nombre K(t) d'atomes désintégrés au temps t est une v, a,
de moyenne N P(t), et a partir de l'instant t, tout se passe comme
si on recommencgait une expérience nouvelle avec N(t) = N - K(t)
atomes, neufs, puisque ceux qui sont encore en vie n'ont pas vieilli
{(hypothése vérifiée on le sait avec une grande précision).

La loi de K(t) est celle d'une épreuve de Bernoulli (de pro-
babilité P(t), N fois répétée) soit

P, {K(t) = k} = (llj) p“(1 - p**, aveec p = P(1).
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L'expérience, & partir d'un instant t dépend du passé uni-
quement par le nombre N(t) d'atomes restant en vie a l'instant t,
et ne dépend pas de la fagon (c'est-a-dire des temps ti, ... tqu
auxquels ,,,) dont ces atomes se sont désintégrés, C'est dire
qu'on a la un processus de Markoff : la loi des événements posté-
rieurs & t(>t) ne dépend du passé que par le présent K(t),

2 - PROCESSUS DE MORT RENQUVELE
Soit
-t
P(t) = e * (1)

Supposons qu'a l'instant t; o@t meurt I;, nous leremplacgions
par I, de méme loi (1) ; on peut considérer I, comme ''neuf"
(peu importe vu la loi de non vieillissement choisie) ; il suffit de
savoir qu'au temps t, existe I, dont le futur ne dépend pas du
passé (en fait, savoir si c'est I, ou I,)., Nous recommengons au
temps aléatoire t, ol meurt I, ..., I, meurt au temps t«

k
réalisation de la v,a, Ty = Z U;, avec Uy = T;, les U; étant
1

des v.a. indépendantes et de méme loi P{U < t} = P(t),- En effet
la loi de Uy ne dépend pas d'un conditionnement par t;, ..., t.1
(avee u; = t; - ti1). On a

B, iUk< uIUl = Uy s Uk-l = uk-li = e-lt= P'{U< U}.

Nous associons au processus ainsi défini par ces Uk (aussi
bien les T,) la fonction aléatoire K(t) égale au nombre d'événe-
ments E (la mort d'un I) réalisés en des instants <t (pour
chaque t donné), soit {K(t) = kle<—>t, €t < tw1 ol tx est le
temps du dernier E réalisé avant t,

K(t) est une fonction aléatoire, c'est-a-dire que pour chaque t
c'est une v, a. définie sur un méme espace des épreuves (pratique-
ment la suite Uy, ..., U, ...).

K(t) est un nombre entier qui * (au sens large) avec t et pos-
séde les propriétés suivantes :

A - Il est & accroissements indépendants, c'est-a-dire que les
divers événements {K(t") - K(t) = 1}, (t, t' donnds, 1 variant)
conditionnés par K(t,), ..., Kt,) t;<t, < ... < t,<t), ont des
probabilités qui ne dépendent pas de ces nombres K(t;), donc en

fait ne dépendent ni de K(t), ni des instants t e o auxquels
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ces E antérieurs & t se sont réalisés ; (noter que
K(0) = 0, K(ty) = K(t;) - K(0),

et que se donner les Kf(t;) - K(t;)), i =1, ..., n, équivaut a se
donner les Kf(t;)), On montre en effet et cela parailt évident, que
puisque quel que soit K(t) = k, et le nombre t, correspondant, la
loi de T,,; - t, ici conditionnée par T, - t> 0, ne dépend ni
de k ni des t; (i <k), la loi de Ty -t est celle de T; et
de m@&me celle de T' - t, T' étant l'instant du premier E pos-
térieur & t

- i
A

Pi{T'<t+ul=e

De méme la loi de tous les T, > t, donc d'un ou plusieurs
accroissements disjoints et postérieurs & t de K(t), en particulier
celle de K(t') - K(t), ne dépend pas de connaissances antérieures
(<) a t.

B - Cette loi des Ty - t, Thso = t, ... (K = K(t)) est la
méme que celle des Ty & partir du temps 0, Ui étant remplacé
par T, -t, et U; par Ui, I1 revient au méme de dire que
la loi du processus K(t') - K(t) (t fixé) est celle de K(t'-1t),
on dit que le processus est homogeéne dans le temps®.

C - I1 importe enfin de préciser que la probabilité est nulle
que deux E se produisent en méme temps, car dans l'espace des
via., Ty, ... Tys1, ... 1l'événement T, = T, (par exemple)
a une probabilité nulle, donc aussi ce méme événement pour k
quelconque,

Remarques.

1/ La nature de E n'intervient pas, ce peut par exemple
étre l'arrivée d'une personne a un guichet ou d'un bateau dans un
port (étude de files d'attente),

2/ Réunir N processus identiques A celui-ci et indépendants,

n'altérera aucune des propriétés A, B, C (et K(t) entier), et aura
pour seul effet de multiplier les moyennes, telle K(t) par N,

* Ou '"uniforme", cf. 1'exposé ''Le processus ponctuel de Poisson'’,
. P p
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3 - PROCESSUS DE MARKOFF DISCRETS DANS LE TEMPS ET
L'ESPACE

Un systéme posséde un nombre fini ou dénombrable d'états
numérotés 1, 2, .,.,. i, ... etauxinstants 1, 2, ..., n, ...,
évolue aléatoirement suivant la loi de transition stationnaire dans le
temps :

Pij = Pr {X,ﬁl = j | Xn = l}.

X, désignme 1'état occupé a l'instant n. Les transitions aux
divers instants sont supposées indépendantes : la loi de X, ...,
lorsque X;, ..., X, sont connus ne dépend donc que de X,, ceci
définit la propriété de Markoff, Supposons que p;; ne dépende que
de j - i, alors le processus devient & accroissements indépendants
(on le dit aussi homogeéne dans l'espace) : tout processus a accrois-
sements indépendants est un cas particulier de processus de Markoff,
le futur ne dépend que du présent et en dépend additivement
j =1+ (j - 1i). Si le nombre des états égale a fini, 1'addition des
i se fait modulo a (on prend le reste de la division par a).
L'exemple le plus simple est celui de la "marche ay hasard" sui-
vante : & chaque instant n, X, s'accroit de t1 zavec des pro-

babilités égales 2 = ) :

X, =3 &, (2)
1

les &, étant des v,a, indépendantes, a4 valeurs t1 (probabilités
égales), X, = 0. Dans tous les cas 1'étude de la suite X, est liée
étroitement a celle de l'itération de la matrice P = |p;l

P* = IPnf»l’ P('lf+l) ; P:Z';) P, P = Py {Xow = ] | X, =i .

ij ij = ij

2/ ETUDE DU PROCESSUS DE POISSON. C’est le precessus défini
en I-2,
1 - PARTONS DE LA CONSTRUCTION INITIALE, et posons A =

==

La loi de U a pour fonction caractéristique

A
A-if

o . o :
‘/‘ eteu d { 1-e —)\uz = f A e-u()\.-te) du =
]

o
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n A n

Celle de T, = ;Ui est donc %)\——1—5% , ainsi T, est

la loi de densité
n-1
A" = u
e -1 u >0 (3)
car
f” pifu-re N W du f“’ A eV y"tdv A"
o (n-1)! o (n-1)!I (A-1i8)" | (N -1i6)™

La probabilité de {K(t) = k} s'obtient en intégrant par rapport
a4 T (valeur de T,) de 0 a t (et pour la loi (3) de T,) 1la

probabilité conditionnelle que T, wvalant 7T, T,.; soit > 1, c.a.,d,
-At-7)
e :

t _ - )\k e_‘}\-r Tk—l _ >\t k
P,{X(t)=k§=j; e)‘('ﬂwdr=e)‘t(—k—3, (4)

La loi de X(t) est donc la loi de Poisson (de 'pas' unité),
de parametre At nécessairement proportionnel au temps vu les
propriétés A et B .

2 - ON RETROUVE (3) EN PARTANT DES PROPRIETES CARAC-
TERISTIQUES A, B, C (et K(t) entier) : partageons l'intervalle
1o, t,] en n intervalles égaux T,;,, T,+1, de longueur T =in9;
pour n assez grand (aléatoire) ces intervalles séparent les instants
(aléatoires) t,, ..., tge o0t E s'est produit, done X(t,) = la

limite (lorsque n ——> ®) du nombre des intervalles Jt;, T;,:] ol

X(tie1) - X(13) # 0. (5)

Or les éveénements (5) ont m@éme probabilité, soit p(T) < K(t,)
(le trait désignant la moyenne), leur nombre obéit 4 une loi de
Bernoulli et on a

(1 - p(1)]" =1 - plty) = P{K(t,) = 0} ;

on en déduit

1 L (t) _
t Log (1 - p(t,)) =— Log (1 - p(7)) = r:lfnlo prT =
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Alors la loi de Bernoulli en question, qui dépend de n, tend,
lorsque n—>o et n p(t) = to—Ei—'—c)———>?\ t,, vers la loi de
Poisson de parametre A t,, c'est celle de K(t,). A est indépendant
de t, vu la propriété B (on peut tirer ce résultat de la démonstration
précédente en la compliquant 1égérement, en prenant des intervalles

o

t t
de longueur 1T —> 0, ily ena [ p ] , partie entiére de = plus un

autre plus petit).

3 - CONDITIONNELLEMENT LORSQUE K(T) =N (T DONNE),
la répartition de T, ... T, est "uniforme' sur le segment ]0O, T 1,
Ainsi une fagon simple de définir le processus est d'envisager les
processus de Bernoulli K(t)/N pour t < T, puis de les pondérer,
N variant suivant la loi de K(T), loi de Poisson de paramétre AT ,
Une autre facon est encore de faire tendre T vers + ® en prenant
N = [AT] (partie entiére de) : la probabilité que T,E]t, t + &]
(k, t, & donnés) est ,(;,— (pour N donné) et T —> ® tandis que
son produit par N —> A S ; donc la loi de Bernoulli sur cet inter-
valle tend vers la loi de Poisson de parameétre A S, De méme la
loi multinomiale donnant les nombres de T, (toujours pour N
donné) sur r intervalles fixes contenus dans ]0, T1, tend lorsque
T—— ® vers le 'produit" des lois de Poisson correspondantes,
et on retrouve, & la limite, c'est-a-dire pour le processus Ki(t)
lui-mé&me l'indépendance des accroissements :

Soit tout d'abord A = Jt, t'] un intervalle € ]0, T]. L'éve-

nement K(t') - K(t) = k, conditionné par K(T) = N, a pour pro-
babilité :

= (Y) (-5 @) avee 1 mv -4, (6)

car cette derniére s'obtient en divisant la probabilité de 1'événement
{K(t") - K(t) = k, K(T - 1) =N - ki,

soit
ar (A e IMT = DI gy M (T -
M Y STy T T oW
oar (AT

de {K(T) = N3}, d'od (5).

par la probabilité e N
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Tout se passe donc comme si on choisissait au hasard et indé-
pendamment N instants t sur ]0, T], en les ordonnant on ob-
tient T; ... T, (v.a. conditionnées par K(T) = N) ; alors la loi
des nombres k,, ... k, de T, 'tombant" dans les intervalles
Ay ...; A, delongueurs 1), ..., 1, est, pour K(T)=N donné,
la loi multinomiale

P{A; K(t) = k;, i =1, ..., r|K(T) = N} =
N'!

TN -R ] K irjl (%)ki (1- %)"'“

12

L4
avec 2 Iy = 1, ; k; = k,

= ﬁ %(li%)ki kli.'g [(1 -TL>N-k N(N-l),,N,k(N_k+1)]

i=1
: (A 1)
AL i
—_— f—
T>® M ée k‘: % ’
v ) N
car le crochet tend lorsque T —® et - —> A, vers
Al _ ! —Xli

e = JTe .

Ainsi définissant le processus K(t) par sa loi conditionnée
de Bernoulli, nous retrouvons l'indépendance des accroissements
fixes AK(t) et l'homogénéité du processus puisque les lois des AOK
ont des moyennes AK = Al proportionnelles & l'intervalle de temps
1, parametres des lois de Poisson correspondantes,

4 - NOTONS D'AUTRES PROPRIETES REMARQUABLES
K(t) n'a aucun saut fixe, et est, pour chaque t, donné,
continu avec probabilité 1 ; plus précisément la probabilité que K(t)
soit constant sur Jt, - m, t, + 1] est
P, {K(t, + n) - K(to- n) = 0} = P, {K(2n) = 0} = e~ 1-2xn
et croit vers 1 lorsque 7 décrolt vers O,
L'événement limite, lorsque 1 | 0, consiste en ce que K(t)

est constant sur un intervalle t, - m, t, + 1 assez petit (n aléa-
toire), c'est par exemple l'intersection de tous ces événements pour
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n =—é;, i=1, 2, ... . Sa probabilité est 1lim e-?" = 1, et a for-
750

tiori, K(t) est bien continue en t,, avec cette méme probabilité

(ou "presque sfirement'), Et pourtant K(t} ne varie que par sauts

unité,

On retrouve facilement, partant des propriétés A-B-C, 1la
loi de l'intervalle de temps séparant deux sauts consécutifs (que
nous connaissons par la construction du n° 1-2), et leur indépen-
dance, En effet la probabilité pour que K(t) soit constant sur les
intervalles 10, t,] Jt;+ dty, t,}, ... Jt, +dt,y, t.J (t;, dt; donnés,
les t; étant fixés) et subisse un saut sur Jt;, t, + dti], ...,
équivaut a (puisque e % Adt; ~ Adt;)

k
U fe ™ Adt;},  up =t - tia.

C'est dire que la loi des variables T; ..., T, a pour den-

k
sités N T] e™i, et, le jacobien du changement de variable (t,—u))
1

i‘
‘t,; =§du-

; valant 1, que la loi simultanée de U, ..., U est

1
définie par la densité

Tk'[ fer™i )},

1

On retrouve bien l'indépendance des U,;, et leur loi commune

(ef. (1)),

Terminons cette partie par une extension importante :

5 - PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS DERIVES
D'UN PROCESSUS DE POISSON

Supposons que les sauts de K(t) (em Ty, ..., T, ...) ne
soient plus égaux a 1 mais choisis au hasard et indépendamment
suivant une loi définie par la fonction de répartition F(x) : en T;
se place l'accroissement X; (la fréquence (relative) moyenne des
sauts appartenant & une intervalle A de la droite des x est AF
et K(t) devient

X(t) = 2 X;. (7)

Ti<t
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On peut aussi bien considérer les points t x x du demi-plan

t >0 : pour K(T) = N fixé ces points sont, d'aprés le n° 3 ci-
d

dessus choisis au hasard suivant la loi —,It,—x dF = d¢  (loi uniforme
pour t, loi définie par F pour x) et N variant suivant la loi
de Poisson de parametre AT, on voit que dans tout domaine R du
plan, le nombre de points suit une loi de Poisson de parameéetre
AT x la mesure de ce domaine (pour la loi dite ci-dessus) :

En effet, partageons la bande 0 <t <T duplan en r régions
Ry, ..., R, de probabilités p,, ..., p, pour la loi u ; pour

N fixé, on a N=Ek
1

;» avec

K
Piky, ..., ki D T pkk eee D",

Pour obtenir la probabilité qu'il y ait k; points exactement

dans R; lorsque N(T) = N est aléatoire et obéit & la loi de
N
Poisson de parametre AT, il suffit de multiplier par e (—I%-T,—)—

puisque N = Y k; est donné par les k;, d'olu
1

Pik, ... k,} = e (AT) TT E .TT ze-npt (;Tp) %
1=1 i 1= 4 e

Ainsi nous trouvons que les ''accroissements' dans le plan,
c'est-a-dire les nombres de points dans les régions R, ..., R,
sont indépendants (la loi de k, ... k, est le "produit" des lois
de k;, ..., k,), etontdes lois qui ne dépendent que de la mesure
correspondante u(R;)., Le parameétre de chacune de ces lois de
Poisson est AT'p,, c'est la fréquence moyenne (rapportée a N)
du nombre de points ‘'tombés' dans R;.

Nous voyons avec quelle facilité se définit un processus de
Poisson dans un espace quelconque S : c'est une variable aléatoire
entiere K(R), fonction de la partie R de S, telle que & r ré-
gions distinctes correspondent des variables K(R,), ..., K(R,) indé-
pendantes, la moyenne K(S) du nombre total de points étant par-

tagée, si S = Z R;, entre les R;, suivant la loi de probabilité u

1
sur S : K(R;) = Au(R;) {(ci-dessus A = AT)., Ces moyennes
définissent parfaitement les lois de Poisson correspondantes, celles
des K(Rt ).
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Revenons au cas du plan et & la formule (7) :

N
X(t)/K(t) = N a pour loi celle de > X
: 1
dépendantes et de loi F, la fonction caractéristiqueestdonc o¢"(8),
si  ¢(@) est celle commune aux X;, d'od pour X(t} la fonction
caractéristique

» les X, étant in-

e

N
P, (N) ¢'(5) avec P, (N) = e ML gee) < [ otrar(),
) :

"

N
Ainsi la deuxiéme fonction caractéristique
¢, (8) = Log ®,(8) de X(t)
s'écrit
Gy (8) = M [ (e - 1) dF(x) ; (8)

At F(x) estle nombre moyen de sauts <x intervenant avantl'ins-
tant t. On peut aussi écrire la probabilité relative & X(t) :

exp(Aty) = e™M Y —(nAIE,l T (9)

L étant la mesure de probabilité définie par F(x), u*" sa n-iéme

convoluée c'est-a-dire celle correspondant a la loi de X

=[5

Si par exemple les T; sontles temps d'arrivées 3 un méme
guichet, suivant la loi de Poisson de parameétre At, et si les X;
sont les temps de service (indépendants et de méme loi) pour chaque
client, X(t) est le temps de travail & ce guichet nécessaire pour
servir les personnes arrivées antérieurement a t,

I.e processus & accroissements indépendants le plus général
{sous la restriction que |X(t)| est petit avec t, sauf une proba-
bilité, elle aussi arbitrairement petite avec t), est constitué de
deux processus de ce type, indépendants, dont l'un dérive du pré-
cédent par une légére extension, et dont l'autre est le processus
gaussien dit de Wiener-Lévy ou du mouvement brownien dont il est
parlé en la partie III ci-dessous.
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3/ PROCESSUS GAUSSIENS. (LOIS NORMALES).

Revenons & la promenade au hasard (2), mais en faisant des
changements d'échelle sur le temps est l'espace :

k
Soit N = 2" et Xu(——)llfI = ¢ V__lN— ; c'est un processusdis-
1

cret dans le temps, qu'on peut aussi bien définir pour tout t, en
k+1
N £

posant X, (—%—) = X, (t) pour tout —l—{—<_t < oumieux en inter-

N

2 |~

polant linéairement ; la variance en ces temps discrets est = ce

temps lui-méme,

Lorsqu'on passe de N = 2" a 2™ = N', on affine le pro-
cessus ; passons a la limite lorsque n et N —>®, Chaque loi
de X,(t), avec t =—12{-p- (N > 2°), tend vers une loi normale centrée
=X
~ 9pk
N > 2, pour tout k, ou aussi bien celle multinomiale des v, a, ind .
X t), X, () - X,(ty), ..., tendent vers les lois normales (& k
dimensions) ; la fonction de répartition des accroissements

de variance t. De méme la loi de X,(ti), ..., Xa(td), t«

U (N) = X, (t) - Xy{tyod)

est
K ’ —_ X e - xz
Fyluy, ooy w) = [T By (00 53 UL e 2%, dx ;
Un processus X(t) est ainsi défini a la limite par sa loi
temporelle sur les t binaires : %, il est & accroissements indé-

pendants, On peut définir un ensemble dénombrable de variables
X (iz{;) (k < 2", ou non) admettant ces lois temporelles, on peut mon-
trer que a tout - & correspond 1 tel que la probabilité de 1'éve-

nement

fat <« m == AX < & (tout intervalle At)}

gsoit > 1 - afn, &) avec oaln, &) t 0, pour tout &, Clest dire
ndo

que par continuité, X(t) est bien défini, et, sur presque toutes les
épreuves, est une fonction continue de t.
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Sachant que le processus est Gaussien, c,a.d, que toutes ses
lois (de dimensions K) sont normales, il suffit pour préciser ces
lois d'avoir, (puisqu'elles sont ici centrées : X(t) = 0)

Var(X(t)) et Cov(X(t), X(t").
Ici le processus est homogéne : Var(X(t)) =t (ou At), a
accroissements indépendants, ce qui équivaut a :

Cov(X(t), X(t')) = inf(t, t') (parce que = Var(X(t)) si t < t').

I1 existe des processus gaussiens qui ne sont pas a accrois-
sements indépendants, (de m&me que des processus ayant, en chaque
t, une loi de Poisson), celui-ci est le processus de Wiener-Lévy
du mouvement Brownien,

Remarque - AX est en probabilité (c'est-a-dire sauf une probabilité

arbitrairement petite avec At) de l'ordre de VAt, donc % ne
peut tendre en probabilité vers une limite (4 fortiori la probabilité

est nulle que X(t) soit, en t donné, dérivable par rapport & t).

Au processus on associe souvent la transformation suivante,
qui a un sens physique : soit f(x) une fonction assez réguliére,
par exemple continue et bornée de la valeur x de X, Il lui cor-
respond au temps t, la fonction T,f = g, définie par

gx) = E {£(X(t)) | X(0) = x},
soit ici

2
1 _1ty-x)? 1 5
= = +
g(x) me e 2 ¢ f(y)dy mf e f(x + u) du.

g(x) est la valeur moyenne de la fonction f(y) de 1'état y du
processus au temps t, sachant qu'au temps 0,X = x, L'avantage,
au lieu de considérer la probabilité de passage

P(x, dy, t) = Pi{X{t) €Edy X(0) = x}

est qu'on peut choisir la famille de fonctions f(x) considérées,
pour ses propriétés mathématiques, Le fait que le processus soit de
Markoff, et homogene dans le temps se traduit par la relation (dite
de demi-groupe, par rapport 4 t) :

Tewr = Ty Ty, ou T £=T, {T, ],
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X(t) de Wiener-Lévy représente correctement un processus phy-
sique de diffusion, par exemple d'un ensemble de particules injecté
au temps 0, a l'abscisse 0 dans un milieu liquide ou gazeux uni-
dimentionnel, Un des problémes importants est de connaitre la pro-
babilité d'atteindre la valeur +a, (une de ces valeurs seulement,
ou l'une des deux), au cours du temps, soit

(10) P, {sup x(t) 2al, ou P, {sup Ix{t)]>a}. (10Y)
0<s <1 o<t <1

La solution en est simple, moyennant le principe des images
dont la justification mathématique précise est possible ; la question
est surtout simple pour le probléme (10) dit & une barriére : si on
établit en x = a une barrieére absorbante (par exemple une paroi
a travers laquelle les particules diffusantes sont absorbées et dis-
paraissent), la probabilité (10) est le complément de la "masse"
restante au temps t. On réalise mathématiquement une telle barriére
absorbante, en placant au point image (pour la barriére supposée
&tre un miroir), une masse initiale 1 affectée du signe - ; étudions
la diffusion de l'ensemble des deux masse +1 en 0, - 1 en 213
(au temps 0), La masse - 1 ne peut diffuser au dela de x =a,
c'est-a-dire atteindre x < a qu'en touchant a un certain instant la
barriére les trajectoires étant continues avec probabilité 1), et, si cela
est, elle se détruira avec la masse égale qui aura diffusé de O
vers x = a, dans le méme temps (minimum), vu la symétrie du
processus, On voit que ce principe vaut pour tout processus a tra-
jectoires presque sfrement continues, et de Narkoff®. On peut le
démontrer sous certaines réserves concernant les propriétés de la
fonctions g transformée de f, (T,f = g),

XIP

2a

0 >4
:dy

* 11 s'agit ici d'une propriété dite de Markoff fort : la loi du processus, par
exemple au temps t, conditionné par le temps 1 aléatoire ou les trajectoires
gsont supposées atteindre (par exemple pour la premiére fois) la barrieére a,
est la m@me que celle de {X(t - 1)| X(0) = a}. Ainsi en intégrant cette loi par
rapport a celle de T (pour les trajectoires qui rencontrent la barriére avant
le temps t) onaura la loi de X(i) pour les trajectoires qui ont atteint cette
barriére. On montre que cette propriété est ici vérifiée,



On a donc

y2 _ (y-2a)2
P{X(t) €Edy| X(0) = 0, X(1) < a} =vlet%e'T-e 7 Zdy,

et P{X(1) <a,

2
a _%__ —a 2 a/Jt .u2
toutTgt}=V21—m3f e‘dy-f e'%—tdy§=fre7du.
o ] J t
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On en déduit la densité d'absorption par rapport & t, dérivée
par rapport & t de
2

l_fa/\j_t. e-;— du
—a/‘]T Y 2 T

En particulier le rapport entre la densité en y = 0, de X(t),
et celle de {X(t), X(1)< a, tout T <t} est

2
1 - e'%.

On remarquera que (11) donne pour y = a une densité tou-
jours nulle, ce qui caractérise 1l'existence d'une barriére d'absorp-
tion en a, pour le processus issu de 0, La méthode s'étend a
deux barriéres (limitation de X(t) 4 +a et - b) en introduisant
une infinité dénombrable de masses images aux signes alternés
(deux miroirs). I1 est facile de l'étendre A un processus disymé-
trique et 4 des barriéres seulement partiellement absorbantes : il
est naturel d'imaginer qu'une paroi absorbe seulement une fraction
constante des particules ayant diffusé vers elle, les autres pour-
suivant leur cheminement aléatoire,

Terminons par un exemple de processus Gaussien, c,a,d, a
lois normales, mais non a accroissements indépendants, qui est
un processus de Markov., Il se présente, par exemple, lors de
1'étude asymptotique de la distribution d'un échantillon :

Soit (X, ... X,) un échantillon d'une v,a, X de loi définie
par la fonction de répartition F(x) supposée continue,
Chaque échantillon (x,, ..., x,) définit une répartition dis-
Va(x)

continue F,(x) = - v, (x) étant le nombre des x; <x ; cette

12
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répartition discontinue est aléatoire, elle définit (x variant de - ©
a + o) un processus dont les lois temporelles sont binomiales ou
multinomiales : la loi de v, (x) par exemple est :

n
P {v,(x) =k} = == p“ (1 - p)"* p = p(x) = F(x).
Ce processus n'est pas & accroissements indépendants car
v, (+ ®) = n
On sait (Th. de Glivenko~Cantelli), que, avec probabilité 1, on a
sup |Fn(x) - F(X)l :_)T>0,
c.a.d. que F, (x) converge uniformément (presque sdrement) vers
F(x), fonction constante, Pour étudier plus précisément cette con-
vergence, considérons
U, (x) = Vn {F (x) - F(x)}. (12)
Les processus U, (x) ont des lois qui, lorsque n — o,
tendent vers la loi normale (soit de U(x)) de moyenne nulle, et
de variance F(x)., De méme on montre que la loi simultanée de

{U,0x3), wony U (x )}

tend vers une loi normale & K dimensions (soit de U;(x), ...U,(x)),
centrée, et bien définie par

Var {U(x,) - Ulx.)} = [Fx) - Flx,_)1[1 - (F(x) - F(x,_)] (13)

(13) donne en effet les moments du second ordre, tels que (x'> x)

Cov {U(x), U(x")} = MM{U(x) . Ux"} =

1
2

[F(X')(l - Fx") + F(x)(1 - F(x)) -

- (Fx") - F(x)) 1 - (F(x") - F(X))]]

F(x) [1 - F(x"].

L'accroissement U(x') - U(x) n'est pas indépendant de
U(x) = U(x) - U(0) car on aurait alors
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Miu(x) - ulx")} =mfu®(x)} = Var fux)} = Fx) 1 - F(x)].

D'une fagon générale la covariance de deux accroissements
disjoints AU, AU', est - AF - A'F,

Les lois de sup U,(x) et sup |U.(x)}] tendent lorsque
n—> o, vers celles de sup U(x) et sup [(U(x))|. Ces lois sont

indépendantes de F(x), car tous les processus U(x) se raménent

au méme si on pogse Ux) = V(y), avec y = F(x).



