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UN ASPECT
DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

(probléme des mines d’or)
par

Hachiro AKAMA

de Vlnstitut technique de recherche de la Défense Nationale de Tokyo

I - INTRODUCTION

La théorie de la programmation dynamique, qui se caractérise par
l'application du principe de la stratégie optimum a des programmes
récurrents, est devenue récemment un des sujets les plus importants de
recherche opérationnelle, et les travaux sur cette question se multiplient:
citons ceux du groupe de M: Richard Bellman aux Etats-Unis et de I'équipe
de M. G. Th. Guilbaud en France,

Nous nous proposons de faire ici un exposé limité du probleme dit
des '""mines d'or'', en nous bornant a en souligner quelques aspects, fonda-
mentaux au point de vue mathématique .

11 y a lieu de signaler que la formulation de tous les probléemes de
programmation dynamique s'appuie sur les bases suivantes :

1. Le programme {ou processus) dont il s'agit est constitué par une
série de décisions consécutives.

2. L'état du systeme se décrit completement au moyen d'un ensemble
fini de parametres, i.e., par un vecteur dans un espace abstrait,

3. Chaque décision produit une transformation de ce vecteur.

4. A chaque stade, la décision est prise conformément au principe
suivant : quelle que soit l'histoire passée du systéme, cette décision deit
constituer avec les suivantes la stratégie optimum a 1'égard de 1'état
actuel du systeme,

1l - MISE EN EQUATION DU PROBLEME

Supposons qu'il y ait deux mines d'or, A et B dont les richesses
exploitables sont respectivement x et y unités de quantité d'or. Si la seule
machine 3 notre disposition est employée dans la mine A pendant une
période déterminée, il y a la probabilité p, pour que nous obtenions une
quantité d'or r;x, la machine étant encore en bon état, tandis qu'il ya la

probabilité (l-p') pour que la machine se détériore sans exploiter aucun
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or, Il en est de méme de la mine B, a laquelle sont liées la quantité d'or
r,y et la probabilité p,.

Le probléme consiste a chercher une stratégie optimum pour maxi-
miser la quantité d'or exploitée au cours de plusieurs périodes,

Soit fn(x,y) l'espérance mathématique de la quantité d'or exploitée
durant n périodes par la stratégie optimum. On obtient d'apres le principe
d'optimalité, la formule

Al pryx +P1fn-1[ (1-r) X:Y]

(2.1) oyl = Max gy oy +pp £ (x.(1-1y) v ]

qui indique dans quelle mine la machine doit travailler & la premiére
période : si elle est employée dans A, il y a une probabilité p,; pour qu'on
obtienne pendant cette période une quantité d'or ryx et pour qu'il reste
encore dans les mines A et B des richesses respectives (1-r1)x et y,
exploitables durant les (n-1) périodes suivantes.

Il est tout naturel d'examiner la limite de (2.1).

A : p, r,x+p,f[(1-r1)x,y]
(2.2) f(x,y) = Max
B : pyryy +pof [x,(l—rz)y]

quand n tend vers l'infini,

Le passage a la limite, quoiqu'il souléve la question de l'existence et
de l'unicité de la solution f(x,y), a pour effet de simplifier la structure du
probleme, puisqu'il reste toujours une infinité de stades aprés un nombre
fini de périodes. C'est ainsi que l'on arrivera a choisir une décision sans
tenir compte nidu passé nide l'avenir trés lointain, mais en tenant compte
seulement du présent et du futur assez proche. On considérera mainte-
nant n comme la mesure du temps, et non plus comme le nombre des
périodes,

La formule {2.2) se généralise comme suit :

(2.3) 2 (wss") | £lw) = Max[g(w;d) + P(§) £(Tyw0 )]

west un vecteur dans l'espace & k dimensions, et représente 1'état du
systeme,

&1={ G: ,8,2 seaas 3:‘} est 1'ensemble fini des décisions possibles a l'ins-
tant n= 1;

Ts, est un opérateur {éventuellement aléatoire) associé a8, , et transfor-

mant le vecteur en un autre vecteur T&,W , qui vérifie la condition

1

,wlz>| Té,‘“ |2

P(6)) est un coefficient {de probabilité) associé & &, , et soumis a la condi-
tion

0=<P(§)=<a <1
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g{w;d, ) désigne l'espérance mathématique du gain immédiat résultant de
la décisiond, , et f{w) est l'espérance mathématique du gain total

> (w;s*) représente le processus au cours duquel on obtient le gain opti-
mum f(w) par la stratégie optimum s*,

Par définition ¢, fait partie de s*,
Des considérations pratiques imposent
0< fw)< K
K étant un nombre fini positif dépendant dez, et
f(w)?f(Tg‘w )
Soient
W = (X seeas %)
& =(1,2,....k)

Tsi w = (%45cuus clj Xiseons Xi) avec la probabilité Pij (i=1,2,...0)

. |
g(wid) =3 pij cij xi
<

|
P(&) =2 pij =<1
j=1

Cij +c'|'j =1

(2.3) nous donne alors

(2.4) £0xys ey %)

1
= Max{Z Pij [Cij i+ E(x, 000 clij Xi,... XEI}

f=i <k 7o

dont 1'équation (2,2) est un cas particulier.

On déduit de (2.3)
S0 (s | £(w) = Max [glw: ) +P(8) £(Tye )]
1

la relation

(2.5) f(w) = I\gax[g(w;Dn) + P(Dy) £ (Tp,w )]
ol D, =8 .0....8,
et glw;Dy) = g(w; &) + P(&) g(Tayw 58) + ...

+ P(sl) voo P(é\n-l) g(TDn_"‘U ;‘Sn)
Ty, =Ts, --- Ts
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Cette relation exprimant l'invariance dez (w,s*) par rapport a
1'échelle du temps, refléte un aspect intéressant du probleme.

I - L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION

Comme on l'a déja vu, 'optimum doit &tre défini par

flw) = lm £, (w)

LEY ]

(3.1) E(w) = lim Max[g(wsd )+ P(3) oy (Tow )]
; |

oo s
ce qui équivaut a

(3.2) S (w;s%) = nlilz’uzn(w ; S¥)

On voit immédiatement que l'existence de l'optimum f({w)équivauta
celle de la stratégie optimum S*.

Il convient maintenant d'introduire la notion importante de troncature
du processus; on le fera au moyen de l'arbre représentatif de ce proces-
sus (Fig. 1). Chaque embranchement correspond & un des états possibles
du systeme, le nombre des branches au nombre de décisions attachées a
cet état,

Arbre de X (w; Sp)

Fig. 1

Le processus de la Fig. 1 comporte deux décisions 2a l'instant n =1,
si bien que le systéeme admet deux états possibles a l'instant n = 2, Si le
systéme se trouve dans un état g a l'instant n, on peut retracer le proces-
sus en remontant dans le temps, c'est-a-dire en descendant par les bran-
ches consécutives jusqu'en bas. La suite {¢&, ,8, ,... 8,y alors retrouvée
constitue la stratégie par laquelle le systéeme a été conduit & 1'état g ou il
se trouve a l'instant n.
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La troncature, dont on se servira dans la suite, signifie 1'énuméra-
tion de sous-processus a partir d'un certain instant n. Si l'on tronque le
processuszrgw ;S,) de la Fig, 1 a l'instant n = 1, on obtient deux troncs
dégradés :

{ZnSTS: w S, )’Zn.q(TSf‘—U 5 St )}

THEOREME I

Si le nombre de décisions a chaque instant est fini le processus
> (w;S*) admet une solution optimum unique f{w) pour laquelle il existe
une stratégie optimum S$*,

DEMONSTRATION

N

1) Commengons par démontrer l'existence de f(w), ce qui revient a
démontrer, sous une autre forme, l'existence de S*. A cet effet, nous
recourons & un raisonnement par induction portant sur la durée n du
processus,

Pour n = 0, le théoréme est évident :il y a une stratégie optimum S}
qui indique de ne rien faire,

Pour n=1

£, (w)=r\%?x{g(w;8,)}

3, étant un ensemble fini, il y a une stratégie$,* pour laquelle
£, (w) = g(w;8)
c'est-a-dire
$*e s}

Supposons donc que le théorgme soit vrai pour tous les processus de
durée inférieure & m, Par la troncature & n = 1, on obtient k troncs

Zm_1(’1‘3:w; s'i"'*‘
i=1l,...,k
chacun admet, par hypothese, une stratégie optimum s,i,,’.1 qui conduit 2
la solution optimum £, , (w).
Posons :
Fro(wi;sl) = g(w;dl) + £ (Tsiw ; si}
On constitue ainsi un ensemble fini
Fm(w;z?:) s Fn(w;:d) ...., Fm(u)}s‘f)
tel que, par définition,

Fp (w;07) = Max Fp (w;)
1
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On définit alors une stratégie Sy de la facon suivante : si l'embran-
chement g, correspond a 1'état du systéeme a l'instant n =1,

Sh(gy =79

si g est un des embranchements dezm_1(Taj w ; sh¥)
Sa(g) = sk (g)

On obtient ainsi & partir des définitions ci-dessus,

Do, (ish);

(3.3) Fo (w38 Maax[ glw;8& ) + £y (Tgiw )]

= fm(w)
ce qui établit l'existence d'une stratégie optimum S* conduisant & une
solution optimum f(w) par un processus de durée quelconque.

2°) Démontrons maintenant l'unicité de la solution optimum, D'apres
(2.5)

f (w)

1t

Max [g(w:Dy) + P(D,) £(To,w )]

g{w;Di) + P(DH) £ (Tprw)
> g{w;Dh) + P (DY) f (To, w )

S'il y a une autre solution K (w dez (w; s*) telle que
K(w) = I\/lljax [g(w; D,) + P(D,) K(Tan )]
n

= g(w; DY) + P(D}) K(Tp,w )
> g(w;D}) +P(DH)K(Tpw )

ona:
P(D}) £(To, w ) - P(D}) K(Tp, w )= £ (w) - K(w)
< P(D}) £(Toyw ) - P(DF) K(Tope )
Soient :
f(Tosw) =a% K(Tppw ) = b}
f(Tp,w ) = al, s K(Ty,w ) = bl

les suites{a’}‘,} {b’,“,} {a‘n} {br'\}

sont non croissantes par rapport & n, D'autre part :

P(D,) < a 0 <a < 1
P(Dh) < a”
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Les inégalités précédentes prennent alors la forme
- a{falyl+ I b)) =< fw) - K(w)s< a ja*pl+ | b))
Lorsque n tend vers l'infini, on obtient ainsi :
f(w) = K{w)

ce qui établit l'unicité de la solution optimum,

Nous allons établir ci-dessous quelques propriétés appartenant a
notre processus,
THEOREME II

La suite f,{w) est monotone, non décroissante, et converge unifor-
mément vers la solution optimum f{w).

D'apres (2.3), (2.5) et (3.3),
fa(w) = ng{g(u);s‘) + P(8) foy (Ta,w )}

= Max {g(w;Dy) = glw:D3) |},
fon () = Max {g (w3 d,) + P(8) fn(Tyy )} 5

fo(w) = ngnx{g(w;Dn) +P(Dp)f (Tnn“’ )}
= g(w;Dy) + P(D) £ (T3 w )
= f,(w)

La suite f,(w) est donc monotone et non décroissante, D'autre part
f,(w) est une fonction continue de w ; et elle est bornée par K; la conver-
gence uniforme de fy(w) vers f(w) en résulte.

THEOREME 1III

Si la fonction g(w;d;) est convexe, la solution optimum f(w)l'est
aussi.

Par induction sur la durée n, on peut établir cette propriété pour
toute fonction f,(w), et par suite pour f(w).
THEOREME IV
Si k désigne une constante
kf{w) = f(kw)
En particulier,
£(0)=0

L'égalité entre kf(w) et f(kw) vient du fait que les deux fonctions
satisfont a la méme équation.



34

IV - FONCTION DE DECISION

En raison ducaractére présenté par le probleme, il importe de déter-
miner la stratégie optimum S* formée par la suite des décisions optimum
a chaque instant, mais non pas de calculer la valeur de la solution optimum
de f(w).

Examinons d'abord le cas le plus simple, celui de la fonction f(x,y),
pour étudier la regle de décision, c'est-a-dire pour définir la fonction de

N

décision & chaque instant.

Comme la fonction f(x,y) est homogeéne, la fonction de décision ne
dépendra que du rapport x/y, et sera représentée par une demi-droite
séparatrice L passant par l'origine dans le premier quadrant x-y,

Considérons 1l'ensemble des points M définis de la facon suivante par
leurs coordonnées m, et m, dans un espace a deux dimensions :

M={m\ =(ax+pf(cix,y)
m, a,y + paf(x,cyy)

avec x+y = 1.,

La continuité, la convexité et la monotonie de f(x,y) par rapport a
ses variables x et y impliquent que l'ensemble des points M est constitué
par une courbe continue qui est la borne inférieure de la contenue convexe
M* (convex hull) engendrée par M (fig. 2).

ma

Fig. 2

my

Les deux extrémités A, b sont
A={a +pf(c,0)

(sz(l»o)

B=(p‘f(0,l)

a; + paf(0,cy)

Il est bien clair (sinon le probleme serait trivial) qu'il existe sur M
un point R, dont les deux coordonnées sont égales, qui comporte deux
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stratégies optimum S}, S}, la premitre commence par l'opération A,
l'autre par B. On en conclut que 1'état du systeme correspondant au point
R, admet deux stratégies optimum, Acause de l'intervention du coefficient
¢ dans l'argument de f, B succéde & A dans S}. Il en est ainsi de S} ou B
entralne A au deuxiéme stade. Ainsi

(%)  fag (x,y) =a;x +pjay +p prflcix,cry)
(s3) fgp (x5¥) =2,y +Pya;x + pypy (e x,0,y)

égalisant les deux expressions, on arrive a 1'équation L

ax 3y
1-p, 1-p,
4 L
Rg
Ry
Fig. 3

I suit de 1la que, dans la Fig. 3, les points situés au-dessous de L,
définis par

Ry
a, x a,y
il bl Ny A
1-p, l-p,

exigent A pour la premigre décision optimum, et les points dans la région
R, exigent B,

Dans le cas général de la fonction de f(x,,...x() soumise a 1'égalité
(2.4), le nombre de décisions est supérieur a deux. Il suffit alors de
recourir a la troncature, et d'appliquer la méthode ci-dessus i tous les
couples de décisions pour choisir entre les troncs obtenus, On doit ainsi
chercher

{
> pij cij xi
=1
Max 4———— = D(w;i*)

T€igk [
I Y
J=1

et prendre la décision (i*) qui correspond & ce maximum,
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5i pij est une répartition de probabilité, comme dans la premiere
partie de cet article, le numérateur de l'expression précédente est l'es-
pérance mathématique du gain immédiat, tandis que le dénominateur est
la probabilité pour que le processus se termine par l'opération envisagée,
Nous en déduisons la conclusion que la stratégie optimum pour un avenir
lointain consiste a faire de son mieux a chaque instant,
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