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LA LINEARITE DANS UN CERTAIN PROBLEME
DE RENOUVELLEMENT DE STOCK
EN AVENIR ALEATOIRE

par
Marc BARBUT

Exposé fait au séminaire de Recherche Opérationnelle
de Vinstitut de Statistique le 27 Mars 1957

Considérons la catégorie de probleme de stock suivante : étant donnée
une période de N unités de temps, le gestionnaire doit choisir dés l'instant
initial un vecteur : _

Q= (qys qpreens qy)

ot q, est la commande (destinée 2 renouveler son stock) & passer pour la
date n (n << N). Son incertitude quant & l'avenir portera soit sur la demande
du bien stocké, soit sur les délais de livraison des commandes qu'il a
passées.

Dans le premier cas, la nature choisit un vecteur :
X = (Xyseves Xy)

ol x, est la demande du bien stocké pendant 1'unité de temps n; elle sera
supposée aléatoire, de fonction de répartition connue, et indépendante des
demandes pendant les autres unités de temps, Les délais de livraison
pourront tous &tre supposés nuls sans perte de généralité,

Dans le second cas, la demande pendant la période de temps considé-
rée est un vecteur certain

a={(ay, 8gs..., ay)
et la nature choisit un vecteur :
t =t tg,..., ty)

ol t,, entier positif ou nul, est le délai de livraison aléatoire, de fonction
de répartition connue, de la commande faite pour la date n,
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L'objectif du gestionnaire sera toujours de rendre minimum un coit
moyen. Mais alors qu'il sait chiffrer le colt de son stock (nous suppose-
rons ce colit proportionnel, pendant chaque unité de temps,au niveau de ce
stock), ainsi que le codt d'achat des commandes (supposé lui aussi propor-
tionnel), il n'est pas toujours possible d'attribuer un prix bien déterminé
a une défaillance. Nous envisagerons donc deux cas, suivant qu'une défail-
lance a un cofit connu proportionnel & l'exceés de la demande sur le stock,
I'objectif du gestionnaire étant alors de rendre minimum le cofit probable
global, ou qu'on ne peut déterminer le colit d'une défaillance, 1l'objectif
devenant que la probabilité d'une défaillance soit inférieure a une valeur
fixée par le gestionnaire, et que le coiit moyen de ce qui peut &tre chiffré
soit minimum.

Apres avoir reconnu que lorsque l'avenir est certain le probleme se
résoud par des égalités linéaires, nous chercherons & voir ce qui reste de
ce caractere lorsque l'avenir est aléatoire, et s'il y a des différences
significatives suivant que l'incertitude porte sur la demande ou sur les
délais de livraison,

I. CAS D’UN AVENIR CERTAIN

Soient S, le stock initial, ?{: (q‘, ...» qy) le vecteur des commandes
et 2= {(ag,..., ay) le vecteur des demandes. Les délais de livraison sont
supposés nuls,

Posons :

n n

An=d a =3 q

=1 i={
Le stock pendant 1'unité de temps n est :

Sn = Se+Qn- Ap

si cette quantité est positive, et zéro dans lecas contraire, Les q, peuvent
étre soumis a des conditions :

(1) F>n> dn = %, n=1,2,.,N
les o, et F&,,étant des nombres donnés, et ils vérifient :
(2) q,>0 n=1,2,.,N

Si nous voulons toujours satisfaire a la demande, il faudra en outre
les choisir tels que :

1,2,.,N

(3) So+ Qn-A, >0 n

Ces conditions €tant satisfaites, la fonction économique est :

- N
é(Q)=PQN+P'Z;,(So+Qn'An)

ol p est le prix d'achat unitaire, et p' le prix unitaire de maintien en
stock., Déterminer les q, soumis aux conditions (1), (2), (3) de fagon que
cette fonction soit minimum est bien une programmation linéaire,
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Il. AVENIR ALEATOIRE - cOUT DE DEFAILLANCE PROPORTIONNEL

a) CAS OU LA DEMANDE EST ALEATOIRE
Le vecteur demande est alors aléatoire :
X = (xix xz:-..’ XN)

Soit : ¢n (1) = Pr (xa = u)
dans le cas ou x, est discrete, et
fy(u) du = Pr [u <xn<u+du]

si x, est continue,

Alors :

a pour loi :

Pr[Xn=X]=5,(X) =37 8y (X - 0)gn (u)

(4) ogugX
Pr(X,<X]| =T, (X)=D_ L (X-u) on (1) = % ()
o<ugX u<X

dans le premier cas, et dans le second

gn (X) = / gny (X - 0) fp(u) du

Gn (%) =/cn-, (X - u) fou) du =/gn-, (1) du

La fonction économique est alors : p'' étant le colGt de défaillance :

(4")

—_ N
(5) & (@) =pay+3] (o' ST (So+Qn-X)tn (X)+p" S (X-50-Q0) & (X))

n=f x<S°+ Q, X=54+Q,
ou
— N Sot Qp o0
(5 ¢ (@)= qQ~+Z(p'/ (So+Qa-X) ga(X)dX +p" [ (X -8, - Qy) g, (X)dX )
n={ () So+Qpn

Ce n'est plus une fonction linéaire, Mais dans le cas d'une demande
cumulée X, a valeurs discretes, elle est linéaire dans chacun des poly-
edres limités dans l'espace 2 N dimensions ol l'on représente le vecteur
q par les plans :

=1,
So+Qn:X(nk) n 2, s N
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(k)
ou les X sont, lorsque k varie, les valeurs que peut prendre la variable
Xn. Dans les deux cas, @ q) est continue et convexe, En effet, on a, par-
tout ou ¢ est dérivable :

(6) —g =2 T (X) - P> 6 (X) = (p'4P") D] 5y (X) - P

x<s ot 2n XZ5,+Q, X<S,+Qp
= (p'+p") T (S+Q,) - p" silecneN-1
2}
5. - (PP Iy (So+Qn) - (P - p)
N

et de m&me dans le cas continu :
2
r
(6) :

2
3 Qy

=(p'+p") G, (S, +Q,) - p" n<N-1

O

N

on

=(p'+p") Gy (5,+Qy) - (p" - p)

Donc dans tous les cas

est fonction non décroissante de Qp, donc

2Q,
aussi bien de q,. De plus, le minimum absolu de $ est atteint lorsque les
dérivées changent de signe, si toutefois les valeurs ainsi obtenues forment
une suite non décroissante car par définition

Qn=qy+qs +... +q,
est non décroissante avec n. Soit Y, la valeur de X, telle que :
(p' +pP") I (Yy - 0) -p'<<O
(p' +p")Th (Ya +0) -p">=0
(' +p") Iy (Yy - 0) - (p" - p)<<O
(p' +p") Ty (Yy +0) - (p'" - p)=0

(7) n=1,2,...,N-1

Elle existe sirement, pour chaque n, car :

L.
P' - p ' )

0< pll + pl <pll + pl

Les formules de composition (4) montrent que
Fn (X) = Fn-; (X)

donc que les Y, forment une suite non décroissante pour n=1,2,...,N-1,
En général, p étant trés petit par rapport a p'', on aura aussi

Yy =Yy,

S'il en est ainsi (ce sera slirement le cas si 1l'on ne tient pas compte
dans la fonction économique du prix d'achat), le minimum absolu de $peut
&tre atteint en choisissant les Q, tels que :

S + Qn = Y, n=1,2,..., N

Il peut se faire, bien entendu, que ce minimum absolu ne se trouve
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pas dans le domaine polyédral convexe limité par des inégalités du type (1)
auxquelles peuvent &re soumis les g,, ou que l'inégalité Yy > Yy, ne soit
pas satisfaite; onaura alors a chercher le minimum d'une fonction convexe
dans undomaine convexe. Dans le cas ol ladistribution de X, est discrete,
cette recherche pourra &tre facilitée par le fait qu'on peut, on l'a vu,
subdiviser l'espace en polyedres convexes a l'intérieurdechacun desquels
la fonction § est linéaire; on aura une procédure régulidre pour trouver le
minimum de § dans chacun des polytdres, et il faudra ensuite prendre le
minimum de ces minimums,

b) CAS OU LES DELAIS DE LIVRAISON SONT ALEATOIRES

La demande est maintenant un vecteur certain :
—_
a = (3.1, 2gsesen aN)

Le délai de livraison t, de la commande faite pour la date n est aléa-
toire, et l'on connait :

h=0,1, 2...
1

mnh=Pr[tn<h] ,;,...:N

n =

Le total des quantités qui sont entrées dans le stock jusqu'a la date n
est une variable aléatoire Z, dont l'ensemble des valeurs qu'elle peut
prendre est, pour un vecteur —q’ donné, constitué par des nombres de la
forme

iy, 12;...,ik<ﬂ

(8) Qi + 90, teaatq B

avec des probabilités connues, Autrement dit, & chaque vecteur -c-i.corres—
pond une suite de variables aléatoires Zn(q) (n = 1,2,...,N) prenant des
valeurs Z:) du type (8) avec des probabilités MY} qui secalculent au moyen
des oLy, La fonction économique correspondante sera :

- N . . .. ..
(9) ®@=pau+S (P'S (S+Z)-and +p"S . (Aq-S,-28)ni)
n=t S5z 54 S+ ZM< A,

n
ol A, =Z ay
k=1

C'est une fonction du méme type que la fonction (5), Elle est encore
continue et convexe en q, et linéaire dans les polyedres limités par les
plans :

So + 720 = A,
seule la facon dont elle dépend de ?1. est plus complexe que dans le cas ol
c'est la demande qui est aléatoire. Tout ce qui a été dit au paragraphe
précédent s'applique donc de nouveau, sauf ence qui concerne le minimum
absolu, dont la recherche sera en général plus difficile,
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Il. AVENIR ALEATOIRE - RISQUE DE DEFAILLANCE

a) CAS OU LA DEMANDE EST ALEATOIRE

Le premier objectif devient que, pour chaque n, on ait une probabilité
supérieure a 1-¢, € étant donné, que la quantité

Sp=58,+0Qp- X,
soit positive, En utilisant les m&mes notations que plus haut, ona :
Pr[s,>0]=Pr [So+Qn =Xo]= [ (S +Q4)
Donc il faut et il suffit de choisir des g, tels que :
I (5,+Q,) >1-¢ n=1,2,..., N
Or il existe une suite croissante de nombres '\Jn(e) tels que :
rn(yn(e) +0)>1-¢
Fn (’gh(s) - 0) S 1—5
On devra donc prendre les q, tels que
(10) S°+Qn>13n(5) n=1,2,..., N
ce qui est compatible avec les conditions
Qnn == Q5

Si ces inégalités (10) sont compatibles aussi avec les inégalités éven-
tuelles du type (1), on aura, dans le domaine polyédral convexe que déter-
minent les systemes (10) et (2), & chercher le minimum de la fonction
écommique :

(11) @(E)=pQN+p'i D (5a+Q,-X) 8, (X)

n=l  X<5,4Q,

C'est la fonction (5), (o p'" = 0); on est ramené au méme probléme
qu'au paragraphe II-1, mais plus simple car d'une part § est ici non

décroissante par rapport a tous les Q,, et d'autre part le domaine ol il
faut 1'étudier est considérablement réduit par les inégalités (10).

b) CAS OU LES DELAIS DE LIVRAISON SONT ALEATOIRES

Désignons toujours par .Zf:) s Zg) s eees Z(;,") les valeurs possibles de la
variable aléatoire Z,, et ﬂ(:,) (i=0,1,...,1ip) leurs probabilités. Ces

valeurs Z(,',) sont fonction du vecteur q choisi. Et il faut déterminer 21. de
sorte que, pour tout n, on ait :

(12) Pr[Se+2,=> Ay |>1-¢

) iea Al
Ce qui est connu, ce sont les probabilités I'](,.,) ; les valeurs de Zpne
sont elles-mé&mes connues et bien ordonnées que lorsqu'on s'est donné un
— . . — . . .
vecteur q. Mais on sait cependant que, avant que q soit choisi, l'ensemble
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des Z(,i) n'a pas une structure quelconque : il a la structure du treillis
completdes partiesd'un ensemble.Eneffet,désignons par q,, qps qes.0.s Qe
les commandes faites pour une date antérieure 2 n, et qui ont une proba-
bilité comprise entre 0 et 1 (bornes exclues) d'étre livrées avant la date n
et par Z(:) la somme des commandes faites avant n et qui ont une probabi-
lité 1 d'étre livrées avant n, Alors les valeurs que peut prendre Z, sont :

z9

) [ (0
Z(r?'*q(:’ Z(n)‘*'Qb: s Zn tqe

(o) (0)
Zn tqatqp s » Zn t e tqy
etc

(0
Znp +qqtqpt ... tq,

On ne sait pas, avant d'avoir
choisi q, si q, >4, Mais on est sQr Z,go)f%fqbch
que g4 + qp =q4. La figure illustre
le treillis desvaleursde Zn dans le
cas ol il n'yaurait que troisvaleurs

©
dgs 49ps 9 2 considérer, Zpt9a+9p 95 +9c
Chacun des points du treillis a ‘
une masse, qui est 'undes n‘,‘,’ , bien 70), g
déterminée, n'+9a ¢

Ceci étant, soit Z(,i,) un point
quelconque du treillis, et J (Z(,:) )
l'ensemble de ses descendants.

79
Alors,si :
(13) n? 4 Pr(3 (28 )] =¢
il est nécessaire, pour satisfaire & (12), que :
Z(r:) = Ap -So

(Pr_l;:l (z® )] est la somme des masses des points de J (Z(,i,) )) . En effet,
si 2 <A,- Z,onaura :

Pr[z, <Ay-5,) >Pr|:Z(,?] +Pr[3(z))] >

donc
Pr[Z,.,> Anp - so] <l-¢
D'autre part, désignons par‘tf(Zm? 1'ensemble des antécédents de Zﬁ) »

et considérons un ensemble (Z(,',') , Z,:Z,.. s Zg"‘)) de k points situés sur k
chaines distinctes, Si :

K . )
(14) E r]s:J)-l- Pr[j[l()':f(z(':J))]>1_5
T :
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il suffit, pour satisfaire & (12), que :
z0 > A, - 5, i=1,2,.... k

En effet, on a alors :
k o .,
Pr[z,> A, - S, ] >Z_J M pr [jl?lf(z(ry) )] =1-¢

(autrement dit, I'ensemble des valeurs de Z, supérieures a Ap - Zo.
comprend l'ensemble des Z(,:") et de leurs antécédents, lequel a une proba-
bilité supérieure 3 1 - €).

Il en résulte que l'on pourra écrire toutes les conditions nécessaires
et suffisantes pour que (12) soit satisfaite au moyen d'inégalités linéaires
portant sur les q;, On pourra commencer par les conditions nécessaires
en partantdu niveau 0 (du point Z(:)) et en remontant chaque chaine jusqu'a
un point d'arrét tel que (13) soit satisfaite; ondéterminera ainsi une fron-
tiere des conditions nécessaires, Si l'ensemble des points frontiere satis-
fait & (14), ces conditions sont aussi suffisantes, Sinon, il faudra leur
adjoindre des points au-dessous de la frontizre et tels que (14) soit véri-
fiée; autrement dit, ondéplacera la frontiere vers le bas jusqu'a ce que
(14) soit vérifiée, Et pour l'ensemble de points ainsi obtenus, soient
Z(,:') B Z,(:z),..., Z(,:k), les k inégalités :

(i) .
Zn' = A, - S, j=1,2,..., k

constitueront les conditions nécessaires et suffisantes pour que
Pr[zy =>4, - s°]>1 -

II est intuitif que l'ensemble des points donnant des conditions néces-
saires et suffisantes n'est pas nécessairement unique. Cela dépendra des
valeurs des probabilités ﬂ‘,‘,’; il pourra se faire que 1'on ait le choix entre
plusieurs ensembles de points, Les systémes d'inégalité correspondants
seront dits alternatifs, La discussion complete montre que dans le cas ol
Zn ne peut prendre que quatre valeurs :

A z9 +4qq zZ® +qp z® +qa+ab

il y a six systemes d'inégalités possibles, dont un alternatif, Dans le cas
de la figure, avec 8 valeurs de Zp, vingt systémes sont possibles {suivant
les valeurs des ﬂ‘,,") dont six alternatifs.

La fonction économique sera alors :

N
g i (i)
(15) @ (q) = PQN +§ p' E (So + ZQ) - Ap) nn'
n=t  S,+Z@>A,
c'est-a-dire encore une fonction du type (9) (ot p" = 0). Mais le domaine
oll elle prend ses valeurs n'est plus convexe, acause des systémes d'iné-
galités linéaires alternatifs que 1'on aura éventuellement eu a écrire pour
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certaines valeurs de n, parmi les N systemes que l'on aura dd former
pour que la condition (13) soit vérifiée pour tout n; on peut méme cons-
truire des exemples ol les N systeémes sont tous alternatifs, En voici un
ou la loi des délais de livraison est homogene dans le temps :

Chpo = Opg =0 pour tout n
tny = >0 ony = P}oc p<l
onp = 1 si h=>4¢

oot etp satisfont & :
l1-8 < & et ap < 1-¢

(on rappelle que opy, = Pr [tn < h] )

Les conditions a écrire seront alors :
Sy + Q.3 = A,
ou
So + Qp-4+ An2 = Aq
pour tout n,

Bien entendu, il pourra se faire que l'on ait a éliminer certaines iné-
galités superflues ou incompatibles. Cela dépendra des valeurs des As.

Iv. CONCLUSIONS

Il apparaft entre tous les cas envisagés une unité de structure remar-
quable : toutes les contraintes s'écrivent sous forme d'inégalités linéaires
et la fonction économique est toujours du mé&me type, & savoir convexe et
linéaire par morceaux (sauf dans le cas ol la demande, aléatoire, aurait
une distribution continue; la fonction économique est alors convexe mais a
dérivées continues), Une différence cependant apparait entre le cas ou la
demande est aléatoire et celui oice sont les délais de livraison: la possi-
bilité, dans la seconde hypoth&se, que les contraintes s'écrivent sous
forme de systemes alternatifs d'inégalités linéaires; cela a pour consé-
quence que le domaine ol 1'on doitchoisir le vecteur éfn'est plus convexe.

Mais les plus grandes difficultés dans la recherche du minimum de la
fonction économique @ viendront de sa forme. A cet égard, il semble
qu'une voie soit offerte a une étude plus poussée :

On peut chercher a déterminer des approximations de @ par des
fonctions plus simples. Par exemple, dans le cas ol l'on se donne un ris-
que de défaillance, ¢ étant toujours croissante, la fonction lindaire :

— N
H(q) =pQy +p'ZE(S° +Qn- Xn)

n={
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si 1a demande est aléatoire, ou :

- N
H(q) = pQy +pP'D , E(So+ Zp - Ap)
n=i

si les délais de livraisons sont aléatoires, converge uniformément vers ¢
si ¢ (le risque accepté) tend vers zéro. Elle pourradonc fournir une bonne
approximation linéaire pour ¢ assez petit. Mais on ne peut espérer obtenir
une bonne approximation linfaire dans les cas ou les dérivées partielles de
$, qui ne sont pas constantes, ont des valeurs tres ''dispersées''; il fau-
drait alors chercher une fonction H voisine de @ qui soit & dérivées conti-
nues, ou linéaire par morceaux mais ayant moins de "morceaux' que ¢.
Enfin ajoutons que le mot voisinage pourra €tre entendu dans le sens de la
topologie de la convergence uniforme, puisqu'il faut non seulement que H
soit voisine de ¢, mais que le minimum de H soit voisin de celui de @
dans un certain domaine.



