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COMPTES RENDUS ET ANALYSES.

NOETHER (M.). — Zur GRUNDLEGUNG DER ALGEBRAISCHEN CURVEN. 1 vol.
in-4°, 120 p. ; Berlin, 1883.

1.’Académie des Sciences de Berlin avait proposé pour le con-
cours du prix Steiner le sujet suivant : « Résoudre quelque ques-
tion importante se rapportant a la théorie des courbes algébriques
dans D'espace ». Deux Mémoires ont été couronnés: l'un d’eux
est celul que nous analysons; l'autre, dt a M. Halphen, a paru
dans le Journal de U Ecole Polytechnique et a déja été analysé
dans le Bulletin.

Le Mémoire de M. Noether, comme celui de M. Halphen, a un
caractére nettement algébrique. Au surplus, c'est assurément
dans la théorie des fonctions algébriques qu'il faut, comme le dit
lauteur, chercher une base solide a la théorie des courbes algé-
briques; les résultats obtenus pour les courbes planes, résultats a
Paccroissement desquels M. Noether a largement concouru,
montraient dans quelle voie il convenait de s’engager.

La bibliographie des travaux relatifs a la théorie des courbes
gauches algébriques n’est pas trés considérable; il convient de re-
produire ici la liste des travaux cités et utilisés par M. Noether.

Cayley. — Considérations générales sur les courbes en espace.
(Comptes rendus de l’Acad. des Sc., t. LIV-LVIII; 1862,
1864.)

Halphen. — Mémoire sur les courbes gauches algébriques.
(Comptes rendus, t. LXX; 1870.) — Recherches de Géométrie
a n dimensions. (Bull. de la Soc. Math. de France, t. 1I1.)
— Sur quelques propriétés des courbes gauches algébriques.

(1bid.)

Brill und Noether. — Ueber die algebraischen Functionen und
ihre Anwendung in der Geometrie. (Mathem. Ann., t. VII;
1873.)

Fd. Weyr. — Ueber algebraische Raumcurven. (Inaugural-
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Dissert. Gottingen; 1873.) — Notes diverses insérées dans les
Comptes rendus, t. LXXVL.)

Noether.—Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebrai-
scher Gebilde. 2. Aufsatz. (Math. Ann., t. VIII;1878.)

Sturm. — Zur Theorie der Flichen dritter Ordnung. (Journal
de Borchardt, t. LXXXVIIIL; 1879.) — On some new theorems
on curves of double curvature. (Report of the British Assoc.;
1881.)

Valentiner. — Bidrag til Raumcurvernes Theorie. (Inaugural
Dissert. Kopenhagen; 1881.)

Le Mémoire de M. Noether comprend trois parties.

Dans la premiére partie, 'auteur commence par rappeler cer-
taines définitions et propositions qui concernent les courbes algé-
briques planes : une courbe adjointe a une courbe plane f%, d’or-
dre m, de genre p, est une courbe qui admet chaque point P ¢
de f* pour point (i —1)"?¢; deux groupes Gy, Gy de Q ct de R
points qui (en dehors des points multiples de f7) constituent la

m
totalité des points d’intersection de /% et d’une de ses adjointes sont
dits réciproquement résiduels; 'an de ces groupes est le reste
de l'autre; deux groupes Gy, Gy, résiduels a un groupe Gy, sont
dits corésiduels; le théoréme des restes consiste en ce que, si
Gy et Gy sont restes de Gy, et si Gy est reste de Gy, Gy est aussi
reste de Gy ; la considération des faisceaux spéciaux ou fais-
ceaux de groupes spéciaux, c'est-a-dire des faisceaux linéaires
de groupes de points déterminés sur f7, par des courbes @n_3,
adjointes a f%, et d’ordre m — 3 donne lieu a diverses proposi-
tions particuliérements importantes. Ces définitions et proposi-
tions sont ensuite étendues aux surfaces et courbes algébriques;
soit, en général, F, une surface algébrique d’ordre y, sans point
multiple; si deux courbes R, R, situées sur I, constituent I'in-
tersection compléte de cetle surface par une autre surface F\, elles
sont dites réciproquement résiduelles; chacune est le reste de
Pautre; si deux courbes sont restes d'une troisiéme, elles sont
corésiduelles ; il y a un théoréme des restes pour les surfaces : si
les deux courbes R, R, situées sur I, sont restes de R’ et si R
est reste de R, R, est aussi reste de R; il y a aussi un théoréme
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des restes pour les courbes dans I'espace; la notion de faisceaux
spéciaux s'étend aussi aux courbes dans I'espace.

Entre les nombres p, m (genre et ordre), p', m' relatifs a deux
courbes R”,, Rl qui sont réciproquement résiduelles dans I'inter-
section de deux surfaces I, F,, les ordres w1, v de ces surfaces,
les nombres de points doubles apparents des deux courbes, le
nombre de leurs points communs, existent diverses relations.

M. Noether développe deux procédés pour la génération d’une
courbe algébrique R/, ; dans le premier, une telle courbe est don-
née par l'intersection d’un cdne

fuz(-Tl, Za, '7'3) =0,

dont le sommet est au point O(x, =0, £,=0, x3=0) et d’un
monoide, c'est-d-dire d’une surface dont I'équation est de la

forme
2y Yot (24, Za, z3) — Yu(2), 72, 73) = 0,

$n_s et ¢, étant des fonctions entiéres de degrés n —1, n : une
telle surface présente évidemment un point multiple d’ordre
en O. Ce mode de génération, qui a été considéré d’abord par
M. Cayley, a servi de point de départ aux recherches de M. Hal-
phen.

L’autre procédé repose sur une transformation univoque; on
part d’une courbe plane irréductible d’espéce p. Sil’on connait un
faisceau linéaire triplement infini de groupes de m points déter-
minés sur f par l'intersection de courbes adjointes,

b+ +agds+2, 4, =0

et si I'on suppose que le faisceau ne soit pas spécial, la transfor-
mation
X, :wg:l‘:;:‘?‘g:"{l:@z:d{:;:dﬂ

définira une courbe algébrique R?,

m:*

L’étude des projections sur un plan d'une courbe algébrique R?,
conduit ensuite I'auteur a diverses propositions, parmi lesquelles
nous signalerons la suivante qui a été aussi rencontrée par M. Va-
lentiner : « La condition nécessaire et suffisante pour qu’ume

courbe irréductible plane f? soit la projection d’une courbe

m
R?, projection faite d’un point quelconque de I'espace, consiste
en ce que, sil'ona p2m — 2, les & points doubles de f% ne re-

Jom
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présentent pour les courbes adjointes & /%4, du (m — 4)“™ ordre
que h — 1 conditions ; si 'ona p<m — 2, il n’y a pas de con-
dition.

Les courbes RT, données par l'intersection de deux surfaces
Fu, Fy(pSv) et qui admettent comme reste une courbe plane
sont ensuite 1'objel d'une étude spéciale bien légitimée par la
propriété suivante de ces courbes F,; elles admettent le plus grand
genre possible =.

C’est au début de la seconde section, consacrée a 1’étude des
courbes considérées comme intersections de surfaces algébriques
générales, que M. Noether démontre cette propriété, en partant
d’une proposition analogue relative aux courbes. La multiplicité
maximum d’un faisceau linéaire déterminant sur une courbe
plane f,, d’ordre j1, sans points doubles, un groupe de Q points,
est égale a celle d’un pareil faisccau de Q points qui admettent
comine reste un groupe de points en ligne droite. L’auteur établit
ensuite les conditions pour qu’une surface F,, d’ordre u, passe
par une courbe R’ , de genre p, d’ordre m; en désignant par

m?

No=#(p-+n(p-+2)(r+3)—1

la multiplicité des surfaces F, et par X le plus grand entier positif
qui satisfasse aux deux inégalités

wm <2(N,—1), p>pm—(N,—2),

il existera un faisceau linéaire A fois infini de surfaces F, qui pas-
seront par la courbe RJ,. On peut encore se demander, lorsque
P'on connait déji une surface irréductible F, qui passe par la
courbe irréductible R? , s’il"existe d’autres surfaces IYy, d’ordre v
égal ou supérieur & . — 3, qui ne contiennent pas I, en facteur et
qui passent par la courbe R/ ; le théoréme suivant donne une ré-

ponse a cette question : « Sil'on désigne par X le plus grand en-
tier positif qui satisfasse aux inégalités

vm < 2(Wyy—4), p>vm—W,,+ 1},

il existe un faisceau linéaire A fois infini de sarfaces Fy (ne conte-
nant pas F, en facteur) qui passent par la courbe irréductible R%,;
dans ces inégalités, W, , = Ny — N,_, — 1 désigne la multiplicité
des courbes du pv™ ordre que I'ensemble des surfaces du vi*™e
ordre déterminent sur la surface Fy.»
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Ce théoréme, toutefois, en fournissant des conditions suffi-
santes, ne donne pas une solution compléte de la question.
M. Noether donne deux méthodes pour reconnaitre dans les cas

exceptionnels s'il passe ou non par la courbe R}, une surface Fy;

n”n
P'une de ces méthodes, dite méthode des restes, consiste a substi-
tuer & la courbe R une courbe corésiduelle a laquelle s’applique
la méthode générale. L’autre méthode, dite des sections planes,
repose sur la considération des groupes de points déterminés sur
une section plane irréductible £, de F, par les surfaces qui passent
par R?.

M. Halphen avait donné, dans le Mémoire cité plus haut, un
théoréeme qui permet d’obtenir toutes les courbes irréducti-
bles R”, situées sur une surface irréductible F,; M. Noether éta-
blit ce théoréme en le.modifiant toutefois sur quelques points.

Le reste de la seconde section est consacré a la démonstration
de diverses égalités ou inégalités entre les constantes numériques
qui caractérisent les courbes algébriques gauches.

Enfin, la troisi¢éme section comprend les applications des théo-
ries générales qui précédent: I'auteury énumeére loutes les courbes
algébriques qui peuvent étre tracées sur les surfaces des degrés
2, 3, 4, 5, toutes les espéces de courbes algébriques dont l'ordre
est au plus égal a 6, les diverses espéces de courbes irréductibles
du 7% du 8° et du g° ordre; il donne une classification géné-
rale des courbes dont lordre est compris entre 10 et 17.
Enfin, dans les deux derniers paragraphes, il montre sur des
cas parliculiers le parti que l'on peut tirer de la méthode des sec-
tions planes, et comment les méthodes qu’il a développées pour des
surfaces algébriques générales peuvent étre appliquées dans la géo-
métrie des surfaces spéciales; il traite, par exemple, des surfaces
du 6° ordre, admettant une courbe gauche du quatriéme ordre,
de genre 1, comme courbe double et une droite double ne coupant
point cette courbe : ces surfaces peuvent étre représentées d'une
fagon univoque sur un céne du quatriéme degré avec deux géné-
ratrices doubles ou sur un cone du troisieme degré. Cette représen-
tation univoque est réversible. J. T.

i
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BRUNEL. — ETUDE SUR LES RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS
HYPERELLIPTIQUES DE GENRE 3. — These présentée & la Faculté des Sciences
de Paris et soutenue le 4 juillet 1883. 62 p. in-4°. Paris, 1883.

Giopel et Rosenhain ont étudié les relations algébriques qui
existent entre les fonctions hyperelliptiques de genre 2. M. Brunel
s'est proposé, dans ce Mémoire, d’étendre au cas du genre 3 les
propositions qui avaient ainsi été trouvées dans un cas plus
simple. -

Les 64 fonctions © sont proportionnelles a 64 fonctions P défi-
nies comme il suit :

=1 1 fonction P,

=V (ar— i)(ar— @3 )(ar— x3) 7 fonctions Py
3

— N VR(z) ,

= PP, Z @) a— a7 @) k=1 21 fonctions Py,

=1
3

en posant

R@)= [] (ax—a)

himnpqr
¢(2) = (2 — &1) (& — 22 )(z — X3).

Toute relation algébrique entre les fonctions P peut, par I'intro-
duction de P,, étre immédiatement rendue homogéne et donner,
par suite, une relation entre les fonctions ©.

On peut, avec les fonctions P, former 64 groupes de fonctions
tels, qu’entre les carrés de 5 fonctions appartenant a un méme
groupe existe une relation linéaire. Ces groupes appartiennent a
quatre types qui, en n’écrivant que les indices des fonctions P,
ont les caractéristiques suivantes :

(I) 0, k, ly m, n, P q, r,
(1I1) o, k, ki, km, kn, kp, kq, kr,
(1) k, /, kl, kim. kin, klp, kigq, kir,

(IV) kim, npq. pqr, qrn. rop, Ilm, mk, ki,

’

k=1 m 35 fonctions Py sm,
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on peul désigner ces groupes sous les noms de groupeo, groupe k,
groupe ki, groupe kim. Une permutation quelconque effectuée
sur les lettre &k, I, m, n, p, g, r transforme, en général, un
groupe d’un type en un autre groupe du méme type. Par ces per-
mutations, on obtient, pour les différents types respectivement,
1, 7, 21 et 35 groupes.

Les limites de cette analyse ne nous permettent pas de donner
la forme des différentes relations correspondant aux différents
groupes.

En ce qui concerne encore les relations linéaires entre les carrés,
M. Brunel montre comment on peul directement et sans I'emploi
des formules signalées précédemment trouver des relations li-
néaires ol apparaiséent les carrés de fonctions données.

Passant maintenant aux relations linéaires entre les produits de
deux fonctions P, on reconnait I'existence de neuf types différents.
Désignant simplement par ces indices une fonction P et séparant
par un point les indices des facteurs des produits, on peut former
le tableau suivant :

k.lm, L.k, m.kl, o.klm.
ki.mn, km.nl. kn.lm, o.pqr,
k.lmn, l.mnk, m.nkl. n.kim,

kl.kmn, km.knl, kn.klm, k.pgr,
K. knp, kin.kpm, kip.kmn, k.qr.

L.k, m.km, n.kn, p-kp, q.kq, r.kr,
kq .kr, lg.lr, mg.mr. nq.nr, pqg.pr, q.r,
k.kqr, l.lgr. m.mqr, n.ngr, p.pqr, o.qr,

kin.kmn, kip.kmp, kig.kmgq, kir.kmr, ki.km, l.m.

Trois des produits appartenant & une ligne horizontale, dans
le cas des cing premiers types, quatre de ces produils, s’il s’agit
qp ypes, q 1} ’
des quatre derniers types, sont linéairement reliés entre eux.
Choisissant, a priori, les fonctions de bases

P/tllu pk/p, P/f[l]; Pimn, kmpy l)/.ml/; p,, l’npq,

les carrés des cinquante-six autres s’expriment linéairement au
moyen des carrés de ces 8 fonctions. De plus, P2 et D, s'ex-
priment rationnellement en fonction des six autres. Enfin, entre

ces six derniéres existent deux relations homogénes du quatriéme
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degré en tout point analogues aux relations de Gopel. La dépen-
dance algébrique des 64 fonctions hyperelleptiques et, par suite
des 64 fonctions ©, se trouve donc établie d’une fagon précise et
compléte.

L. RAFFY. — RECHERCHES ALGEBRIQUES SUR LES INTEGRALES ABELIENNES. —
Thése présentée a la Faculté des Sciences de Paris et soutenue le 20 avril
1883. 86 pages in-4°. Paris, 1883.

Quand, on étudie certaines questions relatives aux intégrales
abéliennes, on est parfois arrété par l'impossibilité de résoudre
les équations algébriques. Traiter quelques-unes de ces questions
dans touteleur généralité et sans avoir & résoudre aucune équation
irréductible, tel est I'objet du travail que nous analysons. Les
méthodes qui y sont exposées ne comportent jamais d’autres opé-
rations algébriques que des divisions et des éliminations, et cha-
cune d’elles est appliquée a des exemples numériques.

Toute intégrale abélienne peut étre mise sous la forme

o= [

U ?

en supposant les variables « et U liées par une équation algébrique

F(u,U)=o. L’auteur rattache a cette équation deux séries de

paramétres : les paramétres ¢ représentent les valeurs qu’on déduit
i . u

de I'équation F(u,U) = o pour le rapport ; quand I'un des termes

de ce rapport ou tous les deux deviennent infinis; les paramétres

c, représentent les valeurs qu’on déduit de cette équation pour la
e, d P e,
dérivée aTtLJ- quand U est nul. De la définition de ces quantités ré-

sultent trois théorémes qui correspondent aux trois formes diffé-
rentes que peut présenter I'équation F(u,U)=o0, et qui per-
mettent de caractériser une intégrale abélienne quelconque comme
intégrale de premiére, de seconde ou de troisiéme espéce.

Aprés ces préliminaires vient un chapitre intitulé : Sur un cas

de réduction des intégrales abéliennes. Quand une fonction u est
P (e du . -
liée & sa dérivée U= —- parune équationalgébrique F(«,U)=o,

cette fonction admet en général une infinité de valeurs en chaque
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point. Dans leurs importantes recherches sur la théorie des fonc-
tions, MM. Briot et Bouquet se sont occupés du cas ot la fonction
u n’a en chaque point qu'un nombre limité de valeurs, et ils ont
prouvé qu’alors elle est racine d'une équation algébrique ayant
pour coefficients des fonctions entiéres, soit de la variable z, soit
de l’exponentie“e ef?, soit de la fonction doublement périodique
sn(pz). M. Raffy s’est posé ce probléme : Supposons que I'inté-
grale « d’une équation différentielle algébrique F(u, U) =o n’a
en chaque point qu’'un nombre limité de valeurs, reconnaitre si
elle est algébrique, simplement périodique, ou doublement pério-
dique. En voici la solution : Si I'intégrale est doublement pério-
dique, les paramétres c et ¢, sont tous nuls. Si I'intégrale est algé-
brique, un au moins des paramétres c et ¢, est infini, et aucun
d’eux n’est fini et différent de zéro. Si l'intégrale est simplement
périodique, les paramétres ¢ et ¢, sont tous finis, mais non pas
tous nuls, et ceux qui ne sont pas nuls forment une suite de nom-
bres commensurables entre eux.

On trouve ensuite, pour le cas ou I'intégrale « serait algébrique,
une détermination nouvelle du degré de I’équation intégrale par
rapport a ». La fin du chapitre est consacrée au cas ou ’équation
a intégrer représente une courbe unicursale. L’auteur montre
comment on obtient alors I’équation intégrale, et résout en passant
ce probléme : Etant donnée une fraction rationnelle dont tous les
résidus sont commensurables entre eux, trouver son intégrale sans
connaitre ses infinis.

Au chapitre suivant, il aborde le probléme de la détermination
du genre des courbes algébriques. La question est traitée d'une
maniére purement analytique en partant du célébre théoréme de
Riemann, qui s’exprime par I'égalité

2p+m—i1)=Z(r—ru,

lorsque I'on désigne par p le genre, par rle nombre desracines qui
forment 1'un des systémes circulaires relatifs a un point critique de
la fonction y définie par I'équation de la courbe, et par m le degré
de cette équation par rapport & y. Ainsi, ladétermination du genre
revient a celle du nombre (7 —1). La méthode de M. Raffy per-
met d’obtenir ce nombre (7 —1), et par suite le genre, sans
qu'il soit nécessaire de connaitre les points critiques de la fonc-
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tion y ni les valeurs qu’elle prend en ces points. Cette méthode,
que nous ne pouvons exposer ici, est absolument générale : elle
s’applique, quelles que soient les singularités de la courbe propo-
sée; et, si elle parait exiger parfois des calculs trés longs, elle
permet toujours de profiter des simplifications qui peuvent se pré-
senter dans les exemples qu’on a a traiter.

Il faut rapprocher de la recherche du genre la discussion des
caractéres auxquels on reconnait qu’une fonction liée & sa dérivée
par une équation algébrique est une fonction uniforme, caractéres
qui ont été découverts par MM. Briot et Bouquet. Les procédés
que M. Raffy indique pour appliquer, quelle que soit 1'équation
différentielle proposée, les conditions assignées par MM. Briot et
Bouquet, rappellent ceux dont il a fait usage pour déterminer le
genre des équations algébriques. C’est qu’en effet il existe entre
les deux questions un lien étroit, qui a été apercu par M. Hermite.
Silintégrale « d’une équation différentielle algébrique F(u,U)=o0
est uniforme, cette équation est du genre zéro ou du genre un.
Cette remarque profonde a suggéré a l'auteur une nouvelle so-
lution du prolééme, qu'il expose en terminant.

e ———

VAZQUEZ ILLA. — PROPIEDADES ELEMENTARES RELATIVAS A L\ DIVISIBILIDAD
DE LOS NUMEROS ENTEROS. U vol. in-8°, 206 p. Valladolid, 1881.

Ce Volume contient, exposées avec détail et clarté, les propo-
sitions les plus élémentaires de la théorie des nombres. Aprés
quelques notions sur les congruences, I'auteur expose les proprié-
tés les plus simples des nombres premiers, le formation des divi-
seurs d’'un nombre, la composition des nombres parfaits ou amis;
il fait ensuite la théorie du plus grand commun diviseur et du plus
petit commun multiple, établit les propriétés relatives aux résidus
des puissances successives d'un nombre, le théoréme de Fermat,
introduit les notions de racine primitive et d'indice, montre l'usage
qu'on peut faire d'une Table d’indices, et termine en donnant les
caractéres de divisibilité, en supposant quelconque la base de la
numération. De nombreux exercices, souvent accompagnés d’in- |
dications sommaires sur la solution, suivent chaque paragraphe.

J. T.
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F. AMODEO. — MONOGRAFIA DELLE CURVE TAUTOCRONE. I vol. in-8°, 74 p.
Avellino, 1883.

L’auteur débute en rappelant les divers travaux dont le probléme
du tautochronisme a été 'objet; il a utilisé pour cela le travail
historique dd a M. C. Ohrtmann, Das Problem des Tautochro-
nen (Berlin, 1872), qu’il a pu compléter sur quelques points; nous
résumons rapidement dans ce qni suit les principaux résultats de
.cette étude historique.

M. Amodeo divise les recherches relatives au tautochronisme
en trois classes, suivant qu’on ne tient compte ni de la résistance
de I'air, ni du frottement de la courbe; ou que I'on tient compte
de la premiére de ces deux causes perturbatrices, ou des deux.

Courbes tautochrones dans le vide. — Huygens (1653) dé-
montre géométriquement la propriété de la cycloide (De Horologio
oscillatorio) ; Newton (1514) part de ce principe, que les courbes,
telles que la composante tangentielle de la force soit proportion-
nelle a ’arc, sont tautochrones ; il démontre le tautochronisme de
I'épicycloide pour une force centrale proportionnelle au rayon
vecteur; il pose aussi le probléme inverse : « Etant donnée une
courbe, pour quelle force est-elle tautochrone? » 1l le résout pour
le cercle (Philosophice naturalis principia mathematica). Fon-
taine (1734) démontre analytiquement les résultats de Newton
[ Sur les courbes tautochrones (Histoire de I’Académie royale
des Sciences))]. Euler (1729) traite le probléme del'isochronisme :
Quelle courbe faut-il raccorder & une courbe de descente donnée
pour que les oscillations complétes d’un point pesant soient iso-
chrones?( Commentarii Acad. Petropolitane.) M. Puiseux(1844)
reprend avec délail le probléme du tautochronisme et discute les
diverses solutions pour les forces centrales, proportionnelles a une
puissance donnée du rayon vecteur (Journal de Liouville). Si-
gnalons encore quelques recherches particuliéres dues a Poisson,
au P. Jullien, & Duhamel, & M. Schell, & M. Townsend et cette
remarque due a M. Padelletti, que, si une courbe est tauto-
chrone relativement & une certaine force, le tautochronisme
subsiste quand il y a une vitesse initiale dont le rapport a l'arc

\

initial est le méme que le rapport de la force tangentielle a I'arc
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[ Vota sul problema delle tautocrone ((riornale di Scienze di
Palermo, 1859)].

Courbes tautochrones quand on a égard & la résistance de
U’air. — Newton (loc. cit.) montre que la propriété de la cycloide
subsiste dans un milieu qui oppose une résistance proportionnelle
i la vitesse. Euler (Commentarii), Jean Bernoulli (Mémoires de
U’ Académie, Histoire de I’ Académie royale), Fontaine (ibid.)
étudient le cas d’'un milieu résistant comme le carré de la vilesse
(1729-1730). Laplace (Mécanique céleste, L. 1) traite le cas d’une
résistance de la forme 0+ a¢, ¢ étant la vitesse du mobile (1992).
M. Puiseux (1844, loc. cit.) reprend le probléme traité par Ber-
noulli. M. Meissel (1854) traite le probléme de l'isochronisme
dans un milieu résistant [ Zur Theorie der Tautochronen (Jour-
nal de Crelle)]. M. Lespiault (1860) montre que toute courbe
tautochrone dans le vide est encore tautochrone quand la résis-
tance du milieu est proportionnelle & la vitesse [ Théorie géomé-
trique des tautochrones (Mém. de la Société des Sciences de
Bordeaux)]. .

Courbes tautochrones quand on a égard au frottement. —
Necker (1763) traite du tautochronisme quand on a égard au
frottement ct & une résistance proportionnelle au carré de la vi-
tesse (Mém. de Math. et de Phys. présentés a U'Acad. par
divers savants étrangers, t. IV).

Le P. Jullien établit le tautochronisme de la cycloide, en tenant
compte du frottement et “d’une résistance proportionnelle a la
vitesse (Probléemes de Mécanique).

M. Haton de la Goupilliere (1868) prouve que I'épicycloide est
tautochrone, dans des conditions analogues, pour une force cen-
trale proportionnelle au rayon vecteur. Enfin M. Darboux, dans
une Note insérée au Bulletin (1879), reprend le probléme général
traité par Necker en suivant I'élégante méthode due a M. Puiseux,
et applique la solution & I’épicycloide. M. Amodco a démontré
que toutes les courbes tautochrones, quand on a égard au frotte-
ment pour des forces de direction constante et pour des forces
centrales, restent tautochrones dans un milicu dont la résistance
est proportionnelle & la vitesse, et quc toutes les courbes tauto-
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chrones pour une force proportionnelle au rayon vecteur le sont,
que l'on tienne compte ou non du {rottement.

Un autre ordre de questions a été abordé par Lagrange; celui-ci
a en effet cherché une expression générale de la force capable de
produire un mouvement tautochrone, en la supposant fonction de
I'arc de courbe et de la vitesse (1767); la formule a laquelle il par-
vint fut objet d’une vive polémique avec Fontaine, polémique a
laquelle d’Alembert prit part; plus récemment, M. Bertrand
(Journal de Liouville, 1847; Annales de Tortolini, 1852) et
M. Brioschi (Annales de Tortolini, 1852, 1853) ont repris la
question et discuté la généralité de la formule de Lagrange;
M. Brioschi a proposé une formule plus générale que celle de
Lagrange, et qui semblait devoir clore la discussion; toutefois
‘M. Formenti (Rendiconti del reale Istituto Lombardo, 1880)
I’a encore rouverte en affirmant que la formule de M. Brioschi
n’avait réellement pas plus d’'extension que celle de Lagrange,
assertion que M. Amodeo conteste a son tour.

La question du mouvement qu'on pourrait appeler, avec
M. Amodeo, Lypertautochronre, oi 'on demande que le temps de
chute soit une fonction donnée de la position initiale, a été posée
par Fontaine; on sait qu’Abel a résolu le probléme pour un point
pesant en supposant que le temps de chute soit une fonction
donnée dela hauteur initiale. M. Meissel s’est occupé du pro-
bléme analogue en substituant & la pesanteur une force centrale
inversement proportionnelle au carré du rayon vecteur; enfin
M. Somof a donné une solution nouvelle du probléme d’Abel.

M. Amodeo expose la théorie des courbes tautochrones dans
Pordre qu’il a adoplé pour I'histoire de ces courbes.

Son point de départ est dans le théoréme suivant :

Pour que la dérivée, par rapport a I, de Uintégrale

T = fl——————?’(u)dua
o Vi—u

soit nulle, quel que soit I, il faut et il suffit que {’on ait

Nwy= -5,
9'(u)= N

c-étant une constante.
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Il est bien digne d’intérét que I'on puisse déduire de cette
proposition, par une méthode uniforme, les propriétés caracté-
ristiques des courbes tautochrones ou isochrones, que 1'on ait ou
non égard & la résistance du milieu supposée proportionnelle au
carré de la vitesse, et au frottement sur la courbe. Pour le cas le
plus simple, celui d’une courbe polie et d’un milieu non résistant,
I’auteur examine le cas d’une force de direction constante, de la
forme p.z”, puis le cas d’une force centrale attractive ou répul-
sive, constante ou proportionnelle au rayon vecteur : on rencontre
ainsi en particulier la chainette, la cycloide, I'astroide, la car-
dioide, I'épicycloide, la droite, la spirale logarithmique. L’auteur
montre ensuite comment on peut raccorder une courbe de montée
2 une courbe de descente, de facon & constituer une courbe iso-
chrone, comment on peut trouver une courbe isochrone a elle’
seule; 'exemple le plus remarquable, dans le cas de la pesanteur,
a été donné par Euler.

Quand on a égard a la résistance du milieu, le cas le plus inté-
ressant est celui ot 'on suppose cette résistance de la forme K o2
M. Amodeo donne I'équation générale des courbes tautochrones
sous la forme

s
s+aKe? f Fyds=2c2F,,
0

ot F, est la composante tangentielle de la force; il détermine la
courbe de montée 3 qu'il faut raccorder a la courbe tautochrone
de descente a, de maniére que le temps pendant lequel le mobile
monte en vertu de la vitesse acquise, temps compté a partir du
moment ol le mobile passe au point de tautochronisme, soit indé-
pendant du point de départ; entre les arcs « et 3 il y a la relation

= % log (2 ek —1),

trouvée par Bernoulli dans le cas d’un point pesant; le point de
vitesse maximum est séparé du point de tautochronisme par un
arc

v

1
= —_—— Ka .
s=2a— ¢ log(2e 1);

des questions analogues se posent pour les courbes raccordées qui
fournissent des oscillations isochrones.
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Enfin, en tenant compte du frottement, M. Amodeco retrouve
I'équation générale des courbes tautochrones sous la forme obtenue
par M. Darboux
2 e A(AFa—Fo)— L AF,— Fy)
—_ n t d(.l) n t).

2¢?

F,, F, sont les composantes tangentielles et normales, p est le
2 . .
rayon de courbure, A <Fn+ ‘P_> est le terme introduit par le frot-

ment. Ilen conclut avec M. Darboux que les courbes polies qui sont
tautochrones dans le vide pour les forces centrales proportion-
nelles au rayon vecteur sont encore tautochrones quand on tient
compte du frottement.

Dans les derniéres pages de son travail, 'auteur reproduit la
démonstration donnée par M. Somof de la solution obtenue par
Abel pour le probléeme du mouvement hypertautochrone, ainsi
que l'ingénieuse analyse par laquelle M. Brioschi est parvenu a
I'expression générale de la force tangentielle capable de produire
un mouvement tautochrone ou hypertautochrone, savoir

% v d\
———‘F[———)\(S.l ]+v—— "(s)t.
TN EX0) rog —ve
{ et ¥ sont des fonctions arbitraires, A n’est pas entiérement arbi-
traire, le mouvement est tautochrone ou hypertautochrone sui-
vant certaines conditions imposées a cette fonction; dans le cas
ot la fonction A est nulle, on retombe sur la formule donnée par

Lagrange. J. T.
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