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MELANGES.

SUR LES UNITES COMPLEXES;

Par M. J. MOLK.

M. Kronecker vient de communiquer 4 I’Académie des Sciences
un Mémoire Sur les unités complexes (Comptes rendus,
8, 15, 22 janvier 1883). Les recherches de Lejeune-Dirichlet y
sont développées et présentées sous un jour tout nouveau. Mais
M. Kronecker ne se contente pas de démontrer le théoréme
énoncé par Lejeune-Dirichlet, en 1846; il approfondit les re-
cherches auxiliaires faites par le grand géométre en 1842, et par-
vient ainsi 4 la notion importante de réduction approximative des
équations algébriques.

On peut, cependant, se proposer d’obtenir directement les ré-
sultats concernant les unités complexes seulement. Ils se déduisent
d’un théoréme fondamental énoncé a la fin du n°® 9 du Mémoire
cité; il suffit donc de démontrer ce théoréme. En se placant a ce
pointde vue les recherches se simplifient beaucoup. On abandonne,
il est vrai, le point de vue général auquel M. Kronecker s’est
placé et I'on perd ainsi I'uniformité des développements qui fait
ressortir I'esprit méme des méthodes employées; mais le méca-
nisme des formules est par contre moins compliqué.

Je me propose d’exposer le plus simplement possible la démon-
stration abrégée de M. Kronecker. '

Soient

B, =X+ Y, (a=1,2,...0)
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les n racines d’une équation irréductible, & coefficients réels et
entiers; \

g, 3 ..., zn

un systéme fondamental d'une espéce de nombres algébriques
entiers du genre z, par exemple 3771, 2272, ..., 3, I; et

U+ v, 0= (W, 5,) = W' G~ W' 25+ ..+ wn g

une fonction linéaire et homogeéne a coefficients entiers de z,.
By, + ey 200, Supposons que 1'équation ait 2x racines imaginaires
et posons i =n—x.

Il peut se présenter trois cas. L’equatlon peut n’avoir aucune
racine réelle, ou une seule, ou au moins deux.

Dans ce dernier cas, 3,_; et 3, étant deux racines réelles, on
peut exprimer les nombres w® en fonctions linéaires et homo-
génes de deux d’entre eux et des ug, vy (2=1,2,...,n—2), les
coefficients étant des fonctions rationnelles réelles des za et
You (2=1,2,...,n—2).

Nous pouvons donc écrire

W) = M @l BR g o (R) " (k=3,4y...,n)

en désignant par p® des fonctions lingaires et homogéne\s des
(n — 2) quantités ua et va, dont les coefficients sont fonctions
rationnelles réelles des x4 et y«. Mais, quelles que soient les valeurs
que nous donnions a w' et w”, nous pourrons toujours prendre
pour w® le nombre entier le plus rapproché de E‘,’” w 4 EP ol s
nous pouvons donc supposer que chaque p*) est en valeur absolue
au plus égal a 1. D'ailleurs, en remplagant w® par 'expression
précédente, nous obtenons

(w, 3p) = W' 5}, -+ @' 3+ Z P w + EP w1 ) 2P
A=3

Si nous supposons que &' et w" prennent toutes les valeurs o,
1,2, ..., {, nous obtenons (- 1)* expressions (w, 3,), toutes
plus petites, en valeur absolue, que A¢+ B, ou

— Z,E+E;<I») . ~n+2‘i"” , et B=1 2‘, s R,

h=8
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Nous partageons Iintervalle compris entre —(A ¢+ B) et At + B
en ¢? parties égales. Il y aura alors nécessairement une de ces
parties contenant les valeurs de deux au moins des expressions
(w, 2,); désignons ces derniéres par (w,, 5,) et (wy, 5,) el for-
mons leur différence,

(by 3p) = b' 2+ b2 .. 4= B F;

b, 5,)| est plus petit ueMz
plus petit q

blk) — W(Olc)_ W(lk) — &({hb'—\— E('zmb”_"' 0""‘7);

] &'| et | b | ne dépassent pas 2t et ¢® étant la différence de deux
p® ne dépasse pas I'unité.

Mais |(b, z,_4)] est plus petit que 2(A’t + B'), ou A’ et B sont
formés a I'aide de z,_, de la méme maniére que A et B a I'aide de
%,. Nous obtenons donc l'inégalité

[(8, 3n—1)(b, 3,)| < < 4AAN +1

4(At+B)(A't+B)
12

pour des ¢ suffisammment grands.

D’autre part, les quantités o', ¢’, ..., ¢(2=2 étant comprises
entre (—1) et (+ 1), nous savons que les valeurs de (n — 2) fonc-
tions linéaires et homogeénes des (n — 2) parties réelles ct imagi-
naires de (b, z,), (b, 52), ..., (b, 3,_2), sont comprises entre des
limites finies, indépendantes de ¢; il en résulte que les valeurs de
(b, 1), (b, 32)y «.vy (b, Z4_2) sont elles-mémes comprises entre des
limites finies. Comme nous avons déja démontré que le produit
[(b, 22_1)(b, z4)] est plus petit que 4AA’+ 1, nous voyons donc
que la norme de (b, z) est également plus petite qu'un nombre
indépendant de ¢.

Remarquons que, parmi les (n — 2) expressions (b, z,),
(bs 32)y «ovs (by Bu_y), (h — 2) seulement sont différentes en va-
leur absolue.

Aprés avoir trouvé un systéme b, b\, ..., b", pour lequel

2(At+ B .
(b,, gn)| < —(1—), nous pouvons ¢n former un second &),

2(Aty+ B) |
2 )

2

en choisissanl ¢, assez grand, |( by, 3,)| sera plus petit que |(by, 54)!,

by, oo, B, pour lequel | (b, 5,)| est plus petit que
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et par suite les deux systémes b\, &', ..., b\ et b,, b, ..., by’
seront différents.

Il existe donc une infinité de nombres complexes (b, ) dont
la norme et (h — 2) conjugués en valeur absolue sont compris
entre des limites finies.

Dans les deux premiers cas, il suffit de modifier 1égérement la
P )
démonstration pour parvenir au méme résultat. Si I'équation n’a
qu’une racine réelle z,, et si z,_; et 3,_, sont imaginaires conju-
guées, nous prendrons, dans les formules précédentes, o égal a
1,2, ..., (n—3); nous exprimerons ensuite les w*) en fonction
de trois d’entre eux, et nous obtiendrons ainsi une expression
9

2(At+ B)
13

(b, 2,) ne dépassant pas, en valeur absolue, » tandis que

le produit (b, 5,_4)(b, 5,_2) est proportionnel a 2. Si enfin
toutes les racines de I’équation sont imaginaires et si ,, Z,_s sont
conjuguées, ainsi que 3,_s, 3,_3, nous prendrons, dans les formules
précédentes, « égal a 1, 2, ..., n — 4, nous exprimerons les w(k
en fonction de quatre d’entre eux, et nous obtiendrons ainsi

A .
(5, 5n) (8, )| < YRR oy (5, 5, 4)(b, 5u_a) proportion-

nel a £2. Dans ces deux cas, nous voyons donc que |(b, 5,)( b, 5,_2)]
et les (h — 2) premiéres expressions différentes |(b, 54)| sont
comprises entre des limites finies.

Le théoréme précédent est ainsi complétement démontré. On
en déduit immédiatement qu'il existe une infinité de nombres
complexes ayant méme norme et congrus entre eux suivant cette
norme; en formant le quotient de deux de ces nombres, nous ob-
tenons des unités complexes dont (A — 2) conjuguées en valeur

absolue sont comprises entre des limites déterminées par celles
des (b, ).

1l existe donc dans chaque espéce de nombres algébriques
un nombre infini d’unités ayant chacune en valeur absolue
toutes ses conjuguées, a ’exception de deux, comprises entre
des limites finies.

)



