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96 PREMIERE PARTIE,

MELANGES.

ETUDE SUR LE TRIANGLE HARMONIQUE;

Pax M. CHARLES HENRY.

HISTORIQUE.

1. Le 27 décembre 1694, Leibniz écrivait au marquis de 1’Hos-
pital : « Javais pris plaisir... de chercher les sommes des séries
des nombres, cl je m’étais servi pour cela des différences sur un
théoréme assez connu, qu’une série décroissant a 'infini, son pre-
mier terme est égal a la somme de toutes ses différences. Cela
m’avait donné ce que j’appelais le triangle harmonique, opposé au
triangle arithmétique de M. Pascal. Car M. Pascal avait montré
comment on pcut donner les sommes des nombres figurés qui pro-
viennent en cherchant les sommes ct les sommes des sommes des
termes de la progression arithmétique naturelle, et moi je trouvai
que les fractions des nombres figurés sont les dillérences et les dil-
férences des diflérences des termes de la progression harmonique
naturelle, ¢’est-a-dire des fractions

1 1 t 1
- Z
4

et qu’ainsi on peut donner les sommes des séries des fractions
figurées comme

vy

L '
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i 1. 1 1
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1 4 10 20

Reconnaissant donc cette grande utilité des dillérences et voyant
que par le calcul de M. Descartes I'ordonnée de la courbe peut étre
exprimée, je vis que trouver les quadratures ou les sommes des or-
données n’est autre chose que trouver une ordonnée de la quadra -
trice dont la différence est proportionnelle a I'ordonnée donnée.
Je reconnus aussi bientot que trouver Jes tangentes n’est autre chose
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qu;: différentier, et trouver les quadratures n’est aulre chose que
sommer, puorvu qu’on suppose les différences incomparalflefnent
petites. Je vis aussi que, nécessairement, les grandeurs différen-
tielles se trouvent hors de la fraction et hors du winculum, et
qu’ainsi on peut donner les tangentes sans se mettre en peine des
irrationnelles et des fractions. Et voila I'histoire de I'origine de ma
méthode (). »

Dans un opuscule intitulé Historia et origo Calculi differcn-
tialis, publié seulement en 1846 par M. Gerhardt (?), nous trou-
vons quelques détails complémentaires. C’est dans le courant de
Pannée 1672 que Leibniz eut I'idée du triangle harmonique, ¢t
’est Huygens qui lui proposa de trouver la somme d’une série dé-
croissante de fractions, les numérateurs étant des unités et les
dénominateurs des nombres triangulaires. Huygens avait pu cal-
culer cette somme a la suite d’entretiens avec Hudde sur les proba-
bilités. Leibniz la trouva égale 4 2, ce qui concordait avec le résultat
de Huygens et avec la vérité. 1l découvrit, par le méme procédé,
les sommes des séries de fractions dont les dénominateurs sont des
nombres figurés quelconques, et dans la suite, ayant pris connais-
sance du triangle arithmétique de Pascal, il donna, par analogie,
a son procédé d’investigation le nom de triangle harmonique.
L’illustre géométre revient avec quelques détails sur ce triangle
dans une Note intitulée Nova Algebree promotio, publiée égale-
ment par M. Gerhardt (2); au contraire, I’auteur y fait une simple
allusion dans une de ses lettres 4 Oldenbourg, imprimées dans le
Commercium epistolicum (*), et le mentionne rapidement dans
son opuscule De vera proportione circuli (%). Cette conception,
qui joua un si grand réle dans la création du Calcul ditlérentiel,
est donc une révélation toute récente de 1'érudition, essentielle-
ment digne a ce point de vue de I'attention des géometres.

(*) Leibnizens Mathematische Schiiften, Band 11, p. 259.

(*) Historia et origo Calculi differentialis a Leiwbnitio conscripta; Hannovers,
1846. — Leibnizens Mathematische Schriften, Band 1, p. 4o].

(*) Leibnizens Mathematische Schriften, Band III, p. 174.

(*) Commercium epistolicum, nouvelle edition. Paris, 1856, p. 9t.

(*) Leibnitii Opera, éd. Dutens, t. I, p. 143.
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CONSTRUCTIONS DU TRIANGLE HARMONIQUE.

2. De méme que le triangle arithmétique, le triangle harmonique
peut se construire de trois maniéres.

Premiére construction. — Fcrivons sur une ligne horizontale la
. . 1 .
série harmonique de 1 a g bar exemple ; retranchons la deuxiéme

fraction de la premiére, la troisi¢me de la deuxiéme, la quatriéme
de la troisiéme, etc., nous avons la deuxiéme ligne du triangle. Opé-
rons sur cette deuxiéme ligne comme nous avons opéré sur la pre-
miére, nous aurons la troisiéme ligne, et ainsi de suite; chaque
ligne contiendra une fraction de moins que la précédente jusqu'a
la ncuviéme ligne, qui n’en contiendra évidemment plus qu'une.

Construction (a),

s 1 1 1 ¥ 1 °r 1 1
T 2 3 4§ 5 6 7 8 g
T r ¥ @ 1 1 1
2 6 12 20 30 42 56 72
r r 1 1 1 | I |
3 12 30 60 105 168 252
r r 1 1 LI {
4 20 60 140 280 504
) IR S S B |
5 30 1056 280 630
Ir 1 1 1
‘ 6 42 168 504
I 1 1
7 56 252 .
1
8 72
I
9

Deuxiéme construction. — Au licu d’écrire la série harmonique
sur une ligne horizontale, éerivons-la sur unc ligne oblique; pro-
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cédons comme preu,d(,mm(,nt et éerivons les dilérences sur des
lignes paralléles  la premiére ; nous avons alors une dcuxiéme con-
struction du trlangle harmonique, qui offre sur la construction (a)
I avantage de mieux faire ressortir les symetrles numériques.

Construction (b).

1 I I 1 I

1
6 30 6o 60 30 6
T v+ ¢ 1 1 1 1

7 42 105 1fo 105 42 7
s ¢ r rr v 1 1
. 8 5 168 280 280 168 56 8

I 1 I 1 1 1 1 1

1
5 73 352 B5of 63 50f B3 73 g

Troisieme construction. — Ecrivons les neuf premiers termes
de la série harmonique sur une ligne verticale; retranchons la
deuxiéme fraction de la premiére, nous aurons la premiére frac-
tion de la deuxiéme colonne; retranchons la troisiéme fraction de
la deuxiéme, nous aurons la deuxit¢me fraction de la deuxieme
colonne, etc. ; retranchons la deuxiéme fraction de la deuxiéme
colonne de la premiére fraction de la méme colonne, nous aurons
la premiére fraction de la troisieme colonne, et ainsi de suite;
chaque colonne contenant un terme de moins que la précédente
jusqu’a la neuviéme, qui n’en contient évidemment qu’un.

C’est sur la construction (c¢) que nous étudierons les propriétés
du triangle harmonique, sans nous attarder aux démonstrations.
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Construction (c).

-} -

N -
N

wl -
c.
Sl- win

1o 1
AT 4
] 1 ) ]
5 20 30 20 b
1o 1 ' ' 0
6 30 60 6o 30 6
11 1 1 ! 1 1
7 42 105 tjo 105 f2 3
1 1 1 T 1 I 1 1
8 56 168 280 280 168 56 8
1 1 ] 1 1 ) 1 1 1
5 73 35 Bef % 5of B3 W §
PROPRIETES DG TRIANGLE HARMONIQUE.
3. Tatorvime 1. — Dans un triangle harmonique, un terme

quelconque est égal a la différence de tous les termes de la co-
lonne précédente jusqu’au terme placé sur la méme ligne que lui
ou & la différence de tous les termes au-dessus de lui, moins le
terme placé a gauche de lui.

‘s ! S ,
Désignant parf une fraction ﬁguree quelconquo, par ]’cxposant n

le numéro de la colonne, par I'indice rle rang de la fraction dans
C 3 8
la colonne, nous avons

() 1 1 1 1 1 1 1 )
T T mTT e e T DT e T e em o = o = T
R A e A - i
d’ou 'on déduit
. 1 1

_— .

VA

cest-a-dire ;
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v . . . . .
Corollaire. — Dans chaque ligne du triangle harmouique, les
nombres équidistants des extrémes sont égaux.

. 1 11

4. Soient A

sous le nom de fraction médiane de ces fractions Jla fraction
P+r-+1 ; tvid ise entre elles. e A

PP qui est évidemment comprise entre elles, et appelons

fraction médiane de la ligne du triangle harmonique la fraction

des fractions a termes positifs; désignons

médiane de toutes les fractions de cette ligne; nous avons :

Tutoskme II. — Le dénominateur de la fraction médiane de
chaque ligne du triangle harmonique est égal & une puissance
de 2 inférieure d’une unité au rang de cette lzgne multzplme par
le nombre exprimant ce rang, ce nombre étant identique au
numerateur.

Clest-a-dire
n n
== L]
j::—*‘./nl-]"*"'--'*‘,"t 2" tn

d’ou
I3 —_ n—{ — #£1 2
2 -+-(Il ‘2)‘2 = f, +Srl +...+ :z'
n—1i N gn—2__ £l 2 -
13) 217 b (= 3)an Tt SR S,

@ e s s e s s e ® et s a e e s e et et .

Sin=3,0na
2 = f} + f2.°
sin=4,ona
2+ 2= f + fI+ S
sin=2>5,0na
2ok 2. B =S fF S S
or

2.23=2%+4 22 4 23;

done, en général, le terme (n—2)20=1 est égal & la somme des
sommes des dénominateurs de toutes les lignes antérieures a partir
de la deuxiéme; et 'on peut énoncer cette proposition :

N . , .
'Imé.:onmw HI. — La somme des dénominateurs d’une ligne
du triangle harmonique est égale & une puissance de 2, d’ex-
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}rosant égal au rang de cette ligne, plus la somme des sommes
des dénominateurs de toutes les lignes précédentes a partir de:
la deuxiéme.

5. Dc méme, on peut facilement érablir les propositions sui-
vantes :

Tutorime 1IV. — Dans chaque ligne du triangle harmonique,

! i .
le rapport d’un terme — au terme —; est égal au rapport des

- |
r+1 ”»
- - ’ ’
uoml)res qut expl‘unent.lcs I'(I.Ilg.\' (’6 ces termes, com/)tes lun

avant 7 Uautre apres Fi a partir de Uextrémité de la higne,
c¢'est-a-dire que

I r
(4) o = Fie=n"

Tutorime V. — Le rapport de deux termes consécutifs appar-
tenant a une colonne d’ordre n, dans le cas de n>> 1, et de
rangs r et r +1, est égal & Uinverse du premier terme d’ordre
n +r, divisé par r, c’est-a-dire

1
m n+r
5 r -— 71 .
(5 I A
3
r+1
Theéorime VI. — La colonne ni¢me du triangle harmonique

wéesente l'ordre (n + 1)ieme des fractions figurdées divisées par n.
) J'6 4

6. De l'observation en particulicr des deux premiéres colonnces
du triangle, on tire la série bien connue de Leibniz :

C_r_ v ' 1
1 a2 1.2 2.3 3.4+4.5 T e=—aya
ou, danslec cas de n =0 ,
t_on - LI
\ 1 o2 23 34+ (w—a)jn "
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De cette série, qui est le principe du caleul des diflérences, on
déduit :
T 1 1
Corollaire I. — La sommez — +—2 =+ +..., dans

laquelle 7 marque successivement tous les nombres & partir de 2,
converge vers 'unité. En efict,

’ ¥ 1 1 1
—— = A — =y
(.2 1 2?2 23 24 23
]—.——
2
1 ¥ 1 1 1 1
=—— = s+ttt
2.3 P TR TR TR T
—
' 3
1 1 I + I + I + v
— — ——— Tl —— ——— - s ey
54 _ 1 FTREYETTE
4
donc
1 1 I
(6} V*‘;—‘}-S‘”—;"—Z—z—l—...:l.
hd M Lym m

Corollaire 1I. — De cette équation se déduit celle-ci ¢

, ,
(7) Y=,

dans laquelle n prend toutes les valeurs possibles et m est soumis
a la condition de n’étre pas puissance.

Ona, pourm=1,2,3,..., o, N

1 1 N v y T
== - -+ e S
m"— 1 m— mi—1 Ly mt— !

Y 1 1 1 4
el — + = — )y
m-—1 m m

1 ‘( I n [ " T
———— =3 | =+ — + — +...
ms— 1 \ m* m® - m? ?

D I T O S S

mais les seconds membres des équations précédentes sont ¢videm-
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. AN 1 oo oy
ment égaux ;12 pw +2 s e I’équation (7) est done dé-

montrée : elle est connue sous le nom de théoreme de Goldbach.
Si I'on met les égalités du corollaire I sous la forme

1 1
+§—i+§§+---'

1
> = 3

bt
:5:4‘-1-4,-4—4_‘4—...,

ce e e R A A AN Y

on a en général

;=) =) ()

- = -+ -+ i eI
n n—r n—r nw—+r

ro S\ ,.\2 L[ 3 .
w—r n ") n

Si, dans cette derniére formule, on fait 7 == 1, il vient

\
I

' 1 1)? 1\? .
—_ = -+ —)+ -] +...,
"w—1 n n n,

7

c’est-a-dire :

Corollaire IIl. — Un terme quelconque de la séric harmonique
est égal a la somme de toutes les puissances a l'infini du terme
suivant.

Dans le cas 77 = 1, on voit également que

c'est-a-dire :

Corollaire I¥ . — La dillérence de deux termes consécwtifs de
la série harmonique est égale a leur produit.
Mais st

(9) ”—'_—l-gz(g)’+(gl)‘+(;7)‘+...,

de méme

) e (2 ()



MELANGES. 105

Dans les équations (g) et (10), donnons successivement a n toutes
les valeurs & partir de 2; on voit que le premier membre de I'équa-
tion {9) represente successwement toutes les fractions triangulaires

a partir de =, cest-a-dire que la limite de la somme des inverses
2

des puissances 4 U'infini est 1, ce qui est le corollaire I. On voit en
outre que le premier membre de I’équation (10) représente succes-

sivement chaque fraction triangulaire & partir de é Donc la somme
des inverses des puissances paires, moins la somme des inverses des
puissances impaires, est égale a —;—; d’ou 'on conclut (iésultat con-
firmé par les Tables) :

Corollaire V. — La somme des inverses des puissances paires
tend vers % et la somme des inverses des puissances impaires tend

1
VEers -
4

7. Comparons entre elles deux colonnes quelconques du triangle,
nous avons

1 I 1 |

.77; -+ ‘7; -+ f—n +ooot 5 = T et
1 2 3 r 1 r+1
I I I 1 1 I
ettt g — n—1 —fn—l ’
r+q r+2 r+3 rr r+q r+r'+d

et ainsi de suite.

En ajoutant membre & membre, on obtient

1 I 1
B R R R

fn 3 5 f"' jl P41 -/;l+r' f| ! ,-’.:.,-rl+|
Dans cette équation, lorsque le premier membre devient infini,

la fraction -

est remplacee par d’autres fractions qul tendent
I+I"+l

vers zéro; on a donc

(r) Ef = 7=

c’est-a-dire que la somme d’une infinité de termes d’une colonme
Bull. des Sciences mathem., 2 Série, t. V. (Mars 1881.) 8
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a partir du ri¢me terme est égale ad rime terme de la colonne
d’ordre immédiatement antérieur; autrement dit le théoréme
énoncé par Leibniz : '

Tutorime VII. — Dans une scrie décroissant a Uinfini, le pre-
mier terme est égal a la somme de toutes ses diﬁé'rences.

Remarque. — La premicre colonne contient les fractions figurées
de tous les ordres postérieurs au second; on peut donc exprimer
toujours les fractions figurées de tous ces ordres en sommes de
triangulaires ct celles-ci toujours en sommes d’elles-mémes. Dans
ce dernier cas, on a

1 ' ' 1

12) 7 = + = + = + .
( N TP T T

Si, dans la formule (11), on posait » = 1, on obtiendrait

(v3) 2#:&,

c’est-a-dire 'expression symbolique de cette importante remarque
de Bernoulli, que la série harmonique continuce & Uinfini est
digergente.

Et comme on a pour toutes les valeurs de r

on peut énoncer cc théoréme

Tutoreme VIII. — Une serie a termes positifs est divergente
si le produit d’un terme par son indice ne décroit pas lorsque
lindice augmente.

Mais on a
r n ’.i r 2

S

et de méme que
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de méme ‘
P I r? 1
—Tﬁ<...<—.,—,<‘7r,;<——,;<': .
fll’ vt . "

donc :

Taeonkme IX (1), — On ne modifie pas la divergence ou la
convergence d’une série si 'on remplace cette série par une autre
série formée en multipliant chaque terme de la premiére par son
indice, et en prenant, dans cette nouvelle série, les termes aﬂeclés
des puissances successives du premier indice.

Remargue. — On pourrait placer ici toutes les régles de con-
vergence qui empruntent leurs caractéres et leurs preuves a la
considération des différences; mais cette revue n’offrirait aucun
intérét, le triangle harmonique ne pouvant apporter aux démon-

strations de ces régles, généralement simples, aucune simplifi-
cation.

8. Si, dans I’équation (11), on donne successivement a n toutes
les valeurs, on voit, en appliquant le théoréme VI, que :

La somme de la série des inverses des nombres triangulaires
est égale a 2;
La somme de la serie des inverses des nombres pyramidaux est

vale i 2.
cgale a ~;

La somme de la série des inverses des nombres figurés du cin-

quiéme ordre est e'gale a g;

L{z somme de la série des inverses des nombres Jigurés du

5

Z%

T , o .

cest-a-dire qu’en général on a, en appliquant le corollaire du
théoréme I,

1
() C Y=

n

sixieme ordre est égale &

(*) Ce theoréme, ordinairement attribue a Cauchy, a ete enonce pour la premiére

foisGd:ms sa generalite par Le Besgue ( Nouvelles Annales de Mathematiques, t. 1V,
p. 66). o

»
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Tutorime X. — La somme des fractions figurées d’ordre
n 41 est égale au quotient de deux fractions consécutives
d’ordre 2, de rang n—u et n.

De ce théoréme découle directerment cette proposition :

Corollaire. — La somme du triangle harmonique est un triangle
infini dans lequel chaque ligne exprime la somme de la colonne
correspondante dans le premier, ou encore une colonne numérique
infinie dans laquelle chaque terme exprime le quotient de deux
termes consécutifs de la premiére colonne du triangle harmonique,
c’est-a-dire qu’on a

1, 1.2 1.2.3 +
(15) n n(n +1) n(n-+1)(n+2) '
1.2.3. .4 R
nln+1)(n+2)...(n+ k—1) ne=®
Au contraire, 'expression
1,2 1.2.3 o 1.2.3.4...n
n aln—1) nr—1)n—2a) 7 wn—1)(r—2).at’

dans laquelle les termes sont respectivement les inverses des termes
de la suivante

om0 el

R

est finie dans le cas ou n est pair, nulle dans le cas on 7 est impair,

Remarque. — La suite terminée
l+ 1.2 + 1 2.3 P 1.2.3... 4
n n(n-+-1) n(n+1)(r+2) r(r+a)(n42)...(n+k—1)

est le rappport de deux progressions de produits de termes consé-
cutifs, et il est facile d’en exprimer la somme.
Soient
ag a b ¢ d ... h kI I,

k) »

wg @ B oy ... % % Xy,

deux progressions dans lesquelles a, et «y désignent les termes
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avant a et a, [y et ), les termes aprés Let X5 on a

a a — o
— — 1 = — 1,
. . &g %o

ab a _b—uaa

;‘; - Z) %o o

abe ab ﬁc-——ﬁg_b_

wouf - woe oy aﬁ,
abed abe __ d—y abe '
wify  wep ay ufy

abed. . . U, abc.. 1 _1,—) abc...hkl
agafy. .. %) aoaﬁ...x— wy Py L. L]

donc, en ajoutant et retranchant,

ab  abc abe. . .1 o (abc...llo _l)_l

B +:ﬁ_'y-++ aBy...)\:a—ao aguB. . .2}

(16) %—I—

— = _ ... généralisée.
nin—+1) 8

. . 1
ce qui est la somme de la suite ,—l -+

TRANSFORMATION DU TRIANGLE HARMONIQUE EN TRIANGLE

ARITHMETIQUE.
9. L’expression
11 1
f_'i ‘T tgn n n n
(17) r Jr+1 Trea — s+t Jrie Jres
- n n ‘n
1 1 fl r+1 r+2

1
P T P
est un nombre indéterminé. Si, dans le second membre de ceite
égalité, on prend d’abord le premier facteur, puis le premier et le
deuxiéme facteur, en général deux facteurs consécutifs, on obtient
les termes successifs del’ordre correspondant dans le triangle arith-
métique. Mais on remarque que le rang de chaque nombre, dans la
colonne du triangle arithmétique obtenu, est d’une unité inférieur
au rang véritable de ce nombre dans la série figurée. Les termes
d’ordre n et de rang r du triangle harmonique, tel qu'il est con-
struit, correspondent aux termes d’ordre n et de rang r —1 du
triangle arithmétique obtenu; autrement dit, les termes de rang »
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et d’ordre 2 — 1 de notre triangle harmonique correspondent aux
termes de rang r et d'ordre n du triangle arithmétique ordinaire.
Il y a donc dans le triangle harmonique une colonne de moins que
« dans le triangle arithmétique complet, ce qui était déja impliqué
par le théoréme V1. Celle qui manque au triangle arithmétique
obtenu est la premiére, renfermant les nombres figurés du premier
ordre, c’est-a-dire les unités dont les nombres naturels sont les
sommes. Celle qui manque a notre triangle harmonique est la pre-
miére qui renferme les fractions figurées de premicr ordre dont les
termes de la série harmonique sont les diflérences. Or chacune de
ces fractions du premicer ordre est évidemment une quantité indé-
terminée ¢t pouvant croitre au dela de toute limite, ¢’est-a-dire
infinie. Les fractions figurées du premier ordre sont donc infinies,
ce que la formule (13) exprimait déja symboliquement.
De la divergence de la série harmonique s¢ déduisent facilement
les propositions suivantes :

La somme des termes impairs de la scérie harmonique est
infinie.

La somme des termes pairs de la série harmonique est infinie.
I A .
La somme ———— dans laquelle x égale successivement
axr —+r 5

1,2,3,...%, est infinie.

10. Désignons par F*' un entier figuré de rang r et d’ordre
n+ 1, ct par f*' le dénominateur de la fraction figurée de rang
ct d’ordre correspondants; on a évidemment

N+ 1 n+q N+
(.8\ Fu+|__./: /;"l‘ .. ./2 .
/ r T opa+t n+1 RS\
r--1 r-—-2 1
Mais

el vl e g .
SE = E I = (F 4 B B e F )

donc I'équation (1) devient, apres réduction et interversion des
facteurs dans le second membre,

(19) P! FlF! 4 F!4+F B FP - FO - FP F 4+ F2 - Fl . 4+ FP

Fi W +F,  F/+F!/ +F} FiFl+. .  +F"

r—1

S F{+F;+F,+...+F}
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Celte expression est le type de transformation de toute progres-

sion arithmétique en produit, et en général de toute série en produit
d’un nombre infini de facteurs, et réciproquement.

TRIANGLE HARMONIQUE GENERALISE.

11. Au lieu de supposer la raison égale a 1, nous pouvons la
supposer quelconque. Nous avons alors la construction (d) du
triangle harmonique

Q-

) =~
N
>

r 2r
¢ bc abe

r 2r 6r
d cd bed abed

roor 6r 24 r
e de cde bede abede '
i r  2r 6r 24r 1207
f ef def ‘cdef bedef  abedef
1 r 21 6r 24 r 1207 r20r
§ fg ofs defy cdefg  bedefg  abedefg
1 r a2r 6r 247 1207 n20r 5040r
ho gh feh ‘ofsh defgh ‘cdefgh bedefgh abedelgh
1 r 2r  6r 24r 1207 7207 5040r 4o0320r
k hk ghk  fghk  efghk defghk cdefghk bedefghk  abedefghk

1]
Nous obtenons ces nouvelles formules

"E_l__l 1 1

ab " r\a %)’
EJ‘_L 2 !

(20) ' abe”~ ar ab—h‘[)’

Z L I I
. abed ~ 3r %_m‘
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et celles-ci

(21) {

PREMIERE PARTIE.

+ ..

2ab ~— abe ' bed

1 1
3abc ™ abed + bede

+..0

1 1 1
b4abed ~ abede +

qui ne sont autre chose que la généralisation des séries suivantes,
auxquelles Stirling ramenait toutes les autres, celles dans lesquelles
n et r croissent suivant une loi quelconque :

1 1 1
;-—_z(z+|)+(z+l)(z+2)+ "
1 1 !
;z(z+|):z(z+1)(z+'z)+z(z+|)(z+z)(z+3) I
1 1 _ I
5z(z-—i—l)(z-}-z)_z(z+l)(z—i—2)(z+3)

(22) { N 1 N

(z+1)(z+2)(z+3)(z2+4)
1 1 _ 1
G 2lz+1)z+2)(z+3) 7 z(z+1)(z+2)(z+3)(2+4)
Tl T 4 E+5)

...............................................

desquelles il déduit

T 1 t—n
24-nz, z{z+1)  z(z4+1)(z+2)
(3 —n)(2—n)(1—n)

2(z41)(z+2)(2+3)(z+4) Hee

(2—n)(1—n)
3(z+1)(z+2)(z+3)

(23)




MELANGES. 13

et
;!;:z(zil—l) - z(z—l—lj(z—i-z) +z(7,+|)(:-':z)(z+3)‘f""
e z(z—{—l;(z—}—z) - z(z+1)(ziz)(z+3’)

o) +z(z+n>(z+;>](z+s)<z+4)+""’
zl‘:z(z+l)(zii-2)(z+3) - z(z+|)(z+'z§)(z+ 3z +4)

. 35
s(z+1)(z4+2)(z+3)(z+4)(z+9)

+.0,

Nous renverrons, pour ces transformations, a la premiére partie
du Traité : Methodus differentialis sive Tractatus de summatione
et interpolatione serierum infinitarum, Londini, MDCCLXIV.

Aux généralisations précédentes se rattachent les élégantes con-
sidérations qui conduisent directement aux propriétés de la fonc-
tion I'; mais ces considérations sont trop connues pour étre
transcrites ici ('), el les pages précédentes, qu’il serait possible
d’étendre presque indéfiniment, sont un témoignage suffisant de
I'importance du triangle harmonique.



