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MELANGES.

CONSTRUIRE UNE COURBE RATIONNELLE DU QUATRIEME ORDRE QUI AIT

DEUX POINTS DOUBLES EN «, ET a, ET QUI PASSE PAR LES SEPT POINTS
SIMPLES 1, 2, 3, 4, 5,6, 7;

Par MM. ED. DEWULF, Lieutenant-Colonel du Génie, a Bayonne;
le Dr P.-H. SCHOUTE, Professcur a la Haye (Hollande).

I. Le probléme est déterminé, c’est-a-dire qu’il ne peut avoir
qu'un nombre limité de solutions. En eflet, unc courbe du qua-

() Annali di Matematica. Rome, 1859.
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triéme ordre est déterminée par quatorze conditions, et les deux
points doubles donnés équivalent & six conditions; le point double
dont la position n’est pas donnée équivaut a une condition ; chacun
des sept points simples donnés équivaut aussi a une condition.
Nous ferons usage dans cette étude des notations employées et
des principes développés par M. de Jonquiéres dans son Essai sur
la génération des courbes géométriques ('), ainsi que de la
Theéorie des transformations géométriques de M. Cremona (2).

II. La question serait résolue si l'on connaissait un point x ren-
dant projectifs les deux faisceaux de coniques

(a1, a5, 7, 6) [1, 2, 3, 4, 5],
((I|, Ayy Ty 7) ['1 2, 31 4, 5]0

En effet, le lieu géométrique du quatriéme point d’intersection P
de deux coniques correspondantes

(a4, agy >, 6, P) et (ay, ay, z, 7, P)

de ces faisccaux serait une courbe C; satisfaisant 4 la question. On
voit aussi que la question, présentée de cette maniére, est déter-
minée, car on a deux inconnues, les coordonnées du point x, et,
si Pon établit la correspondance projective des deux faisceaux en
faisant correspondre les coniques

(ay, a3, 2, 6. 1) et (ay, ay, 7,7, 1),
(ah Ay, Ty 61 ?‘) et (al’ Ayy Ty 7, 2)1

(al’ Qgy T, 61 3) et (ah as, T, 71 3)7

on dispose, pour les déterminer, des deux équations qui expriment
I’égalité des rapports anharmoniques

(a4, ay, x,6) [1,2,3,4] et (ay, a5 7, 17)][1,2 3,4],
(a4, a5, ,6) [1,2,3,5] et (a,,asr 5)[1,2 3,5]

Les cinq faisccaux de coniques

((’h Ay, 6) ['v 2, 3, 4v 5]

(') Mémoires preésentés par divers savants a I’ Académie des Sciences, t. XVI.
(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 1873, p. 205 et suiv.
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déterminent sur une droite quelconque / cinq séries de couples de
points en involution. Supposons le point x connu; les coniques

(ah Aqy Ty 61 l)v (ah Qqg, T, 61 2)’ (a,, Qgq, Iy 60 s)v

(ah a!’ 7, 61 4)1 (ah azv x, 61 5)

appartiennent respectivement au premier, au deuxiéme, au troi-
siéme, au quatriéme et au cinquiéme faisceau, et les couples de
points qu’elles déterminent sur / appartiennent respectivement aux
involutions correspondantes. En outre, ces cinq couples de points
forment une involution, parce qu’ils appartiennent a cinq coniques
du faisceau

(a4, ay, z, 6).

Le méme raisonnement peut étre appliqué aux cinq faisccaux de
coniques

(ah a,, 7) [la 2, 3, 4! 5]7

et I'on voit aisément que les cinq couples de points que ’on obtient
ici forment une involution projective avec la précédente.

III. Le probléeme ci-dessus peut donc étre remplacé par le sui-
vant : Sur une droite | on a deux systémes de cing involutions;
on demande de trouver dans chacun des sy stémes cing couples de
points appartenant respectivement aux cing involutions et satis-
Saisant aux deux conditions suivantes : 1° que dans chaque sys-
téme les cing couples de points forment une involution; 2° que ces
deux nouvelles involutions soient projectives.

Que I'on prenne un cercle M, un point O sur sa circonférence,
et que I'on joigne cc point O aux couples de points de I'une des
involutions, on obtiendra un faisceau en involution. Les couples
de rayons conjugués de cette involution déterminent sur la circon-
férence M des arcs dont les cordes concourent en un point b. Si
I'on fait la méme opération pour les cingq involutions des deux sys-
témes, les cinq involutions du premier systéme donneront les cing .
points &y, b,, b3, b4, by; celles du second systéme donneront les
points 3, Ba, fss Pu, Ps.

Bull. des Sciences mathém., 2* Série, t. Il1. (Septembre 187q.) 27
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IV. Imaginons deux points p et  tels que les faisceanx

P(bn byy by, by, by)
“(ﬁn .B:n ﬁ:n ;@u po)

soient projectifs. Les cinq rayons du premier faisceau déterminent
sur M cinq arcs dont les extrémités projetées sur / donnent cing
couples de points formant une involution i, et appartenant res-
pectivement aux cinq involutions qui correspondent aux cing
points &; de méme les cing rayons du second faisceau déterminent
sur / cinq couples de points formant une involution i, ¢t apparte-
nant respectivement aux cing involutions du second systéme; et,
comme les deux faisceaux p et « sont projectifs par hypothese, les
involutions i, ct Z. sont aussi projectives.

Soient s, ¢, et 5,, t, deux couples de points conjugués de 'invo-
lution i,; les coniques .

(ay, a,, 6, s, t) et (ay,ay, 6, sqy ‘z)
se coupent en un point x; le faisceau de coniques
(al’ ”2: 61 .1,‘)

marque sur la droite / I'involution i,. L'involution i, détermine
de méme un point ¢. Si les points x ct £ se confondaient en un
seul, ce point fournirait une solution du probléeme.

V. Ce probléme est donc encore ramené a celui-ci : Combien
peut-on trouver de systémes de points p et m qui donnent des
points x et § coincidents?

La solution de ce nouveau probléme découlera naturellement
de I'étude des relations qui lient les points x et p, p et , met £.

VI. Systéme des points p et ®. — Soit p un point quelconque.
Si I’on décrit par les points 3, 32, B3, Bs une conique C; capable
du rapport anharmonique du faisceau

P(bh by, by, bb)’ .

puis par les points {3, By, B3, 35 une conique C, capable du rap-
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port anharmonique :
P(bh b,, 113, bs)y

cesdeux coniques, qui ont en commun les points 34, 2, 33, se cou-
peront en un quatriéme point x tel, que les rapports anharmoniques
de quatre rayons correspondants quelconques des faisceaux

I’(bn by, by, by, bs) et "(rexv B4 B3, Bs ﬁs)

sont égaux. Donc, & un point p correspond un seul point «. On voit
de la méme maniére qu’a un point quelconque m correspond un
seul point p.

Quandle point p se confond avec undes points b, (i =1,2,3, 4, 5),
la direction pb; étant indéterminée, la position du point = Iest
aussi, et tous les points de la conique T circonscrite au quadrila-
tére des points 3 autres que [%; et capable du rapport anharmonique
du faisceau des droites qui joignent b, aux quatre points b autres
que b; satisfont a la question. Ainsi, & chacun des points b; corres-
pondent tous les points d’une conique déterminée T'; circonscrite
au quadrilatére des quatre points 3 autres que ;. De méme, &
chacun des points B; correspondent tous les points d’une conique
déterminée C;.

11 est facile de voir que les cing coniques T; passent par un méme
point 35, auquel correspondent tous les points de la conique G,
circonscrite au pentagone by, b,, bs, b, by, ct que les cing coni-
ques C; passent par un méme point b,, auquel correspondent tous
les points de la conique 'y qui passe par les cing points By, 3,
Bh Bn ﬁﬁ-

Maintenant, quand le point p parcourt une droite quelconque 2,
le point & doit parcourir une courbe rationnelle (unicursale),
puisque les points de cette courbe correspoudent un a un a ceux
de la droite /. La droite !’ coupant chacune des coniques C;
(t=1, 2, 3, 4, 5) en deux points, la courbe des points 7 passera
deux fois en chacun des points {3, et cette courbe ne peut avoir
d’autres points multiples; on a donc, en représentant par n son
degré inconnu,

Lt——l)—(—”—ﬁ =6, dot n=>5.

Donc, quand le point p parcourt une droite quelconque U, le
27.
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.
point © parcourt une courbe T'y ayant six points doubles aux six
points (3. Il résulte immédiatement de la théorie des transforma-
tions birationnelles que, quand © parcourt une droite quelconque A,

le point p décrit une courbe C; ayant six points doubles aux six
points b.

La correspondance des points p et 7 est birationnelle et du cin-
quiéme ordre; les points fondamentaux de la figure (p) sont 43, b7,
b3, b3, b3, b3 ; ceux de la figure () sont £, &%, B3, (3, P35, B5 (')
La jacobicnne des courbes du résecau Cy se compose des six co-
niques C;, celle du réseau T’y des coniques T';.

On sait que, quand le point p décrit une courbe quelconque Cp,
le point m parcourt une courbe C;, ayant des points d’ordre 2m
aux points fondamentaux 3 de (7), etc. (2). Cette remarque nous
sera utile plus loin. La correspondance entre les points p et 7 a é1é
exposée dans tous ses détails par M. Rud. Sturm dans un Mémoire
intitulé Das Problem der Projectivitit, inséré au Tome I des
Mathematische 4nnalen.

VII. Systéme des points p et x. — Par un point quelconque p
et deux des points b, b, et b, par exemple, tracons deux droites;
elles déterminent sur le cercle M deux arcs dont les extrémités,
projetées du point O sur la droite /, donnent deux couples de
points s, t; et sy, t». Les deux coniques

(alv aq, 6’ Sty ‘1)1 (an QAgy 6, Say ‘z),

qui ont en commun les points @,, a,, G, se coupent en un qua-
triéme point, qui est un point x. Donc, & un point quelconque p
correspond un seul point x.

Si I'on donne le point x, le faisceau de coniques
(ay, ay, 6, x)

détermine sur [ une série de couples de points en involution.
Projetons ces couples du point ¢ sur M; chacun d’eux détermine

(*) La notation &* indique que le point & est double.

, (*) D Josouieres, Nouvelles Annales, 2° serie, t. 111 ( De la transformation géome-
trigue, etc., n° 13),
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une corde et toutes ces cordes vont concourir en un point p. Donc,
& un point x ne correspond géncralement qu'un seul point p.

Remarquons que, pour déterminer le point p, qui correspond & un
point x, il suffit de deux coniques quelconques du faisceau

(a,, as, 6a -1‘);

on peut donc choisir pour ces coniques deux des trois couples de
droites que I'on peut tracer par les quatre points a,, a,, x, 6.

De cette remarque résulte une construction trés simple du point p,
qui correspond a un point donné x. Projetons du point O sur M
les points d’intersection avec ! des droites a,a,, a,6, a,6, et
nommons ces points e, o, €;,¢, €2 6. Supposons que nous prenions
pour déterminer le point p les coniques formées par les couples de
droites @, a; et x6, a, 6 et xa,; il faudra projeter sur M les points
d’intersection avec / de x6 et de xa,, joindre le premier de ces
points a e, ,, le second a e, g, ct le point d’intersection de ces deux
nouvelles droites sera le point p cherché.

Quand le point x décrit une droite quelconque, les rayons pas-
sant par les points e, », €, engendrent deux faisceaux projectifs :
le point p décrit donc une conique passant par e, s et €, 43 on voit
aisément que cette conique passe aussi par le point e, ¢. Donc,
quand le point x décrit une droite quelconque, le point p décrit
une conique circonscrite au triangle e, » e, g €2 4.

Il est facile de voir que, quand le point p décrit une droite
quelconque, le point x décrit une conique circonscrite au triangle
a, a,6.

La correspondance entre les points p et x est donc birationnelle
et du second ordre. Les points fondamentaux de () sont ey s, €,
€2,65 ceux de (p) sont ay, as, 6. La jacobienne de (x) est formée
par les cotés du triangle e, ; €5 €26, celle de (p) par les cotés
du triangle a, a, 6.

VIII. Systéme des points et . — On établirait exactement de
la méme maniére que la correspondance entre les points 7 et £ est
birationnelle et du second ordre, que les points fondamentaux
de () sont ay, as, 7, ceux de (E) e1,2y €115 €2,1, que la jaco-
bienne de (n) est formée par les droites a,as, a,7, a,7, celle
de (&) par les droites e 5 €41, €42 Ca,15 €47 €27
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IX. Systéme des points x et E. — A un point quelconque x cor-
respond un seul point p de la transformation [ p, x]?; & ce point p,
considéré comme appartenant a la transformation [ p, ©]%, corres-
pond un seul point 73 a ce point 7, considéré comme appartenant a
la transformation [, £]2, correspond un seul point . Done, a un
point quelconque x correspond un seul point £. On voit de la méme
maniére qu’'a un point quelconque ¥ correspond un seul point x.

Quand le point x parcourt une droite quelconque /’, le point p
correspondant de [x, p]? décrit une conique C passant par les
trois points €y,25 €y,6y Cays et nc¢ passant géuéralcuwnt par aucun
des points fondamentaux b. A cette conique, considérée comme
appartenant a [ p, 7%, correspond unce courbe €y ayant six points
doubles aux points 3, mais ne passant généralement par aucun des
points fondamentaux ey 2, €7, €2,;. A cetie Gy correspond dans
[, £]* une courbe Cyy ayant trois points décuples aux points a,,
a,, 7, six points doubles aux points £, (5, 5,, £}, £, 55 qui cor-
respondent aux points 5 dans la transformation [r, £]2. Donc,
quand le point x parcourt une droite quelconque, le point £ décrit
une courbe rationnelle de l'ordre 20, ct il résulte de la théorie
des transformations birationnelles que la correspondance entre les
points x et ¥ est birationnelle et de l’ordre 20.

Détermination des points fondamentaux et des jacobiennes de
la transformation [x, £]?°. — Au point @, de (x) dans [x, p]?
correspond une droite fondamentale de (p). A cette droite, consi-
dérée comme appartenant a (p) dans [p, ©]%, correspond dans [7]
une C; ayant des points doubles aux points 5. .\ cette C;, consi-
dérée comme appartenant a (m) dans =, £]*, correspond dans ()
une courbe @, ayant des points quintuples en ay, a,, 7 et des
points doubles en {8, 8, f,, £}, £, £;. Donc, le point a, est un
point fondamental décuple dans la figure (x) de la transformation
[x,£]2° et la courbe @, fait partie de la jacobienne de (§) et a
un point quintuple au point a.

Le¢ méme raisonnement montre que les points a, et 6 dans la
figure (x), les poiuts a,, a,, 7 dans (£) sont des points fondamen-
taux décuples de (x) ct de (&), et que la courbe fondamentale qui
correspond a @,° passe cinq fois cn ce point. i

Représentons par b, b, b, b, b, b, les points de (x) qui
correspondent aux points & de (p) dans [p, x]*.
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Au point &} de (x) correspond dans la figure (p) de [p, 2]* le
point &;. Au point b; de (p), considéré comme appartenant a (p)
de [p, n]%, correspond dans (x) une courbe fondamentale C,.
A C,, considérée comme appartenant a () de [, £]2, correspond
dans (¢) une @, ayant des points doubles en a,, a,, 7. Ainsi, les
six points b’ de (x) sont des points fondamentaux quadruples
dans [x, £]*° auxquels correspondent des quartiques ayant des
points doubles en a,, a,, 7.

Représentons par e} ,, e} ., e , les pointsde (p) qui dans [p, n J°
correspondent aux points ey, €y,1, €27 de (m) et par e} ,, e,
€3, les points de () qui correspondent aux points e? de (p)
dans [p, x]*.

Au point ey ,, par exemple, de (x) correspond dans (p) de
[ps x©]? le point e} ,. Au point e?, de (p), considéré comme ap-
partenant a [ p, = ]%, correspond dans (w) le point e, . Enfin, au
point e, s, considéré comme appartenant a (=) dans [%, £]2, cor-
respond une droite dans (§). Donc, les trois points e* sont des points
SJondamentaux simples de (x) dans [x, £]%°.

En résumé, les points fondamentaux de (x) dans [, £]2° sont
a’y ay®, 69, 50,0\, 0, 6,0, 1), et ,, el ,,e; . Quant aux
courbes fondamtntales correspondantes, noton§ seulement que celle
qui correspond a a,° a un point quintuple cn a, et que celle qui
correspond a @, a un point quintuple en ce point. (,.cttc remarque
nous sera utile dans la conclusion.

X. Conclusion. —Puisque la transformation [ x, £ ]2° est du ving-
tieme ordre, elle a n + 2 = 22 points doubles ( 7ransformations
géomeétrigues, p. 237). Mais il faut observer qu’au point @, corres-
pond une courbe fondamentale qui a un point quintuple en a,;
le point a, doit donc ¢fre compté cing fois au nombre des points
doubles de [x, £]2%, et il en est de méme du point a,. Ces deux
points ne pouvant satisfaire a la question, il y a douze courbes
simples du quatriéme ordre qui ont un point double en chacun des
points donnés a, et ay, un troisiéme point double en un des douze
points ci-dessus et qui passent par les sept points simples 1, 2,3,
4, 5, 6, 7-

A ces douze courbes simples il convient d’ajouter la courbe
composée formée de la courbe du troisiéme ordre déterminée par
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les neuf points donnés a,,a,, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 et par ladroite a, a,.
Si 'on considére que les courbes du quatriéme ordre assujetties
a avoir deux points doubles en deux points donnés a, et a,, a avoir
un troisiéme point double de position non fixée a 'avance et a
passer par sept points simples donnés sont déterminées par 13 ou
14 — 1 conditions, on voit qu’elles’ forment un faisceau dont la
base renferme deux points doubles communs 4 toutes les courbes
du faiscean. Le nombre des points doubles des courbes de ce fais-
ceau situés en dehors de la base est donc donné par la formule
3(n— l)’ — 1P

)

ou
n=4 et p=a2,
Dans ce cas,

3(r— 1) —1p=13.

Le résultat trouvé plus haut est donc vérifié.

Nous avons présenté au Congrés de Montpellier une autre solu-
tion géométrique du probléme ci-dessus; nous renvoyons pour cette
solution au Bulletin de l’_4ssociation francaise pour l'avancement
des Sciences.

XI. Détermination graphique des douze courbes du quatriéme
ordre. — 1°Pour déterminer graphiquement les douze points
doubles autres que a, et a, de la transformation [ x, £]%?, il faut,
d’aprés la théorie générale des transformations géométriques de
M. Cremona (), tracer deux courbes du vingt et uniéme ordre, et
ce tracé exige celui des courbes de deux faisceaux du vingtiéme
ordre. Cette opération est impraticable, a cause de sa complication;
mais on peut arriver a la détermination des douze points cherchés
par un procédé beaucoup plus simple, que nous allons exposer.

Nous allons chercher les points p ou les points 7 qui conduisent
a ces points doubles.

Prenonsun pointxquelconque que nousconsidérons commeappar-
tenant successivement aux deux figures (&) et (£) de la transforma-
tion [ x, £ ]. Considéré comme appartenanta (), cepointa pour cor-

(") Loc. cit., p. 237.
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respondant dans la tigure (p) dans [p, x]? un point p, et, considéré
comme appartenant a la figure(§ ), il a pour correspondant un point
% de (m) dans [« £]*. Si les points p et = ainsi obtenus se corres-
pondaient dans [p, 7%, le point x serait un des points doubles
cherchés.

Puisqu'il existe douze de ces points doubles, si nous prenons un
point quelconque P, il existe douze rayons du faisceau de droites,
dont le centre est P, qui passent par ces points doubles. Un quel-
conque 7 de ces rayons, considéré comme appartenant ala figure (x)
dans [p, x ]2, a pour correspondant une conique C, de(p).Si le
rayon r tourne autour de P, les coniques C, correspondantes
forment un faisceau dont la base est formée par les points e, , €,09
ey setlepointP, correspondant a P. A ce faisceaude coniques corres-
ponddanslafigure(w) de[p,n |* unfaisceaude courbes I', g quiontdes
points quadruples aux six points (3 et dont ces points 3 et le
point Px, correspondant 4 P,, forment la base. Considérons main-
tenant le faisceau de droites P comme appartenant i la figure (£)
de [£,7]2. A ce faisceau correspond dans (7) un faisceau de co-
niques ', dont la base est formée par les points ¢, 4, €7, €5 7 €t le
point P’ correspondant a P dans [ £, 7]*. Si nous regardons comme
correspondanteslescourbes desfaisceaux T'yg et Tz qui correspondent
4 un méme rayon du faisceau P, ces deux faisceaux engendrent une
courbe Ty, sur laquelle se trouvent les points = qui donnent lieu
aux points doubles de [x, £]2°. A un autre point quelconque Q
correspond pareillement une nouvelle courbe I',,, qui renferme
aussi les points m® qui conduisent aux points doubles de [x, E]2°.
Les points 7 cherchés sont donc au nombre des points d’intersec~
tion de Ty, et de T',,, ct il est facile d’éliminer les points étrangers.

2° Cette construction peut encore ¢tre notablement simplifiée en
choisissant les points a, et @, au lieu des points quelconques P et
Q. En eflet, au faisceau de droites @, considéré comme appartenant
a (x) dans[x, p]t, correspond dans (p) un faisceau de droites dont
le centre est e, ¢. A ce faisceau, considéré comme appartenant a (p)
dans [p, 7 ]%, correspond un faisceau de courbes 'y de (7).

Les points 3 sont des points doubles de labasc de ce faisceau,qui
est complétée par le pointqui correspond a e, ¢ dans (7).

Au faisceau de droites a,, regardé comme appartenant a (%) dans
(£, 7]2, correspond un autrc faisceau de droites 2.
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Les faisceaux des courbes T'y et des droites A engendrent une
courbe I’y du sixiéme ordre, si I'on prend comme correspondants
les éléments de ces faisceaux qui correspondent & un méme rayon r
du faisceau a,, et cette courbe I'; a des points doubles aux six
points f3.

On trouve de la méme maniére une courbe I'; en partant du
point @, ; I'y a aussi des points doubles aux points 3.

Ces deux courbes Ty et T’y ont donc en commun les six points
doubles B qui sont cétrangers & la question, et elles se coupent en
36 — 4 >< 6 = 12 autres points, qui sont les points cherchés.

3° Les courbes I'g et I'; sont faciles a construire. Ne nous occu-
pons que de T'g.

On connait, @ prior, six points doubles de cette courbe : ce sont
les points $ et deux points simples, le point qui, dans () de
[py m]?, correspond a e, ¢ ct le point e, ;. 1l suftit done de trouver
sept autres points simples de cette courbe pour qu’elle soit entiére-
ment déterminée.

Voyons d’abord comment on peut trouver ces sept points. 11 faut
pour cela tracer deux courbes T et les rayons X correspondants; on
obtiendra ainsi dix points, parmi lesquels on en prendra sept.

4° Construction d’une courbe Ty5. — On connait six points
doubles de cette courbe, les points & et un point simple, le point
de (7) qui correspond i ey ¢ dans (p) de|p, 7]5. On détermine di-
rectement un autre point, et la construction de I’y est alors ra-
menée a la solution du probléme suivant :

5° Construire une courbe du cinquiéme ordre dont on connait
six points doubles et deux points simples. — Pour plus de simpli-
cité, nommons a, b, ¢, d, e, f les six points doubles donnés, 1 et 2
les deux points simples donnés. Les points a2, b, ¢, d, e, f déter-
minent un faisccau de cubiques ayant un point double enaj les
courbes de ce faisccau marquent une involution du sccond ordre sur
une transversale passant par f. Par chacun des couples de points
conjugués de cette involution et par les sept points b, ¢, d, e, f,
1, 2, faisons passer de nouvelles cubiques : ces nouvelles cubiques
forment un faisccau projectif au faisceau (a2, b, ¢, d, ¢, f), et
ces deux faisccaux engendrent une courbe du sixi¢me ordre qui
se décompose en une droite et la courbe du cinqui¢me ordre cher-
chée.
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1l nous reste donc le probléme suivant :

6° Construire une courbe du sixiéme ordre dont on connatt six
points doubles et neuf points simples.

La solution de ce probléme se trouve indiquée dans 1’ Essai sur la
genération des courbes géométriques de M. de Jonquiéres(!'). Nous
allons la développer ici, en modifiant la démonstration du lemme
sur lequel elle repose.

Soient @y, @y, g, @y, a5, aglessix points doubles; 1, 2,3, 4,5,6,7,
8 ct g les neuf points simples donnés. Le probléme serait résolusil’on
connaissait deux points .x et y rendant projectifs les deux faisceaux

(@y, gy ayy ayy ay, ag, 1, rj [3, 4, 5, 6, 9, 8, 9],
(“n sy aa.y Ay Ay Agy 2, .Y) [3’ 4, 5, 6, 7 8, 9]-

Que par les sept points @y, aq, as, ay, a;, ag, 1, ctrespectivement
par chacun des points 3, 4, 3, 6, 7, 8, g, on fassc passer sept sé-
ries de cubiques : on déterminera sur une droite L passant par le
point a, sept séries distinctes de couples de points en involution.
Dans chacune des sept séries, il suffira de trouver les interscctions
de deux courbes avec la droite L et ces intersections peuvent étre
déterminées par le tracé de coniques en suivant la méthode donnée
par M. Chasles (2).

Parcillement, si par les sept points a,, wy, a3,y @y. ag, ag,y 2, et
respectivement par les sept points 3, 4, 3, 6, 7, 8, 9 on fait passer
des séries de cubiques, on détermine sur L sept autres séries de
couples de points en involution.

Actuellement, si I'on détermine les sept couples de points A, B,,
A, By, ... du premier systéme et les sept couples de points A',, B,
A',B,, ... du second systéme, qui sont en involution dans chaque
systéme et qui se correspondent un a un, la question sera résolue,
car les cubiques

ay, ay dyy dy, Qg dg, 1, Ay, Bx)’ :

(ay, ayy a3, a,, a;, ag, 1, Ay By),
\
(“u Qy, 3, 4, az, ag 1, Ay, By),

D I R I IR P

(") Loc. cit., § 1X, p. 47, deuxiéme Section.
(*) Comptes 1endus des seances de U’ Académe des Sciences, t. XLI, § XI, p. 11953
decembre 1835.
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passent évidemment par un méme point x, et, de plus, elles corres-
pondent unc a une aux sept cubiques

’ /

(au ay, @y, a,, ag, ag 2, A, B.).
. ! U

(ay, ayy a3, a,; ay, ag 2, Ay, BY),
' !

(ay, ay, a3, ay, ay, ag 2, A, B)),

D R R I R R A R AT SR

qui passent toutes par un méme point y.

Dans chacun des systémes, il suffira de cousidérer trois courbes
et de construire la droite qui passe par les deux points d’intersec-
tion inconnus des deux premiéres, puis la droite qui passe par les
points d’intersection inconnus de I'une de ces courbes et de la troi-
siéme. Ces deux droites se couperont au point cherché. Ces con-
structions se feront par la méthode de M, Chasles (').

Le probléme est donc ramené au suivant :

Etant données sur une droite sept séries distinctes de couples de
points en involution fb/'mant un pr'emier sy.ctéme et sept autres
series de couples de points en involution formant un second sys-
téme, on demande de determiner quatorze couples de points con-
jugués appartenant aux quatorse séries respectivement et jouis-
sant des propriétés suivantes, savow, que les sept couples du
premier systéeme soient en involution et correspondent un & un
aux sept couples de points du second systéme, qui doivent pareil-
lement étre en involution.

Que 'on prenne un cercle M et sur ce cercle un point fixe O. Les
cotés des angles sous lesquels on voit du point O les couples de
points conjugués de chacune des quatorze séries interceplent dans
le cercle des cordes qui vont toutes concourir en un méme point.
Soient by, by, by, b4, by, by, by les points ainsi obtenus pour les
sept premiéres séries, B3y, B2, B3, Bsy Bss Be, B les points donnés
par les involutions de la’scconde série. Si 'on détermine deux
points p et m qui rendent projectifs les deux faisceaux

(') P (bsy by bsy by by, by b;),
(2) 7 (B1s Bas Pas Bus Bsr Pes Bi)s

(') Cuasnes, loe. cit., p. 1193, § VI, Remarque.
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/
les quatorze droites pb et nf3 interceptent dans le cercle des cordes
(ui, vues du point O, se projetteront sur la droite donnée suivant
quatorze couples de points qui résolvent le probléme proposé.

Nous avons étudié ci-dessus (VI)le systéme des points p et =
qui rendent projectifs les faisceaux

P by bsy by, byy bg) et w(By, Bay Bay Pis ﬁs)-

Supposons maintenant qu’a chacun de ces systémes de points b et 3
viennent s’ajouter de nouveaux points g et 35, et proposons-nous
de trouver les couples de points p et 7 qui rendent projectifs les
faisceaux

/’(bn bey byy by, by, bs)y

7 Bry Bay Bav Bur Bsv Be)e

D’aprés le nombre des équations dont nous disposons pour dé-
terminer les coordonnées des points p et m, chacun de ces deux
points peut occuper un nombre simplement infini de positions.
Cela veut dire que chacun des points p et @ se trouve respective-
ment sur une courbe dont nous allons déterminer le degré.

Les points p et 7 qui satisfont 4 la question rendent projectifs les
deux couples de faisceaux que 'on obtient en prenant un quel-
conque des six groupes de cinq points b et les groupes des points 3
correspondants. Ainsi, par exemple, ces points p et 7 rendront
projectifs les couples de faisceaux

P by by by by bg) et w(Byy By By Pus ﬁ;),
P (b, by, by by, bg) et wm(By, Bsy Bas Bis Be)-

Nous allons démontrer d’abord que la courbe des points p passe
par by, by, by, by, by, by, be. Pour cela, désignons par py et n; les
points p et w qui rendent projectifs les faisceaux

P(bn bh b:n b'n [15) et T"(ﬁh 527 p.'n [ah ﬁa)v
par pe et g les points qui rendent projectifs les faisceanx
I’(bn bz, bz: [’h [)6) et 77(@17 562’ ﬁ:n 565’ .es)

Aupoint b,, considéré comme pointp;, correspondent tous les points
d’une conique T’y passant par 3y, $2,0s, B4, Bs- A ce méme point by,
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considéré comme pg, correspond un point que 'on détermine en
décrivant sur f3;, (3., 83, 34 une conique capable du rapport anhar-

monique .
bo(bn by, by, bb)

(cette conique est précisément I'y), et sur 3, (3., B3, s une autre
conique capable du rapport anharmonique

bo(bh [/!, b;,, 1)5);

cette conique marque sur I'y l¢ point qui dans les deux transforma-
tions [ps, 75 |3 et [pg, T ]* correspond au point by. Un raisonne-
ment analogue montre que les points by, by, by, by, by ct les autres
points b, qui s’adjoignent aux autres groupes de cinq points b sont
sur cette courbe des points p. Il en est de méme des points 8 par
rapport a la courbe des points 7.

Faisons passer par les points b,, by, b3, by une conique quel-
conque C et cherchons en combien de points clle coupe la courbe
des points p.

Soit p un point quelconque de cette conique. Pour trouver son
correspondant dans [p;, 7 ], décrivons sur [3,, £s, B3, 55 une co-
nique T capable du rapport anharmonique

1’([)h bi? /)3, bh)v

puis sur 3, B, 3, #; une conique I capable du rapport anharmo-
nique
P(bys sy by, by).

i

Les coniques I' et IV ont trois points {3y, 32, £3 communs; le qua-
trieme point d’intersection sera le point z; cherché.
Le point correspondant de p dans [pg, g |° s’obtient en décrivant

sur 34, B2, B3, B+ la conique capable de
P(bn bay by, b&)

(c’est la conique T ci-dessus), puis sur {3, 32, 35, 8¢ la conique ca-
pable du rapport anharmonique

P(bn b,, b:n be)s

Cette seconde conique marquera sur T le point ms cherché.
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Les points 7y et 7 situés sur la méme conique I sont générale-
ment différents entre cux. Mais la conique I' est homographique de
la conique C,qui passe par p, by, by, by, bs, et & un point s de T
correspond unseul point p de C, et par suiteun seul point 74 de T'. De
méme,aun point g de I' correspond unscul point 7y de cette méme
courbe. Les points m; ct mg marquent donc des divisions projectives
sur T, ct ces divisions ont deux points doubles. Donc il n’existe sur
la conique C que deux points autres que by, b, by, b, de la courbe
des points p qui satisfont a la question, et i ces deux points corres-
pondent deux points de I'. Nous concluons donc que les courbes
cherchées des points p et = qui rendent projectifs les faisceaux

p(b) e =B)(i=y, 2, 3, 4, 5,6)

sont deux courbes du troisiéme ordre passant respectivement par
les points by, by, by, by, by, bg et par les six points [ qui
viennent s'adjoindre & chacun des six groupes de cing points, b; et
par les potnts [y, Gy B3y By Bss o et les siax points 5 qui viennent
s'adjoindre aux groupes de cing points B,(i =1, 2, 3, 4, 5, 6).

Cela établi, il nous sera facile de trouver les systémes de points p
et = qui rendent projectifs les faisceaux

Le probléme est déterminé; il n’y a qu'un nombre limité de so-
lutions, parce que nous disposons d’autant d’équations qu’il y a
d’'inconnues.

Pour que ces deux points p et 7 rendent projectifs les faisceaux
p(b,) et ﬂ'(ﬁ;)(i: 1, 2, 3, /I: 5, 6’ 7);

il suffit qu’ils rendent projectifs en méme temps les dcux couples
de faisceaux

p(b,, bay byy by by, b))y 7 (Bry Bav B3y Bus Bas Bs),
et

P({'h bzv bza b!n b.’i’ ])7)-: ”'(.@ls 52'! ﬁ:” ﬁ“ 185’ 57)'

Or, les points p et @ qui rendent projectifs les deux premiers
faisceaux apparticnnent respectivement aux courbes C; et T';. De
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méme, les points p et © qui rendent projectifs le troisiéme et le
quatriéme faisceau appartiennent a deux courbes C; et T',. Les
courbes C; et C) ont en commun les points by, by, b3, by, by,
ainsi que le point &, qui s’adjoint au groupe commun by, by, b3, b4, by
et se coupent par conséquent en trois autres points po, Py, Po- Les
courbes T'; et T'; se coupent aussi en trois points o, 7, 7, autres
que les points 3 (*). En outre, chacun des points p, correspond & un
des points =y, comme il est aisé de le voir. Donc il y a trois couples
de points p et & qui rendent projectifs les faisceaux

l’(bn by, byy by, bs, bgy b;) et 7-'({3“ Bas Bss Bus Bsr Bes 161) (’)

11 résulte de la qu'il existe trois courbes du sixiéme ordre
qui ont six points doubles donnés et qui passent en outre par sept
points simples donnés.

.

Nous avons trouvé plus haut (XI, 3°) dix points simples de la
courbe du sixiéme ordre au lieu de sept que nous cherchions; un
des trois points non utilisés jusqu’ici servira a reconnaitre celle
des trois solutions qu’il faut choisir.

(*) Ces trois points se construisent par des intersections de coniques, en suivant la
méthode de M. Chasles, Comptes rendus, décembre 1855, p. 1190.

(*) Poir, au sujet de ces deux derniéres questions, ot JonquiErEs, loc. cit., p. 22,
et Run. Sturm, loc. cit.



