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MÉLANGES.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES;

PAR M. CH. HERMITE ( l ) .

C'est à Euler qu'est due la première méthode d'intégration de ces
équations dans le cas où, les coefficients étant supposés constants,
l'équation a la forme

( ! ) M. Hermite a ,bien voulu nous autorisera faire connaître à nos lecteurs cette
belle Leçon, qui fait partie de son Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, 2e année;
nous publions la rédaction faite par les élèves dans l'année 1874-1875.
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Cauchy a ensuite donné une seconde méthode, qui est celle que
nous allons exposer.

A cette équation différentielle, Cauchy a rattaché l'équation algé-
brique suivante,

a -4- |3z -h 7s 2 -h . . . -jr Zn = O,

obtenue en remplaçant les dérivées successives de la fonction y par
les puissances de l'inconnue 2, dont les exposants sont respective-
ment égaux aux ordres de dérivation. SoitF(^) le premier membre
de cette équation, que Cauchy a appelée Y équation caractéristique
de l'équation diiïérentielle proposée. Si nous envisageons l'intégrale
suivante,

n"Zr"'"\lz,• = = I v

où n ( z ) est un polynôme entier en z à coeflicients arbitraires, et si
nous supposons cette intégrale effectuée en faisant décrire à la va-
riable z un contour fermé tout à fait quelconque, nous allons
montrer que cette intégrale est une solution de l'équation diffé-
rentielle proposée.

Dans le cas particulier où le contour ne renferme aucun pôle de
, n . cz*n[z) , , ,. . . . ,v

la tonction • Ft\'> c est-a-dire aucun point qui ait pour allixe une
racine de l'équation caractéristique, l'intégrale est nulle, et y = o
est bien une solution de l'équation différentielle proposée; mais
c'est dans le cas où le contour renferme des pôles que nous obtenons
effectivement des solutions.

Pour démontrer ou plutôt pour vérifier» ce théorème, formons
les dérivées successives de l'intégrale par rapport à x\ nous au-
rons

" ezxzîl(z)dr __ Çezx

dx ~J ~ïF(z) dz,

dn Y f*6

dx J



MÉLANGES. 3i3

chacune de ces intégrales étant toujours supposée effectuée le
long du contour fermé.

Substituons dans l'équation proposée $ le premier membre de-
vient

p / \ 1 [ * - + ' p z + . . . + z*)dz.

On voit que F(z) disparaît comme facteur commun et que l'in-
tégrale est celle de ezxïï(z)^ qui, effectuée le long du contour
fermé, est nulle, puisque II (z) est un polynôme entier. L'équation
est donc vérifiée, ce qui démontre que. quel que soit le contour
fermé d'intégration, l'intégrale

S'1

est une solution de l'équation proposée.
Remarque, — n (z) étant un polynôme de degré quelconque, il

semble qu'il entre dans la solution un nombre quelconque de con-
stantes arbitraires-, mais il est facile de voir que ce nombre est au
plus égal à n. En effet, on peut toujours, si II(z) est de degré
supérieur à celui deF(z), écrire identiquement

¥ (z) étant un polynôme entier en z de degré inférieur à /*, d'où
Ton tire

mais, en intégrant le long d'un contour fermé quelconque, on voit
que la première intégrale s'évanouit, puisque 4>(z) est un polynôme
entier, et il ne reste que la seconde où ^"(^) renferme au plus
n constantes arbitraires, puisque son degré est au plus égal à
n — 1.

Nous allons maintenant passer de l'expression de la solution sous
forme d'intégrale à une expression sous forme explicite.

é?ZvCn [ z)
Soit S la somme des résidus de la fonction ••• _,, V qui corres-

l(z)
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pondent aux racines du dénominateur affixes de points intérieurs
au contour d'intégration.

L'intégrale aura pour valeur 2ÏÎTS.

Calculons ces résidus.
Supposons d'abord que l'équation caractéristique n'ait pas de

racine multiple, et décomposons la fonction r~4 en éléments
r r *(2)

simples. On peut toujours supposer que le degré II (z) est in-
férieur à celui de F(z) $ par suite, le résultat de la décomposition
sera

li(z) A B L
\ ' — - \ iri r i .—— . — » —r~ r* • . • ^ ^ •

h[z) z — a z — b z — 1

Faisons z = a 4- h dans la fonction - . #, elle devient
r 2

X (^ -hp + qh 4-M2 4-

puisque le terme donne seul un terme en -r# Le résidu sera

donc égal à Ae**; on a donc pour première solution, en intégrant
le long d'un contour qui ne contient que la racine a, aiTcAe**.
En général, le contour pouvant contenir un nombre quelconque

6zxîi (z)

de pôles de la fonction —vfAr^ > la solution générale sera de la

forme

a, è, . . . , /étant les racines de l'équation caractéristique, et Af

B , . . . , L, n constantes arbitraires qui peuvent être nulles et qui
renferment le facteur 2i7T.

Supposons maintenant que l'équation caractéristique ait des
racines multiples, et soit

F(5) = {z - a)**1 [z -
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La formule de décomposition est alors

| , . . .
z — a (z — b)

Nous aurons, en faisant z = a-4- /i,

- / I ) __ A At

les termes suivants ne contenant pas de puissances négatives de
d'ailleurs,

Pour avoir le résidu correspondant à z = tf, c'est-à-dire le coeffi-

cient du terme en — dans le développement de -— ~ ^^^K il

suffit de multiplier les coefficients des termes qui se correspondent
dans les seconds membres des deux égalités précédentes. On trouve
ainsi pour expression du résidu, et par conséquent pour une solu-
tion de l'équation ditférentiYlle proposée,

/ À ,r A«.r* \
2iT:eax A-H— h. . .H )•

\ I 1 .2 . . .« /

La solution générale sera donc de la forme

, -4- - ^ x - h . . . - + - A * * « ) + c f t a p ( U Î , - I - iA>i# H - . . .

et, comme

on voit que la solution générale contient n coefficients arbitraires
Faisons une vérification dans le cas des racines simples.
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Montrons d'abord que y = Aeax est une solution; nous*parti-
rons de là pour vérifier la solution générale. Soit donc

dxn

Substituant dans l'équation différentielle, le premier membre
devient

Aeax(a-{- Sa -f- y a2 -f-. . .-h an).

Or le second facteur n'est autre chose que F(a)\ il est donc
nul, puisque F(z) = o admet la racine a. Donc j = A.eax est une
solution.

Je dis que, si j^ e t^ 2 sont des solutions, il en est de même de

En effet, si Ton a

„drx dr\ dnri

_ dr* rf8r2

il vient, en ajoutant,

ce qui montre que j ^ -f- j 2 est une solution. Il en serait de même
de la somme d'un nombre quelconque de solutions de la forme
È±eax, ce qui vérifie la solution générale

Xeax -4- Behx -+- . . . -»- Lefx.

Passons au cas des racines multiples. La vérification est moins
immédiate. Nous considérerons, pour y parvenir, une transformée
de l'équation différentielle proposée, dont la variable z sera liée à
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la variable^ par la relation

y=em*zt

m étant une constante arbitraire. Formons les dérivées successives
de y ; on aura

On voit que, en substituant dans l'équation proposée, on obtient
le produit de e™* par une fonction linéaire de z et de ses dérivées.

Nous avons donc identiquement

. . 4-

Pour calculer les coefficients constants G, H , . . . ,L, remarquons
que nous n'avons fait aucune hypothèse sur la nature de z, qui est
une fonction quelconque de x. Faisons z = ehx, h étant une con-
stante; nous devons avoir identiquement, en divisant les deux
membres par le facteur e(m+AJ;r,

Le premier membre est F (m -\-h)\ l'identité précédente devant
avoir lieu quel que soit A, les coefficients G, H, . . . doivent être
égaux respectivement aux coefficients des puissances successives de
h dans le développement de F(m -h h). On a donc

i . 1 . . . n

L'équation transformée est donc la suivante :

. dz„t, % d*zF»(m)
F(m) h ,

dx K ' dx1 1 . 2

1
J
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Supposons que m soît une racine simple de l'équation caracté-
ristique; alors F (m) = o. L'équation précédente commence par un

terme en —-, elle est donc vérifiée si Ton suppose que z est une

constante A. L'équation proposée aura pour solution correspon-
dante

X = Aemx.

Si m est une racine double, on a F [m) = o , F'(m) = o$ la

transformée, commençant par un terme en -r-t•<> est vérifiée si Ton

suppose que z est un binôme du premier degré en x[z=A-f-B.r).
La solution correspondante pour l'équation proposée est

On verrait de même que, si m est une racine d'ordre de multi-
plicité a -f-1 de la caractéristique, on a pour solution de l'équation
différentielle

yz=emx(A -f-Bx-t-.. . -4- L.r*),

A, B, . . . , L étant des coefficients arbitraires.
Nous allons maintenant déterminer les constantes arbitraires

que renferme la solution générale de Péqualion différentielle li-
néaire, de façon que pour une valeur particulière de x, pour . r=o
par exemple, la fonction j et ses dérivées successives prennent des
valeurs données.

Voici quelle était la méthode suivie avant queCaucliy eût donné
une solution générale de ce problème. Prenons le cas où F (s) n'a
que des racines simples; la solution est detla forme

y = keax H- Uebx 4- . . . - + - Le".

On forme les (TÎ — i) premières dérivées, on y fait x = o, et,
en égalant les valeurs qu'elles prennent aux valeurs données
J'OI '̂CM • • •?.}'o~S o u obtient, pour déterminer A, B, . . . , L, les
n équations suivantes :

A H- B H- . . . -h L z=:jrOf

A* H-B6-h . . . -r L/ ~ / 0 ,
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Quand on passe au cas où l'équation caractéristique a des racines
multiples, cette méthode est d'une application difficile, puisque
les dérivées de j ' sont plus compliquées et que les diverses racines
n'entrent plus de la même manière dans les équations à résoudre.

Cauchy a donné une méthode très-simple, qui est la même dans
le cas des racines simples et des racines multiples.

Reprenons la solution de l'équation différentielle sous la forme

ïrrPdz>

pour que cette intégrale soit la solution générale, il faut supposer
que le contour d'intégration renferme à son intérieur tous les
points dont les affixes sont les racines de F(^) , et, comme l'inté-
grale ne change pas de valeur quand on agrandit le contour, je
supposerai que c'est un cercle dont le centre est à l'origine des
coordonnées et dont le rayon sera très-grand.

Il s'agit de déterminer les coefficients de EL [Z) de sorte que, pour
i rezxïl(z) / , . , , , . ,

x = o, I ,w , S dz et ses n — i premières dérivées prennent
les valeurs données, que je supposerai être j^0? j\n • • •? .7O~ I Î

nous avons les n équations

Pour obtenir ces diverses intégrales, développons -y—: suivant les

puissances décroissantes de la variable; fl(z) étant en général de
degré n — i, le premier terme du développement sera du degré
— i en z, et l'on aura

¥ ( z ) ~ ~ z z* z>
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En effectuant le long du cercle de rayon infini les n intégrales
précédentes, il suffira d'avoir égard dans chaque développement au

terme en -> et nous nous trouverons immédiatement amenés aux
z

relations
*o = = foi

puisque les valeurs des intégrales sont respectivement

eo> e u • • • 9 en—1»

Nous connaissons ainsi dans le développement de ;—f les coeffi-
K(z)

cients des termes de degré égal ou supérieur à — n\ cela suffit pour
déterminer complètement II (z), puisqu'on a identiquement

et que II(.z) doit être un polynôme entier; par conséquent, F ( z )
étant de degré /?, on voit que les n premiers termes de la série sont
seuls utiles à la détermination de ce polynôme et qu'on obtient

n(«) = j o ( / 3 -+• yz -h izl -f-... -f-*1*-1)

On a donc II(z) par une méthode qui s'applique aussi bien au
cas des racines simples qu'à celui des racines multiples. Cela étant,
et pour obtenir explicitement la valeur dej^, il suffira, connaissant

6ZXn f z )
n ( z ) , de calculer les résidus de la fonction l~'« Ce calcul,

<jue nous avons effectué précédemment, n'exige, comme on l'a vu,
que l'opération algébrique élémentaire de la décomposition de la

fraction rationnelle ~|— en fractions simples.

Comme application des formules obtenues dans la dernière Leçon
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pour l'intégration des équations linéaires à coefficients constants
sans second membre, je prendrai l'équation

qui se rencontre dans les applications de l'Analyse à la Physique,
et en particulier à l'Optique. Elle appartient à un type déjà étudié
d'équations différentielles du second ordre; mais nous la traiterons
suivant les procédés que nous venons d'expliquer.

L'équation caractéristique est z- -f- ri1 = o; elle admet les deux
racines z = db in. Si nous voulons que, pour x = o, y et j 'prennent
certaines valeurs fixées d'avance, j 0 et 7',, il faudra déterminer le
polynôme entier 11(3) par la relation

qui donne, en multipliant les deux membres par F (z) et ne conser-
vant dans le second que les termes ne contenant pas z en dénomi-
nateur.

La fonction -—=rr~? dont on doit calculer les résidus, est

s -h r'o „,. . , . . ezx\\{z\L_̂  e~* : pour une racine z. son residu est • , *. ou

~" (j'o -t-'—2 ) e7r-, pour la racine — z, ce sera - ( r 0 —— ) tf""^'. La

somme de ces deux résidus est alors

H - * - *

CÎII y faisant ^ = i«, on trouve l'intégrale cherchée

, sin/i.r
r0cosnx -h y0 •

D'après la forme de l'équation différentielle, il est évident "que,
si l'on a une solutiony= ®{z)i J\ =y(x-hc) sera encore une
solution, c étant une constante quelconque. On profite de cette re~

Bull, des Sciences math., 2e serie, t. III. (Juillet 187g.) 19.
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marque pour mettre l'intégrale sous une forme telle qu'elle prenne
des valeurs j 0

 G^j\j n o n p ' u s pour la valeur x = o, mais pour une
valeur quelconque x = c\ il suilit de prendre

, sin/?(.r — r)
•

Cette intégrale, comme on voit, est une expression réelle, bien
que les racines de l'équation soient imaginaires ; or, en général,
étant donnée une équation diHérentielle linéaire sans second
membre et à coefficients constants, je dis que, si ces coefficients
sont réels, ainsi que les quantités j o?J> 0?J) o? • • • 1 o n pourra mettre
aisément l'intégrale sous forme explicitement réelle. En eilet, a
étant une racine imaginaire de l'équation caractéristique, on pren-
dra sa conjuguée b et on considérera les deux termes Ae^-f- üeóx.
A et B sont évidemment conjugués, puisque ce sont les résidus

d'une même fonction réelle ~—r pour deux racines conjuguées du

dénominateur.
Supposons que a = a -f- 113, b = a —1'/3 et A = P -f- tQ,

lî = P — i Q ; nous aurons

(cos3.r -+- /sin.S.r) H- Be** (cosjS^ — / sin4S.r)

quantité qui est en eilet réelle.
Nous avons vu tout à l'heure que, étant donnée une solution de

-j~-\- n'2y = o , en y changeant x en .r-4-c, on a encore une

solution. Cela se voit immédiatement. sur la forme générale
y= Aeax -i- \ïebx + . . . , car les diÜérent^ termes se trouvent sim-
plement multipliés par e/7>r, eÔJ, ce qui revient à changer les con-
stantes À, B, qui sont arbitraires.

Equations linéaires à second membre et à coefficients constants.

Je supposerai que, ce second membre étant un polynôme entier
F(,r) de degré /?, l'équation proposée soit
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Si je prends la dérivée d'ordre p -f- i des deux membres, je
trouverai

f/P+iy f//'"4-2 y

que je sais intégrer et dont les solutions fourniront celles de la
proposée. À la vérité, cette nouvelle équation est plus générale
que la première; aussi devrons-nous particulariser le résultat
obtenu.

L'équation caractéristique est

a ~J>+X -f- pz'"-'1 - h . . . - h 3 « + / ' + * = o .

Le premier membre est zP+{ multiplié par le premier membre
de l'équation caractéristique qui correspondrait à l'équation diffé-
rentielle proposée sans second membre. On sait qu'une racine a
d'ordre (/>~t-i) de l'équation caractéristique donne dans l'inté-
grale un terme eax[g-\- hx -f- . . . -\-xP). Ici a = o; on aura donc
simplement un polynôme de degré /;, F (x) , auquel il faudra ajouter
l'ensemble des termes correspondant aux racines simples ou mul-
tiples de l'équation caractéristique

«•+- pZ-h . . . -h Zn =ZO.

/

La valeur de y sera donc

y ™ F(.r) 4- At!**-*- B<?*x-h . . . ,

où la partie ajoutée à V(x) représente la solution de l'équation
proposée, privée de second membre.

Il s'agit maintenant de déterminer les coefficients de F ( x ) j on
pourrait le faire en eifectuant la substitution de cette valeur de y
dans l'équation proposée, et il n'y aura qu'à s'occuper des termes
produits par F (x) et ses dérivées successives et identifier la somme
de ces ternies au second membre P*(#). T

Mais nous donnerons le moyen de déterminer plus rapidement

les coefficients de Vlx). Effectuons la division -r 9
v ; K -f- ,6 z -*- y 3- ~h . . .

et représentons le quotient par a0 -f- (30 z +- y{) z'2 -f- 50 "
;) -h • . . .
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Les coefficients aü,j30,y0') • • • seront liés par les relations

[ ««0 = » 9

(»)

Cela étant, je dis que

série qui s'arrêtera d'elle-même quand on arrivera h F^+ l (x), qui
est nul.

Pour vérifier cette valeur de F(x) , il suffit de faire la substitu-
tion comme il a été dit tout à l'heure; or on trouvera ainsi> . ; r

««0F(*) -4- (a|30 -f- j3«0)F
/(.r) 4- («y0 -4- ft30 -4- 7«o)F"(*) "+-• • • »

qui doit être identique à F(#) , et cette condition est satisfaite
d'après les relations (i).

Comme exemple, je prendrai l'équation linéaire du premier ordre

que nous savons déjà intégrer-, nous allons ainsi retrouver le ré-
sultat précédemment obtenu. En appliquant la méthode qui vient
d'être exposée, nous ferons le quotient

i î z

a H- z a ar

En posant alors

la solution générale sera

Remarque. — Dans un grand nombre de questions, on se sert,
comme nous l'avonsfaitici,d'une fonction <p(.r)~a-h(3#-f-y.r24~...,
dans laquelle les exposants de la variable correspondent à des in-
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(lices de dérivation d'une fonction donnée F(x). Lorsqu'on déduit
ainsi de F (x) la nouvelle fonction «F(a:)-f-,6F/(x)-|-yF//(.r)-4-...,
cela s'appelle opérer sur F(o?) à l'aide de <p (x).

En terminant, nous indiquerons, sans la démontrer, la consé-
quence suivante : Lorsque V équation caractéristique a toutes ses
racines réelles, le nombre des racines réelles de F (a:) est au plus
égal au nombre des racines réelles defi(x).


