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MÉLANGES.

COURBURE D'UNE COURBE PLANE DONNÉE PAR SON ÉftUATION TANGENTIELLS ;

PAR M. L. PAINVIN.

1. Nous supposerons les axes des coordonnées rectangulaires j
u et y étant les coordonnées d'une tangente quelconque à la courbe

(1) f(u,v)=o,

l'équation de son point de contact sera

(2) (U - u)dv - (V — v)du =.x>,

U et Vêtant les coordonnées variables-, l'équation (2) est, en effet,
vérifiée par les coordonnées de deux tangentes infiniment voisines
(u, y) et (u 4- dit) y-f- du).

D'après l'équation (2), les coordonnées x,y du point de contact
de la tangente seront

, , . dv —du
u dv — v du ' y u dv — v du '

de là, on déduit

, v{dvd*u—dud*v) , —u(dvd7u—dud-v)
(udv — vdu)* ' (udv — vdu)2

et, par suite,

dvd2u — du d2 v
(4) (udv — vdu)2

L'équation ponctuelle de la tangente (w, v) est

uïL-hvY —1 = 0;

si a est l'angle avec Ox de la perpendiculaire abaissée de l'origine O
sur la tangente et que p soit la distance de O à cette tangente, on a

,~. cosa sina ,, , v
(5) _ , = = _ = : / , > dou tang« = ~.
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On conclut de là

,r. j udv— vdu
(6) da = . >

u7 H- v1

et, par suite,

2. Soient maintenant izl5 y4 les coordonnées de la normale cor-
respondant à la tangente (u, v)\ la normale doit passer par le
point (a) et être perpendiculaire à la tangente (w, i^) ;ona donc

u{ dv — v^du — udv — vdu,

u{ u -4- Vi v— o,

d'où Ton tire

(8)

, v{udv—vdu) ___—u{udv — vdu)
^ x ~~" udu-^-vdv ' l udu-hvdv

Le centre de courbure (^i5jTi) e s t Ie point de contact de la
droite (M4, V±) avec la courbe qu'elle enveloppe-, on a donc, d'après
les formules (3),

( i o )
v{ — v{ dux

Les équations (8) nous donnent, en differentîant et en ayant

égard aux valeurs (9),

du{ dv — dvidu = —^ j- (dud*v — dvd*u),

udu~hvdvK '
x ' i , , iudv—vduY

f udUh vdV =1 = -—j . — ;

udu-hvdv

tirant de là dux, dvx, et substituant dans les équations ( 1 o), on trouve

— w(w2~f- v7) , 7 ,, , . . dv
a;t= — ~ -y-— (dud2v — dvd2u) -J 1 -j-,

{udv — vduy udv — vdu
y, — — -—-. -—-[dud'v — dvd2u) 3 r-:

J {udv — vdu)3 K ' udv—vdu'

et l'équation du centre de courbure sera

(i3) U^i + Vjr, — 1 = o.
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3. En resumé, nous avons ce premier groupe de formules

, . dv — du
f i 0 ) x ___•—j f) y=-—Ï r~iudv—vdu J udv—vau

dvd7u — du d1 v

(l)

{udv— vdu)2 '[ 2° ) dsz= sju2-^ v2

. . v(udv — vdu) —u(udv — vdu)
J ' ' udu-\- vdv ' l udu-hvdv :

u{ü2 -\-v7){ du d* v — dvd'u) dv
F ' " {udv — vduy udv—vdu*
\ v{u2{v7){dud7v dvd7u) du! | j , __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ?

M, ^ sont les coordonnées d'une tangente quelconque à la courbe
considérée -, a:, y sont les coordonnées du point de contact de cette
tangente, elles sont données par les formules (i°)-, la formule (20)
donne l'élément ds de l'arc de courbe en (.r, jp), et la formule (3°)
donne le rayon de courbure R correspondant au point (x,y) -, u^
vt sont les coordonnées de la normale en (x,y), leurs valeurs sont
fournies par les formules (4°) 5 les formules (5°) donnent les coor-
données x^yi du centre de courbure correspondant.

Pour plus de symétrie, nous avons considéré w, v comme des
fonctions d'un paramètre arbitraire.

4. Nous pouvons donner aux équations précédentes une forme
plus simple et qui peut être fort utile, en introduisant la distance p
de l'origine à la tangente et l'angle ex. que fait, avec l'axe positif
des .r, la perpendiculaire abaissée de l'origine sur cette tangente-,
les quantités p et a pourraient être nommées les coordonnées po-
laires de la tangente (u, y) ou coordonnées polaires tangentielles.

D'après les équations (5), on a

cos a sîna
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de là, on déduit

, sina , cosa ,
d dd

, cosa , sina ,
dv z=z H doc —- dp ;

P P' '

udv — vdu =—:y udu-{-vdv = - :
Px Pà'

11 l 7 do? j dp
— dvd2u= — dcâ-A d -f- \

p2 p3 doc
-f-

p p doc

les équations du groupe (I) nous conduisent alors à ce deuxième
groupe de formules

(II)

, 1 f COSa

" i " H ( ' a o u (i°bis) P

1 s i n a

. dp
inx-r-i

dot.

dp.

(3

. dp
y = p sina -4- cosa-/-;

doc

,w , —sina cos a
(5°) w , = — , Ci = — i — ;

(6°)

^ d -f"
dp doc

— sinoc-j- cosa -j—>
d^R

dp . doc
cosa -7 sina ~i—

doc doc

Les formules (i°) de ce groupe sont les formules de transforma-
Bulh des Sciences mathém. et astron., t. III. (Juin 1872.) 12
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tion pour passer des coordonnées tangentielles rectilignes aux
coordonnées tangentielles polaires*

Les autres équations déterminent les éléments de la courbe défi-
nis à la fin du n° 3 \ p peut être regardée comme une fonction de a
définie par l'équation de la courbe -, ou bien encore, p et a peuvent
être considérées comme des fonctions déterminées d'un paramètre
arbitraire.

Remarque I. — Les quantités p et et sont aussi, pour la podaire
d'origine O, les coordonnées polaires du point correspondant à la
tangente (M, V). De là résultent des relations simples entre les élé-
ments de la courbe et ceux de la podaire} je ne les écrirai pas, car
elles doivent être connues.

Remarque II. — Ce second groupe de formules ne diffère pas,
au fond, de celui que M. J. Serret a donné dans son Traité de
Calcul différentiel, t. I, p. 311} mais la signification géométrique
plus précise des quantités qu'il renferme en rend l'application
plus simple, en ce sens qu'on peut en conclure l'équation tangen -
tielle de la courbe. [Voirla troisième application.)

5. Enfin, comme, dans beaucoup de cas, Y équation de la courbe
n'est pas résoluble, il est indispensable d'écrire les formules qui
précèdent en y introduisant les dérivées partielles du premier
membre de l'équation de la courbe.

Soit l'équation tangentielle de la courbe

(i5) f(u,v)~o, ou ƒ (u, v, w) -=o;

après l'avoir rendue homogène, posons

• _ àf r_df , _ df

"- dw' J"~ àuûv' /23

( I 6 ) , _ _ * ƒ , _ * ƒ
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ƒ21 ƒ22 fiz

fit «ƒ22 ƒ30
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Si n est le degré de l'équation (i5) et si l'on a égard au théorème
des fonctions homogènes, on trouve, par des transformations faciles
et bien connues, en supposant du constant :

f\ f
dv —-— ~ du, udv — vdu ~~ du,

la substitution de ces valeurs dans les formules du groupe (I), en y
supposant du constant, nous conduit au troisième groupe suivant

I f f
\ ) x — - . 5 r — ^—5

(3°)

(4°)

(5°)

H

nf7—vft
9 ^ ufa—vfS

Les quantités ƒ., frs, H sont définies par les équations (ï6) et

(16 bis); oc, y, R, u^ yl7 ^1,^1 ont la signification indiquée à la fin

du n° 3.

6. Faisons quelques applications de ces formules :

PREMIÈRE APPLICATION. — Considérons la courbe enveloppe
d'une droite de longueur constante a, dont les extrémités glissent
sur deux droites rectangulaires O«r, Oy.

1 2 ,
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Si A et B sont les points où la droite mobile rencontre Ox et (3r,

on a

u v

réquation tangentielle de la courbe em eloppée est donc

(i) ~ H- - : — a2=zo.

On déduit de cette équation

Les formules du groupe (III) donnent alors, en tenant compte de
l'équation (i),

3
v ; 5

auv1

3 u

(4) 3 ,

Si p es t l a d i s t a n c e de l ' o r i g i n e à l a t a n g e n t e ( w , ^ ) , o n a

(5) £J!P = i ' d'où R ^ 3 / > -

L'équation de la normale (i/4, ^ ) est

(6) vx — uy= ,

et les coordonnées (^n J"i) du centre de courbure vérifient la rela-
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tion

(7) 8*, + ^ , = 4 .

Des équations (5), (6), (7) nous tirons les conséquences sui^
vantes :

i° Le rayon de courbure est égal à trois fois la distance du
point O à la tangente ;

20 La normale passe par le sommet, opposé à O, du rectangle
construit sur AOB 5

3° Le centre de courbure est sur une droite parallèle à la tan-
gente et dont les coordonnées à l'origine sont quadruples de celles
de la tangente.

La construction du centre et du rayon de courbure est donc im-
médiate.

L'équation (6) est l'équation de la tangente à la développée de
la courbe (1) 5 si l'on cherche les intersections de cette droite a\ec
les bissectrices de l'angle jOx et si A' et B' sont ces intersections,
on trouve

* UV UV

d'où l'on conclut
, e2 -f- u-

Donc :
4° La développée de la courbe (1) est une courbe enveloppée par

une droite de longueur 2 a s'appuyant sur les bissectrices du sys-
tème des deux premières droites Ox, Oy.

Nous retrouvons ainsi, très-simplement, les diverses propriétés
bien connues de la courbe définie ci-dessus.

Remarque 1. — Pour la courbe en question, on voit facilement
que

(o) p z=z — s in2a;

la formule (3°) du groupe (II) donne alors

3
{9) ds = - a sin ix doc,

2
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d'où
3 . 2s = - # s i n 2 a .
2

3
Le quart de la longueur de la courbe est égal à — a.

Remarque II. — Des équations (3), savoir

uv2 — vu2

( I O ) M, = - 9 Vi= T9v ' v2— u 2 c2— u2

on déduit

i l )

Les relations (io) et (i i) établissent une transformation rationnelle
réciproque particulière du 3* ordre.

Si l'on suppose que M et t> soient les coordonnées d 'un point et que
wt et vt soient celles du point correspondant, on voit qu'à un point
correspond un point; à une droite quelconque de l 'un des systèmes
correspond, dans l 'autre système, une courbe du 3 e ordre ayant
l'origine pour point double fixe avec deux tangentes fixes rectan-
gulaires, et pour directions asymptotiques fixes les droites Ox et
O y, la troisième direction asympto tique est perpendiculaire à la
droite dont la courbe du 3 e ordre est la transformée, etc., etc.

Si l 'on suppose que u et v soient les coordonnées d'un point et que
u± et ^i soient celles de la droite correspondante, les équations ( io )
et ( u ) définissent une transformation rationnelle réciproque tan-
gentielle, laquelle présente les propriétés suivantes :

i ° A une droite du premier système correspond une droite dans
le second, et inversement;

i° A un point dans l 'un des systèmes correspond, dans l 'autre,
une courbe de 3 e classe.

Ces courbes, quand le point varie, touchent toutes la droite de
l'infini en deux points fixes; elles touch ent également les droites
O.r et Oj^, etc., etc.

7., DEUXIÈME APPLICATION.

Désignons par (M, y) les coordonnées rectilignes, et par (ƒ?, a)
les coordonnées polaires d'une tangente à une courbe; par (u1? ut)
et (pi, a4) celles de la tangente correspondante pour la développée;
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par (wj, y2) et (p2 , a2) celles de la tangente correspondante pour la
développée de la développée ou deuxième développée, et ainsi de
suite. Les formules (i°) et (5°) du groupe (II) donnent

d'où

cosa
u — ?

P
sina

— sina cosa,
U[ — -. — 1

dp p{

Toi

cosa sina,
dp
dx

_dp
>~Ta
, = — sina,
! = -+- cosa,

doci "= do.. ,

D'après cela, on aura, pour déterminer les développées successives,
les formules suivantes

(IV)

(1°)

v =•

eosa

sina

— sina
u —. — ,

dp
TOL

oosa

dp

(3°)

= — sina,
sinai = cos a,

d<Xi= doc,

»=£•
= —sina,,

sin a2 =

$ 1 »doc

Ta

— sina,
dpx

cosa, Pi docx

dp{

doci

— sina2

doc2 T

cos oc, pi

7&Z2
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Appliquons ces dernières formules à l'ellipse -, l'équation tangen-
tielle de l'ellipse rapportée à ses axes est

( 1 ) Û'^+^^-I^O,

et l'on a ici

(2) p2 = a'cos2a -+- &2sin2a,

d'où
, , . p2 — b* a2— p*
(ibis) cosioc = J1—-—? s i n 2 a = : -^—'

On déduit de là
,«. dp r;2 sina cosa

Pl~d*~~ P '
^ dp, Û 2 / > 2

4 p2~'~d*~-~p~h'~y
après avoir éliminé sina et cosa à l'aide des relations (2 bis) 5

,£. dp7 3«2^2

cioc p

dp* 2«26' 3a*b*
»î;

Maintenant, on a, d'après les équations ( i °) groupe (IV) etla valeur (3),

p —p
' ~"c 2 cosa ' '~~ c2si

en substituant ces valeurs de cosa et sina dans la relation (2), il vient

(I) chu\v\ — aiv\-^b-1u\>

i r e développée (courbe de 4e classe).
Les équations (20) du groupe (IV) donnent

— rosa —sina 1 „
u2 = — , ^ = — — 5 r7 = «ï + «';;

P* P* P'2
substituant les valeurs de cosa et de sina dans l'équation (2), et
multipliant l'égalité (4) par —•» on a

P 2
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l'élimination de — conduit à

(II)

2e développée (courbe de 8e classe).
Les équations (3°) du groupe (IV) donnent

i —cosa i

substituons les valeurs de sina et cos a dans les équations (2) et (3),

et multipliant l'égalité (5) par ^ > il vient
1 à

l'élimination de — et — conduit à
P> Pz •

(III) cU4l^\[{bHil^a^lY^3a"b^ul^vlY]2 = {

3e développée (courbe de 12e classe).
Les équations (4°) du groupe (IV) donneraient

cosa sina r
^4 ^4 pi

substituons les valeurs de cos a et sina dans les équations (2) et (3) ,

puis multipliant l'égalité (6) par - ^ il vient

Pi

^\ (V (J iy
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l'élimination de — et — conduit à
Pi PA

c'est la 4e développée (courbe de 16e classe).
On conclurait de là, par analogie, que la mième développée est de

la classe ^m.
Les formules du groupe (IV) permettent aussi de calculer facile-

ment les rayons de courbure des développées successives.
Ainsi l'on a

d£
._ dot dpx

E n a y a n t é g a r d a u x v a l e u r s ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) ? ( ^ ) ? ( 6 ) , o n t r o u v e

f jp2 — a2 c o s 2 <x-\-b2 s i n 2 a,

a*b>
.Ko— —-—>

(V)

rayon de courbure de l'ellipse;

3a 7b 7c 7sin oc cosa
R,

P

rayon de cou rbu re de la p remiè re déve loppée ;

f p> ƒ > '

rayon de courbure de la deuxième développée;
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Nous pouvons conclure 4 e là les relations suivantes, entre les
rayons de courbure de la courbe et des développées successives,

(VI)

R, ioRJ 5R,

8. TROISIÈME APPLICATION. — Trouver la courbe plane dans la-
quelle le rayon de courbure est proportionnel au rayon vecteur
issu d'un point jîxe.

C'est le problème traité par M. J.-A. Serret dans son Traité de
Calcul différentiel, t. II, p. 5oi.

Les formules (20) et (4°) du groupe (II) nous donnent immédia-
tement, pour l'équation différentielle du problème,

c'est l'équation écrite par M. Serret, à la différence près des nota-
tions.

Si m < 1, on a, p. 5o3,

(a)
où

p = — a s/i — [A2 -4- a sin/x(<% — a0),

mC
i — mz- , uL = i/1 — m2.

Si m ̂ > 1, on a

(3)

OÙ

mC
a = m2— 1

Si m = 1, on a

4)
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D'ailleurs, d'après les formules (i° bis) du groupe (II), on a

,~. * rosa sina(5) u = , v=z -,

PP

nous connaissons donc l'équation tangeiitielle de la courbe.
PREMIER CAS : m <^ i.

On peut, en changeant la direction des axes autour du point O,
et en choisissant convenablement le sens positif de Taxe des ,r,
écrire

(6) p ~ am -f- asinp.a, p. = + y/i — m2

alors
cosa sin a

' "~" a( m H- sinpa)'a( m H- sinpa)' a(m

l'élimination de a n'offre aucune difficulté, et Y équation tangen-
tielle de la courbe est

( 8) — - = = •= m -t- sin ( p arc tang -

Mais il est visible que les équations (7), qui définissent u et v en
fonction du paramètre arbitraire a, suffiront parfaitement pour l'é-
tude complète de la courbe, soit pour sa forme, soit pour ses pro-
priétés: l'équation (8) est inutile, et même fort incommode.

Ainsi M, v [équations (7)] sont donc les coordonnées d'une tan-
gente quelconque à la courbe en question*, en appliquant ici les
formules du groupe (I), on trouve

(9)

d'où

(9 bis) x2-\-y2=a?(i -h msinjza)5:

ce sont les coordonnées du point de contact de la tangente (M,
On trouve ensuite

(10) R — am(i -f- msinp.a),

x •=. a(mcosoc -+- cosa sinp-a —

= p cos a — a\)~ sin a cospta,

y = a(m sin a -4- sin a sinp.a -4-/jicosacosjza)

= p sina •+-
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ce qui , avec la valeur (9 te), fournit une vérification de i'exaeti-r

tude des calculs.
On a encore

( I I ) d

d'où

S =z

s = am(

amoL —

i -+-

am2

m sin [/.oc) doc,

cosp.a -h consl.;

la courbe est rectifiable.
Les coordonnées #1,^1 du centre de courbure seront

x{ •=. a\j.{\L cos a sin^/a — s ina cos [J*oc),

Les coordonnées de la normale sont

sina
.. \J. COS UOC

(i3)
rosa

a y. cosp.a
d'où

piz= ay. cosp.a,

/>! étant la distance du point O à la normale, etc., etc.

Observation. — Je ne pousserai pas plus loin l'étude et la dis-
cussion de cette courbe*, je ferai cependant remarquer que, si l'on
veut obtenir facilement les formules que je viens de transcrire, on
y arrivera immédiatement en dirigeant le calcul comme il suit :

On a

(i°) pu^cosoc, pc~sina, p = am -h

par suite,
( p du =: — sin a doc — u dp,

* ' j pdv —- cos a doc — vdp>

dp z=z a [x cos \JLOC dot,
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d'où
da

(3°) ' udv vdu =

ou
7 . , da

— du s\n a H- dvcosa=: — •
P

On a ensuite, en diffërentiant les équations (20),

(4°)
pd2u -= — 2 du dp — cos a ̂ /a? — u d*p,

pd*v~ — z dv dp — sin a /̂a2 — v d2p,

d2p = — a p.2 sin ua öfa2.

On déduit de là, eu égard aux valeurs (3°),

p(dvd2u — dud2v) — {s'mccdu — cos oc dv) doc2 — (udv — >du)d2 p9

d'où

(5°) dvdUi — dud*vz=. —̂ (1 -4- m s\x\pa)da*.


