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Résumé :

Cette these est consacrée a ’étude des points entiers sur les variétés arithmé-
tiques. On y démontre une version effective du théoréme d’existence de Rumely :
on peut trouver beaucoup de points entiers sur des ouverts (assez grands) de
variétés arithmétiques, tout en contrélant la hauteur de ces points. La preuve
est dans I’esprit des travaux de Moret-Bailly et d’Ullmo.

Dans le cas d’une surface arithmétique X (ie dim(X) = 2), de tels points
peuvent de plus étre trouvés aussi prés que l'on veut d’'un compact assez gros
(au sens de la théorie des capacités) dans la surface de Riemann X (C). Ceci
est une généralisation du théoréme de Fekete-Szegd. On prouve également un
résultat d’équidistribution.

Dans le cas d’une variété arithmétique (de dimension quelconque), on décrit
un analogue arithmétique des théorémes de Bertini : moyennant une extension
de la base, on peut couper X par un hyperplan de telle sorte que l'intersection
X' conserve certaines propriétés géométriques de X et que la hauteur de X' soit
bornée explicitement.

On donne aussi des applications du théoréme de Rumely effectif aux schémas
abéliens, aux équations diophantiennes, ainsi qu’au probléme de Skolem.

Abstract :

This thesis is devoted to the study of integral points on arithmetic varieties.
An effective version of Rumely’s existence theorem is shown : a lot of integral
points can be found on (large enough) open sets of arithmetic varieties, with a
bound for the height of these points. The proof is in the spirit of Moret-Bailly’s
and Ullmo’s works.

In the case of an arithmetic surface X (ie dim(X) = 2), these points can
moreover be found as close as wished to a big enough (in the sense of capacity
theory) compact set of the Riemann surface X (C). This is a generalization of
the Fekete-Szeg6 theorem. An equidistribution result is also proved.

In the case of an arithmetic variety X (of arbitrary dimension), an arithmetic
analogue of Bertini’s theorem is described : after a base extension, we can cut
X by a hyperplane so that the intersection X’ keeps geometric properties of X
and that the height of X’ is explicitly bounded.

We also give applications of the effective Rumely theorem to abelian schemes,
to diophantine equations, and to the Skolem problem.
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Chapitre A

Une introduction

A.1 Le sujet

Une partie de la Géométrie Arithmétique a pour objet d’étudier les solutions (z1;. . .;z,),
a coordonnées dans I’anneau Z des entiers algébriques, de systémes d’équations du type :

Vie{l;...;n} Fi(zy;...;2,) =0 (%)

ou les F; sont des polynomes & r variables et & coefficients dans Z. Pour formaliser cette
étude, on utilise le langage des schémas :

Pour i € {1;...;n}, soit G;(Xo;...;X,) le polyndme homogéne associé & F;. On note K
le corps de nombres engendré sur Q par les coefficients des (F}), et Ox = K NZ I'anneau des
entiers de K. On pose

X = Proj (Ox[Xi--; X:)/(Gri- -1 Gn))

Z le fermé de Zariski de X défini par I'idéal homogeéne (Xj), et U = X — Z. On appelle point
entier sur U tout sous-schéma fermé intégre de U qui est fini et surjectif sur B = Spec(Ok).
L’ensemble des solutions de (%) dans Z' modulo I'action du groupe de Galois de Q sur K est
alors en bijection naturelle avec I’ensemble des points entiers sur U.

Un théoréme de Rumely [36] (¢f Moret-Bailly [29], [30] pour la formulation suivante)
donne alors des conditions géométriques d’existence de tels points entiers :

Théoréme A.1.1 (Rumely, Moret-Bailly) : On suppose X irréductible et la fibre
générique X g géométriquement irréductible sur K. Alors :
U admet un point entier si et seulement si le morphisme U — B est surjectif.

Cet énoncé a une traduction sous la forme d’un principe local-global :

7



8 : CHAPITRE A. UNE INTRODUCTION

On suppose X irréductible et Xk géométriquement irréductible sur K. Le systéme (x)
admet une solution dans Z' si et seulement si pour tout idéal maximal P de Ok, le systéme
(¥) modulo P admet une solution & coordonnées dans une cloture algébrique de Ok /P.

Un probléme naturel est alors d’obtenir, en plus de leur existence, des informations quanti-
tatives sur les solutions de (). Dans cette direction, Erné [16] et Mikkelsen [27] ont construit,
sur certains U, des points entiers avec une majoration de leur degré.

Dans cette thése, on construit des points entiers dont on contréle la hauteur (la hauteur
d’un point entier £ mesure d’une certaine maniére la «complexité arithmétique» des solutions
associées a E).

Pour ce faire, on utilise la théorie d’Arakelov [2], généralisée par Bost, Gillet, Soulé, et
Zhang (cf [8], [9], [20], [44]). Lorsque L est un faisceau inversible hermitien, on désigne par
h'; la hauteur normalisée relativement a L.

Notons que pour déterminer explicitement des solutions de (*), il suffirait de savoir borner

a la fois leur degré et leur hauteur.

Cette thése s’inspire des travaux d’Ullmo, de Moret-Bailly, et de Rumely. Elle est divisée

en deux parties :

On se restreint d’abord, dans le chapitre B, au cas d’une surface arithmétique. On peut
alors démontrer le théoréme de Rumely effectif :

Théoréme (B.4.2.3) : Soit X une surface arithmétique réguliére sur O . Soient h; une
assez bonne hauteur sur X, U un ouvert de Zariski de X tel que l’application U — Spec(Ok)
soit surjective, et € > 0. Alors U admet une infinité de points entiers lz tels que hlE(E) <
Ty.z+e€ ouTy r est une constante ezplicite ne dépendant que de X et L (mais pas de U).

Remarquons que la borne 7'z pour la hauteur est indépendante de U.

On s’intéresse aussi 4 la situation suivante :

Soit K un compact de C. En théorie du potentiel, on associe & K sa capacité vy, qui est
un réel positif. Ce nombre, défini de maniére analytique, mesure en quelque sorte la «taille
arithmétique» de K. C’est ce qu'illustre le théoréme de Fekete et Szego [18] :

Pour U C C, notons ici Y(U) 'ensemble des o € Z tels que « et tous ses conjugués (par
Galois) soient dans U.
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Théoréme A.1.2 (Fekete, Szegd) : Soient K un compact de C symétrique par rapport
a l’aze réel, et v sa capacité.

- Sty < 1, il existe un ouvert U de C contenant K tel que Y(U) soit fini.

- Siy > 1, pour tout ouvert U de C contenant I, Y(U) est infini.

La théorie du potentiel se généralise en fait aux surfaces de Riemann compactes. Ceci
permet d’étendre la situation précédente de la maniére suivante :

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. Soient Z un fermé de Zariski de X
purement de dimension 1 tel que Z(C) ne soit pas vide, et K un compact & bord régulier
de X(C) invariant par conjugaison complexe. On suppose Z(C) et K disjoints. On construit
une matrice d’intersection A & ’aide des potentiels conducteurs de K par rapport & Z¢ ; c’est
I’analogue de — In~y dans le théoréme A.1.2. A est symétrique réelle. On montre le théoréme

suivant :

Théoréme (B.4.6.1) : On suppose det(—A) > 0. Soit U un ouvert de X(C) contenant
K. Alors X — Z admet un point entier E tel que E(C) C U, et on peut contréler la hauteur
de E explicitement en fonction de A.

Enfin, dans le cas critique det(A) = 0, on montre une généralisation du théoréme d’équi-
distribution de Bilu [7], [38] :

Proposition (B.4.7.1) : On suppose det(A) = 0. Soit (E,)n>0 une suite injective de
points entiers sur X — Z vérifiant :

Pour tout ouvert U de X(C) contenant K, il existe ng tel que pour tout n > ng, on ait
E.(C) CU.

On pose e, = deg(E,k). Alors la suite de mesures de répartition (é&gnc) converge fai-

blement vers une mesure explicite (4 support dans la frontiére 9K ).

On traite ensuite, au chapitre C, le cas plus général d’un fermé (de dimension quelconque)
d’une variété arithmétique. On peut alors démontrer le théoréme suivant :

Théoréme (C.2.1.3) : Soient X une variété arithmétique, et h; une bonne hauteur sur
X. Soient Y un fermé intégre horizontal de dimension > 2, U un ouvert deY, et € > 0. On
suppose que U est dense dans chaque fibre de X — Spec(Z) (ie que chaque fermé (de Y)
irréductible vertical de codimension 1 rencontre U).

Il existe alors une infinité de points entiers E sur U vérifiant h’E(E) < S+e€ 0uS est
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une constante explicite ne dépendant que de X, LetY (mais pas de U ).
Plus précisément, 'ensemble des points fermés x de Yy tels que l'adhérence E = —E
(dans Y') soit un point entier sur U vérifiant hix(E) < S + ¢, est Zariski-dense dans Yp.

Notons que ’hypothése sur U est ici plus forte que celle du théoréme A.1.1 : «U — B sur-
jectify. Il est possible que la conclusion du théoréme C.2.1.3 reste vraie avec cette hypothése
faible (ze en permettant & U d’étre disjoint de certains fermés verticaux de codimension 1),
éventuellement avec une borne S plus grande. C’est le cas lorsque Y est régulier de dimension
2 (théoréme B.4.2.3).

On applique alors ce théoréme aux schémas abéliens (proposition C.2.2.1).

On décrit ensuite un analogue arithmétique des théorémes de Bertini :

On peut, moyennant une extension de la base, couper une variété arithmétique X par un
hyperplan de telle maniére que I'intersection X' conserve certaines propriétés géométriques
de X, et cela avec un contrdle de la hauteur de X'. Plus précisément :

Théoréme (C.3.3.3) : Soit M un Og-module localement libre hermitien. On pose B =
Spec(Ok), PV =P(MVY), et L= m) Soit X C PV une variété arithmétique sur Ok de
dimension d > 3, et € > 0.

1l eziste alors une extension finie L de K et un hyperplan H de IP%L tels que, en posant
B' = Spec(Oy) et en notant g : B' — B le morphisme induit par Og < Op, on ait :

- Le fermé X' = HN X, est une variété arithmétique sur O, de dimensiond —1;

- Pour tout b € B' tel que la fibre Xyp) de X au-dessus de g(b) soit lisse, la fibre X de
X' au-dessus de b est lisse;

- Pour tout b € B', le k(b)-schéma X; et le k(g(b))-schéma Xy ont le méme nombre
géométrique de composantes irréductibles ;

-hL (X)L ﬁh’E(X )+S+¢€, ou S est une constante explicite ne dépendant que de M

Loy,

et d.

On remarque que I’on permet ici une extension de la base Ok, ce qui n’est pas nécessaire
dans les théorémes de Bertini classiques (cf corollaire C.3.1.2).

Enfin, on donne deux exemples de problémes que ’on peut résoudre & ’aide du théoréme
C.2.1.3 : le probléme de Skolem effectif (cf proposition C.4.1.1), et ’étude du systéme (%)
lorsqu'il est réduit & une seule équation (proposition C.4.2.1).
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Afin de ne pas alourdir la numérotation, on omettra la lettre du chapitre dans les réfé-

rences au chapitre courant.

A.2 Quelques généralités

On introduit ici les types d’objets que ’on étudiera dans toute la suite de cette thése.

Définition : Une variété arithmétique est un schéma X intégre, projectif et plat sur
Z, tel que la fibre générique X soit lisse sur Q.
X(C) peut alors étre vue comme une variété analytique complexe compacte.

Définition : Soient K un corps de nombres, et Ok son anneau des entiers. Une variété
arithmétique sur Ok est un Og-schéma X tel que X soit une variété arithmétique et que la
fibre générique X soit géométriquement irréductible sur K.

Définition : Une courbe —respectivement surface— arithmétique est une variété arith-
métique de dimension 1 —respectivement 2—.

Remarque A.2.1 : Soit Y un schéma intégre et propre sur Z. On a deux possibilités :
- Y est plat et surjectif sur By = Spec(Z); Y est alors dit horizontal;
- Y est au-dessus d’un point fermé b = pZ de By (ie Y est un F,-schéma); Y est alors dit
vertical.

Plus généralement, un schéma Z propre sur Z sera dit horizontal lorsque chaque compo-
sante irréductible de Z est horizontale.

Définition : Soient Y un schéma intégre, propre et plat sur Z, et U un ouvert de Y.
Un point entier sur U est un fermé (de Y') intégre horizontal de dimension 1 contenu dans U.

Définition : Soit X une variété arithmétique. Un faisceau inversible hermitien sur
X est un couple £ = (£; | ||), formé d’un faisceau inversible £ sur X, et d’une famille || || de
normes hermitiennes sur L¢ variant de maniére C* sur X (C) et invariante par conjugaison
complexe.

On note w; la (1;1)-forme de courbure (ou forme de Chern) de L¢ sur X(C). Elle est

caractérisée par la propriété suivante :
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Si M est une composante connexe de X (C) et s une section rationnelle non nulle de L¢
sur M, alors on a wz = dgip(s) — 280 1n ||s|| au sens des courants sur M.

Les classes d’isométrie de faisceaux inversibles hermitiens sur X forment un groupe Pic(X)

pour le produit tensoriel.

Remarque A.2.2 : Dans le chapitre B, on considérera parfois des faisceaux inversibles
hermitiens non nécessairement C'°. On précisera alors a chaque fois quelle «régularité» on
considére. En ’absence de cette précision (en particulier au chapitre C), on sous-entend la

définition ci-dessus.



Chapitre B

Les surfaces arithmétiques

Un résumé du chapitre

Aprés quelques préliminaires, on rappelle la construction et les propriétés de la théorie
de lintersection dans les surfaces arithmétiques.

On démontre ensuite un théoréme d’amplitude arithmétique de faisceaux inversibles her-
mitiens (théoréme 3.3.4); il étend le théoréme de Zhang (théoréme 3.1.2) & des structures
hermitiennes non nécessairement C*°. Le passage du cas C* au cas général repose sur un
procédé d’approximation de fonctions de Green qui utilise ’équation de la chaleur. Ce pro-
cédé a Pavantage de préserver les propriétés de positivité (proposition 3.2.3). On a également
besoin d’un théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique (proposition 3.3.3).

Au paragraphe 4.1, on décrit quelques applications de ces théorémes au points entiers.
On donne aussi un théoréme d’équidistribution (proposition 4.1.4).

Au paragraphe 4.2, on montre le théoréme de Rumely effectif (théoréme 4.2.3). L’idée
de la démonstration, dans Pesprit des travaux de Moret-Bailly ([30]) et Ullmo ([41], [42]),
consiste & construire un faisceau inversible adapté au probléme, puis une section globale d’une
puissance de ce faisceau grace au théoréme d’amplitude précédent. Il suffit alors de regarder

le diviseur de cette section.

Ensuite, aprés un rappel de théorie du potentiel et des capacités (paragraphe 4.3), on
démontre le théoréme 4.6.1 (Fekete-Szegd généralisé), par une méthode inspirée des travaux
de Rumely [37]. On établit au passage (paragraphe 4.4) le lien entre la théorie du potentiel
et la théorie de I'intersection.

13



14 CHAPITRE B. LES SURFACES ARITHMETIQUES

Enfin, on donne le théoréme de Bilu généralisé (proposition 4.7.1). Remarquons que celui-
ci est relié & la proposition 4.1.4.

B.1 Une étude de la dimension 1

B.1.1 Les courbes arithmétiques

Soit K un corps de nombres. Dans tout le chapitre B, on note Gx 1’ensemble des plon-
gements K — C, et Sk l’ensemble des places de K & l'infini (ie Gk modulo conjugaison
complexe). Pour o € Sk, on pose €, égal 4 1 si o est réelle, & 2 sinon.

Soit C' une courbe arithmétique. C est alors affine : C' = Spec(A), avec un ordre A d’un
corps de nombres K. On a alors Gx ~ C(C).

Un faisceau inversible hermitien £ = (£; || ||) sur C est la donnée d’un faisceau inversible
L =L (o0 L =T(C; L)) et d’une structure hermitienne || || sur L¢ (ie pour chaque o € Gk
d’une norme hermitienne || ||, sur le C-espace vectoriel (de dimension 1) L, = Lg ®, C)
invariante par conjugaison complexe.

Par I'identification Gk ~ C(C), tout o € Gk correspond a un P € C(C). Pour s € L, on
note [|s(P)[| = [|s]lo-

Définition : Soit £ = (L; || ||) € ].SI\C(C) Soit s une section globale non nulle de £. On

pose

deg( ) In#(L/As) — Z In||s||s

oceC(C)

(# désigne le cardinal). Ce nombre réel ne dépend pas du choix de s € L — {0} ; il est appelé
le degré arithmétique de L.

On définit ainsi un morphisme de groupes d/e\g : I;l\C(C) — R

B.1.2 Les schémas de dimension 1

Soit K un corps de nombres. On note ici

LE)=B* et LK) ={(w)s € L(K)| 3 us =0}

c€ESK



B.1. UNE ETUDE DE LA DIMENSION 1 15

D’aprés le théoréme des unités de Dirichlet, 'image de O} (plus généralement du groupe
des inversibles d’un ordre quelconque de K) par le morphisme logarithmique

¢x: K* = L(K)
v = (& lnlo(u)]),

est un réseau dans L'(K). On aimerait une généralisation aux schémas (de dimension 1) de
ce théoréme. Dans tout ce paragraphe 1.2, Z désigne un schéma propre sur Z, de dimension
1. Zg est alors un schéma fini, et pour tout z € Zg, le corps résiduel k(z) est un corps de
nombres. On pose L(Zg) = [[ L(k(z)). Du morphisme de schémas Zg — Z on déduit une

SCEZQ
application logarithmique
®: I(Z,03%) — L(Zg)
u (gz&,c(z)(u(x)))m

Proposition 1.2.1 : L’image de ® contient un produit [ Ty, ot T, est un réseau de

QGZQ
L'(k(z)).
Démonstration :

Réduction au cas Z réduit : Soit N le nilradical de Oz (qui définit le sous-schéma fermé
Zreq de Z). On a une suite exacte de faisceaux sur Z :

114N =0, = (0z/N) =1
On en déduit une suite exacte en cohomologie :
D(Z;03) = D(Zess OF,,) = HY(Z; 1+ N)
Montrons que H'(Z;1+ N) est fini : Il existe une suite croissante d’idéaux de Oy
0= CLiC - CLhaCLy =N

telle que pour tout 1 < i < n, on ait Z? C Z;_; et Z;/Z;_, soit de support contenu dans une
composante irréductible Z; de Z.
On a alors une suite exacte

1—-1+7Z; 1 — 1+7;, — I,;/Ii_l —0

l1+a +— a

On en déduit la suite exacte

HYZ;14+ Tiy) = HY(Z;1+ L) = HY(Z; T/ Tia)
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Si Z; est affine, on a H'(Z;Z;/Z;_,) = 0. Sinon, Z; est verticale et propre au-dessus d’un
premier p. Alors H'(Z;Z;/Z;_1) est un F,-espace vectoriel de dimension finie. Dans les deux
cas, H'(Z;T;/Z;_1) est fini. Donc H'(Z;1+ Z;_,) fini implique H'(Z;1 + Z;) fini.

D’otl, par récurrence, H*(Z;1+ N) est fini.

Donc I'image de I'(Z; O%) est d’indice fini dans ['(Zyeq; 0% ). Bt L(Zq) = L((Zrea)q)-
On est donc ramené au cas ou Z est réduit.

Réduction au cas Z intégre : Supposons donc Z réduit. Soient Zi;...; Z, les composantes
irréductibles de Z, P; 'idéal cohérent de Oz définissant le sous-schéma fermé intégre Z; de
Z. On a une injection

T
0— OZ -—)AZHOZ/’Pi

=1

Soit Z le conducteur de A sur Oz. l'injection Oz/Z — A/Z induit la suite exacte
150, 5 A*—>G=(A/I)"/(0z/I)

Le support de A/Z est un ensemble fini de points fermés de Z, car il est contenu dans
U(Z;n Z;). Done I'(Z; G) =T(Z; A/T)*/T(Z; Oz /1)*, qui est fini puisque I'(Z; A/T) Dest.
i<j

Donc I'(Z; O3) est d’indice fini dans I'(Z; A*) = [[T(Z;0z/P:)* = [IT(Z;0%). Et
i=1

L(Zg) = H L((Z)o)-

On est donc ramené au cas oit Z est intégre.

Fin de la démonstration : On suppose donc Z intégre. Si Z est vertical, on a L(Zg) = 0.
On suppose donc Z horizontal : Z = Spec(A), out A est un ordre d’un corps de nombres K.
Alors, d’aprés le théoréme des unités, I'image de A* par ¢ est un réseau de L'(K). D’oi le
résultat. [J

Proposition 1.2.2 : Soit Z un schéma propre sur Z, de dimension 1. Soit || || une
structure hermitienne sur Oz, invariante par conjugaison compleze. Pour chaque composante
horizontale Z; de Z, on pose Oz, = (Og;|| lliz.)- On note || ||n la structure hermitienne
produit sur OF" ~ Og.. On pose

. deg(0z) . deg(Oz)
H A Y I TP A RV

Alors il existe c ne dépendant que de Zg et de [’image du morphisme ® (en particulier c
ne dépend pas de || ||), tel que pour tout n > 1, il eziste u € ['(Z; O%) tel que

VPeZ(C) e < |ju(P)|, < esm
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Démonstration : Soit z; le point générique de Z;. Zg = {z1;...;Z4}. On pose K; = k(z;) =
k(Z;), et S; = Sk,. Un z; € Zg et un plongement o : K; — C définissent un P € Z(C); on
pose a;;; = [|1(P)]]. Pour s € I'(Z; Oz), on a ||s(P)l|ln = |s(P)|.|L(P)||™ = |o(s(x:))]-a,-

Posons

m; = deg(Ozl Z € 1na;, et biy = —€;(m; +1na;,)

1
K Q Qg @ e

Ona Y by, =0, et a <m; <a'. On cherche en fait u € I'(Z; O%) tel que pour tout
oES;
i et tout o € S;, on ait bipn — ¢ < € Inlo(u(z;))| < bion + c. Or, d’aprés la proposition

q
1.2.1, 'image de I'(Z; O%) par le morphisme logarithmique @ contient un produit [] I';, ou
=1
['; est un réseau de L'(K;). Il suffit donc de trouver, pour chaque ¢, un (y,)ses; € I'; tel que

Vo € S; |ys — bipn| < c. On est ramené au probléme de réseaux suivant :

Lemme 1.2.3 : Soient L' = {(yl; .3 Ys) €

R > y; = O}, ' un réseau de L', et b; des
Jj=1

S
réels vérifiant Y b; = 0. Alors il existe ¢ ne dépendant que de I' (et pas des b;) tel que pour
=1
tout n > 1, il existe (y1;...;ys) € I tel queVj |y; —bjn| <ec.

Preuve du lemme :

Soit || ||ec la norme sup canonique sur R®. Posons f = (by;...;bs) € L. Soit {ey;...;€s-1}
s—1

une base de I'. f s’écrit f = ) Aje;, avec les A; réels. Soit p; 'entier le plus proche de A;n.
j=1

s—1
Posons u, = ) pje; € I'. On a alors
i=1 |

1 s—1
ltn =2 floo < 53 lesle
j=1

s—1
On en déduit le résultat en posant ¢ = 2 3" |lejlloo €t (¥1;--.;¥s) les coordonnées de up,
i=1

dans la base canonique de R®. [J

Remarque 1.2.4 : Dans la proposition 1.2.2, le fait que ¢ ne dépend que de Zg et de
I'image de ® est utile dans la situation suivante : Si Z est un sous schéma fermé de Z;, avec
Zo = Zig et I'(Zy; 03,) — I'(Z; O%) surjectif, alors la constante ¢ convenant pour Z convient

aussi pour Z;.
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Rappelons enfin un résultat di & Moret-Bailly :
On note Pic’(Z) I’ensemble des £ € Pic(Z) tels que pour toute composante irréductible
verticale C' de Z, on ait deg(Li¢) = 0.

Proposition 1.2.5 : Pic’(Z) est un sous-groupe fini de Pic(Z).

Démonstration : C’est le théoréme 2.3 de [30] p. 165. O

B.2 L’intersection dans les surfaces arithmétiques

B.2.1 Les fonctions de Green

Soit M une surface de Riemann compacte connexe de genre g'. Une forme volume
normalisée sur M est une (1;1)-forme C* réelle définie positive de masse totale 1.

Exemple : Donnons un exemple de forme volume normalisée sur M :

- Si g' = 0, M est isomorphe a P!(C). En fixant un tel isomorphisme, la mesure de Le-
besgue habituelle sur la sphére de Riemann induit une forme volume normalisée p sur M.
C’est aussi la forme de courbure de O(1) muni de la structure hermitienne de Fubini-Study.

- Si g* > 1, on munit le C-espace vectoriel (M) des différentielles holomorphes sur M du
produit hermitien (¢.9) = £ [, ¢ Ap. Q(M) est alors un espace hermitien, de dimension g'.

1

g _
Soit (¢1;...; ,1) une base orthonormée de Q(M). On pose p = # > #; A ;, qui ne dépend
i=1

pas du choix de la base orthonormée (¢;). La forme p est une forme volume normalisée sur M.

Soit donc p une forme volume normalisée sur M. On introduit les objets suivants (¢f Bost
[8]) :

W?(M) désigne lespace de Hilbert réel des f € L%(M; ) tel que df soit L? sur M. On a,
sur le quotient W*!(M)/R de W'(M) par 'espace des fonctions constantes sur M, le produit
scalaire de Dirichlet : (91.92) p;, = 2= [,, 091 A 0.

Pour un ouvert U de M, W}, (U) désigne P’espace des f € L2 (U; 1) tel que df soit loca-
lement L? sur U. Les espaces W(M) et W)

loc

(U) ne dépendent pas du choix de p.

Définition : Soit D = ) np[P] un diviseur sur M, de support Y. Une fonction de
P
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Green W' —respectivement C°, C®— pour D est une fonction g € WL (M —Y) —
respectivement g € CO(M —Y), g € C®°(M — Y)— telle que :

Au voisinage de P € Y, g = —2npIn|z| + ¢, o z est une coordonnée locale au voisinage
de P (avec z(P) = 0) et « est une fonction localement W' —respectivement C°, C®°— au
voisinage de P.

Proposition 2.1.1 : Il eziste une et une seule fonction de Green C* gp pour D telle

que :
- Sur M —Y, -80gp = deg(D)p;
- Ju 9o =0.

Démonstration : cf par exemple [24] p. 26. O

gp est appelée la fonction de Green admissible, ou p-admissible pour étre précis, de
D sur M.

On a les propriétés suivantes :
-9p = Z npgp)-
- Si f est méromorphe non nulle sur M, g4y = —2In|f| 4 2¢(f), oit ¢(f) est la constante
fM In Iflﬂ

Pour P # @, on pose g(P; Q) = gp)(Q). Alors, en notant A la diagonale de M x M, g
est C® sur M x M — A, et pour P # @Q on a g(P; Q) = g(Q; P).

Remarque 2.1.2 : Soient D un diviseur sur M, et g une fonction de Green W' —resp.
C% C*— pour D. Alors g — gp se prolonge naturellement en une fonction W' —resp. C°,
C>®— sur M.

Définition : Soient D; = Y np[P] et D, = Y mp[P] deux diviseurs sur M de supports
disjoints. Soit g; —respectivement go— une fonction de Green W' pour D; —respectivement
D,—. Notons e; = deg(D;) et ea = deg(D5). On définit ’étoile-produit de g; et g, par :

(g1 % g2) = Z npmqg(P; Q) +/ (€291 + €192)pp— < g1 — D15 92 — 9p; >Dir
PiQ M

On remarque que (g; * g2) = (g2 * ¢1). Par ailleurs, I’étoile-produit ne dépend pas de la

forme volume normalisée . choisie.
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Pour des précisions sur ce qui vient d’étre introduit dans ce paragraphe (fonctions de
Green, étoile-produit), on pourra consulter Particle de Bost [8] pages 254-256 et 268-269.

Définition : Soit £ un faisceau inversible sur M. Une structure hermitienne C° —
resp. C®°— || || sur L est la donnée, en chaque P € M, d’'une norme hermitienne || ||(P) sur
le C-espace vectoriel (de dimension 1) résiduel de £ en P, telle que || || varie de maniére C°
—resp. C®°— sur M.

Posons £ = (£; || ||)- On note w; le courant de courbure de L : Cest le (1;1)-courant
réel sur M caractérisé par la propriété suivante :

Si s est une section rationnelle non nulle de £ sur M, alors sur M, on a wz = giy(s) —
1901n||s|| au sens des courants (pour un diviseur D = Y np[P], 6p désigne la combinaison
linéaire de masses de Dirac ) npdp).

On dit que £ est admissible lorsque wz = deg(L)p sur M.

On verra au paragraphe 2.4 le lien entre fonctions de Green et structures hermitiennes.

B.2.2 Les diviseurs d’Arakelov

Soit. X une surface arithmétique réguliére sur Og. Pour chaque o € Gk, on note X, =
Xk ®, C et on munit X,(C) d’une forme volume normalisée.

Un diviseur d’Arakelov W' —respectivement C° C*— sur X est un couple (D; g) ol
D est un diviseur de Weil sur X et g est une fonction X(C) — R invariante par conjugaison
complexe, telle que pour tout o € Gk, si I’on note D, = Dg ®, C et g, la restriction de g &
X,(C), g, soit une fonction de Green W' —respectivement C°, C*®— pour D,.

(D; g) est dit admissible si pour tout o € Gk, g, — gp, est une fonction constante sur
X, (O).

L’ensemble des diviseurs d’Arakelov W! —resp. C°, C®— forme un groupe [/)-i;(Wl; X)
—resp. Div(C?; X), Div(C*; X)— pour I’addition.

Pour f rationnelle non nulle sur X, (div(f); —21n|fc|) est un diviseur d’Arakelov C*°.
On définit ainsi un morphisme k(X)* — Div(C*®; X ). Tout élément de son image Pr(X)
s’appelle un diviseur d’Arakelov principal sur X.

On pose C1(C*; X) = Div(C™; X)/Pr(X) ; de méme CI(C?%; X) = Div(C% X)/Pr(X), et
CI(W1; X) = Div(W; X)/Pr(X).
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B.2.3 Une construction de la forme intersection

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. Soient D et E deux diviseurs de
Weil sans composante irréductible commune. Pour un point fermé z de X, on définit de
maniére habituelle le nombre d’intersection i,(D; E) de D et E en z. On pose (D.E); =

> ig(D; E) In #k(z).

Soient ]5\1 = (Dy;91) et 1/9\2 = (Dy; g2) deux diviseurs d’Arakelov W tels que D; et D
soient sans composante irréductible commune. On définit leur intersection d’Arakelov

par :
—~ = 1
(DI-D2) = (D1D2)f + 5 Z <g1;a' * g2;a’>

0€GKk

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 : La forme (. ) ainsi définie induit une forme bilinéaire symétrique sur
CIW; X).

Démonstration : cf [8] p. 274-275. O
Cette forme bilinéaire vérifie la variante suivante du théoréme de I'indice de Hodge :
Proposition 2.3.2 : Soit D € ﬁi\v(Wl;X) tel que deg(Dg) = 0. Alors on a (D.D) < 0.

Démonstration : C’est le théoréme 5.5 2) de [8] p. 277. O

B.2.4 Les faisceaux inversibles hermitiens

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. On suppose chaque X, (C) muni d’une

forme volume normalisée.

Définition : Un faisceau inversible hermitien C° —respectivement C®— L = (£; || ||)
sur X est la donnée d’un faisceau inversible £ sur X et d’une structure hermitienne C° —
resp. C®°— || || sur L¢ (e pour chaque o € G d’une structure hermitienne C° —resp. C°—
| llo sur £, = Lk ®, C) invariante par conjugaison complexe.
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Les classes d’isométrie de faisceaux inversibles hermitiens C° —resp. C*®— forment un
groupe P/’i\c(Co; X)) —resp. f/’i\c(C""; X)— pour le produit tensoriel.

Soit D = (D;g) € GI(CO;X )- On lui associe le faisceau inversible Ox (D) muni de la
structure hermitienne || || telle que ||1(P)|| = exp[—3g(P)]. On note @(ﬁ) ce faisceau
inversible hermitien C°. On définit ainsi un isomorphisme C1(C% X) -~ Pic(C?; X).

Décrivons I'isomorphisme réciproque : Soit £ = (£; || ||) € Cl(C® X). Soit s une section
rationnelle non nulle de £ sur X. A £ on associe (div(s); —21n ||sc]]).

Si D est un diviseur d’Arakelov C®, alors 6;(13) est un faisceau inversible hermitien
C*. L’isomorphisme précédent induit donc un isomorphisme CI(C*®; X) -+ Pic(C*; X).
On identifiera diviseurs d’Arakelov C° —respectivement C®— et faisceaux inversibles C°

—respectivement C'*°—.

Soit £ = (L; || ||) € Pic(C? X). On note L, = (Lo; || |l,), et wz le (1;1)-courant réel sur
X(C) égal a wz sur X,(C).

On dit que £ est admissible lorsque, pour tout o € Gk, L, est admissible (sur X,(C)).

Les faisceaux inversibles hermitiens admissibles correspondent bien str aux diviseurs
d’Arakelov admissibles par ’identification précédente.

Remarque 2.4.1 : Le groupe CI(X) des classes de diviseurs de Weil sur X modulo équi-
valence linéaire s’injecte canoniquement dans GI(C‘X’; X) par D — (D; gp), ou gp désigne la
fonction sur X (C) égale a la fonction de Green admissible gp, de D, sur X, (C).

B.2.5 Un lien entre intersection et degré; la hauteur
Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. On munit chaque X,(C) d’une forme

volume normalisée p,.

Définition : Soient £ € lgi\c(C’O; X), et C un diviseur de Weil premier sur X. On définit
la hauteur de C relativement & £ de la maniére suivante :

- Si C est vertical au-dessus d'un point fermé P de B, Li¢ est un faisceau inversible sur
C. On pose hz(C) = deg(Lic) In#(Ok/P).

- Si C est horizontal, E]C’ est un faisceau inversible hermitien sur C. On pose hz(C) =
deg(Lic).
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Proposition 2.5.1 : Soit D = (D;g) € ISR(CO;X), et C un diviseur de Weil premier
qui n’est pas une composante de D. On a alors

1
hl’j(C) = (DC)f + -2—/ g5CC
X(C)

Démonstration : Ceci est une conséquence directe de la définition du degré arithmétique

(cf paragraphe 1.1). O

Proposition 2.5.2 : Soit £ € Pic(C?; X) tel que wz soit d’ordre 0 (ie une mesure réelle)
sur X(C). Alors L peut étre représenté par un diviseur d’Arakelov W, Soit C = (C; g) un
diviseur d’Arakelov C° et W* tel que C soit intégre. Alors

~ A 1
(EE)=h(©)+5 [ oz
X(C)

Démonstration : cf proposition 5.3 de [8] p. 275. On peut aussi démontrer cette proposi-
tion & l'aide des résultats du paragraphe 3.2. J

Proposition 2.5.3 : Soit D= (D; g) un diviseur d’Arakelov W'. On pose Das = (D; gp)
et f =g — gp, ou gp désigne la fonction sur X (C) égale a la fonction de Green admissible
gp, de D, sur X,(C). Alors on a

~ ~ ~ =~ 1
(DD) - (Dad-Dad) + deg(DK) Z/X © fa/J'G - 5 Z ”fa'“%ir

De’monstmtion : On remarque que D= ﬁad + (0; f). On en déduit Pégalité (1313) =
(D Dad) +2( ad- (0 f)) ((01 f)(O, f))

Or, par définition, on a

(Buar(0; ) = 22K Z / e et ((0;5).( ———angnw

+(C)
D’otu le résultat. O

B.3 Le théoréme d’amplitude arithmétique

B.3.1 Le théoréme d’amplitude dans le cas C*

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. Rappelons d’abord le résultat suivant :
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Proposition 3.1.1 : Soit £ € Pic(X). Le faisceau L est ample si et seulement si pour

tout diviseur premier vertical C, on a deg(Lc) > 0.
Démonstration : cf [25] p. 384-386. O

Le théoréme ci-dessous, di a Zhang, est un analogue arithmétique du théoréme d’ampli-
tude de Nakai-Moishezon :

Définition : Soit £ € Isi\c(CO; X). On dit que L est arithmétiquement ample lorsque
les deux conditions suivantes sont vérifiées :
- L est ample;
- Tl existe ¢ > 0 tel que pour tout M € P/’i\c(CO; X), pour tout n assez grand, ['(X; £L%" @ M)
admette une Z-base constituée de sections de norme en tout point de X (C) inférieure a e™".

Théoréme 3.1.2 : Soit £ € ﬁi\c(C‘x’;X) vérifiant :
- La (1;1)-forme réelle w; est définie positive ;
-(L.L)>0;
- Pour tout diviseur de Weil premier C, hz(C) > 0.

Alors L est arithmétiquement ample.
Démonstration : cf [43] p. 572 (voir aussi [41], [42]). O

On aimerait généraliser ce résultat aux faisceaux inversibles hermitiens C°.

On généralisera également le résultat suivant :

Soient M une surface de Riemann compacte connexe, Y une partie finie de M, L —
respectivement M-— un faisceau inversible muni d’une structure hermitienne C*>® —resp.
C%— tel que deg(£) > 0 et que la (1;1)-forme w; soit définie positive. On considére Y
comme un sous-schéma fermé réduit de M. Alors pour tout n assez grand, le morphisme
Yo D(M; L @ M) — T'(Y; L2 ® M\y) est surjectif.

Proposition 3.1.3 : Pour tout € > 0, pour tout n assez grand, pour tout u € L'(Y; LO" ®
Myy), il eziste s € I'(M; L2 @ M) tel que 1, (s) = u et que mAz/}stH <en m)§x||u||
S’il existe une courbe algébrique réelle réguliere M' telle que M = Mg, et si Y, E, ﬂ,

et u sont invariants par conjugaison compleze, alors on peut imposer en plus s invariant par
conjugaison compleze.
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Démonstration : C’est le théoréme 3.2 de [43] p. 576. O

B.3.2 L’équation de la chaleur

Soient M une surface de Riemann compacte connexe, et x une forme volume normalisée
sur M. Pour f € C*®°(M), on définit le laplacien Af de f par la formule : %65 f=Afu
(Af € C™(M)).

Soit fo une distribution réelle (ie un 0-courant réel) sur M. Une solution & 1’équation
de la chaleur avec condition initiale f; est une fonction f € C*°(M x R%) telle que, si I’on
note fi(z) = f(z;t), et A, le laplacien & ¢ fixé, on ait :

* of .
- Sur M x R} :Azf-——gti,
- Lorsque t tend vers 0, f; tend vers fy, au sens des distributions.

Proposition 3.2.1 : Il existe une et une seule solution f a I’équation de la chaleur avec
condition initiale fy. On peut expliciter f de la maniére suivante :

Il eziste une base hilbertienne (¢n)n>o de L*(M; 1) et une suite croissante de réels positifs
(An)n>o telles que :
- Pour tout n >0, ¢, : M — R soit C® et Ap, = —\yn;
-Onait \g=0, ¢o =1, A\y >0, et I’équivalent A\, ~ n;
- ¢n(z) soit borné uniformément en = et n.

Posons an = [,, fopnp. Alors :

V(z,t) € M xR, flz;t) = Zane”’\“tqbn(x)

n>0 -
Démonstration : cf par exemple [6]. O
On a le résultat suivant :

Proposition 3.2.2 : Si fy est une fonction continue sur M, alors la solution f se pro-
longe en une fonction continue sur M x Ry, avec pour tout x € M f(z;0) = fo(z).

Démonstration : cf [5]. O
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Par ailleurs, on a la version suivante du principe du maximum :

Proposition 3.2.3 : St fy est une distribution positive et non nulle, alors pour tout t > 0,
on a irél&f(.’r;t) > 0.

Démonstration : cf [34]. O

Remarque 3.2.4 : Si f, € W(M), alors pour tout ¢ > 0, on a :

1£ilBir = Y Anaie™ < Aaal = [ follDir

n>1 n>1

Cette étude de I’équation de la chaleur permet de démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.2.5 : Soient fo € W'(M) telle que fy soit continue sur M, et € > 0.
Alors pour tout r assez grand et tout m > 0, on a

min [Z 9(zs; ;) + mizzlf()(xi)] > ~ﬁ2—|lf0H2Di, +mr(ag —€) — glnr -O0(r) ,

$eeiTp )EMT
(:1:1, 11"'!‘) i<y

o ag = [, fop, et le O ne dépend que de M.

Démonstration : On utilise les notations précédentes. On pose de plus, pour t > 0 :
1 _
9@ y) = Y —€ " bn(x)bn(v)
n>1 /\n

On a les résultats suivants (cf [6], [24]) :
-V(zyit) e M X M xRy g(z59) > gi(z3y) — t.
- Lorsque ¢ tend vers 0, on a, uniformément en z € M : gi(z;z) = —Int + O(1).

Soit € > 0. Par continuité de f, on a, pour tout ¢ assez petit :

Zg Ti; Tj) +m2f0 (z;) >Zg2t (@i; ;) +m§ fe(zs) —rzt—mre

1<j 1<j =1

Aprés calcul, on trouve que le membre de droite vaut

r

2 m? 1
—Ant 2 .
Z o (m)‘ On + Ze Pn x,)) = 5 Iollpir — 529%(%%) +mr(ao — €) — 7t

i=1

On obtient le résultat en choisissant ¢t = 51; O
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B.3.3 Le théoréme d’amplitude dans le cas C°

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Ok, avec Xk de genre g'. On suppose
chaque X, (C) muni d’une forme volume normalisée y, comme dans I’exemple du paragraphe
2.1.

Définition : Soit D = (D; g) € Div(CY; X).

D est effectif lorsque D est un diviseur de Weil effectif et VP € X (C) g(P)>0.
D est strictement effectif lorsque D est un diviseur de Weil effectif et VP € X(C) g(P) >
0.

Définition : Soit Z € Pic(C%; X).
L est dit numériquement positif lorsque pour tout diviseur de Weil premier C, on a
h.E(C ) > 0.
L est dit numériquement strictement positif lorsque pour tout diviseur de Weil premier
C, on a hz(C) > 0.

Proposition 3.3.1 : Soit D= (D; g) un diviseur d’Arakelov strictement effectif. D est
numériquement strictement positif si et seulement si : D est ample et pour toute composante
horizontale C de D, on a hg(C) > 0.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate des propositions 2.5.1 et 3.1.1. [J

Lemme 3.3.2 : Soient M une surface de Riemann compacte conneze, |1 une forme volume
—~
normalisée sur M, et M un faisceau inversible muni d’une structure hermitienne C°. Alors

pour tout € > 0, il existe T tel que

Vn>1 VseTD(X;M®) m}e{.x”s”2 < TeE"/ IEIR?
M

Démonstration : Soit € > 0. Pour tout z € M, il existe une carte locale ¢, : U, = B(0;1)
(B(a;r) désigne ici le disque ouvert de C de centre a et de rayon r) telle que :
- (bm(x) =0;
- My, = Omu., ;

-Vy €U, |In||1(y)|| —In|[1(z)||| < £ (en considérant || || comme une famille de normes C°

sur Oy, grace a isomorphisme précédent).

Posons V, = ¢;!(B(0;1)). Par compacité de M, il existe (z1;...;2;) € M' tel que

T

!
M = |JV,,. Soient A\ la mesure de Lebesgue sur C, et ¢; > 0 tel que p > ¢ sur
=1
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B(0;1) = ¢4,(Uy,). On pose ¢ = min¢; > 0.

Soit maintenant n > 1 et s € I'(M; M®"). Soit o un point de M ou ||s|| atteint son
maximum, et i tel que Zg € V,,. Alors, en posant B = B(¢,,(20); 3), on a :

[ stz [ 1sPIPa > cltGao) e [ 15
M B B

Comme s est holomorphe sur B, on a [5 |s|?A > A(B)|s(zo)|>. D’ou le résultat. I

Proposition 3.3.3 : Soit L € lgi\c(CO;X) tel que deg(Lx) > 0 et que L puisse étre
représenté par un diviseur d’Arakelov W?. Alors pour tout € > 0, pour tout n assez grand,
L®" admet une section globale non nulle de norme en tout point de X (C) inférieure a

[ (L.L)
exp|—
2(K : Q] deg(Lk)

n+en]

Démonstration : On pose N = [K : Q] et e = deg(Lk). La structure hermitienne de
L = (L;|| ||) sécrit de maniére unique sous la forme || || = || |laqe=//? (cf remarque 2.1.2)
avec :
- Lag = (£; ] llaq) admissible;
- f continue sur X(C);
-Vo € Gk on(C) fu=0.

['(X; L®")g = ['(X; L®") ®z R s’identifie 4 'ensemble des éléments de @@ T'(X,; LE")
c€Gk
invariants par conjugaison complexe. Pour tout n > 2¢g* — 1, on munit ['(X; £L®")g de la

forme volume de Faltings induite par Ead. Posons
B(R) = {s € D(X; £)|vor € G / lslPu < B2}
X4 (0)

et soit V' (R) le volume de Faltings de B(R). On a (cf[17], [24]) :

InV(R) szrlnR-i—% > .. EXG(C)[Z_% P; P)) +an P)] —-0(r)

0€Gk

ol 7 = en+ 1 — g'. En utilisant la proposition 3.2.5, on trouve, pour € > 0 :

2
n 2 2 s
InV(R) > NrlnR — Y E | follpir — n°€ — O(nlnn)

0€Gk
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D’autre part, le théoréme de Riemann-Roch arithmétique pour les faisceaux admissibles
permet de calculer le covolume Vi du réseau T'(X; L®7) :

~

n? -
In VF = —7(£ad-£ad) + O(n)

On prend alors In R = —(f];,i) n+sn, et € = %e. On remarque (cf proposition 2.5.3) que

~ ~ A 1
(EE) = (Euaus) ~ 5 3 1ol
ceGyk
On trouve alors InV(R) — InW+ > €n? — O(nlnn). On en déduit, par le théoréme de
Minkowski (la dimension de I'(X; £L®")g est N7 = o(e'n?)), que pour tout n assez grand, il
existe s € ['(X; £®") — {0} tel que s € B(R). On conclut par le lemme 3.3.2. O

Théoréme 3.3.4 : Soit £ € Pic(C% X) vérifiant :
- wz est une mesure positive;
- L est numeériqguement strictement positif;

-(L.L) > 0.
Alors L est arithmétiquement ample.

Démonstration : D’aprés la proposition 3.3.3, on peut supposer Lok représenté par un
diviseur d’Arakelov strictement effectif D = (D; f), pour un k assez grand.

La structure hermitienne de £ = (L;|| |lo) sécrit de maniére unique sous la forme
Il llo = || |laae™9/? avec : (L;]| ||lea) admissible, gy continue, et Vo € Gk Jx. () o1 =0.

Pour o € G, soient gy, la restriction de go & X,(C), et g, la solution & I’équation de la
chaleur sur X,(C) avec condition initiale go.,. On pose g,(z) = g-(z;t). Soit g la fonction
sur X (C) égale & g, sur X,(C). On pose g;(z) = g(z;), || lle = || llaae™/%, et L; = (L;]] |]e)-

Et vérifie, pour tout ¢ > 0 assez petit, les conditions du théoréme 3.1.2. En effet :

- On a, pour tout ¢ > 0, wz, = %ngt + ep = (Ag: + e)u au sens des courants, ol
e = deg(Lk). Or A,g + e est solution & I’équation de la chaleur avec condition initiale la
distribution positive Agy + e. Donc pour tout ¢ > 0, wz, est définie positive (d’aprés la pro-

position 3.2.3).

~

- (LeL) = (E£) + 55 (90ollbir = llgeolbir) 2 (EL) >0 (of remarque 3.2.4).
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- Pour tout diviseur de Weil premier C, on a hz,(C) = %h@ek(C’). Et £8* est représenté
par (D; f + k(g: — go)), qui est strictement effectif pour tout ¢ > 0 assez petit. D’aprés la
proposition 3.3.1, il suffit donc de montrer que pour toute composante horizontale C' de D
(il n’y en a qu’un nombre fini), on a hE§k(C) > 0. Or, par continuité de g, hzox (C) tend vers
hze+(C) quand ¢ tend vers 0 (cf proposition 2.5.1). D’ot le résultat pour tout ¢ > 0 assez petit.

Donc Et est arithmétiquement ample pour tout ¢t > 0 assez petit.

Par ailleurs, g est continue sur X(C) x R, , donc pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel
que VP € X(C) |g:(P) — go(P)| < €. Alors pour n > 1 et s € I'(X; L®" ® M), on a
VP e X(C) |s(P)llo < |ls(P)]||:e™/%. D’ott le résultat. O

Proposition 3.3.5 : Soient M une surface de Riemann compacte connezxe, Y une partie
finie de M, L et M deuz faisceauz inversibles munis d’une structure hermitienne C°, tels que
deg(L) > 0 et que wj soit une mesure positive. Soit 1, le morphisme 1, : T'(M; LZ"@ M) —
L(Y; L% @ Myy), qui est surjectif pour tout n assez grand.

Alors pour tout € > 0, pour tout n assez grand, pour tout u € I'(Y; LZ" ® M\y), il existe
s € D(M; LE" @ M) tel que Pn(s) = u et que max sl < e m}z}XHuH

S’il existe une courbe algébrique réelle réguliére M' telle que M = Mg, et si Y, L, M\,
et u sont invariants par conjugaison compleze, alors on peut imposer en plus s invariant par

conjugaison compleze.

Démonstration : La démonstration est similaire a celle du théoréme 3.3.4 : Soit u une
forme volume normalisée sur M. La structure hermitienne de £ s’écrit de maniére unique
sous la forme || || = || [|aae™9/% avec : (L; || [loa) admissible, go continue, et [, gop = 0.

Soit g la solution & I’équation de la chaleur sur M avec condition initiale gy. On pose
9¢(z) = g(z;1), Il lle = || llaae™72, et Lo = (L] l)-

Et vérifie, pour tout ¢t > 0, les conditions de la proposition 3.1.3 : En effet, d’aprés la
proposition 3.2.3, wz, est définie positive pour tout ¢ > 0.

Par ailleurs, g est continue sur M x R,, donc pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que
Vz € M |gi(z)~go(x)| < 5. Alors pourn > 1, u € I(Y; LE"QMy), et s € I'(M; LE"QM),
on a ||ull; < e™/*||ul], et ||s|| < e™/4||s||;. D’ou le résultat. O
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B.4 Quelques applications

B.4.1 De Peffectivité pour les points entiers

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. Dans ce paragraphe, on généralise les
résultats d’Ullmo [41]. ‘

Définition : Soient £ € Isi\c(CO; X) et E un point entier sur X. La hauteur normalisée
de E relativement & L est le réel
h=(E
hL( E) = _A(_)_
£ deg(Ek)
Proposition 4.1.1 Soit £ € ISE(CO; X) tel que deg(Lk) > 0 et que L puisse étre repré-
senté par un diviseur d’Arakelov W1. Alors pour tout € > 0, X n’admet qu’un nombre fini de

points entiers E tels que

Démonstration : D’aprés la proposition 3.3.3, pour n assez grand, cen peut étre représenté
par un diviseur d’Arakelov D = (D; g) tel que D soit effectif et que

(L.L) 2
I2 K Qdeg(Cr)” K Q

Soit E un point entier sur X qui n’est pas une composante de D. Alors, d’aprés la

n

proposition 2.5.1 :

he(F) = ~hean(E) = (D) + o [ ge > (-ﬂ(eig(%{-) ~ € deg(Ex)

n 2n

D’ou le résultat. O

Sous les conditions de la proposition 4.1.1, on peut donc définir le réel

-~

A(L) = irElf h>(E) ou E parcourt 'ensemble des points entiers sur X.

Définition : Soit £ € Pic(X). X est verticalement positif lorsque pour tout diviseur
de Weil premier vertical C, on a deg(£c) > 0.

Proposition 4.1.2 : Soit Le lgi\c(CO;X) tel que deg(Lx) > 0, que wz soit une mesure
positive, et que L soit verticalement positif. Alors

~ (L.L)
AlL) < 2deg(Lx)
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Démonstration : Soit € > 0. D’aprés la proposition 3.3.3, pour n assez grand, cen peut
étre représenté par un diviseur d’Arakelov D= (D; g) avec D effectif et

(L.L) 2%
92K - Qdeg(Lr)” [K:Q

D s’écrit D = ZmiV} + Z n;E; avec les V; premiers verticaux et les E; premiers hori-
(2

J
zontaux. Soient jo tel que h%(Ej,) = minh'’;(Ej), et E = Ej,. Alors, d’aprés la proposition
j
2.5.2, 0n a

P 1
n(L.L) = (L.D) Z mihz(Vi) + ; n; deg(E;x)h(E;) + 3 / gwz

X(C)
iE |
> h%(E) deg(Lk)n + ( 5 )n —deg(Lk)en
On en déduit L
L.L)
IA E (
") 2deg(Lxk) ‘

D’ou le résultat. OJ

Proposition 4.1.3 : Soit £ = (£; | ||) € Pic(C X) tel que L soit ample et que wz soit
une mesure positive. Alors pour tout M € lgi\c(CO;X ), pour tout € > 0, pour tout n assez

grand, I'(X; L®" @ M) admet une Z-base de sections de norme sup sur X (C) inférieure a
AL

exp(—[K—:Q%n + en) .
Démonstration : Posons N = [K : Q] et || |I'= ||| exp(fiNEl - e). 11 suffit de montrer que
= (L;]| |I') vérifie les conditions du théoréme 3.3.4 :
Soit C' un point entier sur X. On a A, (C) = h;(C) — A(L) + Ne > 0.
D’autre part, on a

(L'.L') = (L.L) — 2A(L) deg(Lx) + 2deg(Lx)Ne >0 d’aprés la proposition 4.1.2.

D’ou le résultat. O

Soit maintenant £ € Igi\c(CO; X) tel que deg(Lx) > 0 et que wz soit une mesure réelle. Soit
(En)n>o une suite injective de points entiers sur X. Posons e, = deg(Enk), et € = deg(Lx).
D’aprés la proposition 4.1.1, on a : ITILI_I} lgof WA (E,) > %—f—l La proposition suivante précise,
dans le cas «critique», la répartition des ensembles E,(C) dans X (C) :
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Proposition 4.1.4 : Avec les notations précédentes, supposons que : lim Wo(En) = %@
. n

. 1 . . .
Alors la suite de mesures (;fsEnc) converge faiblement vers wz. En particulier, wz est une

mesure positive.

Démonstration : Posons v, = ;1:5Enc- Il s’agit de montrer que, pour toute fonction f
continue sur X (C), la suite numérique ([ fv,) converge vers 1 [ fwz (les intégrales sont ici
sur X (C)).

1l suffit en fait de le vérifier pour f de classe C* sur X(C). Soit ¢ € R. On pose £, =
(LIl llemt72).

D’aprés la proposition 2.5.1, on a, pour tout n > 0, hlEt(E") = h%(En) + L[ fvn. Onen
déduit que

it (B = LD et
liminf iz, (B) = 5572 + im nf( /X(Q o)

D’autre part, d’aprés la proposition 2.5.3, on a

~ +2
(L4.Ly) = (L.L) + 1 ; fwz — §|1f||2mr

Alors, d’aprés la proposition 4.1.1, on a : lim inf hIEt (E,) > % En remplacant les deux

membres, on trouve

t t?
imint(v [ )2t [ - Sl

En faisant tendre £ vers O :
- par valeurs supérieures, on obtient : lim inf f fun
- par valeurs inférieures, on obtient : limsup [ fu,

IN 1V

® |- @ =

%%
~n
£
o

On en déduit le résultat. (O

Définition : Soit £ € lsi\c(CO; X). On dit que h; est une assez bonne hauteur sur X
lorsque : deg(Lk) > 0, w; est une mesure positive, et £ est verticalement positif.

B.4.2 Le théoréme de Rumely effectif

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Ok. Posons B = Spec(Ok). Pour un point
fermé b de B, on note N, le cardinal du corps résiduel k(b), X, la fibre au-dessus de b, et n,
le nombre de composantes irréductibles de X,. Soit J ’ensemble des points fermés b de B
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tels que X ait mauvaise réduction en b. Cet ensemble est fini. On pose aussi

Kx = Z(nb — 1) lan
beJ

Lemme 4.2.1 : Soit A = [a;;] une matrice (n;n) (n > 2) & coefficients entiers vérifiant
toutes les conditions sutvantes :
- A est symétrique;
-1#Fj=a; <0;
-Vi i aij =0 5y
-1 et ;_i’ont dits adjacents lorsque a;; < —1. Alors pour tout i, il existe ig;...;1, tels que
o = 1, que iy =n, et que pour tout k, ix_, et iy soient adjocents.

Soit A’ la matrice (n—1;n—1) extraite de A en supprimant la derniére ligne et la derniére
colonne. Alors A’ est inversible et tous les coefficients de A"~ sont dans [0;n — 1].

Démonstration : On vérifie que A’ est symétrique définie positive (cf par exemple [24] p.
61), donc inversible. Posons B = [b;;] I'inverse de A'.

On construit un circuit électrique 4 n sommets, numérotés de 1 a n, de la maniére suivante :
Pour tout (i;j) tel que a;; < —1, on place entre les sommets ¢ et j une résistance de ——ﬁ
ohm.

Le circuit ainsi obtenu est connexe. On fixe la masse du circuit au sommet n.

Soit maintenant un sommet j fixé. On applique un courant de 1 ampére entrant en j et
sortant en n. Alors b;; est la tension en volts au sommet 3. La théorie des circuits électriques
linéaires (cf [13]) montre les faits suivants :

- La tension est minimale en n et maximale en j, c’est-a-dire 0 < b;; < b;;.

- Dans chaque branche, U'intensité du courant est inférieure 4 1 ampére.

Les résistances étant toutes inférieures & 1 ohm, on en déduit que la différence de tension
entre 2 sommets adjacents est inférieure & 1 volt.

En considérant un chemin reliant j & n et passant par au plus n — 1 branches, on voit
que l'on a bj; < n — 1. D’ou le résultat. O

Lemme 4.2.2 : Soit L € Pic(X) verticalement positif tel que deg(Lx) > 0. Alors il existe
no > 1 et un diviseur de Weil effectif Vy a composantes verticales tels que L2 (V;) soit ample.

Démonstration : ¢flemme 4.3 de [43] p. 578. On peut aussi le démontrer & 1’aide du lemme
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4.21.0

Théoréme 4.2.3 : Soit £ = (L; | e lsi\c(CO; X)) tel que h soit une assez bonne hauteur
sur X. Soient Z un fermé de X tel que l’application X — Z — B soit surjective, et € > 0.
Alors X — Z admet une infinité de points entiers E vérifiant
(L.L) i

h%(E) < — A( ) + Kx deg([,K) +e€

~ deg(Lk)

Démonstration : On procéde en 6 étapes : grace aux cinq premiéres, on montre qu’il existe
un tel point entier ; dans la sixiéme, on en déduit le théoréme.

FEtape 1 : Quitte a 'agrandir, on peut supposer que Z est purement de dimension 1, et
que pour tout point fermé b de B, Z contient exactement n, — 1 composantes irréductibles
de X;. On peut également supposer que Z a au moins une composante horizontale.

Soit F' —resp. V— la réunion des diviseurs premiers horizontaux —resp. verticaux—
contenus dans Z. On verra aussi F' comme un sous-schéma fermé réduit de X.

D’aprés le lemme 4.2.2, il existe ng > 1 et V; & composantes verticales tels que £%"0(V})
soit ample. Alors pour tout n; > ng, L& (Vp) est ample. On choisit n; tel que deg(Lx)en; >
2(L.Vy), et on pose L; = L&™ ®Ox(Vp). Soit h tel que F = (F; h) soit un diviseur d’Arakelov
C* effectif. Posons N = Ox(—F), et N = [K : Q).

Etape 2 : On cherche un Q-diviseur de Weil effectif D de support V tel que, pour tout
diviseur premier C contenu dans V, on ait (£;.C) + (D.C) = 0.

Soit b € J. Si ny =1, on pose D, = 0.

Supposons maintenant n, > 2. Soient Cj;...; Cy, les composantes irréductibles de Xp,
N
avec C; C V pour 1 < i < ny — 1. Soit m; la multiplicité de C; dans X} : X = > m;C;.
=1

np—1
On cherche Dy = ; Ajm;C; tel que pour 1 < ¢ < mp —1, on ait (C;.Dp) = —(Cj.Ly). En
j=1
posant
= =L miComiCy) et 5= —
TN, e ‘TN,

(mlczﬁl) >0 ,

a,-j

nb—-l
cela revient a résoudre le systéme : aijAj =0; pour 1 <7 <my— 1.
=1

J
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Or la matrice A = [a;;] vérifie les conditions du lemme 4.2.1, donc le systéme précédent
admet une solution (Ay;...;Ap,—1), avec
it ny— 1
b —
0< X< (ny—1)6; < m(xb.cl) = (np — 1) deg(Lx)m1

1=1
On obtient ainsi le Dy cherché. On remarque que

(Dy.L) = bz— \;(m;C;.L) < (ny — 1) deg(Lx ) (Xp.L) = (deg(Lk))*n1(ns — 1) In N,

j=1

Alors D = Y D, est le Q-diviseur de Weil cherché. On remarque que I’on a I'inégalité
beJ

(D.L) < kx(deg(Lk))*n:. |

Prenons ny > 1 tel que D; = nyD soit un diviseur de Weil (& coefficients entiers), et
—~Qn2

posons M= L1 ®6;(D1).

FEtape 8 : Pour toute composante C' de Dy, on a —(D;.C) = ny(L:.C) > 0. On en déduit
que Ox(—D1)|p, est ample sur D; (cf proposition 3.1.1). Il existe donc ng > 1 tel que pour
tout n > ng3, on ait H(Dy; Ox(—nD; — F)ip,) = 0. On en déduit par récurrence les proprié-
tés suivantes, pour tout n > ng :

- Le morphisme I'(nD; + F; Oy p, , p) = I'(ngDy + F; O; b, . ) est surjectif;
- Le morphisme Pic(nD; + F') — Pic(ngD; + F') est un isomorphisme.

D’aprés la proposition 1.2.5, Pic?(nsD; + F) est fini, et contient M nsp,+F, donc il existe
ng > 1 tel que Mﬁ’:“DﬁF ~ Opyp, +F-
Alors, d’aprés la proposition 1.2.2 et la remarque 1.2.4, pour tout n > ng, il existe

U, € I'(nynD; + F; Mﬁ’:ﬂh +r) tel que u, ne s’annule en aucun point de nynD; + F et que

(c- A(M)

N nm) , ol c est une constante.

<
r;l(gllunll < exp

FEtape 4 : Par 'amplitude de £;, on a, pour tout n assez grand, la suite exacte suivante :
0= DXL @N) = T(X; M®™) = T(Z;ME, o) =0 . (1)

Donc, pour tout n assez grand, il existe s, € I'(X; M®™") tel que Spjnnpi+F = Un.
En outre, par application de la proposition 3.3.5, pour tout n assez grand, il existe s/, €
['(X; M®mm)p tel que 8;1| Fe = Unc €t que

1
/ < €én ul’ bl =
r)?(a(mcz)c Isnll < e an(%c llun|l , oulon aposé e Ay nense.
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Alors (s,

n

— 8p)iFe = 0, donc s}, — s, € T(X; LP™™" @ N)g d’aprés la suite exacte (1)
tensorisée.

D’aprés la proposition 4.1.3, T'(X; L&™™" @ N) admet une Z-base (e;...;e,) telle que
pour tout ¢, on ait

max lle:ll < exp(— ]\Lfl)nzmn + e’n)

sl, — Sp s’écrit alors s], — s, = z—il Aie; avec les \; réels. Soient u; 'entier le plus proche de
i, et tp = S, + i uie;. t, est une section globale de M®m4",

La norme dez;\/l/l\@”C étant plus petite que celle de E?nzk N ,on a

r
max lls7, — tall < = exp (-— 1)n2n4n + e’n)

2 N

De plus, on a A(./T/l\) > A(a)nz. On en déduit que

max Itall < (g + ec) exp(—A(]gl)nzn‘;n - e’n)

D’aprés le théoréme de Riemann-Roch sur Xk, on a 7 = O(n). Donc pour n assez grand,
ona ;+e < efm,

Etape 5 : On a tppnmp,+F = Un, donc le support de div(t,) est disjoint de Z. Ecrivons
div(t,) = > LW; + ) p;E; avec les W; premiers verticaux et les E; premiers horizontaux.

i j
Soient jo tel que h'z(Ej,) = mm h>(E;), et E = Ej,. Alors, a l'aide de la proposition 2.5.2,

on obtient

X(C)

ngn(M.L) = Zlh Wi)+ Y p; deg(Ejx)Wz(E;) — / In |[tn|lwz
J

> h%(E) deg(Mx)nqn + A(L7) deg(Lx)nanan — 2deg(Lx)Nen
Or deg(Mg) = deg(Lk)ning, A(a) > A(L)ny, et

~

(L.M) = (£.L)nyny + (L.Vo)ny + (£.Dy)

~ 1
< (L.L)nyins + 3 deg(Lk)ening + /ﬁx(deg(ﬁK)fnlng

Aprés simplifications, on obtient bien

hA(E) < (E.L)

< Geslts) A(L) + kx deg(Lx) +e . (2)
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FEtape 6 : Raisonnons maintenant par ’absurde en supposant que X — Z n’admet qu’un

nombre fini Ey;...; Ey de points entiers vérifiant 'inégalité (2). En appliquant ce qui précéde
k
a Z'=Z U | E;, on voit alors que X — Z admet un point entier E vérifiant I’inégalité (2)

=1
et distinct des F;. D’oul une contradiction. []

Remarque 4.2.4 : La condition X — Z — B surjective est nécessaire a ’existence d’un
point entier sur X — Z. Par ailleurs, on remarque que la borne pour la hauteur dans le théo-

réme 4.2.3 est indépendante de Z.

B.4.3 Un peu de théorie du potentiel

Soit M une surface de Riemann compacte connexe, munie d’une forme volume normalisée
u. On continue d’utiliser les notations du paragraphe 2.1 concernant les fonctions de Green

sur M. Par ailleurs, on pose

1P; QL. = exp 1 1o(P: ) + 9(Q:2) — o(P; Q)]

Ceci mesure la «pseudo-distance» entre P et @ (c’est l’analogue de la distance induite
par la valeur absolue sur C).

Soit maintenant X un compact non vide de M, et x € M — K. Pour une mesure de
probabilité v sur M & support inclus dans K, on pose

u,(P) = — /K In[P; Q.dv(Q)

u,, est la fonction potentiel de v. On a les propriétés suivantes (cf [35], [37]) :

Proposition 4.3.1 : u, est harmonique sur M — (KU {z}), sur-harmonique sur M —{z}.
Au voisinage de xz, on a u, = —%gx +a avec o C™ au voisinage de x et nulle en z. De plus,

on a -00u, = 6; — v au sens des courants.

On définit ensuite 'intégrale d’énergie de v :

I(v) :/’Cuudl/z—ALIn[P;Q]Ju(Q)dWP)

Le potentiel de K par rapport & z est V;(K) = inf[I(v)]. La capacité de K par rapport
v

a1 est v,(K) = e =),
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Si 72(K) > 0 (éesi Vz(K) # +00), il existe une et une seule mesure de probabilité px., réa-
lisant I'inf dans V;(K). pk;z est appelée la distribution & I’équilibre. On note ux,; = Uy -

Proposition 4.3.2 : Soit D, la composante connezxe de M — K contenant z. Alors :
- Sur M — Dy, ux,, est constante égale a V,(K).
- Sur 8D,, on a ux,, < Vi(K) avec inégalité stricte seulement sur un ensemble de capacité
nulle.
- Sur Dy, on a en tout point ux,, < Vz(K).

Remarque 4.3.3 : £ et 0D, ont méme capacité, méme distribution d’équilibre, et méme
potentiel conducteur.

On suppose vz(K) > 0. On définit la fonction potentiel conducteur de K par rapport
a1 gee(P)=2(Vy(K) — ux,s(P)). Elle ne dépend pas du choix de p.

Proposition 4.3.4 : Soient P et Q deuz points distincts de M — K. Alors gx.o(P) =
9;p(Q). On pose gic(P; Q) = gx;p(Q). Alors gk est continue sur (M —K)2—A, ou A désigne
la diagonale de (M — K)2.

Proposition 4.3.5 : Soit P € 0D,. Soit C la composante conneze de 0D, contenant P.
Si C # {P}, alors gx,, est continue en P et gi..(P) = 0.

Si K est la réunion (non vide) de parties connexes non réduites & un point, on dit que K
est 4 bord régulier. Alors pour tout z € M — K, on a v,(K) > 0.

Pour un diviseur D = Y np[P] sur M a support disjoint de K, on notera gx;p = Y npgx;p
la fonction potentiel conducteur de K par rapport & D, et px.p = Y nppx;p la distribution
a ’équilibre correspondante.

B.4.4 Un lien entre intersection et potentiel

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Og. On suppose chaque X,(C) muni d’une

forme volume normalisée. On utilise les notations du paragraphe 4.3.

Soit K un compact de X (C) invariant par conjugaison complexe. Pour ¢ € Gk, on note
K, = X,(C)NK. On suppose K a bord régulier (ie pour tout o € Gk, K, est & bord régulier).
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Pour un diviseur de Weil D sur X tel que D¢ soit & support disjoint de K, notons gx;p
la fonction sur X(C) égale & la fonction potentiel conducteur gk, .p, sur X,(C), et gp la
fonction sur X (C) égale a la fonction de Green admissible gp, sur X,(C).

Proposition 4.4.1 : Posons L = @(D;g]c;p), et Log = (/’);(D; gp). Pour o € Gk,
écrivons D, sous la forme D, =Y n%[P]. On a les formules suivantes :
P

A~

(C.0) = (Eus L) + 0[S nVol,) + 5 3 3y (0. (P3Q) (P @))]
o P P;Q
P#£Q

a
Vo € GK CUE; = UK,;D, = E NplUK, ;P
P

Démonstration : La seconde formule est une application de la proposition 4.3.1.

Montrons la premiére. On pose f = gx.p — gp. f se prolonge en une fonction C? sur
X (C), et pour tout P dans le support de D,, on a f(P) = 2n%Vp(K,).

D’aprés la proposition 2.5.2, on a (EE) = hz(D) + %fxm) gx;pwz = hz(D), puisque la
mesure wz est & support dans 0K et gk;p est nulle sur oK.

De méme, on a (Eadfad) = hEad (D) + % f x(c) IDYE,, = h Zos (D) par définition des fonc-
tions de Green.

Par ailleurs, on a hz(D) — hz, (D) = 5 [x(¢) fOpc- On en déduit le résultat. O

Proposition 4.4.2 : Soient D et E deuz diviseurs sans composante irréductible commune
et tels que D¢ et E¢ soient o supports disjoints de K. Posons D = (D; 9x;p) et E= (E; 9x:8)-
Pour o € Gk, écrivons D, sous la forme D, = ; np[P), et Ey sous la forme E, = % mg[Q)].

On a alors

(D.B) = (D.B); + 5 33 ngmian, (5 Q)
o PQ

En particulier, si D et E sont effectifs, alors on a (ﬁE) > 0.
Démonstration : Posons L = Ox (D). D’aprés la proposition 2.5.2, on a (D.E) = hz(E)+

% [ x(€) IGEWE = hz(E), car la mesure wz est & support dans K et gx.p est nulle sur 9K. Il
suffit alors d’appliquer la proposition 2.5.1 pour conclure. [
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B.4.5 Des théorémes d’approximation

On conserve les notations du paragraphe 4.3. On a les résultats suivants :

Proposition 4.5.1 : Soient Ky un compact a bord régulier de M, U un ouvert de M
contenant Ky, Y une partie finie de M — U, et € > 0. Il existe alors un compact & bord
régulier KC contenu dans U tel que M — K soit conneze et que :

VzeY VPeM Iiz(P) — 9xoie(P)| <L €

S’il existe une courbe algébrique réelle réguliere M’ telle que M = Mg, et si 'Y et Ky
sont invariants par conjugaison complexe, alors on peut imposer ¢ K d’étre invariant par

conjugaison compleze.
Démonstration : cf [37] p. 167. O

Théoréme 4.5.2 : Soient K un compact & bord régulier tel que M — K soit conneze, U
un ouvert de M contenant K, Y = {z1;...;z,} une partie finie de M — U, et € > 0. Alors il
existe & > 0 vérifiant la propriété suivante :

Soient D un diviseur effectif de support Y, et L le faisceau inversible Ox (D) muni de la
structure hermitienne C° telle que ||1|| = exp[—3gx;p]. Notons e = deg(D). Pour 1 <i <,
soit u; € D(zi; Lig;) tel que e7%¢ < |Jugl| < €%. Alors il existe n > 1 et s € D'(M; L") tels
que : '

- Pour tout i, on ait Sz, = uP";
-VPeM |s(P)| <ee;
-VPeM-U |s(P)|| >e e

S’il existe une courbe algébrique réelle réguliére M' telle que M = Mg, et siY, K, D,
(u;) sont invariants par conjugaison compleze, alors on peut imposer & s d’étre invariant par

conjugatson compleze.

Démonstration : cf [37] p. 173-174. O

B.4.6 Le théoréme de type Fekete-Szego

Soit X une surface arithmétique réguliére sur Ok, avec Xg de genre g'. On note « :
X(C) — X(C) la conjugaison complexe.
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On s’intéresse ici au probléme suivant :

On se donne un fermé de Zariski Z de X purement de dimension 1 tel que Z(C) ne soit
pas vide, et un compact K de X(C) invariant par o. On suppose que pour tout o € Gk, le
compact Ky = X,(C) N K est & bord régulier (donc non vide) et est disjoint de Z,(C).

Sous des conditions suffisantes (heuristiquement, on demande & K d’étre assez «gros»),
on cherche, pour tout ouvert U de X(C) contenant X, un point entier F sur X — Z, tel que
E¢ soit & support dans U, avec un contrdle de la hauteur de E.

Dans ce paragraphe et dans le suivant (4.7), on utilisera les notations suivantes :

Soit Zi;...;Z, les composantes de Z, avec Zi;...; Z, horizontales et Zg,y;...;Z, ver-
ticales. Pour 1 < 4 < g, soit gg; la fonction sur X(C) égale & gk, ,z, sur X,(C), et
2,» = (Zi; gx,i). Pour ¢+ 1 <4 < r, on pose Z = (Z;0).

On note alors A la matrice (r;7) de coefficients [(ZZ)] A est symétrique réelle, & coef-
ficients non diagonaux positifs (cf proposition 4.4.2).

Dans tout ce paragraphe, on suppose A définie négative. A~! est alors a coefficients néga-
tifs (cela se démontre comme le lemme 4.2.1). Soit R le vecteur colonne de i-éme coordonnée :
—[k(Z;) : K]si1<i<¢q0sig+1<e¢<r.

On note ();) les coordonnées du vecteur AR, et d = Xq: Xilk(Z;) : K]. On a A; > 0 pour
1<i<q,et \;j>0pourg+1<i<r. =

Théoréme 4.6.1 : On conserve les notations précédentes et l’hypothése A définie négative.
Soient U un ouvert de X(C) contenant K, hi; une assez bonne hauteur sur X, et € > 0.
Alors X — Z admet un point entier E tel que E(C) C U et que

r

1 —_~ AN 1
I < Z : A it
W (E) < pa Ai(M.Z;) + ddeg(MK) +e€

1=
Démonstration :

FEtape 1 : Quitte & restreindre U, on peut supposer U et Z(C) disjoints. En utilisant la
continuité de 'application A — A~! et la proposition 4.5.1, on peut se ramener au cas ol
pour tout o € Gk, X,(C) — K, est connexe, ce que I’on suppose désormais.

On pose N =[K :Q|, F =Y Z;, et N = Ox(—F). On pose aussi Ty = max |(Z;.Z;)|, et
=1 7

— N 9ee(Fk) tra A 1 i 1
co = N=5 7~ Quitte a changer ¢, on supposera ¢ < 36 et € < gaa-
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D’aprés le théoréme 4.5.2, il existe § > 0 (¢ < €) vérifiant la propriété suivante :
—~ ~~ — q —~
Soit L de la forme £ = Ox (Z BiZ; + V), avec B; > 1 et V & composantes verticales.
i=1

Posons e = deg(Lk). Soit u € I'(Fg; Lir,) invariant par a, tel que VP € F(C) e™% <
|u(P)|| < e%. Alors il existe n > 1 et s € I'(X¢; £L3") invariant par a, tel que :

- Sjp = u®";

-VP e X(C) |s(P)|| < e*";

VP e X(C)—U ||s(P)] > e

FEtape 2 : On considére le systéme de r — ¢ équations a r inconnues (v1;...;V,) suivant :

r
Vie{g+1..51y > (ZiZy)v=0
j=1

Soient L ’espace des solutions dans @', et L; ’espace des solutions dans R". Les coeffi-
cients de 1’équation ¢ sont tous des multiples entiers de In IV,, pour un b; € Spec(Og). On en
déduit que L; = L ®g R. Donc L est dense dans L;. Or (Ay;...;\) € Ly, et A; > 0 pour
tout 1 < 4 < q. Donc, en notant n = %;,—‘;, il existe (vq;...;v,) € L tel que |y; — A;| < 1 pour
1 <i<retque % < vy; <2\ pour 1 <14 < gq. Alors, on a automatiquement v; > 0 pour
tout 1 <7 < r (car A[y;] est & coordonnées négatives).

Soit ng > 1 tel que pour tout 1 < i < r, nmoy; soit un entier. D’aprés le lemme 4.2.2, il existe
q
un diviseur effectif V; & composantes verticales et n; > 1 tels que le diviseur n; ) | nov; Z;+ Vo
=1
soit ample.

Soit maintenant (v/.:...:7.) la solution du systéme suivant :
g+ 7T

r

Vie{g+1;...;r} > (2:.2;)v) = —(Z:.Vh)

J=q+1

Alors chaque v, est rationnel et positif. Soit no > 1 tel que pour tout ¢ +1 <7 < r,
noV; soit un entier. Soit mg > miny tel que %":"ng > (Vo.F) + To 3 vj et que 7ng >
J

(Vo.M) + > vi(Z;.M). On pose alors
J
f.l = OX <n3 Z nOl/ij + TL2V0) y D= Z (n3nouj + nQV;)Zj y L= £1 ® Ox(D) .
i=1 j=g+1

q
On note également e = deg(Lx) = nang Y, vj[k(Z;) : K.
j=1
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Résumons les propriétés des objets construits :
- L est ample sur X ;
-Pour 1 <i<gq,ona WE(ZJ + ngnz| < Ne%;
-Pourg+1<i<r,ona (L.Z)=0;
- D est effectif de support LTJ Z;.

i=g+1

Pour démontrer la deuxiéme propriété, on écrit :

Jj=g+1

hf(Zz) —+ ’I’Lg’ng[k(Zz) : K] = NgNng Z(VJ‘ — )\J)(’Z\z/Z';) + n;;(VE)Z,) + no Z V;(Z\Z/Z;) y
j=1

puis on majore chaque terme :

)
hE(Z,) + TL()TL3[]C(Zz) : K]‘ < ’I'LQ’I’L37]T‘TQ -+ ng(%F) + 7’L2T0 Z V; < N€§
J

Etape & : On procéde ici comme dans ’étape 3 de la démonstration du théoréme 4.2.3 :
Ox(=D)|p est ample sur D, donc il existe ny > 1 tel que pour tout n > ny, on ait
HY(D;Ox(—nD — F);p) = 0. On en déduit, pour tout n > ny, les propriétés suivantes :
- Le morphisme I'(nD + F; O}, p) = I'(nsD + F; O, ., ) est surjectif;
- Le morphisme Pic(nD + F) — Pic(nyD + F) est un isomorphisme.

D’aprés la proposition 1.2.5, Pic’(nyD+F) est fini, donc il existe ns > 1 tel que [,ffl':% LR
On.p+r- Alors, d’aprés la proposition 1.2.2 et 1’étape 2, pour tout n > ny, il existe u, €

['(nsnD + F; LI?L’S’;'}, +r) tel que u, ne s’annule en aucun point de nsnD + F' et que

ORI )
n + nsne— ,

5
P — ngnez ) < [lun(P)]| < exp (c+ i -

N 2

ol ¢ > 0 est une constante. On peut supposer ¢ > 1.

VP € F(C) exp(—c +

Par 'amplitude de £, on choisit ng > n4 tel que pour tout n > ng, on ait H(X; LP™" ®
N) = 0; on peut aussi supposer que nsnged > 2c et ng > 2g' — 1. Alors, d’aprés 1’étape 1, il
existe ny; > 1 et sp € ['(X; LB ) tel que, en posant m = nsngny, on ait :

- SojFe = Uc;
-VP e X(C) |lso(P)]| < exp(%m + mee) ;

VP EX(C)~U |so(P)|| > exP(m]g—am - mee).

Soit u € I'(mD + F; L&}, ;) ne s'annulant en aucun point de mD + F et tel que

UlnsneD+F = u';?em'
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Par ailleurs, on a la suite exacte de Z-modules libres suivante :

0= I(X; LF™ QN) = I(X; LE™) — T'(mD + F; Eﬁnnll)ﬁ-F) —0

Il existe donc s, € T'(X; LE™) tel que Syjmp+r = u. Alors s; — so € I'(X; L™ @ N)g. Par
densité de I'(X; LE™ ® N)g dans I'(X; LE™ @ Mg, il existe s; € I'(X; L™ @ N)g tel que,
en posant s = s; + Sg, on ait :

-VPe X(C) |s(P)] < exp(%m + 2mee> ;
VP EX(Q)-U |s(P)|l > exp("5p2m — 2mec).

s est une section rationnelle de £%™.

~ ~~ — k —_~ ——~
FEtape 4 : D’aprés I'étape 1, L2™ g’écrit L2™ = Ox (Z Di>, ol pour chaque %, D; est 'un
=1
des Z; (pour un j € {1;...;r}) ou bien I'une des composantes (verticales) de V;. Pour a > 0
et 1 <b <k, on pose
b

Cogys =T (X; L£eme (zb: Di)) et ks =T (Db; Leme (Z Di) |D,,)

=1 1=1

Pour tout n > k + 1, on a les suites exactes suivantes :
0T, >, =T et 0—-T,_ 1@—>FHQ—>FQ—>O

Soit (fk;;); une Q-base de I'yp contenue dans I'y. Pour tout k + 1 < n < 2k, soit (fp)i
des éléments de I', dont les images dans I';,q en forment une Q-base.

Posons T = X, Z 2 fois (P, et To = exp(""—]\?‘*m - 2mee). On a 3Nee < ngns,
b k j

donc Ty > 1. Soit v > 1 tel que T¥ > %

D’aprés 1'étape 3, on a s = s; + o, avec s; € [y et 55 € I'(X; L™ ® N)g. Donc s, s’écrit
89 = %33, avec s3 € D(X; L™ @ N) et Q > 1. Alors pour tout n > 1, on a
o .
Z Q? 70 @ s
=0
Ai>1 ﬁxe, Q, est un polynéme en n a coefficients rationnels et admettant 0 comme
racine. Il existe donc w > 1 tel que pour tout 7 € {1;...;mv}, 5% soit un entier. Alors, en

posant

1= i=v
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(les produits et puissances sont ici tensoriels), on a s®* = s'+t¢, avec s’ € Ty, simD +r = u®,

ett € F(w—v)k@-

On construit 3 suites (s}), (¢;), (¢;) par récurrence descendante sur 7 :
On pose tyg—vk = tn € Tywk—vkg- Soit 2 € {k+ 1;...;wk — vk}. On écrit ¢ sous la forme
i1=ak+b,aveca>1let1 <b<k.Ona2cas:

- Si Dy est vertical, alors I';_1g = I'ip. On pose donc s} =0, t; =0, et t;_; = ;.

- On suppose maintenant D, horizontal. UIII;: ® tip, est un élément de I}, 40 (uI_le
est une section bien définie de E® ™ car u est partout non nulle le long de D), donc il
s’écrit ) | z; fr+b;|D, aVec les z; ratlonnels. Soit 2 I’entier le plus proche de z;. On pose alors

J
S; = 5(11_1 Zz;.karb;j, t,’i =go! Z(Zj - z;')fk+b;j> ett;_1 =1 — S; — t; On a 8; ey, t; € FiQ, et
J J

ti—1|Dy = 0 dans T'jg, donc ¢;_; € T'i_1p. On remarque aussi que [|¢j]| < ||s|[*~*3 2 1 il
i

On a t; € 'y, donc #; s’écrit ¢, = ) 2; fi,; avec les z; rationnels. Soit z; Pentier le plus
J
proche de z;. On pose sj, = 3 2iki;j, et tj, =ty — sj.
] B
wk—vk
On pose finalement § =s'+ > si. § est une section globale de £L®™.
1=k

wk—vk
On a alors s®¥ — 5= 3 !, donc:

w—v—1 w—v—2

15 = 8l < Th Z Islie=tfae=e < Y fsll®

a=0
ou 1 est une section globale de £L®™.

- Soit P € X(C)—U. Alors on a ||s®¥(P) — 3(P)|| < —T—‘—T Is(P)||* < 1||s(P)]||*. Donc
15(P)|| > $lls(P)||* > 0. On en déduit que 3¢ ne s annule en aucun point de X (C) —

- Soit P € X(C). On a, de maniére similaire, ||s®*(P)—3(P)|| < Lexp (@I\%mw+2mwee) :
On en déduit

n
15(P)| < = exp(LN:imw + meee) < exp(%%mw + 3mwee)

- Enfin, on a §j,p4r = 5|mD+F = u®¥, et mD + F est de support Z.
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Etape 5 : On écrit div(5) = Y L,W; + ) p;E; avec les W; premiers verticaux et les E
v 5 7
premiers horizontaux. Soient jy tel que h'/q(Ejo) = m]_in h;q(Ej), et E = E;,. Alors, d’aprés

I'étape 4, E et Z sont disjoints, et £(C) C U. On écrit alors, comme dans I’étape 5 de la
démonstration du théoréme 4.2.3 :

mw(L.M) > ho(E)ymwe — / In ||3||lwi
X(0)

Aprés simplifications, en posant ¢; = 81:’;0 et c; = 3deg(Mk)N, on obtient :

(E) < 22

ho . [deg(MK) +e+ i Vl(ﬁ/t\Z)] +coe

=1

avec |v; — | < cre et e

¢ dl < code. On en déduit le théoréme. OJ

Remarque 4.6.2 : En vertu de la proposition 2.3.2, la condition A définie négative est
équivalente & det(—A) > 0.

B.4.7 L’équidistribution dans le cas critique

On conserve les notations du paragraphe 4.6 concernant X, Z, K, les Z, A. On suppose
maintenant A négative non définie, et le morphisme X — Z — B = Spec(Ok) surjectif. La
matrice A étant a coefficients non diagonaux positifs, il existe alors un vecteur colonne [A;]
dans Ker(A) — {0} tel que : A; > 0 pour tout ¢ € {1;...;r} (c’est une conséquence du

g
théoréme de Frobenius). On pose d = Y A\;[k(Z;) : K] > 0.
=1

Soit (E,)a>0 une suite injective de points entiers sur X — Z vérifiant :
Pour tout ouvert U de X(C) contenant K, il existe ng tel que pour tout n > ng, on ait
E,.(C) cU.

On pose e, = deg(Enrk). On note pi,; la mesure sur X(C) égale, sur chaque X,(C), &
Ux,:z:.,- La proposition suivante est une généralisation du théoréme d’équidistribution de Bilu
[7] (cf aussi [38]) :

Proposition 4.7.1 : Avec les notations précédentes, et sous les hypothéses X — Z — B
surjectif et A négative non définte, la suite de mesures ééEnc) converge faiblement vers

g
3 21 Aibbicsi-
i=
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Démonstration : Posons v, = 5 Ency €6 Voo = 5 Z Ailtic;i- On s’inspire de la démonstration

de la proposition 4.1.4 : Soit f une fonction C'* sur X (©), et soit € > 0.
Soient (a;) des rationnels tels que :
- Pour tout 7 € {1;...; —%'geetaizo;

q
- On ait Z az[k(Z,) : K] =1.
i=1

o~ — T o~
Soit n; > 1 tel que pour tout 1 < ¢ < r, nya; soit un entier. On pose £ = Ox (Z nla,-Z,).
i=1

On pose aussi Ty = max|(Z Z)|, Ty = Zf[fmm, et co = T + Tt + 3| fll %

L’hypothése vérifiée par la suite (E,) implique que : limA%(E,) = 0. Soit maintenant
n
teRetL;=LQ Ox(0;tf). Alors, d’aprés la proposition 4.1.1, on a : lim infh’Et(En) >

@;ﬁ—tl En explicitant les deux membres (c¢f proposition 2.5.3), et en utilisant I'inégalité
I(L', L’)| < r¥Tyn2€?, on trouve

q 2
t
im inf o fvn) > —r?Ton,é + ;:1 o faibic, 2n1”f | Dir

En choisissant ¢ = ny¢, on obtient : liminf [ fv, > [ fre — coe.
En choisissant ¢ = —ny¢, on obtient : limsup [ fu, < [ freo + €.
D’ou le résultat. O

Remarque 4.7.2 : Dans la proposition 4.7.1, 'hypothése det(A) = 0 est suffisante, car
X — Z — B est alors surjectif (cf remarque 4.2.4), et on montre aisément, 3 ’aide de la
proposition 4.1.1, que I'existence de la suite (E,) implique la négativité de A.



Chapitre C

Les dimensions supérieures

Un résumé du chapitre

Dans tout ce chapitre, les faisceaux inversibles hermitiens considérés sont supposés C*®
(¢f Remarque A.2.1).

On commence par quelques rappels de la théorie des hauteurs (paragraphe 1.1) dévelop-
pée par Bost, Gillet et Soulé.

On démontre ensuite le théoréme de Rumely effectif (théoréme 2.1.3), par récurrence sur
la dimension de Y. L’ingrédient clef est alors le théoréme d’amplitude arithmétique de Zhang
(théoréme 2.1.1) ; on obtient un diviseur vérifiant de bonnes propriétés d’horizontalité, et de
hauteur majorée (cf proposition 2.1.2). Cette preuve s’inspire des travaux de Moret-Bailly
[30] et d’Ullmo [42].

On en déduit une application aux schémas abéliens (proposition 2.2.1).

Ensuite, on donne un théoréme de Bertini arithmétique (théoréme 3.3.3). L’idée de la
démonstration est d’utiliser la dualité entre points entiers et hyperplans dans ’espace pro-
jectif. Par les théorémes de Bertini classiques (théoréme 3.1.1), on voit que les propriétés que
l’on veut conserver sont «génériquement vraies» et constructibles, donc vraies sur un ouvert
adéquat de I’espace projectif dual (cf proposition 3.2.1). Il suffit alors de prendre un point
entier (donné par le théoréme 2.1.3) sur cet ouvert et d’utiliser la dualité.

Enfin, on démontre, & aide du théoréme 2.1.3, une version effective d’un résultat de Sko-
lem (proposition 4.1.1), ainsi qu’un résultat d’existence de «petites» solutions d’une équation

diophantienne (proposition 4.2.1).

49
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C.1 Les préliminaires

C.1.1 Un peu de théorie des hauteurs

Soit X une variété arithmétique de dimension d > 1. Pour 0 < p < d, on désigne par
Z,(X) le groupe des combinaisons Z-linéaires de sous-schémas fermés intégres de dimension
p. On définit aussi (cf [20] p. 485, [9] p. 933) le groupe de Chow arithmétique de dimension
p, noté 51\{,,()().

Soit D € CH, (X). On lui associe un réel d/eg(ﬁ), appelé le degré arithmétique de D,
défini de la maniére suivante :
D s'écrit D = (Z n;lzi); u) pour un 7 > 1, des points fermés z; de X, des n; € Z, et un

=1

(d —1;d — 1)-courant u sur X (C). On note k(z;) le corps résiduel en z;. On pose alors
— T 1
deg(D) = an In #k(z;) + 3 /Xm) 7
=1 \

On définit ainsi un morphisme de groupes Ee\g . CH o(X) — R. Cette définition du degré
arithmétique est bien siir compatible avec celle donnée au paragraphe B.1.1.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on se fixe une variété arithmétique X de dimension
d > 1 et L € Pic(X). Rappelons que I’on note w; la forme de courbure de Lc sur X(C) (cf
paragraphe A.2). :

Pour 1 < p < d, on définit la premiére classe de Chern arithmétique ¢; (E) :CH »(X) —
El?{p_l(X ), qui est un morphisme de groupes. Celui-ci est caractérisé par la propriété sui-
vante :

Si Z est un fermé intégre de X, g un courant de Green pour Z, et s une section rationnelle
non nulle de £z sur Z, alors on a

~

a(L)(Z;9) = (div(s); wpAg—2In '|5C”5Zc)

Soit maintenant p € {0;...;d}, et D € Z,(X). Soit g un courant de Green pour D. Le
réel
hz(D) = deg [51(5)”(0; 9) = Qw3 A g)]
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ne dépend pas du choix de g. On ’appelle la hauteur de D relativement & L. Cette définition
est compatible avec celle donnée au paragraphe B.2.5.

Soit Y un fermé intégre horizontal de dimension p tel que deg, (Yq) > 0. La hauteur
normalisée de Y relativement & £ est le réel

__he(Y)
deg,CQ (YQ)p

Pour obtenir la compatibilité de cette définition avec celle utilisée au chapitre B (cf pa-

hz(Y)

ragraphe B.4.1), il faut normaliser cette derniére par un facteur [K : Q).

Proposition 1.1.1 : Soient Y un fermé intégre de dimension p, n un entier > 1, et s
une section rationnelle non nulle de ﬁ%," sur'Y. Alors on a

ha(Y)n = h(div(s)) - / In Jsclu?"
Y(©
(On convient que l’intégrale est nulle si Y est vertical).

Démonstration : Cest la proposition 3.2.1 (iv) de [9] p. 949. En fait, cela découle de la
propriété caractéristique de ¢ (L). O

Dans la suite de ce paragraphe, on se donne un fermé intégre horizontal Y de dimension
.

Le R-espace vectoriel I'(Y; E%,”)R s’identifie & I’espace des sections holomorphes de Lqy,
sur Y (C) invariantes par conjugaison complexe. Il est naturellement muni de la norme || ||o

i = P

définie par [|sfloo = max [[s(P)Il-

Lemme 1.1.2 : On suppose L ample et wz semi-positive. Soientn > 1, et s € T'(Y; [,ﬁ’,”)—
{0}. On écrit div(s) = > miF; + > 1;V;, avec les F; intégres horizontauz et les V; intégres

i J

verticauz.

Alors il eziste 1o tel que (p — 1)h%(Fy) < hA(Y)p+ Ln|s¢(loo-

Démonstration : Soit 1o tel que h'~(Fj;) = min A’(F;). On a alors :
1
#(div(s Z mshz(F;) + Z Lihz(V5)
g

> (p — 1)hz(F, Zmz deg,, (Fi) = (p— )hIE(Fio) deg,, (Yo)n
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Par ailleurs, on a :
/ In [lscllw?™ < In scles / W = In [ scllo degzq (Vo)
Y(C) Y(C)

On utilise alors la proposition 1.1.1 pour conclure. [J

Définition : On dit que h; est une bonne hauteur lorsque £ est ample et w; semi-
positive. On pose alors Az(Y) = irElf h>(E), ot E parcourt 'ensemble des points entiers sur
Y. C’est un réel (cf [9] p. 954).

C.1.2 Quelques résultats

Voici quelques résultats dont on aura besoin dans la suite. On commence par quelques
rappels sur la constructibilité (cf aussi [22] p. 2-4 et 36).

Pour un schéma 7" de type fini sur un corps, notons 72(7) le nombre géométrique de com-
posantes irréductibles de 7" sur ce corps.

Définition : Soit X un schéma noethérien. Une partie W de X est constructible lors-
T
qu’elle peut s’écrire W = | (U; N F;), avec un r > 1, des ouverts U; et des fermés F;.

=1
L’ensemble des parties constructibles de X est stable par réunion finie, intersection finie,
et passage au complémentaire.

Proposition 1.2.1 : Soit f : X — Y un morphisme de type fini entre schémas noethé-
riens, et soit ng > 1.

a) Alors Uensemble des y € Y tels que la fibre f~'(y) = X, soit lisse sur k(y), est
constructible.

B) De méme, l’ensemble desy € Y tels que T(X,) = ny est constructible. En particulier,
Pensemble desy € Y tels que X, soit géométriqguement irréductible sur k(y), est constructible.

Démonstration : cf [21] p. 82 et 94. O

On note By = Spec(Z). Par ailleurs, on convient que le mot «composante» sous-entend
«composante irréductibley.

Proposition 1.2.2 : Soit Y un schéma projectif et plat sur Z, purement de dimension
p > 1. Alors il existe un fermé F horizontal purement de dimension 1 tel que :
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- Tout fermé irréductible vertical de dimension p — 1 (ie toute composante de chaque fibre
spéciale du morphisme Y — By ) rencontre F ;
- Chaque composante de Y contienne une composante de F'.

Démonstration : 11 existe un corps de nombres K tel que les composantes Z;;...; Z, de
Yk soient géométriquement irréductibles sur K. On pose B = Spec(Og). Le changement de
base p : B — By induit un morphisme p; : Yy, — Y. Soit ¥; 'adhérence de Z; dans Yop,.
Alors Y/;...; Y, sont les composantes de Yo, .

Par constructibilité (cf proposition 1.2.1 ), il existe un ensemble fini A de B tel que, pour
tout ¢ € {1;...;7} et tout b € B — A, la fibre Y}, de Y] au-dessus de b soit géométriquement
irréductible sur k(b). Soit z; un point fermé de Z;.

Soit F; ’adhérence de {p;(z1);...;pi(z,)} dans Y. Chaque composante de Y contient
alors une composante de Fj. De plus, pour tout b € By—p(A), chaque composante de la fibre
Y, rencontre Fj.

Il reste a traiter le cas de I’ensemble fini J des composantes des fibres de Y au-dessus
des points de p(A). Pour V € J, soient zy un point fermé de V, et Ey un fermé irréductible
horizontal de dimension 1 passant par zy .

Le fermé F = F1 U |J Ey convient alors pour la proposition. [J

veJs

Proposition 1.2.3 : Soit F' un schéma réduit, projectif et plat sur Z, purement de di-
mension 1. Il existe alors c et ng > 1 vérifiant :

Pour tout L € P/);Z(F) et tout n > 1, il eziste u € T'(F; L®"™) ne s’annulant pas sur F,
tel que ||uc|loo < €79, 0th @ = mcgn h’E(C’), C parcourant les composantes intégres de F.

Démonstration : Comme Pic(F) est fini (c¢f proposition B.1.2.5), il existe ng > 1 tel que
pour tout £ € Pic(F), on ait L™ ~ Op. On-applique alors la proposition B.1.2.2. O

On rappelle ensuite la proposition suivante, due & Zhang (c’est une généralisation de la

proposition B.3.1.3) :

Proposition 1.2.4 : Soient X une variété compleze projective lisse, purement de di-
mension d > 1, et L un faisceau inversible hermitien sur X tel que L soit ample et que la
courbure de L soit semi-positive. Soient Y et Z deuz fermés de Zariski de X, avec Z C Y.
Soit enfint € I'(Z; Lyz), et € > 0.

Alors, pour tout n assez grand, il existe s € ['(Y; ﬁﬁ,") tel que 51z = t®" et que ||s]|o <

etz
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S’il eziste une variété algébrique réelle X' projective lisse telle que X = X¢, et si E, Y,

Z, t sont invariants par conjugaison compleze, alors on peut imposer o s de l’étre aussi.

Démonstration : D’aprés le théoréme 3.5 (1) de [44] p. 200, quc est «semi-ampley (au
sens de Zhang) sur Y. On applique alors le théoréme 3.3 de [44] p. 198. O

Terminons ce paragraphe par I’énoncé du critére de platitude par fibres :

Proposition 1.2.5 : Soient f : X = Y et h: Y — B des morphismes entre schémas
noethériens, et € X. On pose g = ho f,y = f(z), b= h(y) = g(z), et fo: Xp = Yy le
morphisme induit par f entre les fibres au-dessus de b. Les conditions suivantes sont alors
équivalentes :

- g est plat en x et f, est plat en x;

- h est plat en y et f est plat en .

Démonstration : cf [21] p.138. O

C.2 Le théoréme de Rumely effectif

C.2.1 Le théoréme

Dans tout ce qui suit, X est une variété arithmétique de dimension d > 2. C’est ’espace
ambiant dans lequel on travaille par la suite. On se donne aussi £ € Isl\C(X ) tel que L soit
ample et que la courbure w; de Ec soit semi-positive.

Soit enfin Y un fermé intégre horizontal de dimension p. Le R-espace vectoriel I'(Y; L%,")R
est muni de la norme || || (cf paragraphe 1.1 pour les définitions de || ||o et de Az(Y)).

Rappelons le résultat suivant, dt & Zhang (ce résultat généralise le théoréme B.3.1.2) :

Théoréme 2.1.1 : Soit Z un idéal cohérent non nul de Oy, et soit € > 0. Posons
T, = I(Y; Eﬁ,“ ® I). L’injection Ty, < [(Y; Eﬁ,”) munit naturellement l’espace Tpr de la
norme || ||oo-

Alors, pour tout n assez grand, il existe une base (s1;...;sy) du Z-module libre T, telle
que

Vie{l;..;N}  [lsiclloo < exp(—AE(Y)n-l— en)
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Démonstration : C’est une variante du corollaire 4.8 de [44] p. 207. O

Proposition 2.1.2 : Soient Y un fermé intégre horizontal de dimension p > 2, et Z un
fermé horizontal de Y purement de dimension p — 1. Soit € > 0.

Il eziste n > 1 et s € T(V; L) tels que :
- Le schéma des zéros de s|z soit horizontal purement de dimension p — 2 ;
- On ait ||sclleo < exp(—AE(Y)n + en).

Démonstration : D’apreés la proposition 1.2.2, il existe un fermé F' de Z horizontal pure-
ment de dimension 1 tel que :
- Tout fermé irréductible vertical de Z de dimension p — 2 rencontre F';
- Chaque composante de Z contienne une composante de F.

Soit Z l’idéal définissant F' dans Y. Posons I', = I'(Y; L‘,%/" ® I). Par amplitude de Ly,
on a, pour tout n assez grand, la suite exacte de Z-modules libres suivante :

0T, =T LF) = T(F L) =0 . (%)

D’aprés la proposition 1.2.3, il existe n; > 1 et u € I'(F; LS,"I) ne s’annulant pas sur F,

et tel que |Juc||oo < e~ Az(YImitent,

D’apreés la proposition 1.2.4, il existe v € I'(Y; L@"‘”)R tel que vy, = uf™ et que ||v]joo <
e ucll2.

Par ailleurs, d’aprés la suite exacte (), il existe ¢t € T'(Y; /.',g,"l") tel que ¢jp = u®". Alors
(v —tc)|re = 0 donc v — t¢c € [pg.

D’aprés le théoréme 2.1.1, il existe s’ € ', tel que I’on ait la majoration :
”'U —tc — S{C“oo < e—AE(Y)nln—i-enln'

On pose s = s’ +t. On a alors ||s¢lee < e~ Az(Y)mnt3emn Ft par construction de F,
le schéma des zéros de sjz ne contient pas de composante de Z et n’a pas de composante

verticale. (J

Théoréme 2.1.3 : Soient Y un fermé intégre horizontal de dimension p > 2, et Z un
fermé de Y ne contenant aucun fermé irréductible vertical de dimension p — 1. Soient € > 0,
et Y. l’ensemble des points fermés x de Yg tels que l’adhérence E = m (dans Y) soit un
point entier sur Y — Z vérifiant hiz(E) < h(Y)p — (p — 1)Az(Y) + €.

Alors Y, est Zariski-dense dans Yy (donc infini).

Démonstration : Montrons d’abord qu’il existe un point entier E sur Y — Z tel que

he(E) < hp(Y)p— (p—-1DAz(Y)+e . (1)
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Quitte a 'agrandir, on peut supposer Z horizontal purement de dimension p — 1. On

procéde alors par récurrence sur p :

Supposons p = 2. La proposition 2.1.2 fournit une section s € I'(Y; [,%/") — {0} telle que
div(s) et Z soient disjoints et que ||sc||eo < e AEMFeR On écrit div(s) = 3. m;F; + Y L;V;,
- .

j
avec les F; intégres horizontaux et les V; intégres verticaux. D’aprés le lemme 1.1.2) il existe
io tel que h'x(F;,) < 2h%(Y) — Az(Y) + €. Donce E = F;, convient.

Supposons maintenant p > 3. D’aprés la proposition 2.1.2, il existe s € F(Y;,Cﬁ,") tel
que :
- Le schéma des zéros de sz soit horizontal purement de dimension p — 2;
- On ait ||s¢||eo < e~ Az(YInten/2,

On écrit div(s) = > m;F; + > 1;V;. D’aprés le lemme 1.1.2, il existe 4o tel que (p —
i J

h%(Fyp) < ha(Y)p — Az(Y) + 5.

On pose Y' = F,, et Z' = Z N F,,. Alors, par hypothése de récurrence, il existe un
point entier E sur Y’ — Z' tel que hiz(E) < (p — 1)h(Y") — (p — 2)Az(Y") + 5. Alors
E est un point entier sur Y — Z, et sachant que Az(Y") > Az(Y), on obtient h%(E) <
Ky (V)p — (0~ DAZ(Y) +c.

D’ou le résultat.

Raisonnons maintenant par ’absurde en supposant que ), n’est pas Zariski-dense dans
Yo. En appliquant ce qui précéde & Z’' = Z U Y., on voit que Y — Z admet un point entier F
vérifiant I’inégalité (1) et de point générique non contenu dans ). D’out une contradiction.
a

C.2.2 Une application aux schémas abéliens

Soient X un schéma abélien sur Ok de dimension d > 2, et e € X (Ok) sa section neutre.
On pose B = Spec(Ok). Pour tout entier non nul m, on note [m] : X — X le morphisme de
multiplication par m.

Soit £ un faisceau inversible ample sur .X, symétrique (ie [-1]*L ~ L sur X), et rigidifié
(te e*L >~ Op sur B). Par le théoréme du cube, on en déduit naturellement, pour tout m # 0,
un isomorphisme [m]*£ ~ £®™ sur X
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Posons A = Xk et L = Lg. Pour un point fermé z de A, on note ﬁL(x) la hauteur de
Néron-Tate de z relativement & L.

Proposition 2.2.1 : Soit U un ouvert de X tel que 'application U — B soit surjective.
Soient € > 0, et A, 'ensemble des points fermés x de A vérifiant : izL(x) < € et l’adhérence
{z} dans X est un point entier sur U.

Alors A, est Zariski-dense dans A.

Démonstration : 1l existe, d’aprés [28] p. 50-52, une unique famille C* de normes hermi-
tiennes || || sur L¢ & courbure invariante par translations (ie une «métrique du cubey), telle
que pour tout m # 0, I'isomorphisme [m]*£ ~ £®™ devienne une isométrie.

On pose £ = (£L;]| ||)- Si z est un point fermé de A et E est Padhérence {z} dans X,
alors on a h>(E) = hi(z) (cf[1] p. 150). En particulier, on a Az(X) = 0. Par ailleurs, on a
hz(X) = 0 (cf [40] p. 344). 11 suffit alors d’appliquer le théoréme 2.1.3. O

C.3 Une application : Bertini arithmétique

C.3.1 Le théoréme de Bertini classique

Lorsque A est un anneau et M un A-module localement libre de rang fini 7 + 1, on notera
P(M) le A-schéma Proj[Sym(M)].

Soient donc A un anneau, et M un A-module localement libre de rang r + 1. On pose
B = Spec(A), P = P(M), et PV = P(M"). Soit H C P xpP¥ ’hyperplan universel (pour des
précisions sur ses propriétés, on pourra consulter [14] p. 122-124, ainsi que [15] p. 306-307).
On a la propriété universelle suivante :

Pour tout A-schéma T, ’ensemble P(T") des A-points de IP & valeurs dans T est en bijection
avec I’ensemble des hyperplans de Py, par ’application qui & ¢ : T — P associe Hy = HxpT.

Voici maintenant le théoréme de Bertini «générique» dont on aura besoin dans la suite :

On suppose que A = k est un corps (M est alors un k-espace vectoriel de dimension 7 +1).
Soit X C PV un sous-schéma fermé purement de dimension d > 2.

On pose H' = H xpv X = HN (P x; X) (intersection dans P x; PV), et 7 : H — P le
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morphisme induit par la premiére projection. Pour ¢ € P(k), on a H, = Hy N X (intersection
dans PV). ‘
Notons 7 le point générique de IP. On considére Hj, = 7~'(n) comme k(n)-schéma.

Théoréme 3.1.1 : On a n(H) = n(X). En particulier, si X est géométriquement irré-
ductible sur k, alors H, I’est sur k(n).
De méme, si X est lisse sur k, Hy est alors lisse sur k(n).

Démonstration : C’est une variante de [22] p. 89. O

On en déduit, a aide d’un argument de constructibilité, le théoréme de Bertini classique

(ie sur les corps) :

Corollaire 3.1.2 : On suppose le corps k infini. Il existe alors une infinité d’hyperplans
H de PV vérifiant n(H N X) = n(X).

Si de plus X est lisse sur k, alors il eziste une infinité d’hyperplans H de PV tels que
HN X soit lisse sur k.

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le théoréme 3.1.1 puis la proposition 1.2.1, et de
remarquer que pour tout ouvert non vide U de P, ’ensemble U(k) est infini. O]

C.3.2 La partie algébrique

Soient K un corps de nombres, et M un Og-module localement libre de rang r + 1. On
pose B = Spec(Ok), P =P(M), P¥ =P(MV), et 8 la projection P — B. Soit H C P x g PV
I’hyperplan universel.

Soit maintenant X C PV une variété arithmétique sur O de dimension d > 3, et f :
X — B le morphisme structural.

On pose H' = H xpv X = HN (P xg X) (intersection dans P xg PV), et 7 : H — P le
morphisme induit par la premiére projection. Pour ¢ € P(T), on a ]I-]I’¢ =H xpT =Hy N X7
(intersection dans PY.).

L’objectif des théorémes de Bertini est de relier les propriétés du morphisme 7 (en parti-
culier celles de ses fibres) a celles de f.
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Soit Uy ’ensemble des y € P tels que pour tout z € H, = 7~ 1(y), m soit plat en z. U, est
un ouvert non vide de P, au-dessus duquel les fibrés de 7w sont purement de dimension d — 2

(et non vides).

Soit J I'ensemble fini des b € B tels que X, = f~!(b) ne soit pas lisse sur k(b). On désigne
par W l'ensemble des y € Uy vérifiant : §(y) € B — J, et Hf, est lisse et géométriquement
irréductible sur &(y).

On pose aussi, pour b € J, W, égal & 'ensemble des y € Uy tels que : B(y) = b et

(H,) = 1(Xe).

La proposition suivante, qui s’intéresse & W' = W U |J W,, est la partie algébrique du
beJ
théoréme de Bertini arithmétique que ’on veut démontrer :

Proposition 3.2.1 : L’ensemble P — W' est contenu dans un fermé horizontal purement

de codimension 1 dans P.

Démonstration : On remarque d’abord que W et les W, sont constructibles (¢f proposition
1.2.1), donc W' l’est aussi.

Pour b € B, notons 7, le point générique de P, = §71(b). Alors H' est plat sur B, et
m : H — P, est plat en tout = tel que my(z) = my (car Op,y, est un corps). Donc par le
critére de platitude par fibres (proposition 1.2.5), on a n, € Uy, et ce pour tout b € B.

Soit maintenant b € B—J. X, est géométriquement connexe (théoréme de Zariski) et lisse,
donc géométriquement irréductible. D’aprés les théorémes de Bertini classiques (théoréme
3.1.1), H;, est donc lisse et géométriquement irréductible sur k(n); d’ou 7, € W.

De méme, en prenant cette fois b € J, on a, par le théoréme 3.1.1, la relation n(H,, ) =
(Xy), ey € Wh.

Finalement, on a montré que 7, € W' pour tout b € B. Sachant que P — W' est construc-
tible, on en déduit le résultat. [J

C.3.3 La version effective

Rappelons que 'on note Gx I’ensemble des plongements K <+ C. On conserve les nota-
tions du paragraphe 3.2, en supposant de plus que M est hermitien :
Pour chaque o € Gk, le C-espace vectoriel M, = Mg ®, C est muni d’une norme hermi-
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tienne || ||, ; et la famille (]| ||,), est invariante par conjugaison complexe.

On a alors, sur £ = Opv(1), la structure hermitienne de Fubini-Study :
Pour o € Gk, on a PY(C) ~ (M, — {0})/C*. Soit s € I'(IP}; L,) ~ M,/. On pose

ls(@)ls = ’”—‘”l pour z € (M, — {0})/C" .

De méme, en munissant MV des normes hermitiennes duales, on a la structure hermi-
tienne de Fubini-Study sur M = Op(1).

Remarquons par ailleurs que si L est une extension finie de K, Xo, est une variété
arithmétique sur Oy,.

On pose, pour n > 1, a, = Y. 1. Par ailleurs, on définit d/éE(JT/[\) = d/e\g(A”’lM)

hyoco(B). =

ATHIM

Le lemme qui suit relie les hauteurs dans IP et dans PV :

Proposition 3.3.1 : Soient L une extension finie de K, et ¢ € P(Or). On note E I’image
de ¢ dans P; c’est un point entier sur P. On a alors :

. 1, deg(M) a,—1
hEOL (Hy) = ;hM(E) B r[K : Q) * 2

Démonstration : On pose ici, pour un fermé Y intégre horizontal de IE"BL de dimension p :

o deg(M) a,—1
h(Y)_hfoL(Y)+p[K:Q]_ T

h' est la «hauteur projective» de Bost, Gillet et Soulé (cf [9] p. 964), normalisée comme dans

le paragraphe 1.1.

Le morphisme ¢ définit un Or-module inversible F' et un morphisme surjectif de Op-
modules My, — F. Soit N le noyau de ce morphisme, de sorte que I'on a une suite exacte
de Or-modules localement libres :

0—+N—=Mp, »F—0

On a alors Hy = P(NV), et 'immersion H, < Py, est induite par le morphisme surjectif
- de Op-modules My — NV.
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On munit N et F des normes induites par Mo, . D’un c6té, on a A/ (E) deg(p) . Et de

l’autre, on a, d’aprés la proposition 4.1.2 (ii) de [9] p. 965 :

r[L : QI (Hy) = deg(Mo, ) — deg(V)

Or, par a additivité du degré arithmétique (cf [24] p. 106), on a la relation d/e\g(]/W\OL) =
deg(F) + deg( V). On en déduit h'(Hg)r = h’5(E). D'ot le résultat. O

Le lemme suivant est une forme faible du théoréme de Bézout arithmétique :

Proposition 3.3.2 : Soit H un hyperplan de PY, ne contenant pas Xo,. On a alors :
OL L

(d— D)k (HNXo,) < Ky (H)r+hy(X)d+ ‘[‘eg(g]) Sla—1) - 22

Démonstration : D’aprés le théoréme 5.4.4 (i) de [9] p. 1007, on a
(d— 1)K (HNXo,) < W (Xo,)d+ H(H)r

oul h' désigne, comme dans la démonstration de la proposition précédente, la hauteur projec-
tive normalisée. On en déduit le résultat en remarquant que hlio (Xo,) =h3x(X). O
L

Théoréme 3.3.3 : Soit € > 0. Il existe une extension finie L de K et un hyperplan H
de Py, tels que, en posant B' = Spec(OL) et en notant g : B' — B le morphisme induit par
Ok <= O, on ait :

- Le fermé X' = HN Xp, est une variété arithmétique sur O, de dimensiond —1;

- Pour tout b € B’ tel que g(b) € B — J, X} est lisse et géométriquement irréductible sur
k(b) ;

- Pour tout b € B' tel que g(b) € J, on a u(X}) = A(Xyw)) ;5

- L’inégalité suivante a lieu :

deg(ZT/I\) r+1 T Q-1
/ ! ! . - - - at

Démonstration : D’aprés la proposition 3.3.1, il existe un fermé horizontal Z purement
de codimension 1 dans P tel que P — Z ¢ W'. D’aprés le théoréme 2.1.3, il existe alors un
point entier E sur P — Z tel que

Wa(B) < (r+ DhG(P) — Ag®)r+e . (1)
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Il existe une extension finie L de K et ¢ € P(Op) tel que FE soit I'image de ¢ dans P.

On pose H = Hy, X' = H, = HN Xo,, B' = Spec(Oy) et g : B' — B le morphisme
induit par 'injection O — Of.

On a E C Uy, donc X' est plat sur Or. De plus, pour b € B', on a X; = H:p(b)' On en
déduit que X} est purement de dimension d — 2 (et non vide). En outre, si g(b) € B —J, X}
est lisse et géométriquement irréductible sur k(b) ; et si g(b) € J, on a 7(Xj) = 7(Xyp))-

Cela implique que X' est une variété arithmétique sur Oy, de dimension d — 1.

Pour finir, on sait que (r + 1)h’ﬂ(]P’) =g, — 2 + d—ﬁ%% (cf [9] p- 965). Ceci, associé a

la proposition 3.3.1 et & I'inégalité (1), nous donne

. (H)r < (2r + 1)% —r—Ag(P)r +e

‘COL

La majoration de (d — 1)h% (X') s’en déduit 4 I'aide de la proposition 3.3.2. O

oL,

C.4 Quelques exemples

C.4.1 Le probléme de Skolem effectif

Soit r > 1 fixé. Dans toute la suite, on mesure la complexité des éléments de Z~  1’aide
de la hauteur normalisée suivante :

Soit (z1;...;z,) € Z' . Soit L un corps de nombres contenant tous les z;. On pose alors
1
W(zi;..520) = = Z lnmax(l; ]U($1)|§---;|U($r)l>
[L ) Q] oc€GL

Ce réel positif ne dépend pas du choix de L.

On s’intéresse ici au probléme suivant :
Soient K C Q un corps de nombres, et F un polynéme & r variables et & coefficients dans
Ok. Existe-t-il z = (21;...;2,) € Z tel que F(z1;...;z,) soit inversible dans Z ?

Soit I 'idéal de Ok engendré par les coefficients de F. On voit aisément que si un tel
z existe, alors on a I = Og. Réciproquement, Skolem a démontré que cette condition est
suffisante (cf [30]). On donne ici une version de ce résultat avec controle de la hauteur :

Proposition 4.1.1 : On suppose I = Ok. Alors pour tout € > 0, il eziste z € Z  tel que
F(z) soit inversible dans Z et que h' (z) <e.
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Démonstration : On pose X = Pp = Proj (OK[XO; e XT]), G(Xo; . ..; X;) le polynéme
homogeéne associé & F', et Z le fermé de Zariski de X défini par 'idéal homogene (X,G). Soit
L le faisceau inversible O(1) sur X muni de la structure hermitienne suivante :

Pour 0 € Gk, on a Xg((C) ~ (C*! — {0})/C*. Par ailleurs, toute section globale s de

O(1), sur X, s’écrit s = ) a;X; pour des a; € C. On pose alors
=0

.zz

||3HL°°(Zo; .. -;Zr) = pour (zo;...;zr) € XU(C) ;

max [z |
0<i<r

Cette structure hermitienne n’est pas C'*°, mais elle est limite uniforme d’une suite de
structures C* & courbures semi-positives. On peut donc (cf [44] p. 214) appliquer a L les
résultats du chapitre C. On vérifie alors les égalités h%(X) = 0 et Az(X) = 0.

Par ailleurs, ’ensemble des points entiers sur X — Z est en bijection naturelle avec 1’en-
semble S = {z € Z'|F(z) € Z'} modulo P’action du groupe de Galois de Q sur K.

L’hypothése I = Ok assure que Z ne contient aucun fermé vertical de dimension . On
peut donc appliquer le théoréme 2.1.3 : il existe un point entier E' sur X —Z tel que A%(E) < e.

On déduit de E un élément z € S. Et on vérifie que 'on a h'(z) = h%(E) < e. D’ot le
résultat. [J

C.4.2 Une équation diophantienne
Soient r > 2, K C Q un corps de nombres, et F' € Og[Xy;...; X,] de degré (total) f > 1.

On mesure la complexité de F' de la maniére suivante :

Définition : La mesure de Mahler de F' est le réel positif

m(F) In|F,(e*™%;. . ;™) |dt, . . . dt,

UEGK [0;1)"

Le polynéme F' s’écrit F' = Z Ry, avec R, homogéne de degré k. Pour k € {0;...; f},
k=0
soit Iy I'idéal de O engendré par les coefficients des (R;)r<i<f-

On suppose que le polyndome F est irréductible dans K[Xs;...; X;], et que Iy = Og. On
s’intéresse alors aux solutions z € Z' de I’équation F(z) = 0. D’aprés le théoréme A.1.1, une

telle solution z existe si et seulement si I; = Ok.



64 CHAPITRE C. LES DIMENSIONS SUPERIEURES

Avec une hypothése un peu plus forte, on peut obtenir, en plus de I’existence, un controle
de la hauteur normalisée (définie au paragraphe 4.1) de certaines solutions :

Proposition 4.2.1 : On suppose que le polynéme F est irréductible dans K[Xi;...; X,],
et que Iy = Og. Alors pour tout € > 0, il existe T € Z' tel que F(z) = 0 et que h'(z) <
$m(F) +e.

Démonstration : La démonstration est similaire & celle de la proposition 4.1.1 : On pose
X = Pp, = Proj (OK[XO;...;XT]), G(Xo;...;X;) le polyndme homogéne associé a F, ie

f
G = 3 X/ 7FRy. Soient Y le fermé de X défini par I'idéal homogeéne (G), et Z le fermé de
k=0
X défini par I'idéal homogéne (Xy; G).
Soit L le faisceau inversible O(1) sur X muni de la structure hermitienne || ||z définie

dans la démonstration de la proposition 4.1.1.

Cette structure étant limite uniforme d’une suite de structures C* & courbures semi-
positives, on peut appliquer & L les résultats du chapitre C. On vérifie alors que 'on a
h’E(Y) = #m(F) et Az(Y)>0.

Par ailleurs, ’ensemble des points entiers sur Y — Z est en bijection naturelle avec 1’en-
semble S = {z € Z'|F(z) = 0} modulo P’action du groupe de Galois de Q sur K.

Y est un fermé intégre horizontal de dimension r, et ’hypothése Iy = Ok assure que Z
ne contient aucun fermé vertical de dimension 7 — 1. On peut donc appliquer le théoréme

2.1.3 : il existe un point entier E sur ¥ — Z tel que h%(E) < %m(F) +e.

On déduit de £ un élément z € S. Et on vérifie 'égalité h'(z) = h%(E). Dot le résultat. O
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