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A B S T R A C T  :

In superconductivity, the states of a material submitted to an exterior magnetic field 
are described as minima of a functional, introduced by Ginzburg-Landau.
In the particular case of an infinite film of thickness d, physicals simplifications permit 
to reduce to the study of a functionnal

(/, A) u(f, A) := J ' i 1-/ 1 - f +  K-'U'f + p A 2 +  (A' -  hf]dx,

defined on the pairs ( / ,  A) de i i 1(]0, d[)2 such that A(d) =  0.
Here, «  is the Ginzburg-Landau parameter, reflecting the properties of the material, and 
h is the intensity of the exterior magnetic field.
Furthermore, when d is large, the physicists usually approximate by a limiting problem 
on the interval [0, +oo[, putting d =  +00 in the definition of the functional £<* after a 
renormalization obtained by adding the term (| — h2)d.
The minimum of the functional q  satisfy an Euler equation denoted by (GL)d, which is 
called in this context Ginzburg-Landau equation. We are interested in this thesis by the 
discussion of the properties of these minima in function of the parameters k , h and d of 
the problem. In particular, the analysis shows that there properties change dramatically 
for some critical value of h. We consider the superheating field, defined as the supremum 
of the set of the /i’s such that there exist positives solutions of (GL)d- 
Our thesis is mainly devoted to the analysis of the case d =  +00 in the regime k small. 
We show the existence and uniqueness of the solutions of the problem (GL)oo for fixed 
/(0 ), and for all k. Furthermore, we show the existence of a non minimizing solution to 
the problem (GL)d for kd large and when the exterior magnetic field h is close to the 
superheating field.
We construct as k —>■ 0 a formal solution of the problem (GL)C0 equation which leads 
to a formal expansion of the corresponding superheating field. We then associate to this 
formal solution a subsolution and this leads at an accurate version of the De Gennes-Parr 
Formula.

K E Y  W O R D S :
Nonlinear PDE’s, Ginzburg-Landau equation, superconductivity, critical field. 
C odes M S C : 34E05, 35B50, 34A34, 35A05
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation physique du problème
Cette thèse porte sur l’étude d’un modèle de physique des supraconducteurs.

La supraconductivité de certains métaux est caractérisée à très faible température par 
la disparition de la résistance électrique et l’expulsion du champ magnétique extérieur 
He du métal. Un bon modèle pour les phénomèmes de transition de phase est la théorie 
de Ginzburg-Landau, qui décrit les propriétés électromagnétiques du matériel par la 
donnée d ’un potentiel magnétique A  (H  =  curl A  étant le champ magnétique) et une 
fonction à valeur complexe xp. Le réel \xp\2 représente une probabilité de présence. Quand 
l’échantillon est entièrement normal, |̂ | =  0 et le champ magnétique à l’intérieur du 
matériel est égal au champ magnétique extérieur. D’autre part, quand l’échantillon est 
entièrement supraconducteur, |̂ | =  1 et le champ magnétique à l’intérieur du métal est 
identiquement nul. Dans la théorie de Ginzburg-Landau, les états de l’échantillon sont 
complètement déterminés par les minimas d’une énergie qui ne dépend que de ijj et de
A. Dans le cas d ’une plaque, on peut décrire le phénomène physique par l’introduction 
d’une fonctionnelle qui est définie sur (tp, Â) € i / 1(Vr) x H l(V\ R 3) où V  =] — |, f [x iî , 
Q, étant un ouvert de R 2, par :

0 (^ M )) =

j  c # ( * ) 2| +  W ( * ) l 4dx +  Jv \(-ihV  -  2eÂ)ï>\2dx +  ^ J v IH(x) -  He\2dx,

(1.1)
où a, ¡3, m, e, 6 sont des constantes qui dépendent de la température. Seul nous interesse 
ici le cas où a est strictement négatif et les autres constantes sont positives.

Dans le cas où l’échantillon est une plaque infinie d’épaisseur constante, comprise entre 
les plans x =  — d et x =  J, il est classique de supposer que le champ magnétique exté­
rieur h est tangent à l’échantillon, donc que h =  (0 ,0 ,/i). Les physiciens affirment que—*
c ’est avantageux énergétiquement. De plus, on suppose alors que tp et A  sont uniformes 
dans les directions y et z. On peut alors choisir la jauge suivante: ip =  / (x ) ,  fonction 
d’une variable réelle, et A  =  A(x)ey, où ey est le vecteur unitaire le long de la direction
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y. Dans ce cas, la fonctionnelle de Ginzburg-Landau représentant l’énergie est donnée, 
après renormalisaton, par

M /> A) =  +  ( A ' - h f  +  f 2 A2 +  Ç - f 2)dx.

Le paramètre sans dimension k est appelé le paramètre de Ginzburg-Landau. Les valeurs 
de k déterminent le type de supraconducteur, k petit décrit ce qui est connu sous le nom 
de supraconducteur de type 1 et k grand correspond aux supraconducteurs de type 2. 
Plus précisément, pour un supraconducteur de type 1, il existe un champ magnétique 
critique hc tel que si h < hc, le matériel est entièrement supraconducteur. Cet état où 
|/| «  1 est appelé l’état Meissner et les solutions associées de (G.L .) solutions Meissner. 
Si h > hc, il n’y a plus de supraconductivité et le matériel est dit dans un état normal, 
c ’est-a-dire que /  =  0 et A' =  h.
Pour des supraconducteurs de type 2, la transition de phase est différente, et il y a 
deux valeurs critiques pour le champ, hc\ et hc2 : pour h < hc 1, le champ magnétique 
extérieur est expulsé de l’échantillon, et il se produit un effet de Meissner comme pour 
les supraconducteurs de type 1. Mais quand h croit depuis hCi la supraconductivité n’est 
pas détruite, puisque la phase supraconductrice et la phase normale coexistent sous la 
forme de filaments et de vortex : un vortex est une zone de diamètre £, au centre de 
laquelle /  s’annule. Puis, lorsque h croit, les vortex deviennent plus nombreux jusqu’a 
ce que la valeur critique hc2 soit atteinte, valeur pour laquelle la supraconductivité est 
détruite. Pour h > hc2, il n ’y a pas supraconductivité, et le matériel est dit dans un état 
normal.
Nous étudierons particulièrement ici les solutions symétriques, c ’est-à-dire les couples 
( / ,  A) tels que /  est paire et A impaire. Sous cette hypothèse, nous réduisons notre 
étude à l’intervalle ] — d, 0], puis nous renvoyons le domaine d’intégration intervenant 
dans la définition de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau sur ]0, d[ par translation. La 
fonctionnelle réduite td ainsi obtenue est alors définie par :

u { f , 4 )  = J \ i / 4 -  f  +  K -\ S 'f  +  f 2A2 +  (A1 -  h)2]dx, (1.2)

sur les paires (f , A ) de i ï 1(]0, d[)\ telles que A(d) =  0.
Un point critique de ej satisfait les équations de Ginzburg-Landau données par

i - k 2f "  -  f  +  f 3 +  f  A2 = 0  sur ]0, d[, , .
\ - A "  +  A f 2 =  0 sur ]0, o?[, 1 j

avec les conditions aux limites :

/ ' ( 0) =  0, f ( d )  =  0, A'(0) =  /i, A(d) =  0. (1.4)

Dans tous les chapitres qui suivent, lorsque nous ferons allusion aux solutions(/, A; h) 
de (1.3) vérifiant les conditions (1.4), nous parlerons de solutions du problème (GL)sd. 
Nous introduisons la notation suivante, utilisée dans tous les chapitres qui suivent. 
N otation 1.1.1 Le sous-ensemble de R, R + désigne l ’intervalle ]0,+oo[.
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Quand l ’épaisseur du film est grande, (dans le sens où Kd est grand), et que l’on ne 
considère que des solutions symétriques, on approxime par un modèle limite, légèrement 
différent, qui a été introduit par V. L. Ginzburg [14] et est appelé actuellement le modèle 
supraconducteur sur un demi-espace.
Pour obtenir formellement le problème limite sur l’intervalle [0, +oo[, nous posons d =  +  oo 
dans la définition de la fonctionnelle (1.2) après une renormalisation obtenue en ajou­
tant le terme (| — h2)d (voir [5] ou [8]). Nous obtenons alors la fonctionnelle définie sur 
l’ensemble des couples ( / ,  A), tels que 1 — /  € i71(R +) et A € H 1(R +), par:

£ « ( / ,  A) =  + ( * Ÿ  +  f  A1 +  Q - P ~ ) d x  +  2hA(0) (1.5)

où h € [0, +oo[ et k 6 R +.
Par ce procédé, nous éliminons les solutions normales (exclues par la condition 
(1—/ )  £ H l {R +)), et faisons jouer un rôle particulier aux solutions positives en imposant 
la condition /  —> 1 quand x —y oo. Nous éliminons également les solutions comportant 
des vortex, qui sont analysées dans un contexte proche dans [3]. Une étude plus appro­
fondie a été menée sur le modèle de Ginzburg-Landau bi-dimensionnel par S. Serfaty, 
dans [24] et [26], puis par E. Sandier et S. Serfaty dans [23].
Une condition nécessaire pour que le couple ( / ,  A) soit un point critique de est qu’il 
soit solution des équations de Ginzburg-Landau :

- K2f " - f  +  f  +  f A 2 = 0  sur R+ , ,
—A" +  A p  =  0 sur R + 1 '

avec les conditions aux limites :

/ '(0 )  =  0, A'(0) =  V  lim f ( x )  =  1 et lim A(x)  =  0. (1.7)
x—ïoo x—ïoo

Posons H  =  A1. On obtient le nouveau système pour le triplet ( / ,  A, H) dans 
( 1 -  J ff^ R + ^ x  ( i î 1(R +))2:

—K~2f "  — /  +  / 3 +  A 2f  =  0

avec les conditions aux limites :

/ ' ( 0) =  0, H(0) =  /i, lim f ( x )  =  1 et lim A(x)  =  0. (1.9)27—>-00 £->00

Introduisons l’ensemble E  C R + constitué des réels positifs h tels qu’il existe une solution 
au problème (1.8) et (1.9).

E =  {h e  R + tels que 3 ( / ,  A, H) sol. de (1.8) et (1.9)}. (1.10)

- A "  +  A f 2 =  0
H =  A'

(1.8)
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C. Bolley et B. Helffer ont montré d’une part que E est un intervalle borné, de la 
forme [0,/ï+), et que, d’autre part, de tels /  sont toujours strictement positifs, (voir [7], 
proposition 2.1)
Définition 1.1.2 Le champ de surchauffe, noté hsh(K), est défini comme étant la borne 
supérieure de l ’intervalle E.
Dans tous les chapitres qui suivent, lorsque nous ferons allusion aux solutions(/, A; h) 
de (1.6) vérifiant les conditions (1.7), nous parlerons de solution du problème (GL)«».■

1.2 Résultats mathématiques

1.2.1 Chapitre II
Dans le second chapitre, nous allons en premier lieu rappeler brièvement certaines 

propriétés des solutions de (GL) e t  de (GL)ad, utiles dans les démonstrations des théo­
rèmes établis dans les chapitres qui suivent.
Puis nous nous interéssons à la question de l’existence et de l’unicité d’un triplet ( / ,  A\ h) 
solution du problème (GL) e t  vérifiant de plus la condition /(O) =  fo, fo G]0,1] donné. 
Précisément, nous établissons le théorème
T héorèm e 1.2.1 Pour tout k > 0, et pour tout f 0 G]0,1], il existe une unique solution 
( f ,  A ; h) de (GL)<*, telle que

/(O) =  /o-

Afin d ’établir le théorème 1.2.1, nous procédons en deux étapes. Sur une suggestion 
de C. Bolley, nous montrons dans un premier temps l’unicité de la solution en nous 
appuyant sur un principe de compaxaison utilisé par Kwong dans [20]. Pour montrer 
l’existence d’une solution, nous étudions l’existence des solutions du système (1.3) avec 
les conditions aux limites

/(O) =  fo, / ' ( 0) =  0, f ( d )  =  0, A(d) — 0, (1.11)

où f 0 €]0, 1[.
Nous montrons que, quelque soit fo G]0, 1], ce problème admet une solution (/<*, A d, hd), 
avec fd >  0, puis nous extrayons des sous-suites de (fd, Ad, hd) qui convergent sur tout 
intervalle borné lorsque d tend vers l’infini. Nous obtenons ainsi l ’existence d’une so­
lution de (GL)00 telle que /(O) =  fo. La difficulté du passage à la limite réside dans 
l’obtention d ’estimations a priori des normes dans # 2(]0,d[) des fonctions 1 — fd et Ad. 
Pour obtenir ces estimations, nous sommes conduits à montrer une estimation a priori 
de hd, indépendante de d. Certaines de ces estimations ont été obtenues par C. Bolley, 
F. Foucher et B. Helffer dans [10].

Publication
Ce résultat a fait l’objet d ’un article en collaboration avec Catherine Bolley, à paraître 
dans Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications.
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1 .2 .2  C h a p i t r e  I I I

Dans le troisième chapitre, inspirés au départ par le travail de Dorsey, Dolgert et 
Di Bartolo (voir [19]), nous construisons des solutions en un sens formel du système 
de Ginzburg-Landau, sous l’hypothèse k petit. Nous construisons une solution formelle 
extérieure, qui est constituée d’un triplet (F 6, A e, H6), où

F e(x; k ) = F e(/«x; k ), A e(x; k) = Â s ( k x ; k) ,  H e{x\ k ) = H 6(kx; k )
avec

oo oo oo

F e( x k )  =  ^  f i (x ')K\ « ) =  5 3  H e(x'\ k) =  5 3  Hi{x')K\ (1.12)
o o o

pour x' >  0.
Le triplet (F e, Ae, H e) est solution formelle du système différentiel

- F "  -  F  +  F 3 +  F  Â 2 =  0 sur R +
- k2Â" +  Â F 2 = 0  sur R+

H — kÂ' sur R +
(1.13)

avec les conditions aux limites à l’infini :

lim F (x r) =  1 et lim Â(x') — 0. (1-14)
xf—>-+00 a:/-> + c,o

Puis on construit une solution nommee intérieure, vérifiant le systeme et les conditions 
aux limites en zéro: elle aura comme fonction de bien approcher la solution près de 
l’origine. On sait d’après la formule de De Gennes (voir [13]), dont la démonstration 
rigoureuse a été donnée par C. Bolleÿ et B. Helffer dans [5] et [8] que:

lim /cU 'A(/c) =  2“ *.
k-K>

Cette égalité suggère de chercher A sous la forme :

A{x)  =  k iQ{x).  (1-16)

(1.15)

Tenant compte de ce changement de variable, le système (1.8) devient :

r  -  *Q2.f +  K2(.f -  p )  =  o
Q " - p Q  =  0

KÎH = O',

(1.17)

avec les conditions aux limites :

f'(0) = 0, K-£Q'(0) = h. (1.18)
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On cherche la solution intérieure (F*, Qy, H%) sous la forme
oo oo oo

F* ~  ~  G***et Ri ~  (L19)
0 0 0

où Fi, Qi et Hi sont des fonctions définies sur R + de classe C°°.
L’une des difficultés dans la construction d’une “vraie” solution formelle réside dans 
le raccordement de la solution extérieure et intérieure. Nous définissons une notion de 
raccordement des solutions intérieure et extérieure à l’ordre n. La technique utilisée 
pour effectuer ce raccordement est celle du matching. Elle est due dans un cadre très 
général à M. van Dyke. (voir ([28])). Nous démontrons que la procédure de recollement 
proposée est d ’une part naturelle et d ’autre part conduit à un système infini d’équations 
algébriques. Nous montrons que ce système admet des solutions, puis nous précisons 
sous quelles conditions nous pouvons effectuer le raccordement des solutions extérieure 
et intérieure à l’ordre n. Nous introduisons alors la définition
Définition 1.2.2 Une solution formelle du système de Ginzburg-Landau (1.8) avec 
conditions aux limites (1.9), est la donnée d’une paire ((F e, Qe, H 6)] (F*, Q\ H1)) com­
posée d’une solution formelle extérieure et intérieure dont on a effectué le raccordement 
à tout ordre.
Nous établissons le théorème
Théorèm e 1.2.3 Etant donné un réel t G]0,1[, il existe une unique solution formelle 
des équations de Ginzburg-Landau vérifiant formellement les conditions aux limites

FHQ,K)~t, (F'WO^-O,
lirn^oo F e(x, k) =  1 et lim^oo Qe(x, k) =  0, (1.20)

précisément,

l im ^ o o  /„(as, k) =  1, lirOr-i-oo f j {x,  « )  =  0, V j  €  N*, 
l im ^ o o Ç ^ x ,« )  =  0, V j  e  N.

(1.21)

La condition initiale Hl(0, k), dont la dépendance par rapport au paramètre t est exprimée 
sous la forme H%(0, k ; t), se représente de manière unique sous forme d’une série formelle 
en puissances de k* à coefficients de classe C°° par rapport à t, notés fa, définis sur 
]0, 1[:

OO
ii*(0,«:;i) =  k ~2 ^  0j(t)/c8.

o
(1.22)

De plus, le terme principal <po admet un unique maximum sur ]0,1[ atteint au point 
t =  t0. Ce maximum est non dégénéré, c ’est-à-dire tel que

<t>o{to) =  0, <t>o(t0) <  0.

En considérant, par un théorème des fonctions implicites formel, les zéros de 
t —»■ 0,K;t), nous définissons une notion de maximum d’une série formelle dont

F i ¿ ,  Q % Hìk\
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le terme principal admet un unique maximum non dégénéré.
Nous appliquons alors ce théorème de maximisation à la série formelle définie en (1.22), 
et ainsi nous obtenons un développement formel de hsh(K) en puissances de k ï , candidat 
naturel pour constituer le développement asymptotique du champ de surchauffe. Nous 
répondons ainsi à une question restée en suspens dans l’article de Dorsey, Dolgert et Di 
Bartolo (voir [19]).

1.2.3 Chapitre IV
Dans ce chapitre, nous montrons en premier lieu un théorème d’existence de solution 

de (GL)sd. Nous prouvons le théorème
T héorèm e 1.2.4 Soit rj >  0, e €]0,1[ et (So,5i) G]0,1[2, ^  <  1.
Il existe Ko > 0 telle que pour (/c, d) satisfaisant k <  Ko et Kd >  k~v, pour fo € [<$0, î] 
et oour h >  0 tels aue

Kh2 =  2 Ì fH l  -  f i ) , (1.23)

il existe un couple (f ,A ) solution de (GL)sd.
De plus, il existe C(5q) >  0 telle que cette fonction f  vérifie l ’inégalité en zéro

1/(0) -  /o| <  C{So)kÏ. (1.24)

Puis nous montrons que le problème (GL)sd admet, pour des valeurs de h comprise entre 
^  et 2“ ï/e“ ï ,  pour Kd assez grand et k petit, une solution (f , A ) non minimisante. 
Nous établissons le théorème
T héorèm e 1.2.5 Soit (Si, 52) ^ 7 2 ’ 1[2 et rj >  0. Il existe kq >  0 telle que, pour (K,d) 
satisfaisant k <  kq et n d >  K~n, pour fo G [<̂1,^2] et h >  ^  tel que Kh2 =  \/2/q(1 — f$), 
il existe une solution ( / ,  A; h) de (GL)sd qui ne correspond pas à un minimum local.
La démonstration du théorème 1.2.4 repose sur la construction de sur et sous-solution. 
Rappelons la définition d’une sous-solution de (GL)d.
D éfinition 1.2.6 Un triplet (f , A , h ) est nommé sous-solution du problème différentiel 
(GL)sd s ’il satisfait les conditions

- « - 2r  +  / ( - i  +  / 2 +  ^ 2) < o ,  V x  e [0, 41,

où A est l ’unique solution dans H 2([0,d\) de

- A" +  f 2A =  0,

Nous dirons plus brièvement (et par abus de langage) que f  est une sous-solution de 
(GL)sd, si le triplet (f , A ] h ) avec A solution de (1.26) est sous-solution.
De manière analogue, on dira que (f , A , h ) est une sur-solution si (f ,  A ,h ) vérifie l’in­
égalité inverse dans (1.25).

f ( 0) =  0, f ( d )  =  0, (1.25)

Æ(0) =  h, A(d) =  0. (1.26)



12 Introduction

Pour construire une sous-solution et une sur-solution, nous nous appuyons sur une 
construction de sous-solution obtenue près du champ de surchauffe par C. Bolley, F. Fou- 
cher et B. Helffer (voir [10]). Toutefois, notre sous-solution est construite ici pour per- 
metre d’approcher de manière plus précise la vraie solution.
Pour démontrer le théorème 1.2.5, nous considérons la restriction de la fonctionnnelle td à 
un convexe fermé de la forme Ca =  { ( / ,  A) Ç #*([0, <i])2, tel que f  >  a >  0, A(d) =  0}, 
où a est choisi de manière convenable. La restriction de td à Ca est semi-bornée infé- 
rieurement. Nous montrons alors que td admet deux minima locaux dans Ca, d’énergie 
différentes. Nous montrons également qu’elle vérifie la condition de Palais Smale (P S )ca 
sur Ca. Appliquant une variante du lemme du col (voir [27]), nous concluons qu’il existe 
( / ,  A) appartenant à Ca, point critique de q , qui n’est pas un minimum local. Pour 
conclure la preuve du théorème 1.2.5, nous montrons que le couple ( / ,  A) est solution de 
(GL)sd, en suivant le schéma d’une démonstration due à T. Giorgi, S. Alama, L. Bronsard 
(voir [22]).

1.2.4 Chapitre V
Le cinquième chapitre est consacré à l’étude asymptotique du champ de surchauffe 

quand k  tend vers 0. Rappelons brièvement quel est l’avancement des travaux sur cette 
question.
C. Bolley et B. Helffer ont établi dans [5] et [8] la formule de de Gennes (voir [13])

lim/c2/is/l(/c) =  2 (1-27)
«—>■0

Dans [21], H. Parr a proposé sur la base d’arguments heuristiques difficiles à justifier 
mathématiquement la formule plus générale :

hsh =  2 “ 4 «T ?(1 +  ^ V 2 «  +  o (k )). (1.28)
oz

En nous appuyant sur une technique de construction de sous et sur-solution, nous éta­
blissons dans ce chapitre le théorème suivant.
Théorèm e 1.2.7 II existe  C < 0 et kq >  0 tels que, p o u r  tou t k  <  k q , on  ait l ’in égalité

K^hsk(K )> 2  4(l +  ^ \ /2 k +  C k2). (1.29)
OZ

Rappelons la définition d’une sous-solution de (GL)oo-
Définition 1.2.8 Un triplet ( / ,  A, h) est nommé sous-solution du problème différentiel 
(GL)oo s ’il satisfait les conditions

- k - 7 "  +  / ( - l  +  f  +  A2) <  0, V x € R \  
(1 — /) € /f2(]0,oo[), /'(0) = 0,

où A est l ’unique solution dans H2(}0, oo[) de

( - A "  +  f 2A -  0, 
\ A'(0) =  h.

( 1 . 3 0 )

( 1 . 3 1 )
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Par définition, on dira que ( / ,  A, h) est une sur-solution si ( / ,  A, h) vérifie l ’inégalité 
inverse dans (1.30).
Les solutions formelles au sens de Van Dyke construites au chapitre II fournissent des 
candidats naturels pour construire des sur et sous-solution du problème (GL)oo.
Pour construire des solutions approchées de (GL)oo au sens de Van Dyke, nous suivons 
la méthode utilisée pax Dorsey, Dolgert et Di Bartolo, dite du ’’matching” (voir [19]). 
Afin de présenter rapidemment cette méthode, introduisons la définition :
Définition 1.2.9 La solution intérieure tronquée à l ’ordre n, est définie comme étant 
égale à Fî7c‘ , où Fi a été définie en (1.19). Nous la noterons F h n̂\ La solution 
extérieure tronquée à l ’ordre n est définie comme étant égale à
F e’(nï(x;n) =  F e,(n\Kx) :=  X / o °ù /* a définie en (1.12). Nous la noterons 
F e’(n). On désigne par F po1’^  la partie polynomiale de F'^n\
D’une manière générale, lorqu’on a effectué le raccordement modulo 0(Kn) des solutions 
formelles intérieure et extérieure, on peut construire une solution approchée au sens de 
Van Dyke, notée ( f vd’(n)̂  Avd’^ ) ,  en procédant de la manière suivante. Pour f vd<(n\ on 
considère la fonction obtenue en sommant la fonction F h n̂+1'1 :=  à la fonction
F e,(n) :=  FiK'i et en retranchant à cette somme la partie polynomiale de F t,̂ Tl+1\
notée F pol,(n+1\
Pour A vd,(n\ étant donné que la solution formelle Ae(x'] k) définie en (1.12) est nulle (ce 
résultat est démontré dans le chapitre II), on prend pour valeur de Av d la solution 
intérieure tronquée à l’ordre n,

n
Avd,(n) J 2  Qi(X)K\

0

où Qi a été défini en (1.19).
Posons la définition 
D éfinition 1.2.10 Soit n € N*.
On appelle solution de (GL)<*, au sens de Van Dyke d’ordre n, le couple de fonctions 
(fvd,(n)^vd,(n)) ¿¿finies par

f vd'{n)(x; k ) :=  F e,(n)(æ; «) +  F i,{n+l)(x-, k ) -  F po'-(n+1)(x; k ),  (1.32)

où  les fo n c t io n s  F e,^ ( x ;  k ) ,  F * ^ n + 1^(x;  k)  et F pol^n+1  ̂ o n t é té  d éfin ies dans la définition  

1.2.9, et

Avd'(n\x,K ) =  K 2 ^  Qî(x )k\ (1.33'
o

où Qi a été défini en (1.19).
L’essentiel de ce chapitre est consacré à la construction d’une sous-solution de (GL)<x> à 
partir du couple ( f vd'(2), Avd,W). La démonstration du théorème 1.2.7 est un corollaire 
immédiat de cette construction.
La méthode de Van Dyke s’applique remarquablement dans notre situation, mais avec de 
réelles difficultés techniques. L’un des aspects cruciaux de cette construction est qu’elle
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fournit une fonction explicite qui est une bonne approximation dans une région de la 
forme [0, k-b], (3 >  0, de la solution de l’équation —A" +  A f 2 =  0. Ceci nous permet 
d’obtenir une minoration suffisamment précise de A, puis d’en déduire une majoration 
de A2f .  Obtenir cette majoration est l’une des difficultés majeures qui apparait dans la 
construction de la sous-solution.
Pour démontrer la formule de H. Parr donnée en (1.28), il faut établir une majoration 
du champ de surchauffe. Il faudrait montrer qu’il existe des réels k0 et C  tels que, pour 
tout k <  K0, on ait l’inégalité

k U î/i(/c) <  2-1(1 +  +  C k2).

Ceci reste un problème ouvert.

15^2 
32 K
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Chapitre 2

Existence et unicité des solutions 
des équations de Ginzburg-Landau 
sur un espace semi-infini

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous donnons tout d’abord quelques propriétés des solutions de 

(GL)sd et de (GL )<», utiles dans les chapitres suivants, puis nous étudions le problème 
d’existence et d’unicité des solutions du système (GL )C0 à /(0 )  fixé.
L’objectif de ce chapitre est d ’établir une conjecture énoncée par C. Bolley et B. Helffer 
dans [9] sous la forme suivante :
C onjecture 2 .1.1 L ’ensemble dans R + x R + défini par

S =  { (f (0),A'(0))  | ( / ,  A) solution de (GL)oo}

est le graphe d’une fonction a de R + dans R + .
Dans les sections 2.3 et 2.5, afin de prouver la conjecture 2.1.1, nous établissons le 
théorème

Théorèm e 2.1.2 Pour tout k >  0, et pour tout fo € ]0 ,1], il existe une unique solution 
( f ,A :h )  de (GL)oo telle que

m  =  fo.

Afin d ’établir le théorème 2.1.2, nous procédons en deux étapes. Nous montrons dans 
un premier temps l’unicité de la solution en nous appuyant sur un principe de com­
paraison utilisé par Kwong dans [10]. Nous montrons que s’il existait deux solutions 
distinctes, ( f i ,A i ,h i )  et ( / 2,^ 2)^2) telles que / i ( 0) =  / 2(0), avec h\ <  /i2, alors f\ <  / 2 
et f[  <  f 2 sur R +. Ces inégalités nous conduisent à une contradiction avec le fait que 
f i —ï l  quand x —»• + 00, (i € { 1, 2}).
Pour montrer l’existence d’une solution, nous étudions l’existence des solutions du sys­
tème (1.3) avec les conditions aux limites

/(0 )  =  /o, / ' ( 0) =  0, f ’ (d) =  0, A(d) =  0, (2.1)
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où fo €]0,1[.
Nous montrons que, quelque soit / 0 € ]0 ,1], ce problème admet une solution (fd, Ad, hd), 
avec fd >  0, puis nous extrayons des sous-suites de (/<*„, Adn,hdn) qui convergent sur 
tout intervalle borné lorsque n tend vers l’infini. Nous obtenons ainsi l’existence d’une 
solution de (GL)<*, telle que /(0 ) =  fo. La difficulté du passage à la limite réside dans 
l’obtention d ’estimations a priori des normes dans H2(]0,d[) des fonctions 1 — fd et Ad 
bien contrôlées par rapport au paramètre d. Pour obtenir ces estimations, nous sommes 
conduit à montrer en particulier une estimation a priori de hd, indépendante de d. 
Certaines de ces estimations ont été obtenues par C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer 
dans [3], mais nous avons été conduits à les étendre dans d’autres situations, dans le cas 
k > 1.
Rappelons que la courbe de De Gennes a pour équation :

Notons que d ’après la proposition 6.2 p. 12 dans [9], la courbe de De Gennes et le graphe 
de a ont les positions relatives suivantes :

FlG. 2.1 -  La courbe de De Gennes et le graphe de a

/i(k) = K 227/(0)(l - / ( o ) 2)*.
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2.2 Propriétés des solutions de (GL)sd et (GL)œ

2.2.1 Propriétés des solutions symétriques sur [0, d]

Rappelons que C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer ont établi certaines propriétés des 
solutions de (GL)3d (voir [3] et [6]) (dont certaines sont classiques).
Proposition  2.2.1 Soient (K,d) € (]0 ,+oo[)2.
Pour toutes solutions (f , A , h ) de (GL)d, nous avons:

l/l <  1, V x e [ 0 , 4  (2.2)

et

Si de plus, on suppose que f  >  0 sur [0, d\,

alors f  est décroissante sur [0,d], (2.4)

et la fonction A vérifient les propriétés :

De plus,

A\x) <  - ^ ^ _ e x p ( - ^ / ( 0 ) x ) ,  Vx € [0,d\. (2.7)

2.2.2 Propriétés des solutions de (GL)œ
Effectuons quelques rappels sur les propriétés des points critiques de la fonctionnelle 

Cqo définie en (1.5). Si ( f ,  A) est un infimum de eœ, ce couple est solution de (1.6) et 
vérifie les propriétés suivantes :
1. Les fonctions f  et A  sont indéfiniment dérivables.
2. Si /î >  0, on a:

0 < A ' ( x ) < h ,  Vx 6 R + (2.8)

et par conséquent A  est strictement négative.
3. La fonction /  est strictement croissante et strictement positive. 
On a les inégalités :

0 < f  <  1. (2.9;

4. Les fonctions f  et A  sont liées en tout point de R + par l’égalité d’énergie :

K~2( f ) 2 +  (A')2 =  f 2A 2 +  (1 (2.10)

On trouvera la démonstration de ces propriétés dans [4] et [5].

(2.3)

^sinh(c? — x) 
cosh d

< — A{x)  <
h sinh(/(0)(c/ — x))  

/ (  0) cosh(/(0W)
Vx € [0 ,0 , (2.5)

— A ( x ) <
2-Jîh

V 3 /(0 )l
V i €  [ 0 , 4 (2.6)e x p (-| /(0 )s ) ,

K - 'ñ * ) -  ? { x ) ) +  A'{d), Vx € [0, d].



Existence et unicité des solutions des équations de Ginzburg-Landau sur un
22 espace semi-infini

2.3 Unicité de la solution du problème (GL)œ
C. Bolley1 a montré l’unicité de la solution du problème (GL)00. Plus précisément, 

cet auteur a établi la proposition suivante, dont nous allons donner une démonstration 
simplifiée.
P roposition  2.3.1 Pour tout k >  0, et pour tout fo € ]0 ,1], il existe au plus une solution 
( / ,  A ; h) pour le système (GL)oo telle que :

m  =  u

2.3.1 Rappel
Rappelons le lemme de comparaison de Sturm (voir [10]) :

Lem m e 2.3.2 Soient P et Q, deux fonctions continues définies sur [c,d\ telles que

P < Q , P ^ Q .  (2.11)

Soit y une fonction solution de y" +  Py  =  0 dans fc, cil et Y une fonction solution de 
Y" +  QY =  0 dans[c,d\.
Supposons Y  et y strictement positives, et

( 2 1 2 )
» t o  -  y (c) ■ (2-12)

Alors on a l ’inégalité
v M < Y M .  (213)
y(d) -  Y(d) ■ (2' 13)

Si de plus,
y(c) <  Y'(c) (2.14)

alors
y(d) < Y(d) et y'(d) < Y\d). (2.15)

Preuve
Soit x >  c.
Multiplions l’équation y" +  Py =  0 par Y  et l’équation Y" +  QY  =  0 par y. Intégrons 
les égalités ainsi obtenues entre c et x et soustrayons-les membre à membre.
On obtient alors:

j X(y"Y -  Y"y  +  (P  -  Q)yY)dt =  0.

On a l’égalité

/ ' ( ¡ / T  -  Y"y)dt =  (y'Y)(x) -  (yY') (x ) -  (ÿ T )(c ) +  (yY')(c).

1. Communication personnelle
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Par hypothèse, comme P  <  Q, y >  0 et Y  >  0,

J * ( { P - Q ) y Y ) d t <  o.

On a donc
(y'Y)(x)  -  (yY')(x) -  (y'Y)(c) +  (yY ')(c) <  0,

et compte-tenu de (2.12), on déduit que

{y'Y)(x)  -  (yY')(x)  <  0, V i e [ c , 4  (2.16)

Prenant x =  d, on obtient la première assertion du lemme 2.3.2. 
De (2.16), on déduit que

Y  Y'v -  v'Y
( - ) ' ( » ) =  y / ■- ■(*)>  0, V z €  [c,J\.

y y
De (2.14) et du fait que ^  est croissante, on déduit que

> 1, V x € [c,d\.
y { x )

De plus, si on avait y =  Y, alors on obtiendrait P =  Q. Comme pax hypothèse, P ^  Q, 
on a y ^  Y. On en déduit l’inégalité y(d) < Y(d).
Ceci achève la preuve du lemme 2.3.2.

2.3.2 Monotonie de la solution de (GL)œ à /o fixé
Nous allons appliquer le lemme 2.3.2 au système (GL)^.

La preuve de la proposition 2.3.1 s’appuie sur un lemme dû à C. Bolley, dont nous 
donnons ici un énoncé et une démonstration simplifiés.
Lem m e 2.3.3 Soient k >  0 et f 0 €]0,1].
Soient ( )  et (f 2 ,A 2 ,h2), deux solutions de (GL)^ telles que

A(0) = MO) = U

Supposons que 0 < hi < h2 , alors pour tout x € R +, on a les inégalités

/ ! ( * ) < /a(*), f i ( x ) < f 2(x), - A 1(x ) < - A 2(x). (2.17)

Preuve
Utilisant l’égalité d ’énergie (2.10) au point x =  0 et l’inégalité hi < h2, nous déduisons 
l’inégalité

0 < - A i ( 0) <  - A 2(0). (2.18)
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Appliquons le lemme de comparaison de Sturm (lemme 2.3.2). Considérons les deux 
équations

y "  +  P y i  =  0 (2.19)
OÙ

P : =  ¿ ( - l  +  f î  +  Al),

et
yï +  Qy* =  0 (2.20)

OÙ
Q « 2(—1 +  /| +  Afy.

Compte-tenu de (2.18), on déduit qu’il existe x0 > 0 tel que,

— A i(x) < - A 2(x), V x € [0,x0[. (2-21)

De l’inégalité (2.21), et du fait que /i(0 ) =  / 2(0), on déduit qu’il existe X\ > 0 tel que

P (x ) <  Q(x ), V x € [0,xi[.

Appliquons le lemme de Sturm sur l’intervalle [0, xi[. D ’après le rappel 2.2.2. (voir la 
troisième propriété), les fonctions fi  et f 2 sont strictement positives. Comme f [ (0) =  
/ '(0 )  =  0 et /i(0 ) =  /^(O) =  /o, les hypothèses (2.12) et (2.14) du lemme sont vérifiées. 
Donc, compte-tenu du lemme de Sturm, Vx €]0,xi[, 0 < /i (x )  <  / 2(x), et prenant en 
compte (2.21), on obtient

0 < f i {x )  <  / 2(z),
0 < —Ai{x) <  — A 2 ( x ) ,

(2.22)

sur ]0, xi[.
Différentes éventualités sont alors à considérer.

i- f i (x i )  =  / 2(xi), avec A j(x i) ^  A 2(x i),
ii. A i ( x i )  =  A 2( x i ) ,  avec / i ( x i )  ^  / 2 ( x i),
iii. / i ( x i )  =  / 2 ( x i), avec A x ( x x )  =  A 2 { x i ) .

Les éventualités i. et iii. ne peuvent pas se produire en raison du lemme de Sturm.
En effet, sous les hypothèses i. ou iii., nous pouvons appliquer le lemme de Sturm sur 
l’intervalle [0, xi].
Sur cet intervalle, on a l’inégalité P(x) <  Q(x), et comme /i(0 ) =  / 2(0), il en résulte 
que fi  (x) < / 2(x), V x €]0,xi].
Il reste à écarter l’éventualité ii.
Soit u :=  Ai — A2. Alors u satisfait

u" =  f lu  +  { f l - f ì ) A 2 sur R +,
«(0) =  ^ (0 )  — A2(0) > 0, (2.23) 
w'(0) =  hi — h2 <  0.
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D’après (2.22), la fonction A 2 est négative et comme par ailleurs, 
f ï  <  / f  sur ]0, £i[, nous avons

u" >  f 2u sur ]0, Xi[.

Maintenant, nous savons d ’après le rappel sur les propriétés d ’une solution de (GL)<*, 
(troisième propriété, sous-section 2.2.2), que la fonction / i  est croissante et par définition 
de Xi, u est strictement positive sur ]0,£i[. Nous avons donc:

u" >  fi  (0)u sur ]0,xi[.

Nous pouvons comparer u sur ]0,£ i[ avec ui, la solution de

u'i =  /o V ,
« i ( 0) =  u(0), 
« 1(0) =  « '(0),

(2.24)

où f Q =  / i ( 0).
Nous avons u >  ui sur [0, xi] (u et U\ sont continues) avec

ui(x) =  u(0) cosh(/ox) +  sinh(/0x).
jo

Nous allons maintenant prouver que ui est une fonction strictement positive sur [0, +oo[. 
Comme u'(0) < 0, il est suffisant de montrer que

« ( 0) >  - ï H ,
Jo

qui est équivalent à
—/oA.2(0) +  /qA i(0) >  /12 — h\.

Ceci nous conduit à étudier la fonction

g : h ^  g(h) :=  ]Jh2 -  ^(1 -  / 02)2,

pour fo €]0, 1] et définie quand h € [^ (1  — fo )> + °°[. 
Nous avons pour h €]^=(1 — fo),  +oo[:

¿ (h) (h? -  i ( i  -  f t r y / i  >  '•

Nous obtenons ainsi > 1 pour h2 > hi et donc Ui >  0 sur [0, +œ [. Par
/¿2 — 1̂

conséquent, on a u(xi) >  0, ce qui démontre que l’égalité A i(x i) =  A 2(x i) est impossible. 
L’éventualité u. est donc écartée et le lemme 2.3.3 est ainsi prouvé.
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2.3.3 Preuve de la proposition 2.3.1
Soient ( / i ,  A i,/ij) et ( / 2, A 2 ,h2) deux solutions de (GL)<*, avec /i(0 ) =  /¿(O) =  fo et 

hi <  /i2.
D’après le lemme 2.3.3, on a les inégalités, valables sur R +

(a) fi  < f2, (b) f[  <  f'v  (2.25)

Considérons la fonction g(x) := (fi — f 2)(x)-
Comme fi —>■ 1 quand x —»■ +oo ( i= l,2), on en déduit que g —»■ 0 quand x —* +oo. De 
plus, #(0) =  0, et, d ’après (2.25), g > 0 sur R +.
Il résulte du théorème de Rolle qu’il existe c G]0, + o o [ tel que g'(c) =  0, ce qui contredit 
(2.25)((,) et achève la preuve de la proposition 2.3.1.

2.4 Existence d’une solution sur [0, d]

Afin de montrer l’existence d’une solution de (GL)^  à / 0 fixé, nous allons montrer 
dans un premier temps un résultat d’existence de solution positive (c’est-à-dire telle que 
/  >  0) du problème (GL)d, puis montrer comment construire une solution sur [0, +oo[, 
en faisant tendre d vers l’infini. Nous allons montrer la proposition :
P roposition  2.4.1 Soit (K,d) € (]0, + oo[)2. Alors, pour tout fo g ]0 ,1], il existe au 
moins une solution ( f , A ; h) positive de (GL)sd telle que

f (  0) =  fo-

Pour montrer la proposition 2.4.1, nous allons nous appuyer sur un résultat d’existence 
des solutions des équations de Ginzburg-Landau du à M.K. Kwong, établi dans un cadre 
proche du nôtre.
Dans [10], cet auteur considère le système (1.3) avec les conditions aux limites:

/ ( 0 ) = / 3 ,  /'(0 )  =  0, A ' ( 0 ) = o ,  >1(0) =  0. (2.26)

Etant donné (/?,a) €]0, l [x R +, il existe une unique solution maximale de (1.3)-(2.26) 
définie sur un intervalle de la forme /(/?, a) =  [0, Tmax({3, a)[. Pour (/3, a) G]0, 1[x R + et 
x € /( /? ,a ) , notons par ( f (x ;  (3, a ), A(x;(3, a )) cette solution. Dans [10], M. K. Kwong 
prouve le théorème :
T héorèm e 2.4.2 Etant donné un réel ¡3 € ]0 ,1[, il existe un unique a >  0 tel que le 
système (1.3) admette une solution positive vérifiant (2.26) et la condition f'(d) =  0. 
De plus, l ’application qui à ¡3 associe oc((3) est une fonction continue et décroissante sur 
10, 1[. telle que

l im a (/? )> 0  et l im a (/? )= 0 . (2.27)0 v ' 0-+1 v ' v '

Considérons 0o €]0, 1[, et le couple (/?0,ao) où cto :=  ¿*(A))- 
D ’après le théorème 2.4.2, I((3q, cüq) =  [0, ci].
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D’après un résultat classique d’existence de solution d’équation différentielle dépendant 
d’un paramètre, il existe un voisinage V({3o,ato), tel que, pour tout (/?, a) dans ce voisi­
nage, les solutions de (1.3)-(2.26) sont définies sur un intervalle /(/?, a) =  [0,Tmax((3,a)\ 
tel que Tmax((3, a) > d.
Pour x G [0,ci] et pour (a , ¡3) € V((3o,a0), les applications x h* / (x ;/? ,a )  et x i-> 
A(x;(3,a) sont bien définies, et de plus continues au point (/?o, «o)- 
En particulier, l’application (f3,a) —> f(d]/3,a) est continue sur ]0, l [x R +.

Afin d’établir la proposition 2.4.1, montrons la proposition

P roposition  2.4.3 Soit ( /( . ,/? , «(/?)), A(.,(3,a(f3))) une solution de (1.3) et (2.26). 
Etant donné 7 G]0,1[, il existe un réel ¡3 G]0,1[ vérifiant Végalité

/(</;/?,<*(/?)) =  7 . (2.28)

Afin d’établir la proposition 2.4.3, montrons la proposition suivante, dont la preuve 
est analogue à celle de la proposition 6.4 dans [4].

Proposition  2.4.4 Pour tout k  > 0, il existe a 0 > 0  tel que, pour tout a € [0 ,a o ] ,  il 
existe une solution ( f (x ]a) ,Â(x ' ,a ) )  de (1.3) satisfaisant les conditions aux limites

/ ' ( 0; a) — 0, f\ d ; a) =  0, Â '(0; a) =  a et Â (0; a) =  0.

Cette famille de solution est de classe C 1 par rapport à a, et satisfait

( /(x ; 0) , i ( z ; 0)) =  ( l , 0).

Preuve ___
Considérons l’application <f> définie sur V\ x V2 à valeur dans L2(]0, + oo [)2 x R + , par

( / ,  A) -*• 0 ( / ,  A) =  (g, B, a)

avec

et avec

g =  - K - 2f " - f  +  f 3 +  A2f  
B =  - A "  +  f 2A 
a =  A '(0)

Vi =  { /  e  i / 2([0, ¿|) | / ' ( 0) =  0, ¡'(d ) =  0} 
v2 = €  t f2( M )  M (0) =  0}.

Une solution des équations de Ginzburg-Landau telle que A '(0) =  a correspond à l’équa­
tion :

<Kf,A) =  (0, 0, a).

Notons que
« 1 ,0 )  =  (0,0,0).
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Dans le but d’appliquer le théorème d’inversion locale, nous avons juste à calculer la 
dérivée de l’application <f> au point ( /  =  1 ,A  =  0), qui est donnée sur Vl x V2 par:

#(i,0)(i/, SA) = (-K-W)" + 25 f,-(SA)" + SA, (M)'(0)).
Elle réalise une bijection de Vi x V2 sur L2(]0, + o o [)2 x R + . Alors, par application 
du théorème d’inversion locale, on obtient l’existence d’un réel «o tel que, pour tout 
oc €] — ao,û!o[, il existe une solution de (1.3) satisfaisant les conditions aux limites

/'(O; a) =  0, f (d ]  a) =  0, Â'(0; a) =  a  et Â (0; a) =  0.

Montrons que (f (x;  0), Â(x; 0)) =  (1,0). 
L’unique solution de

f  - A "  +  f 2A =  0 sur ] 0 ,4
1 A(0) =  0, A'(0) =  0

est la solution
i  =  0.

Alors, le problème (GL)sd s’écrit

- k - 2/ " - /  +  / 3 =  0 sur ]0,d[, 
/ ( 0) =  1, f ( 0) =  0.

Par unicité de la solution, on obtient /  =  1. 
Ceci achève la preuve de la proposition 2.4.4.

Preuve de la proposition 2.4.3
Montrons que l’application (3 —¥ f(d](3,a((3)) est continue sur [0,1].
Montrons d’abord la continuité de cette application sur l’intervalle ]0,1[.
D’après le théorème 2.4.2, l’application (3 —> f(d;0,a(/3)) est continue sur ]0,1[ comme 
composée de l’application ¡3 —y ((3,a((3)) définie et continue sur ]0,1[ et (¡3, a) —>■ 
f (d ‘,/3,a) définie et continue sur V((3,a({3)), pour un voisinage convenable de (/?,<*(/?)). 
Montrons la continuité de /? —> /(o?;/?,a(/?)) au point (3 =  0.
Considérons une suite de réels (3n >  0, telle que (3n —> 0 quand n —y +oo. Alors, la 
fonction /  étant décroissante, (voir (2.4)), on a l’inégalité f(d;f3nia(f3n)) <  ¡3n. Il en 
résulte que f(d\f3n,Oi((3n)) —y 0 quand n —y +oo. Comme / ( ¿ ; 0,o:(0)) =  0, l’application 
f3 —V f(d]/3,a(f3)) est continue au point {3 =  0.
Supposons à présent (3 =  1. Comme lim ^ i a((3) =  0 d’après (2.27), on peut prolonger 
(3 —» a((3) par continuité au point (3 =  1 et poser a ( l )  =  0.
Alors, f(d] l ,a ( l ) )  =  1 d’après la proposition 2.4.4.
De plus, par application de la proposition 2.4.4 au point (1, 0; o:(0)), on obtient un pro­
longement par continuité au point (3 =  1 de l’application qui à (3 associe / (x ;  (3, ct((3)). 
D ’après ce qui précède, elle est donc continue sur [0,1].
Son image est un intervalle contenant 0 et 1, donc égale à [0,1]. Ceci achève la preuve 
de la proposition 2.4.3.



2.5 Existence d’une solution de (GL)^  à fo fixé 29

Preuve de la proposition  2.4.1.
Soit fo g]0, 1[. Soit ( / ,  A) le couple de fonctions défini dans le théorème 2.4.2. 
D’après la proposition 2.4.3, il existe (3 €]0,1[ telle que

Considérons alors le couple de fonctions ( / ,  Â) défini pax

f ( x )  =  f (d  — x), Â(x) =  —A(d — x), V x G]0, d[.

Le couple ( / ,  Â) vérifie le système (1.3) sur [0, ci] et les conditions aux limites

f(0)  =  f (d)  =  fo , / '(0 )  =  - f ' ( d )  =  0, f ( d )  =  - / ' ( 0 )  =  0,
Â(d) =  -A (0 )  =  0,

ce qui achève la preuve de la proposition 2.4.1.

2.5 Existence d’une solution de (GL)^ à fo fixé

2.5.1 Estimations uniformes
En vue de démontrer le théorème 2.1.2, nous allons établir la proposition 

P roposition  2.5.1 Soit k  >  0. Alors pour tout f o  € [0,1], il existe au moins une 
solution (f , A ] h ) de (GL)^ telle que

m=u
Dans le but de démontrer la preuve de la proposition 2.5.1, nous considérons un couple 
( / ,  A) solution de (GL)sd, et vérifiant la propriété

m = u
Compte tenu de la proposition 2.4.1, nous savons qu’il existe un tel couple.
En vue de faire tendre d vers +oo, nous déterminons des estimations a priori des normes 
dans H l([0, d\) de /  et A.

2.5.1.1 Quelques rappels

C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer ont obtenu dans [3] une majoration a priori de 
A'(0) lorsque ( / ,  A) est solution de (GL)sd. Plus précisément, ils ont établi la proposition : 
P roposition  2.5.2 Soit k  >  0 et d >  0. Alors toute solution de (GL)sd avec f  >  0 et 
A'(0) >  0, satisfait

A'(0)2 < V2k~'(1 -  f m m 2 +  (5V2 +  6A'(d))f(0)~l  
+(^<c-> +  2 i) ( l  -  f ( i f )  +  (2 d +  1 )A\d)K

f(d;ß,a(’ß)) = U

(2.29)
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Ils ont déduit de la proposition 2.5.2, la proposition :
P roposition  2.5.3 Pour tout d >  1, 0 < k <  1, et pour toute solution de (GL)3d telle 
que / ( 0) >  0, nous avons :

kA'(O)2 < \/2(l - / ( 0 ) 2) / (0 )2 +  hM1(K,d,f(0)) +  h2M2{K,d,f {0)),  (2.30)

où
M i(k,c/,t) =  5\/2t 1k +  y ( ^  +  2nd)t 5/,2i/1/2exp(—|i/cc?), (2.31)

M2(K,d,t) =  ^ ^ -t 3/2/cexp(—\td) +  1Kexp(—td). (2.32)

Enfin, dans [3], ces auteurs ont montré la proposition

P roposition  2.5.4 Pour tout d >  1, k  < 1 et pour toute solution ( / ,  A; h) de (GL)sd 
avec f  >  0 :

1 -  f (d )2 <  ^  5 hdà exp(—^/(0)/cc?). (2.33
3 /(0 ) 2 i

R em arque 2.5.5 Dans [3], les auteurs ont déduit de la proposition 2.5.3 une majo­
ration de -i4'(0) indépendamment de d, pour 0 < k <  1. Nous désirons ici avoir une 
estimation pour k  G R + . Compte-tenu de (2.29), nous devons contrôler les termes A'(d) 
et (1 — f (d )2) indépendamment de d. La proposition 2.2.1, plus précisément (2.6), donne 
un contrôle satisfaisant du terme A'{d), puisqu’elle permet de majorer A1 (d) indépen­
damment de d pour tout k  > 0.

2 .5 .1.2 M ajoration  de A'(0)

Considérons ( / ,  A ; h), une solution de (GL)sd. Comme nous désirons obtenir une esti­
mation a priori de h =  A '(0) indépendante de d, valable pour tout k >  0, nous allons 
examiner la preuve qui' conduit à l’estimation (2.33) obtenue dans [3], qui supposait 
k <  1. De plus, nous allons obtenir une majoration de la fonction 1 — /  par une expres­
sion dans laquelle ne figure pas le terme d î.
Nous montrons la proposition :
P roposition  2.5.6 Pour tous d >  1, k  <  1 et pour toute solution (f , A ; h ) de {GL)d 
avec f  >  0, on a l ’inégalité :

1 -  / ( x )2 <  e x p ( -K ^ r ^ ) .  (2.34) 
V ’  ~  3\/5/(0)3 V 4 ’  K ’

Preuve
Posons v =  1 — / .  Partant de l’égalité — k-2/ "  — /  +  / 3 +  A2f  =  0, nous pouvons écrire

-  /c" V  +  Vv =  W  sur ]0, d[, (2.35)

avec
v  = f( 1 + f),
W  =  A2f .
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Comme la fonction /  est positive et croissante, on a l’inégalité :

V >  f (0 )2 sur ] 0 ,4  (2.36)

Définissons <j> sur [0, d\ par

</>(x) =  î^-x. (2.37)

Multiplions l’équation (2.35) par v exp(2/c</>) et intégrons sur ]0, d[. Nous obtenons :

J pd rd.

I K~2v"(t)v(t) exp(2K(f>(t))dt +  /  V(t)v(t)2 exp(2K<j>(t))dt 
n Jn

Effectuons une intégration par partie de la première intégrale, et utilisant les égalités 
u'(0) =  v'(d) =  0, nous obtenons

f  k  2(v(t) exp(K<f>(t))y)2dt +  f  (V(t) — (f>'(t)2)v(t)2 exp(2K(f>(t))dt 
Jo J 0
=  f  W(t)v(t)exp(2K,4>(t))dt. 

Jo

(2.38)

Nous majorons le membre de droite de (2.38) de la façon suivante :

Wv exp(2K<f>(t)) =  u(l — v)A2 exp(2K<f)(t)) <  A2exp(2/c<£(£)) sur ]0,d[.

Compte-tenu de (2.6) et de la définition de 4> (voir (2.37)), nous obtenons l’inégalité, 
pour k <  1,

o l 2 k  f

A2 exp(2K<t>(t)) <  3ÿ ^ exP ( - / ( ° ) ( 1 “  2’) )̂ ^  exp(—/ ( ° ) - ) -

Minorons V(t) — 4>'(t)2. Pour k <  1, utilisant (2.36) et (2.37), on obtient l’inégalité

V(t) - > i| /(0 )2.

=  f  W(t)v(t)  exp(2K<f>(t))dt.
Jo

Utilisant que pour k <  1,

* - 2 >  j| / ( 0 )3,

nous déduisons de (2.38) que

l 'i
— f {0 )2\\vexv(K<j))\\2HÎ{]oA)

16h2 
"  3 /(0 )4'

(2.39)

Rappelons que i ï 1 (]0,d[) s’injecte continuement dans CrO([0, ci]) uniformément par rap­
port à d, c ’est-à-dire qu’il existe cq telle que, pour tout d >  1, on a

IM|z,°°(]o,d[) <  c0||u ||f f i(]0 4 ), V u  G / / ’1(]0,î/Q. (2.40)

8 h2 rd

- ï f W l e x p (- /(0 ) |)o te
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La constante co peut être choisie indépendante de d (voir [10], p. 17), et plus précisément 
prise égale à co =  \/2.
De (2.39) et de (2.40), on déduit l’inégalité

u(x) <

Utilisant l’inégalité 1 — f ( x ) 2 <  2(1 — f (x) ) ,  nous obtenons alors l’inégalité

ce qui achève la preuve de la proposition 2.5.6.

Nous pouvons obtenir une estimation analogue à celle donnée en (2.34) pour k >  1. 
P roposition  2.5.7 Pour tous d >  1, k > 1 et pour toute solution (f , A ; h ) de (GL)sd 
avec f  >  0, on a l ’inégalité:

1 -  f ( x ) 2 <  e x p (-^ /(0 )x ). (2.43)

Preuve
Multiplions l ’équation (2.35) par uexp(2<f>) où est définie en (2.37) et intégrons sur 
]0,d[. Nous obtenons:

— f  k 2v(t)"v(t) exp(2<f)(t))dt + f  V(t)v(t)2 exp(2<f>(t))dt
J o J o

= f  W(t)v(t)exp(2<f)(t))dt.
J o

Effectuons une intégration par partie de la première intégrale, et utilisant les égalités 
u'(0) =  v'(d) =  0, nous obtenons

f  k 2(v(t) exp(<f>(t))))'2dt + f  (V(t) — K 24>'(t)2)v(t)2exp(2<f>(t))dt
J o J o

= j W(t)v(t)exp(24>(t))dt.
J o

(2.44)

Nous majorons le membre de droite de (2.44) de la façon suivante :

W v exp(2<j>(t)) = u(l — v)A2 exp(2</>(i)) < A2 exp(2<£(i)) sur ]0,d[.

Compte-tenu de (2.6) et de la définition de </> (voir (2.37)), nous obtenons l’inégalité

O U2 i
A2exp(20(i)) <  3 ^ 3  e x p ( - - / ( 0)x).

16^2 h
3 X p ( - (2.41)

1 -  / ( x ) 2 < exp(—K/(O K
4 h

V x € (2.42)

/ (  0)a\ [0, cf].

M .
32^2h

sVEfi o)3

îVô/ÎO)3

32\/2kH
3 /(0 )3
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Minorons V(t) — k 24>'(t)2. Pour «  >  1, en utilisant (2.36), on obtient l’inégalité

De (2.44), on tire l’inégalité

r  ̂ t 1 f\ĥ
p (/(0 ), «)||(v  exp(0(i))||jffi(]o,dD2 ^  3 Jo exP(—/(^ ) ^  2̂'45^

OÙ

p(r,K) :=  min(/c 2, r 2(l -  ^ - ) ) .

On a l’inégalité, pour k > 1 et r  €]0,1[,

mm(/< 2,t2( 1 - ^-)) > ^fí V. (2.46)

Nous obtenons alors, d’après (2.45) et utilisant (2.40), l’inégalité

On en déduit que

1 - / ( æ )  <  ^ ^ e x p ( - 0 (x)), V x € [0,d].

Utilisant l’inégalité 1 — f ( x )2 < 2(1 — /(x ) ) ,  nous obtenons alors l’inégalité

„  , 2 32\/2Kh , 1 .
1 -  f ( x ) 2 <  e x p ( - - / (0 )x ) ,

ce qui achève la preuve de la proposition 2.5.7.

R em arque 2.5.8 Notons que les différences principales entre (2.34) et (®-43) est Ia 
disparition de k  dans l ’exposant et l ’apparition d’une puissance de k  devant l ’exposant.

D’après les propositions 2.5.6 et 2.5.7, nous pouvons énoncer la proposition
P roposition  2.5.9 Pour tous d >  1, pour tous k  >  0 et pour toute solution (f , A ] h ) 
de (GL)sd avec f  >  0; on a l ’inégalité :

1 -  /(X )2 <  exp(_ H !i !Î Î M / ( oW . (2.47)

V(t) - K - 2 > /(O)
« - 2
16 )•m 2 2(1

v(t) exp( <
16-\/2 uh

3 /(0 )3¿(i))

32\/2^niax(l, k )
3 /(0 )3
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Nous pouvons énoncer la proposition
P roposition  2.5.10 Pour tout d > 1, k  >  1 et pour toute solution de (GL)ad avec 
f  > /(0 )  > 0, nous avons :

Kh2 <  V 2(l -  / (0 )2) /(0 )2 +  hM^K, d, / (0 ))  +  h2M2(K, d, / (0 )) , (2.48)

OÙ
t) =  5V2r1* + ( ^  + 2 •«) exp(-=feü<rf),

et
M2(K,d,t) =  3/2/«exp(—|ici) +  8(2̂ +1)f 1«;exp(—td).

Preuve
Nous partons de l’inégalité (2.29).
Majorons le terme ( ^  +  2/cd)(l — f (d)2). Utilisant la proposition 2.5.9, on déduit la 
majoration

(j-2 +  2«fl(l -  } ( d f )  <  ( ^  +  2 Kd)3^ ^  e x p ( - ^ / ( 0 ) d ) .

Les autres termes du membre de droite de l’inégalité (2.29) se majorent comme dans la 
démonstration de la proposition 2.5.3 (voir [10]), en utilisant l’inégalité (2.7).
Ceci achève la preuve de la proposition 2.5.10.

Nous sommes à présent en mesure de donner une majoration de h, sous la condition
/  >  / (0 )  >  /o  >  0.
Proposition  2.5.11 Pour tout k  >  0 et pour tout fo  G]0,1], il existe des constantes 
d(n) > 0 et (7(/c,/o) >  0 telles que, pour tout d > d(n), pour toute solution de (GL)sd 
avec f  >  /(0 )  >  fo, on ait l ’inégalité

h < C { K j 0). (2.49)

Preuve
D’après la proposition 2.5.10, nous obtenons l’inégalité

h2{K -  M2(K, d , f { 0))) -  M !(M ,/(0 ) ) / i  <  V 2(l -  / (0 )2) /(0 )2. (2.50)

De plus, d’après (2.31) et (2.32), les quantités Mi(. ,d,t)  et M2(.,d,t) tendent lorsque 
d —> +oo vers zéro, uniformément par rapport à t dans [t0, +oo[, to >  0.
On déduit alors de (2.50) qu’il existe </(«) >  0 et Co(/o? « ) tels que, pour tout d >  c?(«), 
on ait l’inégalité (2.49), ce qui achève la preuve de la proposition 2.5.11.

2.5.1.3 Contrôle des normes ||1 -  /||tf2(]o,d[) et ||A||tf2(]0,d[)

En vue d’effectuer le passage à la limite, nous devons estimer les normes || 1 — /||tf2(]o,d[) 
et ||A||//2Q0tdQ, indépendamment de d.

M\(k , d,
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Lem m e 2.5.12 Pour tout k >  0 et pour tout fo € ]0 ,1], il existe des constantes d(«) > 
0 et C(K,fo) >  0 telles que, pour tout d >  d(n), pour toute solution de (GL)¿ avec 
f  >  f (0)  >  fo, on ait les inégalités

«• ||1 -  f\\ H 2(]o,d[) ^  G(tz,f0), b. ||A||/f2(]o4 ) <  C( n, f0). (2.51)

Preuve
Etape 1 : C ontrôle de A dans H 2(]0,d[) 
De (2.5), on tire l’inégalité

U \ \ ]

Compte-tenu de la proposition 2.5.11, nous déduisons l’existence d’une constante C( k, f 0) 
et d’un réel d(n) tels que, pour tout d >  d(n) et toute solution ( / ,  A) de (GL)sd avec 
f(0) =  fo, on a l’inégalité

ll^ll£=0o,dD <  C’ i « ,* ) -  (2-52)
De (2.7), on tire une estimation analogue pour H-A'H^qo ^). 
On obtient ainsi l’inégalité

ll"4|limo.d) < C(K,fo).  (2.53)

Compte-tenu de l’égalité —A"  +  f 2A  =  0, de (2.52) et de |/| <  1, on obtient, pour 
d > <1(k), l’inégalité

\\A"\\L2{]0>dQ

De (2.53) et de (2.54), on déduit (2.51)&.

Etape 2 : C ontrôle de 1 — /  dans H 2(]0,d[)
De la première équation de Ginzburg-Landau, on tire l’égalité

- K - 2 y  +  ( / 2 -  1 +  A 2) =  0.

Intégrant alors cette inégalité entre 0 et d, on obtient

K"2 [ \ Ç ? d x =  [ \ f 2 - l  +  A2)dx, 
Jo J Jo

soit finalement

ï  (1 — f 2(x))dx <  f A 2(x)dx. (2.55)
Jo Jo

Comme d’après (2.2), |/| < 1, on a l’inégalité

í  (1 — f ( x ) ) 2dx <  í  (1 — f 2(x))dx <  Í  A2(x)dx. (2.56)
Jo Jo Jo

<
f l 2

/(O )3 cosh2(/(0)d)
I d) - 1 ) .(exp(2/(0)L ’ Q C M t :

< P ||i2(]0 ,d[) <  c (2.54)í/c, /o)-
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De l’inégalité (2.7), et de la proposition 2.5.11, il résulte que

dA'(d) - »  0 quand d —>• +oo.

De (2.3) on tire,

K 2 Jo f ( % )2dx <  / 0d( f  (1 -  f 2(x))2)dx +  dA'(d)2 +  f *  \/2A\d)(l -  f 2(x))dx. (2.57)

Utilisant alors (2.56), (2.57) et le fait que dA\d) —)• 0 quand d —> +oo, on déduit 
l’inégalité

||1 < C ( kJ q). (2.58)

Par ailleurs, on a

K 4 f  ( f 'Ÿ d x  =  f  f 2( f 2 -  1 +  A2)2dx, 
Jo Jo

soit, comme |/| < 1,

«  4 JodU ")2dx <  / 0d( / 2 -  1 +  A2)2dx <  Jo A4dx +  / Qd( / 2 -  1 f d x .  (2.59)

Compte-tenu de la proposition 2.2.1 (voir (2.5)), la fonction A  vérifie l’inégalité:

A 2{x) <  ^2, V x € [0,ci]. 
Jo

Utilisant (2.49), on déduit l’inégalité:

f  A.4d x < - ^ - — Î  A2dx <  C ( « , /0). (2.60)
Jo J(y) Jo

De plus, on a l’inégalité

A/2 -  1 f d x  <  f\l -  f 2)dx,
Jo Jo

dont on déduit, utilisant (2.54) et (2.55), l’inégalité

f ( f 2 -  l )2dx <  <7(/c,/o). (2.61)
Jo

Utilisant (2.59), (2.60) et (2.61), on obtient finalement

\\f"\\m)o,d[)< C (K jo ) .  (2.62)

De (2.58) et de (2.62), on déduit (2.51 )a, ce qui achève la preuve du lemme 2.5.12.
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2.5.2 Passage à la limite

Preuve de la proposition  2.5.1
Soit k >  0, dn une suite strictement croissante de réels telle que dn —» +oo et K  un 
compact de R +.
Soit (fdn,Adn), un couple de fonctions définies dans la proposition 2.4.1.
Désignons par F  l ’espace vectoriel constitué des fonctions <j> € C'00(R +) telles que le 
support de <f> dans R + soit compact.
Introduisons l’espace Hloc(R +) défini par

H L ( R +) =  { «  € D'(R +), V (f) E F, <t>u e  H \ R +)}.

Montrons que l’on peut extraire une sous-suite de la suite (fdn,Adn) qui converge dans 
H}oc(R +) au sens suivant. Etant donné K , un compact de R +, soit dno le plus petit 
entier tel que K  C [0, dno\. Alors, la suite (fd„,Adn)n>n0 converge dans H l(K).
Afin d’alléger les notations, posons gn =  f dn et hn =  A dn.
Plaçons-nous sur l’intervalle [0,1].
Soit m\ le plus petit entier tel que, pour tout n > ra i ,  dn >  1. Compte-tenu du 
lemme 2.5.12, par compacité, on peut extraire de la suite (gn)n>mi une sous-suite notée 

définie par g\ :=  /<  ̂ (n), où <f>i : N —> N est strictement croissante, telle que 
g ^  converge dans i ï 1([0, 1]).
Soit m2 le plus petit entier tel que, pour tout n >  m2, > 2. De la suite (<7̂ )n>TO25
d’après le lemme 2.5.12, par compacité, on peut extraire une sous-suite notée (<7̂ ) neN> 
définie par g ^  =  fd^2) ( ) , °ù <f>̂  =  <j>i ofa  avec fa : N —> N strictement croissante, qui 
converge dans / i 1([0, 2]), et ainsi de suite.
Nous obtenons ainsi des suites telles que soit une sous-suite extraite de g^~^ 
qui converge dans i/ 1 ([0, i}), i G N, définie par g $  =  /d^(i)( } où <j>̂  =  o<f>n avec
(f>n : N —>■ N strictement croissante. ___
Considérons alors la suite “diagonale” (g^)ieN- Cette suite converge dans H}oc(R +) au 
sens suivant. ___
Etant donné K , un compact de R +, soit i le plus petit entier tel que K  C [0, ¿]. Alors, 
la suite (<?n̂ )n€N converge dans H l (K),  donc à fortiori la suite “diagonale” {g^^keN, 
dont les éléments appartiennent à la suite dès que k >  i. Par un raisonnement
analogue, on construit une sous-suite (/i^)i'eN qui converge dans Hfoc(R +). Notons par 
( / ,  A) la limite dans H}oc(R +) de la suite n-
Par abus de langage, nous noterons la sous-suite extraite (fdn,A dn). L’injection de H l(K)  
dans C°(K)  est continue, donc la suite ( /¿n, Adn) converge uniformément dans K. Pour 
tout compact de R +, par construction, la suite construite précédemment vérifie:

a- f dn -+ / ,  A  dans C°(K),

b . f i n - + f , A i n - > A  dans H \ K ) .
(2.63)
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Soit no tel que, pour tout n > no, K  C [0, d„0]. 
Pour tout n >  no, on a les égalités

-  -  /* . + f l  +  A l j i ,  =  0, dans f f (K )  (2.64)

et
- A ' i + A U l =  0, dans D'(K).

De (2.63)è, en faisant tendre n vers l’infini, on déduit que

- K - V "  ~ f  +  f  +  A 2f  =  0, dans D'(K)
—A '  +  A p  — 0, dans D'(K). [ l

Compte tenu de (2.63)^ et de (2.65), /  € H3(K)  et A  G H3(K).  Puis, en itérant, on 
obtient que /  € DmHm(K)  et A G C\mHm(K),  donc que ( f ,A )  est solution de (GL)<X> 
au sens usuel (a priori sans les conditions aux limites).
Compte tenu de (2.63), pour tout e >  0, il existe n\ tel que pour tout n >  ni, on a les 
inégalités

||1 “  /IlHl(K) <  ||1 -  fdn\\w(K) +  C

et
ll-Allffi(ff) <  \\Adn\\Hi(K) +  e-

Compte-tenu du lemme 2.5.12, il existe une constante C >  0 indépendante de K  telle 
que,

VK  C R +, ||1 -  f\\w{K) < C  et ||A||tfi(/Q < C.

Il résulte de ces deux inégalités que 1 — /  G H 1(H+) et A € i ï 1(R +).

Compte-tenu de (2.63)a avec K  =  [0, 1], on déduit que /¿ n(0) converge vers /(0 ). Comme 
fd„(0) =  /o, il en résulte que / ( 0) =  / 0.
Par ailleurs, compte tenu du lemme 2.5.12, par compacité, nous déduisons l’existence3 _j_̂
d ’une sous-suite telle que fdn converge vers /  dans (R +), où e € [0, |[. On dé­
duit que (fdn)' converge vers f  dans i î ï +£(]0,1[) (par restriction à ]0 ,1[). Donc, par 
continuité de l’application trace,

fll+<(R+) R
g g{0),

f'dn{0) tends vers f'(0).  De l’égalité f dn(0) =  0, on tire l’égalité /'(0 )  =  0.
Le couple ( / ,  A) est donc solution forte de (GL)<», et vérifie de plus la condition /(0 ) =  /o, 
ce qui achève la preuve de la proposition 2.5.1.

Le théorème 2.1.2 découle immédiatement des propositions 2.3.1 et 2.5.1.
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2.6 Problèmes ouverts et perspectives
Dans la proposition 2.4.1, nous avons montré l ’existence d’une solution de (GL)sd telle 

que /(O) =  /o (/o € [0,1]), mais nous n’avons pas abordé le problème de l’unicité de la 
solution.
Les résultats numériques obtenues par A. Aftalion et W. C. Troy dans [1] nous conduisent 
à poser la conjecture
C onjecture 2.6.1 Pour tout k  >  0, il existe /30 ( « )  € ] 0 , 1 [  et dç,(n) >  0 tels que, pour 
tout (3 €]/?o(«)) 1[; Pour t°ut d ^  do{K)> M existe un unique triplet ( / ,  A) h) solution de

f  - k  2f "  -  f  +  f 3 +  /  A2 = 0  sur ]0, d[,   

\ —A" +  A f 2 =  0 sur ¡0, d[,  

avec les conditions aux limites

/(O) =  /?, f'(0 ) =  0, f (d )  =  0, A(d) =  0, A’(0) =  h. (2.67)

Nous avons établi dans le théorème 2.1.2 l’existence d ’une application cr définie sur 
]0 ,1] et à valeurs dans R  qui à /o associe A'(0). Il serait très intéressant d ’étudier les 
variations de cette fonction.
Rappelons que C. Bolley et B. Helffer ont montré dans [9] que

lim <,(/„)

Il est raisonnable de penser que l’application cr, qui à f 0 associe la valeur de A1 en 0 est 
continue sur ]0 ,1].
Un des problèmes qui se pose alors est d’étudier la stabilité des solutions ( / ,  A, h) définies 
dans le théorème 2.1.2. Des résultats formels et numériques obtenus par Dorsey, Dolgert 
et Di Bartolo dans [19] nous conduisent à poser la conjecture :
C onjecture 2.6.2 Pour tout k  € R +, pour tout f 0 €]0,1[, soit (f K, A K,hK) l ’unique 
solution de (GL)^ telle que

/« (0 ) =  /o. (2.68;

Il existe Ko >  0 et une application 9 de classe C°°, définie sur ]0, Ko] et vérifiant 
0(0) =  telle que, pour tout k <  k 0, la solution ( /„ , AK,hK) de (GL)^ vérifiant (2.68) 
avec f o  < $ ( k )  est instable, pour tout f o  > 0 ( k ) ,  la solution est stable.

(2.66)

1
V2'





Bibliographie

[1] A. Aftalion et W. C. Troy.
On the solutions of the one-dimensionnal Ginzburg-Landau equations for supercon­

ductivity.
Physica D 132, No. 1-2, p. 214-232, 1999.

[2] C. Bolley et P. Del Castillo
Existence and uniqueness for the half-space Ginzburg-Landau model.
A paraître dans Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications.

[3] C. Bolley., F. Foucher et B. Helffer
Superheating field for the Ginzburg-Landau equations in the case of a large bounded 

interval.
A paraître dans J. Math. Phys. (2000) .

[4] C. Bolley et B. Helffer.
Rigorous results for the Ginzburg-Landau equations associated to a superconducting 

film in the weak k limit.
Reviews in Mathematical Physics, Vol. 8, No. 1, p. 43-83, 1996.

[5] C. Bolley et B. Helffer.
Upper bound for the solution of the Ginzburg-Landau equations in a semi-infinite 

superconducting field and applications to the superheating field in the large k 
regime.

European Journal of Applied Mathematics, Vol. 8, p. 347-367, 1997.
[6] C. Bolley et B. Helffer.

Rigorous results on the Ginzburg-Landau models in a film submitted to an exterior 
magnetic field.

Part I. Nonlinear Studies No. 3, p. 1-29, 1996.
[7] C. Bolley et B. Helffer.

Rigorous results on the Ginzburg-Landau models in a film submitted to an exterior 
parallel magnetic field.

Part II. Nonlinear Studies, Vol. 3, No. 1, p. 43-83, 1996.
[8] C. Bolley et B. Helffer.

Superheating field in a semi-infinite film in the weak k limit: numerical results and 
approximate models.

Mathematical modelling and numerical analysis, Vol. 31, No. 1, p. 121 à 165, No­
vembre 1997.



42________________________________________________________________ BIBLIOGRAPHIE

[9] C. Bolley et B. Helffer.
A priori estimates for Ginzburg-Landau solutions.
Contribution pour Cargèse, 1999. A paraître dans NATO Science Series.

[10] M.K. Kwong.
On the one-dimensional Ginzburg-Landau BVPs. 
Diff . Int. Equations 8, p. 1395-1405, 1995.



Chapitre 3

Existence d’un développement 
formel du champ de surchauffe 
quand k  tend vers zéro

3.1 Introduction
Dans un article (voir [12]) consacré à l’étude du champ de surchauffe, Dorsey, Di 

Bartolo et Dolgert construisent par une procédure de recollement une famille de solutions 
formelles du système de Ginzburg-Landau. Les auteurs en déduisent un développement 
formel du champ de surchauffe à l’ordre 4. Nous nous proposons de montrer dans ce 
chapitre qu’il est effectivement possible d’obtenir un développement formel à tout ordre 
du champ de surchauffe, comme conséquence de la construction de solutions formelles 
de (GL)oo.
Rappelons qu’une condition nécessaire pour que le couple (F , A) soit un point critique 
de la fonctionnelle e^, définie en (1.5), est qu’il soit solution des équations de Ginzburg- 
Landau :

- k2F"  -  F  +  F 3 +  F A 2 =  0 sur R + , ,
- A" +  A F 2 = 0  sur R + 1 ’

avec les conditions aux limites :

F'(0) =  0, >1'(0) =  h0, lim F ( x ) =  1 et lim A(x)  =  0. (3.2)x —ïoo x—ïoo

Posons H  =  A'. On obtient le nouveau système :

- k~2F"  -  F  +  F 3 +  A 2F =  0 sur R +
-A !' +  A F 2 =  0 sur R + (3.3)
H =  A' sur R +

avec les conditions aux limites :

F'{0) =  0, H ( 0 ) = h o, (3.4)
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à l’origine et
lim F(x)  =  1 et lim A(x ) =  0, (3-5)

x-ïoo X-+OQ

à l’infini.
On note dans ce chapitre l’égalité au sens des séries formelles par le symbole ~ .
Dans la section 3.2, sous l’hypothèse k petit, on construit des solutions formelles du sys­
tème de Ginzburg-Landau, qu’on cherche à déterminer sous forme d’un développement 
formel en puissances de k.
On construit tout d ’abord une solution formelle nommée extérieure, vérifiant le système 
(3.3) et les conditions aux limites à l’infini (3.4) : elle aura donc comme fonction de 
bien approcher la solution à l’infini. On cherche une solution formelle (F e,Q e,H e), en 
puissances de k du système (3.3) sous la forme

oo oo oo

F e(x') ~  fi{x ')K\ Qe{x') ~  H e{x') ~  ^ 2  hi{x')Kl
o o  o

où qi et h{ sont des fonctions définies sur R + et de classe C°°. Puis on construit une 
solution nommée intérieure, vérifiant le système et les conditions aux limites en zéro : 
elle aura comme fonction de bien approcher la solution près de l’origine. On sait d’après 
la formule de De Gennes que :

\imK^hsht(K) =  2 4. (3-6)
K —̂0

Cette égalité suggère de chercher A  sous la forme :

A(x)  =  k 2Q(x ). (3.7)

Tenant compte de ce changement de variable, le système (3.3) devient :

F" -  kQ2F  +  k2(F  -  F 3) =  0
Q" -  F 2Q =  0 (3.8)

k *H =  Q'.

avec les conditions aux limites :

F\0) =  0, K~*Q'{0) =  ho. (3.9)

On cherche la solution intérieure (F\ Q1, H 1) sous la forme

OO OO oo

pi ~  H  Qi ~  Y ,  ^  et Ri ~  K~* H{K’ ’
o o  o

où Fi, Qi et H{ sont des fonctions définies sur R + de classe C°°.
L’une des difficultés réside dans le raccordement de la solution extérieure et intérieure. 
Nous définissons également dans cette section une notion de raccordement des solutions

' £
n

etqi(x')K%
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intérieure et extérieure à l’ordre n. La technique utilisée pour effectuer ce raccordement 
est celle du matching. Elle est dûe à M. van Dyke. (voir ([15])).
Dans la section 3.3, nous retrouvons la formule de H. Parr ([14]) en suivant les calculs 
formels menés dans [12]. Nous donnons également les conditions de raccordement modulo 
0( k 2) et 0( k 3 ) des solutions intérieure et extérieure.
Dans la section 3.4, nous démontrons que la procédure de recollement proposée dans la 
section 3.2 est d’une part naturelle et d’autre part conduit à un système infini d’équations 
algébriques. Nous montrons que ce système admet des solutions, puis nous précisons sous 
quelles conditions peut s’effectuer le raccordement des solutions extérieure et intérieure 
à l’ordre n.
Nous introduisons alors la définition
D éfinition 3.1.1 Une solution formelle du système de Ginzburg-Landau (3.3), est la 
donnée d ’une paire ( [Fe, Qe, H e)\(Ft, Q %, H 1)) composée d’une solution formelle exté­
rieure et intérieure dont on a effectué le raccordement à tout ordre.
La question majeure abordée dans ce chapitre est de savoir si la procédure de recollement 
permet d’obtenir un développement formel du champ de surchauffe à tout ordre. Nous 
montrons que la procédure utilisée permet d’exprimer A/(0) sous forme d’un développe­
ment en série formelle.
Afin d’obtenir ce développement, nous établissons dans la section 3.4 le théorème : 
Théorèm e 3.1.2 Etant donné un réel t G]0,1[, il existe une unique solution formelle 
en puissances de k  des équations de Ginzburg-Landau (3.3) vérifiant formellement les 
conditions aux limites

F ‘ (0,/c) ~  t, (F*')'(0,k) ~  0,
lim^oo F e(x, k) =  1 et lim*.*» Qe(x, « )  =  0, 

précisément,

lim*.*» fo(x, k )  = 1, limr_+00 f j (x,  k ) =  0, V j  € N*,  
lim*-,.,»Çj(x,/c) =  0, V j €  M.

De plus,
(A')'(O)

se représente de manière unique sous forme d’une série formelle en puissances de kï à 
coefficients de classe C°° sur ]0,1[.
Nous notons dans ce qui suit la dépendance de la série formelle H* et de ces coefficients 
Hi par rapport au paramètre t de la façon suivante: H l(x\t, k )  et Hi(0]t).
Par ailleurs, nous posons

oo

h ( t ,  k ) : =  i / ‘(0 ; t, k ) ~  k ~ *  ^  (3 -1 3 )

i=0

Dans la section 3.5, nous déterminons un développement formel du champ de surchauffe, 
hsh(K), en puissances de k 2.

I :=  * - í ( Q ' ) ' ( 0 ) (3.12)

(3.11)

(3.10)

4>i(¿y
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Afin de déterminer un développement formel en puissances de «2 du champ de surchauffe, 
nous sommes conduits à définir le maximum par rapport à t d’une série formelle en 
puissances de /c, à coefficients C°° définis pour t €]0,1[.
Lorsque le terme principal (j>o admet un maximum sur ]0,1[, non dégénéré, en un point 
to e]0,1[, on montre qu’il existe une notion naturelle de maximum pour la série (f>. La 
définition de maximum de la série formelle 4> par rapport à la variable t est donnée dans 
la sous-section 3.5.3.
On établit dans cette sous-section le résultat suivant :

T héorèm e 3.1.3 Soit (j> une série formelle en puissances de k , à coefficients de classe 
C°° définis sur ]0,1[, telle que

Supposons que la partie principale <f>o admette un unique maximum au point to €]0,1[ et 
qu’il est de plus non dégénéré, c ’est-à-dire tel que

<l>o(to) = 0 et <f>o(tQ) < 0.

Alors la série formelle <j> admet un unique maximum “formel” sur ]0,1[.

Lors de la construction de H\ nous constatons que Ho(0,t) admet un unique maximum 
non dégénéré au point t0 =  Appliquant alors le théorème 3.1.3, on en déduit le 
résultat majeur de ce chapitre 
T héorèm e 3.1.4 Considérons la série formelle

CO
<f>(t, K) r>*j E fa(t)K% et 4>(t,K) ~  « 2/i (î ,/î ),

o

définie dans le théorème 3.1.2.
La série formelle <f> admet un unique maximum sur ]0,1[.
Ce maximum correspond à un développement formel en puissances de «2 du champ de 
surchauffe.
Pratiquement, pour déterminer ce maximum, on remplace t par î(k) ~  ^ o °  tiK% ^ans 
série formelle <j>. Puis, quelque soit l’entier naturel i, on effectue un développement de 
Taylor de fa au point <0 et on réordonne l’expression obtenue en puissances de k. On 
montre alors que pour tout entier naturel n , il est possible de maximiser le coefficient de 
Kn par rapport aux variables i,-, i € {0, • • •, n}. On montre qu’il est équivalent de maxi­
miser 4>(t,K,) par rapport à la variable t et 0(î(/î), k) en maximisant chaque coefficient 
de k par rapport aux variables t{.
Dans la section 3.6, nous donnons l’algorithme de calcul du champ de surchauffe formel 
et nous récapitulons les résultats numériques obtenus que nous comparons à ceux obte­
nus par Dorsey, Dolgert et Di Bartolo dans [12].

<j>\ k)
CO

E
0

4>i(t) k \
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Dans la section 3.7, nous discutons une conjecture due à H. J. Fink, D. S. McLachlan et
B. Rothberg-Bibby (voir [11]). Nous montrons que les développements formels obtenus 
dans les sections précédentes mettent en défaut la conjecture de ces auteurs.

N otation  3.1.5 On note par R[xi, •••, xn] l'anneau des polynômes à n  indéterminées, 
par R(æi, • • •, xn) le corps des fractions à n indéterminées et par R[[xi, • • •, xn]] l ’anneau 
des séries formelles à n indéterminées.
Afin d’alléger les notations, on pose:

An (Aq, •• •, An), Bn (Bq, • • •, Bn) et Cn (Co, • • •, Cn), (3-14)

et
Ân (Ai, • • •, An), Èn (B\, • • •, Bn) et Cn (Ci, • • •, Cn). (3.15)

Pour i =  (¿o, • • •, in) € Nn+1, on pose

K|o,n : =  *0 +  *1 +  • • • +  |î|l,n H +  *2 +  ' ’ ’ +  ¿n? /o  i g\

j * 12,n := *1 +  2î2 + • • • +  nin.

3.2 Construction d’une solution formelle

3.2.1 Construction de la solution extérieure.
Introduisons la variable extérieure x' =  kx. Effectuons le changement de variable dan 

le système (3.3) avec cette nouvelle variable. Posons

Fe(x', k ) := F(x, «), Qe(x',K) := A(x,k), He(x',K) := H(x,k).

Le système (3.3) devient :

(F6)" -  (Qef F e +  Fe -  (F6)3 = 0 
k2 {Qe)" ~ Qe(Fe)2 =  0 (3.17) 

H* =  K(Qe)\

où la différenciation s’exprime par rapport à la variable x

D éfinition 3.2.1 On appelle solution formelle extérieure, la donnée de trois séries for­
melles (Fe, Q e, H e), en puissances de k , à coefficients C°° sur R +,

OO OO oo

Fe ~ Y ,  fi«** Qe ~ Y l  *** et Re ~ S  hiK̂  (3-18)
0 0 0

qui sont solutions formelles du système (3.17), et dont les coefficients vérifient

/o  —> 1) f j

quand x1 tend vers +oo.

-»  o, <?î —y o, h{ —y O i € N
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Soit C G R. Notons par S(x', C ) et C(k) les séries formelles définies par

S ( " ' C ) ~ E Î " | # M .  C M  ~  £ r  G ,«", (3.19)

où
fo(x') :=  tanh(X (3-20)

P roposition  3.2.2 Toute solution formelle extérieure est égale à

F e(x ',K) ~  S(x' ,C ( k)),
Qe(x',K) ~  0, (3.21)
H e(x', k ) ~  0,

où S(x',C(k))  est la série formelle en k  obtenue en substituant dans S(x',C) l ’indéter­
minée C par C (k ) et en redéveloppant et réordonnant l ’expression en puissances de k . 

De plus,

/" = E E ¡T — T l I ^ / o (ro), (3-22)
m=1 Kkn =  n n' fc=1

|*|l,n =  m

où fo est définie en (3.20).
Preuve
Remplaçons F e, Qe et He par leur développement respectif dans le système (3.17). 
Les égalités ainsi obtenues sont vraies au premier ordre si et seulement si :

fo  ~  Qofo +  /o  ~  /o  =  0 

- / o î o  =  0 
h0 =  0.

Supposons que qo soit non nulle sur un intervalle, alors fo serait identiquement nulle sur 
cet intervalle et finalement identiquement nulle par Cauchy-Lipschitz. Puisque fo tend 
vers 1 en +oo, fo ne peut être identiquement nulle, et on a donc qo =  0.
Résolvons alors l’équation :

fS +  f« -  f i  =  0 . (3.23)

Il est naturel de supposer, compte-tenu de la propriété 3 (voir (2.9)) que

f o >  0, 0 < /o < 1, lim fô(x) =  0 et lim /¿ (x ) =  0. (3.24)
x-ïoo x—ïoo

On a :
f'ofo +  fofo -  fófo =  0

d’où, pour une constante c :

i f  + f  —f  + c = 0 .
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En utilisant les conditions à l’infini sur /o et f'Q données en (3.24), on obtient :

Il en résulte que

(fi)2 =  j ( i  -  il?■
On peut alors écrire en utilisant (3.24) que :

f i  =  - L ( l  -  f i )  (3.25)

d’où, par intégration élémentaire, il existe une constante réelle Cq telle que

fo(x') =  tanh(-^= +  -^| ). (3.26)

Par récurrence, montrons que d’une façon générale :

qn =  0, Vn € N.

Le résultat est vrai pour n =  0, d’après ce qui précède.
Supposons que qk =  0 pour tout k € {!,•••, n}. Comme Qe est solution formelle de :

k2 (Qe)" ~ Qe(F eŸ =  0,

la fonction qn+1 vérifie :
Çn+i/o — 0)

d’où la propriété
qn+1 = 0,

pour les mêmes raisons que précédemment.
Ceci achève la récurrence, et montre que la série formelle de Qe en puissances de k est 
nulle. Il en va de même pour la série formelle H e. Il en résulte que F e vérifie en un sens 
formel l’équation (3.23), et que

F e(x', k ) ~  tanh(x/ +  C ° / Î  C ^ )  ~  / 0(x' +  C («)). (3.27)
V 2

Comme on cherche une solution F e s’écrivant sous la forme (3.18), on définit C(k) de la 
façon suivante

OO

C {K )~ Y jC n K n. (3.28)
1

Effectuant un développement en série entière de tangente hyperbolique au point , 
on peut alors écrire que :

c
1
4

Fe(x',K) rsj

-foo

o

c u y
i!

Ai)Jo (x'). (3.29)
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Le coefficient de « n dans (3.18), pour n >  1 est égal à la somme des coefficients de Kn 
dans fom)^ r  pour m variant de 1 à n. Il est donné par :

—  K l v —  t=1
i*|i,n =  m

Ceci achève la preuve de la proposition 3.2.2.

R em arque 3.2.3 Cette solution ne satisfait pas la condition ( Fe)!(0: k ) =  0. On pourra 
seulement l ’utiliser au voisinage de l’infini.
Notons également qu’aucune condition ne porte sur les réels Cj, j  € N, introduits en
(3.28).

3.2.2 Construction de la solution intérieure
Construisons de même un développement de F, A, H  en puissances de /c, avec pour but 
que (F, A, H) soit solution formelle de (3.3) et que F  vérifie la condition F'(0,k) =  0. 
On souhaite en effet utiliser cette solution au voisinage de zéro.
C. Bolley et B. Helffer ont montré dans [5] et [8] que:

limK2/is/l(/c) =  2 *. (3.31)
«->0

Cette égalité suggère de chercher A  sous la forme :

A(x)  =  k ?Q(x) .  (3.32)

Le système (3.3) devient :

F " - kQ2F +  k2( F - F 3) =  0
Q» - F 2Q =  0 (3.33)

k ï H =  Q ',

avec les conditions aux limites :

F'(0) =  0, k-ÏQ'(O) =  h0. (3.34)

Définition 3.2.4 On appelle solution formelle intérieure la donnée de trois séries for­
melles (F \ Q \ H %) en puissances de k , à coefficients C°° sur R +, telles que

OO OO oo

p i  ~ F i K Q *  ~ S  et R i  ~ K ~*  1 ]  H i K ^  (3-35)
o o  o

et qui sont solutions formelles des équations de Ginzburg-Landau (3.33), F 1 vérifiant 
formellement la condition de Neumann en 0, ce qui signifie que F{(0) =  0, pour tout
i € N.

fu E
n

E m!
* * * ¿n*

n

n
k= 1

e t
Am) 
JO • (3.30)
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Si l’on considère les séries formelles
oo oo oo

A{k) ~ ^ A n«n, B(K)~Y^BnKn, D(k) ~  K - Ï J 2 DnKn,
0 0 0

on parlera de solution formelle intérieure à données initiales (A(/c), B (k), D(k)), si

En vue de faire le raccordement de la solution intérieure et extérieure, on incorpore la 
condition

lim Q'(x , k) =  0 <=> lim Qj(x) =  0, V? € N. (3.36)X—̂"f*00 X—»-+00
Déterminons explicitement la solution intérieure.
Remplaçons F\ Q\ H1 par leur développement respectif dans le système précédent. On 
obtient pour chacune des trois équations de (3.33) un développement dont l’annulation 
au sens des séries formelles se traduit par celle de chacun des coefficients de k3 dans ces 
développements.

Annulation du coefficient de «°.

Le coefficient de k° est nul dans chaque développement, si on a les trois égalités sui­
vantes :

K  =  0 , Q'i -  F£Q0 =  0 , ff0 =  Q'0 . (3.37)

Tenant compte de la condition aux limites F£(0) =  0 et de (3.36), on obtient:

Fo(x,Ao) — Aq , (3.38)

Qo(z, A0, B0) =  Bq e x p (-A o x ), (3.39)

et
H0(x ,A 0,B q) =  - A 05 0ex p (-A 0x) . (3.40)

Compte-tenu des rappels (2.8) et (2.10) il semble naturel de supposer que:

0 < Aq <  1 et Bq <  0. (3.41)

On obtient ainsi une solution approchée (F0, Qo, Hq) qui dépend de deux paramètres A0 
et Bq avec (Aq, Bq) €]0,1[x1R_.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous faisons l’hypothèse (3.41).

A(/e),n>j <7(o, «0 r * j BU), H \0,/e) DM.F '( 0,/c)
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Annulation du coefficient de k.

Le coefficient de k est nul dans chaque développement si et seulement si :

f ;' =  QlFo , (3.42)

Q "  - F ; j Q , =  2Fo Q a F l , (3.43)

et
H, =  Q\ . (3.44)

Tenant compte des conditions aux limites F/(0) =  0 et Qi(0) =  Bi, et de (3.36), on 
obtient :

F^x, Â 1,B 0) =  A 1 ~ ^ -  +  ^ - x  +  ^ -  exp (-2A 0x) (3.45)4/io  ̂ 4/io
Qi(x, A i ,B x) =  Y ^ e x p (-3 A 0a:) +  (Bx -  ^  -  B0Aix -  ^ x 2) e x p (-A 0ar), (3.46)

et
i7i(x, Ai,B i)  =  -tIt!1 exp (—3A0x) +  { - B qA x -  A0Bi) exp ( - A qx)

+( i f t  +  (AoBoAi +  ^-)x +  ^ - x 2)) exp ( -A 0x).
(3.47)

Annulation du coefficient de k 2 .

Le coefficient de k2 est nul dans chaque développement si et seulement si :

F " =  -F o  +  Fq +  2QoQiFo +  Q20FU (3.48)

Q" -  A2Q2 =  F 2Qq +  2F0FiQi +  2FqF2Qo, (3.49)

et
H2 = Q'2. (3.50)

La solution de la première équation est donnée par :

F2(x, A2, Bi) =  Pi(x) +  P2(x) exp (-2A 0x) +  ^ e x p ( - 4 A 0a:), (3.51)

OÙ

fit*) = ë f f  + r l r  -  -  s f  )* -  k M l  -  Al)x\ (3.52)

et
1 Bjfoi 5 B* ( iB*  ■ 1 BgAi \ i B* 2 (o eo\

^ W - Î aT  ï I T  32Âq U 4 + 2 ^ o ' ,X 8 A 0X '

Le second membre de l ’équation (3.49) est une somme de produits d’exponentielles po­
lynômes d’après (3.45), (3.46) et (3.51), donc la fonction Q2 a une structure de ce type. 
De plus, cette fonction dépend de six paramètres, Ao, Ai, A2 et Bq, B\, B2. Compte 
tenu de la définition de H2, cette fonction présente la même structure que Q2.

_1 jB q ^ i
2 A q A-2 + ( B o B 14 -
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Annulation du coefficient de «n
Précisons la structure des fonctions Fn, Qn et Hn pour n >  2.
Le coefficient de Kn est nul dans chaque développement si et seulement si :

F"  =  —Fn- 2 +  In +  Jm (3.54)

Q l - A I Q „ =  Y .  rr~7ï"T FI F*k
l+\Ai,n =  n , l < n - l  °' *-» <3-55)
|*k» =  2

et
Hn =  Q'n. (3.56)

Les fonctions /„  et J„ désignent le coefficient de Kn respectivement dans l’expression de 
k2F 3 et de kQ2F  développées en puissances de k .
On a

'* = E  rrërT ,îlFÎ‘ <3-57)
Mo.n-a =  3 '
|* |3 ,n-2 =  n -  2

et

Jn E 2!
Ìq* ••in—!•

Ft
n—1

il
k=0

Q l (3.58)

t+\i\ 2,n—1 =  n - 1 ,
1̂  |o,n—1 =  2

Rappelons le lemme élémentaire suivant :
Lem m e 3.2.5 Soient n scalaires ai (0 < i <  n — 1) dans C, I un intervalle de R  et b 
une application continue de I dans C. Considérons l ’équation

y(n) +  an_!î/(n ^ +  aiy' +  a0y =  b (L).

Lorsque le second membre de (L) est du type b(x) =  exp(rx)c(x) où r (E C et c € C[X], 
l ’équation (L) admet une solution particulière du type y =  exp(rx)ç(x), où q € C[X] avec 
deg q =  deg c si r n’est pas racine de l ’équation caractéristique de (L) et deg q =  deg c +  a 
si r est racine d ’ordre a de cette équation.

P roposition  3.2.6 Pour tout n € N, la fonction Fn solution de (3.54) est égale à une 
somme de produits d’exponentielles polynômes. Plus précisément,

f» = f r '+<«•)«.(•. iho)> (3.59)

où F%°1 est un polynôme de degré n, où Pn € R[x,y] et ip(x) =  exp(—2Ao x), Aq étant
définie en (3.^1).
La fonction Qo solution de (5.31) vérifie:

Qo(x) =  £?0ex p (-A 0x).

3!
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Vn G N*; la fonction Qn, solution de (3.55) vérifie

Qn =  4>(.)Rn(.,4>(.)) (3.60)

où Rn £ R [x,y], et où (f>(x) =  exp(—Aq x).
Quant à la fonction Hn, elle présente la même structure que Qn.

Preuve
Montrons (3.59) et (3.60). Le résultat est vrai pour n =  0,1, d’après (3.38), (3.45) et 
(3.39), (3.46).
Soit n >  2. Montrons le résultat par récurrence.
Supposons qu’il soit vrai pour fc € {1, ■ ■ ■ ,n — 1}.
Compte-tenu de (3.57) et de l’hypothèse de récurrence, la fonction In est égale à la 
somme d’un polynôme de degré n — 2 et d’exponentielles polynômes.
Plus précisément, on a l’égalité:

OÙ Pn € R[x,y], et où P%°1 est un polynôme de degré n — 2.
La fonction </„ est, quant à elle, compte tenu de (3.58) et de l’hypothèse de récurrence, 
égale à

0(.)5n(.,0 (.)), (3.62)
où Sn € R[x,y].
L’égalité (3.55) est une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficient 
constant en l’inconnue Qn. Le second membre de cette équation est, compte-tenu de 
l’hypothèse de récurrence, de la forme (3.62). D’après le lemme 3.2.5 et d’après (3.61) 
et (3.62), les égalités (3.59) et (3.60) sont vérifiées. Ceci achève la preuve de la proposi­
tion 3.2.6.

C orollaire 3.2.7 Etant donné les séries formelles en puissances de k , à coefficients 
dans R, A(k), B (k), il existe une unique série formelle D(k) et une unique solution 
formelle intérieure de données initiales (A (k), B (k), D(k)) vérifiant la condition (3.36). 
Pour n >  1, la fonction Fn dépend de 2n-l paramètres, Àn,B n- 1, définis en (3.14)- 
Plus précisément, pour x G R , on a l ’égalité

F%ol(x ,Â n,B n-i )  =  A n (3.63)

modulo un élément de R [Ân_i, Bn-i](Ao), avec Aq — 0 pour unique pôle. De plus, pour 
(x ,y )  G R 2,

Pn(x, y, An- 1, Bn-i )  G R[v4„, Bn_i](A 0), (3.64)
avec Ao =  0 pour unique pôle.
De même, pourn  G N, les fonctions Qn et Hn dépendent de 2n paramètres, An,B n. Plus 
précisément, pour n >  1, on a l ’égalité

Qn(-, An, Bn) =  4>(.)(Bn +  Rn(-, </>(•)) An, Bn- 1), (3.65)

où, pour (x ,y ) G R 2, Rn(x,y, An, Bn- 1) G R[Ân, Bn-i](A 0), avec A0 =  0 pour unique 
pole.

+ H-)Pn (3.61)In
ppol
r n (-,•0(.)),
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Preuve
Montrons le résultat par récurrence sur n.
D’après (3.38), (3.45), (3.39) et (3.46), la donnée de A0, B0, A t , Bi détermine complè­
tement les fonctions fo , Fu Qo, Q i, Hq et H\. De plus, lorsque n =  1, (3.63) et (3.65) 
sont vérifiées avec

fr'Ot.Äi.Bo) =  A , ~vfc +  ^ 2 x' =  ^- y

et

&(»,», Au.ft) =  ^  + ( - j | j  ■- B.A.X -  f  *’ ).
Soit n >  2.
Supposons (3.63), (3.64) et (3.65) vérifiées pour i € {0, • • • , n — 1}.
La fonction Fn est déterminée de manière unique par la donnée de l’équation différentielle
(3.54) et des conditions aux limites :

F '(0) =  0, et Fn(0) =  An. (3.66)

Compte-tenu de (3.57), (3.58), (3.61), (3.62) et d’après l’hypothèse de récurrence, les 
fonctions In(.) et Sn( . , .) dépendent uniquement de Ân_2, Bn- 2, et on a 
In(.) € R[Ân- 2 ,B n- 2\(Ao) et Sn € R[Ân_i, 5 n_i](Ao).
Compte-tenu de ce qui précède, de (3.54) et des conditions aux limites (3.66), la fonction 
F%°1 dépend uniquement de Ân, Bn- 1, et on a FZol( ,Â n , Bn- 1) =  An modulo un élément 
de R[Ân_i, ¿?n_i](Ao), avec A0 =  0 pour unique pôle.
De même, on a Pn(., Ân_i, fin- i )  € R [Ân, Bn-i](Ao), avec A0 =  0 pour unique pôle.
On obtient ainsi (3.63) pour tout n € N*.

Quant à la fonction Qn, elle vérifie l’équation différentielle linéaire du second ordre à co­
efficients constants avec second membre, donnée en (3.55). D ’après la proposition 3.2.6, 
ce second membre est une somme d’exponentielles polynômes, tendant vers 0 quand 
x -> + 00. De plus, d’après l’hypothèse de récurrence, il dépend uniquement de Ân_i 
et Bn- 1.
Comme par hypothèse (voir (3.36)), limr_).oo Qn(%) =  0, on a l ’égalité

Q n ( x )  =  Cl exp(—Aqx) +  exp(-A ox)5-(a;,exp(-Aoar)),

où la fonction g dépend uniquement de An et Bn- 1, et plus précisément, où 
g (x ,y ,Â n,B n- i )  € R [ Â n, 5 n_i](A 0), avec A0 =  0 pour unique pôle.
Compte-tenu de la condition aux limites Qn(0) =  Bn, la fonction Qn est entièrement 
déterminée par la donnée de Ân et Bn. Elle s’exprime sous la forme

Qn(x) =  exp (~ A 0x)(B n +  R n (x ,exp (-A 0x)),

où Rn dépend de Ân et Bn-i- De plus, Rn(x, y, Ân, Bn- 1) G R[Ân, Bn-i\(Ao), avec Ao =  0 
pour unique pôle. Enfin, comme Hn =  Q’n et Vn € N, Hn(0) =  Dn, la série formelle Dn 
est entièrement déterminée par la donnée de A(/c) et de B(tc). Ceci achève la preuve du 
corollaire 3.2.7.



Existence d’un développement formel du champ de surchauffe quand k  tend
56 vers zéro

3.2.3 Définition du raccordement des solutions intérieure et 
extérieure

Avant de définir le raccordement de la solution intérieure et extérieure, énonçons 
quelques définitions :
Définition 3.2.8 Soit n € N et k € R + et deux réels strictement positifs Si et 8 2, tels 
que 81 < 8 2 .
On appellera région intérieure (respectivement région extérieure), la région définie par 
l ’intervalle [0, (respectivement par l ’intervalle [Æi/c- ”+ï, +oo[j.
On appellera région de recollement l ’intervalle de la forme

In(8u 62 ,K) =  [S t f -à ï ,  S2k ~ ^ ] .  (3.67)

Définition 3.2.9 Soit Ko un réel positif et pour tout k €]0, «oL so^ H k) un inter­
valle de R ,  et u(x , k) et v(x , k), deux fonctions définies sur I(k). On suppose que 
v(x , k) >  0, V ( x , k) E  I(k)x  ]0,ko].
On dira que

u(x , k) =  0 ( v(x , k)) sur I(k) quand k —y 0,

si il existe C >  0 et ko > 0 tels que

\u(x,k)\ <  Cv(x,k),  V i E  I(k) et V/c <  «o-

On dira que
u(x , k) =  o(v(x , k)) sur I(k) quand k —Y 0,

si il existe k —*• 9(k) et ko >  0 tels que

\u(x,k)\ < 6 (k)v(x,k),  V x € I(k) et V/c < ko,

avec 6 (k) —¥■ 0 quand k —>• 0.

Définition 3.2.10 On appelera solution intérieure tronquée à l ’ordre n (respectivement 
solution extérieure tronquée à l ’ordre n), le triplet de fonctions définie par 
(]Co QiK\ X)o ^î'k’ ) qu’on notera {F %̂n\ Q ^ n\ W ’^ )  (respectivement
( E Ô M ' . E ^ . E S A . V )  notée ( f W ,  QM»>,//«■<»>)).

D éfinition 3.2.11 Soit n ë  N. Soient (F i’<n),Q i'<n>, H «")) et #'•<">) les
triplets de fonctions introduits dans la définition 3.2.10.
On dira que les solutions intérieure et extérieure se raccordent modulo 0 (/cn) sur l ’in­
tervalle In(Si,S2 ,K) donné en (3.67) si et seulement si

F ^ n\x,K) -  F e’(n-1)(«;r,/ç) =  0 (/cn),
Q1» ( x , k )  -  Q ^ -^ Ì k x ,« )  =  0 ( k ), (3.68)
iP » (a :,/c )  -  H e’(n-V{Kx,K) =  0{Kn),

au sens de la définition 3.2.9.
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P roposition  3.2.12 Soit n € N.
Les séries formelles Ql et Qe se raccordent modulo 0(Kn) au sens de la définition 3.2.11. 
Il en va de même des séries formelles H% et He.

Preuve
Compte-tenu de la structure exponentielle polynôme des fonctions Qj et Hj décrite dans 
la proposition 3.2.6, et plus précisément de (3.60), on a, quelque soit l’entier naturel j ,  
l’estimation suivante sur l’intervalle In(Sx, S2, k) :

rrij i rrij j

Qj =  0(/i~n+i)<exp(—ix-Ao«- " ^ )  et Hj =  O(K~n+l ) .exp(—Si.A0K ~ ^ ) ,

où mj € N.
On en déduit l’estimation

Qj =  0 (Kn) et Hj =  0(Kn).

D’après la proposition 3.2.2, Qe ~  0 et He ~  0, donc, sur In(8i, S2, « ),

Ql'(n\x,K) — Qe,(n 1̂ (/cx,x) =  Ql,(n)(a:, k) =  C?(/cn) 
^ ‘•(n)(x,/c) — / f e’ n̂_1^(/cx, x) =  H ''^ (x ,k )  =  0 (Kn)

au sens de la définition 3.2.9, ce qui achève la preuve de la proposition 3.2.12.

Cherchons à présent une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions in­
térieure et extérieure se raccordent modulo 0 (ku).

P roposition  3.2.13 Soient les fonctions F *’(” ) et F e'̂ n\ introduits dans la définition 3.2.10. 
Pour n € N, on a l ’estimation sur l’intervalle In(Si,S2 ,K) :

F * m ( x , k ) =  K' XÎ +  ( 3 - 6 9 )

0 <  i <  j  <  n 
(*>j) ^  (0,n)

où
a .j désigne le coefficient de x % dans F j°l. (3.70)

Pour n € N*, on a l ’estimation sur l ’intervalle In(S x ,^ ,« )  '

F e'(n~1 ){KX,K)= PijK’ x* +  0(Kn), (3.71)
0 <  i <  j  <  n 
(*> j )  Ì  (0>n)

où
/W.(0)

Pij :=  (3-72)
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Preuve
Sur l’intervalle In(Si,52 ,k), d’après la proposition 3.2.6, précisément (3.59), la fonction 
Fn est égale à un polynôme de degré n modulo (9(k°°).
Pour x € In(5 1,^2,« ) ,  on a donc l’estimation

F*'’(b)(s,/c) =  £  aiJKixi +  0 (ku). (3.73)
0 < i <  j < n 
(i,j) ± (0, n)

Pour k € { 0, • • •, n — 1}, effectuons un développement en série entière de la fonction 
x —y fk{nx) où la fonction /*. est définie en (3.30) au point x =  0. Comme x € In{$i, <5*2, «), 
et compte-tenu de l ’analyticité de fk dans un voisinage de zéro, les développements en 
série entière sont convergents.
Nous pouvons exprimer F e n̂~^(Kx; k ) sous la forme

Posons j  =  i +  k.
On peut alors écrire la somme précédente sous la forme :

où a été défini en (3.72).
Comme x € In(51 , 6 2 , k ), pour ( i , j )  tels que j  >  n +  1 et i <  j ,  on a l’estimation

k V  =  0 { K j- & )  =  0 ( K n).

On en déduit l’estimation :

F e,(n- 1)(/car,/c)= J ]  P i j  k ’ x * +  0 ( n n), (3.75)

0 < i <  j  < n 
(*> j )  /  (°>n)

ce qui achève la preuve de Ja proposition 3.2.13.

En vue de préciser les conditions de raccordement des solutions intérieure et extérieure, 
montrons la proposition :
P roposition  3.2.14 Soit n € N*, et (¿1, ¿2) € R + x R + . Soit une famille de réels 7,-,, 
où (i , j ) € N2 avec 0 <  i <  j  <  n.
Soit la fonction S définie sur [0, « 0] x [¿1,^2] Par

5 ( * , » ) =  E  n W ~ * y ‘ +  0(>c“ ). (3.76)
0 <  i <  j  <  n 
(*»j) 7̂  (0,n)

pe,(n-1)(/ex;k)
71— 1

k=0

Kk
oo

1=0

/no)
il

l’ î’K X .E E

j -  n + 1 < i < j
(i,i) € N2

(n-1) (/ex; k ) E ßi,jK 3x \ (3.74)
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Alors
S(k , y) =  0 sur [0, k0] x [¿i, <S2] (3.77)

implique
= 0, V (i , j )  tels que 0 <  i <  j  <  n.

Preuve
Faisant tendre k vers zéro dans (3.77), on obtient

7o,o =  0.

Soit k € N, k < n — 1. 
Supposons que

H,3 =  0> Vi €{(),•••,&} et V i <  j .

Montrons qu’alors
7»,fc+i — € {0, • • •, k +  1}. (3.78)

Divisons les deux membres de (3.77) par Kk+1 «+ï, puis faisons tendre k vers zéro, on 
obtient :

7Jfc+i,fc+i =  0-

Supposons que

7/,jfe+i =  0, V / € {m , ■ ■ •, k +  1}  où m € { 1, • • •, k +  1}.

Divisant les deux membres de l’égalités (3.77) par Kk+1 "+1 , puis faisant tendre k vers 
zéro, on obtient

Il reste alors à montrer que
n

^ li .n y 1̂ ^  = 0. 
1=1

En tenant un raisonnement analogue au précédent, on montre que 7 =  0 pour tout l 
dans {!,•••, n}. Ceci achève la preuve de la proposition 3.2.14.

On déduit de ces calculs la proposition :

Proposition  3.2.15 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s ’effec­
tuer modulo 0(Kn) au sens de la définition 3.2.11 si et seulement si

<*ij =  f a ,  V(*,j) tels que 0 < i < j < n ,  (i , j ) (0 ,ra),

où a ij et ont été définis en (3.70) et (3.72).

= 0 ."Ym—1 , A + 1
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Preuve
En effet, d’une part, d’après la proposition 3.2.12, les séries formelles Q% et Qe se rac­
cordent modulo ü(Kn), sans aucune contrainte sur les différents paramètres. D’autre 
part, compte-tenu de la proposition 3.2.13, F h n̂\ x )—F e,(n_1^(«x) =  0(Kn) dans In(S 1 , 6 2 , k ) 

si et seulement si

(a¿j  -  A j )  d x '  +  0 ( k u) =  0 sur ]0, /c0] x In{Si, $2 , «)• (3.79)
0 <  i <  j  <  n 
(*>j) 7é (°>n )

Posons
S(K, y ) =  ^ 2  n'+1 y%+  ® (Kn)i

0 < i <  j  <  n
(*»i) 7k ( M )

OÙ
7 i,j a i,j Pi,j-

L’égalité (3.79) s’écrit alors

S(k, y) +  0 (kh) =  0 sur ]0, « 0] x [ix, 82}. (3.80)

Alors, d’après la proposition 3.2.14, on en déduit que

7iJ =  °> V(ï, j )  tels que 0 < i <  j  <  n, ( i , j )  ±  (0,n).

Ceci achève la preuve de la proposition 3.2.15.

R em arque 3.2.16 Notons que, d’après la proposition 3.2.15, le raccordement des so­
lutions intérieure et extérieure modulo une erreur de taille 0 (Kn+1) implique leur rac­
cordement modulo une erreur de taille 0 (ku).

R em arque 3.2.17 La règle de Van Dyke (voir [15]) consiste à effectuer un dévelop­
pement limité de la solution intérieure tronquée à l ’ordre n et de la solution extérieure 
tronquée à l ’ordre n-1 , puis à effectuer une identification des coefficients de k3xx pour 
tous couples (i , j ) tels que 0 <  i <  j  <  n, (i , j .) ^  (0, n). Nous avons montré dans 
cette section qu’elle est équivalente à la définition 3.2.11 que nous avons donnée du 
raccordement.

3.2.4 Raccordement des solutions modulo une erreur de taille O(k)
L’objectif est maintenant de déterminer les différentes constantes d’intégration dans 

le but d’effectuer le raccordement de la solution intérieure et de la solution extérieure 
modulo une erreur de taille O(k).  Plaçons-nous dans l’intervalle Ii(8 i,S2 ,k) défini par 
7 i(¿i,¿2 ,k) =  52k~ï] où Si et S2 sont deux réels strictement positifs tels que

^ $2 '
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P roposition  3.2.18 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s ’effec­
tuer modulo une erreur de taille O (k)  si et seulement si:

A0 =  /o(0), (3.81)

Y  =  /¿(O ),

où la fonction f 0 est définie en (3.26), et les paramètres A q et B q sont définis en (3.38) 
et (3 .39).
De plus, on a les égalités

B „  =  - 2 ï ( 1 - 4 5 ) î , (3 .83)

et
Co =  v ^ ( t a n h )  ' M o ) , (3 .84)

qui permettent d ’exprimer Bq et Co comme fonction de Aq.

Preuve
Le raccordement formel de la solution extérieure et intérieure est trivial pour les séries 
formelle Qe (respectivement H e) et Q% (respectivement H') comme on l’a démontré dans 
la proposition 3.2.12.
Observant que, pour x Ç. /i(Æi,Î2> k), on a |«2x2| < ¿2«, on obtient l’estimation

f o (nx)  =  /o (0 ) +  fo(  0) kx  +  Q ( k ).

D’où on déduit que :

F ^ 0)( k x ,  k )  =  /o (0 ) +  / ¿ ( 0 ) « x  +  0 ( k ).

Par ailleurs, d ’après (3.45), on obtient pour x G Ii(Si,8 2 ,k ),

F ,’ 1̂\ x , k ) =  A q +  ~ ^ KX +  0 ( k ).

D’après la proposition 3.2.15, une condition nécessaire et suffisante pour que le raccor­
dement puisse s’effectuer est que

A q =  /o (0 ), (3.85)

Y  = /¿(o)-
Comme Bq est cherché négatif (voir (3.41)), on a, compte-tenu des égalités (3.25), (3.85) 
et (3.86) l’égalité

B0 =  - 2 Ï ( 1 - A l ) ï .  (3.87)

De plus, de (3.85) et de (3.86), on déduit que

Co =  V/2(tanh)_1(A0). (3.88)

On peut donc exprimer Co et Bq en fonction de Ao, ce qui achève la preuve de la 
proposition 3.2.18.

(3.82)

(3.86)
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3.3 Existence d’un développement formel du champ 
de surchauffe en puissances de « 2  à l’ordre 2

3.3.1 Raccordement des solutions modulo une erreur de taille G(k2)
On se place sur l’intervalle 1 2 (8 1 , 8 2 ,« )  défini par

I2 (6i , 82 ,k) =  [¿i/c 3,¿ 2« »],

où (¿1,^2) € (R +)2, tels que ¿i <  52.

Proposition 3.3.1 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s ’effec­
tuer modulo 0 ( k 2) si et seulement si les équations (3.85) et (3.86) sont satisfaites, et si 
de plus, on a les égalités :

A ,  -  =  C M 0), (3.89)

B°B‘ -  ^  = CJS(0), (3.90)

où fo est définie en (3.26).
De plus, on peut exprimer Bi et Ci en fonction de Aq et A\

Preuve
Le raccordement formel de la solution extérieure et intérieure est trivial pour les séries 
formelle Qe (respectivement He) et Q' (respectivement H x) comme on l’a démontré dans 
la proposition 3.2.12.
De l’expression de F e (voir (3.27)), on déduit que

h  =  C if i

Effectuant comme précédemment un développement limité de fo et de Cifô à l’ordre 2 
dans l’intervalle / 2(Æi,Æ2,« ) ,  on obtient:

F 6(k x , k) =  Pi (k , x ) +  0 ( k2 )

où

/>,(«, *) = /o(0) + Æ( 0)K* + C,Kfi( 0) + CJS{ OWx + ^ (k i)2. (3-91)
Le seul terme à prendre en compte provenant de k2 F2 (x) est, compte-tenu de (3.51) :

-|a0(1 -  AI)kx2 +  (B„fl, -  1 ^ ) <c!x
puisque dans l’intervalle 1 2 (8 1 , 6 2 , «), exp(—2Aqx) est négligeable devant k2. D’où,

F'(x , k) =  P 2 (/c, x ) +  0 ( k2)
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où

P 2( k , x )  =  Aq + k(Ai - £fc) +  Ç-KX -  |A0(1 -  A q ) k 2x 2 +  (B0Bi - ¿ § $ ) k 2x .  

(3.92)
D’après la proposition 3.2.15, le raccordement peut s’effectuer modulo 0 ( k2) si et seule­
ment si (3.85) et (3.86) sont vérifiées, ainsi que

A- - ä = C I / ” (0)

- u ( l - 4 ) - Æ 2 >

BaB' ~ k.% = Clf°{0)' <3'95)
L’équation (3.94) est vérifiée compte tenu de (3.85). Notons que, d’après les équations
(3.93) et (3.95), on peut exprimer Bi et Ci en fonction de A0 et A\. Pour B\, puisque 
Bq est non nul, on trouve :

/tAoA! 3 B* 11 -  A 2 
B '  =  - ^ - l r + 3 2 i + 2 - ^ '  <3 -% >

où
Bq =  - 24(1  - A l ) * .

Quant à Ci, comme /q (0) est non nul, il vaut

Ceci achève la preuve de la proposition 3.3.1.

3.3.2 Calcul d’un développement formel à l’ordre 2 du champ 
de surchauffe

Par définition, on a H%(0) =  ho, ce qui fournit un développement de K^h0 en puis­
sances de k. L’objectif principal est de calculer un développement formel de k î Iis,1(k) 
en puissances de k .
Montrons qu’à ce stade des calculs, on peut obtenir un développement du champ de 
surchauffe à l’ordre 2.
On a l’égalité

tf’ (O) =  K-*(ff„(0, Ao,Bo) + kHi (0,Àu Bi ) +  0{k2)).

Par définition de hsh(K,) (voir la définition 1.1.2), il est naturel de regarder quelles 
conditions on obtient en maximisant Hq(0, Aq, Bq), puis Hi(0, Ai, Bi), que l’on peut

(3.93)

(3.94)

(3.97)Cx =
y/2

(¿1
Bl
4 Aq)•

1 - A l
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déterminer à ce stade des calculs. Compte tenu de (3.40) et (3.83), on peut exprimer 
Ho(0, A0, Bq) en fonction de A0. Notons par ho(Ao) la nouvelle fonction ainsi obtenue. 
D’après (3.83), on a l’égalité

h0(Ao) =  2 < A o ( l - A 20ŸK (3.98)

Maximisant hQ(Ao), on obtient alors:

Ao =  - L  (3.99)

De (3.83), on déduit que
Bq =  - 2 - 4  (3.100)

et
M ^ )  =  2 " } - (3-101)

On a l’égalité

Hi(0, À u Bx) =  -  AqB x -  A lB0.
o Ao

Exprimons Hi(0, A i ,B i )  en fonction de Ao et Ai grâce aux égalités (3.83) et (3.96). 
Notons hi(A0,Ai)  la fonction ainsi exprimée. On obtient alors:

2Î (2/12 + « K l  -  Ai)i 2 Î ( 2 ^ - 1 )hi(Ao,Ai) = — ---------- -- ------------- ( i _ ^  (3.102)

Pour A0 =  on trouve:
t / 1 * \ 15 

V f  =  6 4

Il n’y a donc pas à maximiser par rapport à Ai puisque / i i ( ^ ,  Ai) est indépendant de 
Ai.
Finalement, compte-tenu de (3.101) et (3.103), on obtient l’égalité

hsk(K) =  2 -4 /c -? (l +  +  0 { k2)). (3.104)
oZi

Cette formule a été proposée par H. Parr (voir [14]), et on l’a obtenue ici formellement 
en suivant les calculs de Dorsey, Dolgert et Di Bartolo (voir [12]).

3.3.3 Raccordement des solutions modulo une erreur de taille 0 ( k*)
3.3.3.1 Détermination des coefficients de k 2, k 3x 3 , k 3x 2 et k 3x

Compte-tenu de la proposition 3.2.15, et d’après la remarque 3.2.16, pour obtenir le 
raccordement modulo 0 ( k3), il faut vérifier les quatre équations

<*0,2 =  0o,2, C*3,3 =  03,3, «2,3 —  02,3, e t  « 1,3 —  ^ 1,3 .

( 3 . 1 0 3 )
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Déterminons Ai et Ci afin d’avoir un développement plus précis du champ de surchauffe. 
Pour y parvenir, il est nécessaire de poursuivre les calculs des développements de F  et 
de Q.
Annulation du coefficient de /c3.

D’après (3.54) et (3.55) pour n =  3, le coefficient de k3 est nul si on a:

F'' =  QlFo +  2QoQ2Fq +  2Q0QiFi +  Q20F2 +  3F*Fi -  Fu (3.105)

Qz — A^Qz — 2FqFzQo +  2FiF2Qq +  F 2Qi +  2FqFiQ2 +  2FqF2Qi. (3.106)
Notons que les termes Q\Fq, 2QoQ2Fo, QqF2 et 2QqQ\Fi dans (3.105) sont négligeables 
devant n’importe quelle puissance de k dès lors que l’on choisit x de l’ordre de , où 
n G N*, et «  petit, compte-tenu de la structure exponentielle polynôme de Qo, Q i et Q2. 
Donc, pour déterminer les coefficients recherchés, seul le terme ne comportant pas de 
(Qj), c ’est-à-dire (3F„ — l)Fi est à prendre en compte.
Primitivons deux fois de suite la fonction (3Fq — l)F i.
On obtient la fonction

d2 + d i x  +  (3Aq -  Î X ^  -  exp (-2A 0x)), (3.107)

ou (diid-ì) G R 2.

3.3.3 . 2  Calcul des réels « 1,3 et

Pour déterminer 0^3 et /Si,3, il faut calculer complètement F3, ce qui nécessite de calculer 
préalablement Q2. Pour y parvenir, nous avons utilisé le logiciel de calcul formel Maple 5. 
Dans la solution extérieure, le réel /?it3 est égal à f 2(0).
D’après (3.30), on a l’égalité

/2 = Y ^ ' +  CÆ  (3'108)
d’où

/i(0) =  c 2fS( 0) +  ^ / < 3) (0).
Utilisant alors le fait que fo vérifie (3.23), 
on déduit que :

f f ( 0 )  =  - m  +  3Æ(0)/„2(0). (3.109)

On déduit de (3.109) l’égalité

A ,3 =  Æ'(0)C2 +  f W o ( O ) 2 -  1)Æ(0). (3.110)

Le coefficient 0:̂ 3 est égal à la constante dans l’expression polynomiale de F3.
Compte tenu des égalités (3.25), (3.93) et (3.95), on peut exprimer ce coefficient en 
fonction de Aq, A i et A2. Il vaut :

«A + jp? + ^  + S('4»’ ß°)

_ËîLw2 _L
8A0 ) X  ^  12 X  ^  Î 6 A !

(3.111)
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où g G R(y40, Bq) et où B0 est donné par (3.83). Pour effectuer ce calcul, nous avons 
utilisé le logiciel de calcul formel Maple 5.

Calcul de a 2,3 et de f o t3

Le réel « 2,3 vaut, d ’après (3.107) :

<3A» - wy - ä>-
Le réel /?2,3 est égal à

A ,  =  Ä .

Compte-tenu de (3.109), il vaut:

(3/o(0)2 -  l ) / i ( 0 ) ^ .  (3.113)

Calcul de 0*3,3 et

Calculons 0 :3,3 .

Il vaut, d ’après (3.107)

| f(3Al -  1). (3.114)

D’après (3.72), on a l’égalité

=  ¿ /" (O ).

Le coefficient cherché est donc égal à :

-  i /i(0 )  +  (3.115)

Calcul de a0,2 et fo $

Regardons maintenant le coefficient de k2 dans les développements respectifs de la so­
lution intérieure et de la solution extérieure.
Dans la solution intérieure, d’après (3.52), ao,2 est égal à:

( 1 L Ë 1  _L l^oAi _ 1 B 0B 1 A V 
l 128i4g 4 Ag 2 A0 2h

Calculons à présent fo j .
Par définition, (voir (3.72)), /?o,2 =  /2(0). 
Par conséquent, on a l’égalité :

$>,! =  f̂fo'(O) +  Cî/o(°)- (3.117)

(3.112)

2/¿(0 )/o (0 )

(3.116)
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3.3.3.3 R accordem ent des solutions.

Plaçons-nous dans l’intervalle défini par:

h ( 8i , 82 ,K) =  [Æi/c * ,82k <].

P roposition  3.3.2 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s ’effec­
tuer modulo une erreur de taille 0 (k3)  sur 1 3 (6 1 , 6 2 , k) si et seulement si les équations 
(3.85), (3.86), (3.93) et (3.95) sont satisfaites, et si de plus, on a les égalités :

17 B q 1 B fi A l  1 B qB i C l  rH/Q\ i Ç,  r / / Q \  / o  110\

128 Â f  +  4 ' '  2 ^ 4 7  +  ^  ~  T /o (0) +  C2/o(0)’ (3J18)

et
BoBî +  +  i l f j iM i  + s (4 ) ,B o) ^

=  fS(0)Cz +  Æ (0)(3/O2(0) -  1 ) 2

où g € R (A 0, Bq).
De plus, on peut exprimer B2 et C2 en fonction de Ao, A\ et A 2 .
Preuve
Lorsqu’on effectue le raccordement modulo 0 ( k 3), on obtient, d ’après la proposition 
3.2.15, les équations supplémentaires résultant respectivement de l’identification des co­
efficients de k2, k3x3, k3x 2 et k3x dans les solutions intérieure et extérieure exprimées 
sous la forme (3.69) et (3.71).
D’après (3.116) et (3.117), on a l’égalité

17 B$ 1 B lAi 1 B0B 1 _  C l „ ,
128 Â f  +  Ï ^ T  "  5 1 7  +  2 ~  T /o (  ’ +  M  } ' ( '

D’après (3.114) et (3.115), on a l’égalité

% {3 A *  -  1) =  |Æ (0)(-1  +  3/o(0)). (3.121)

D’après (3.112) et (3.113), on a l’égalité

(3A% -  1)(^1 -  | | )  =  2 / i ( 0)(3 /0J(O) -  1). (3.122)

D’après (3.110) et (3.111), on a l’égalité

B0 B1  +  ^ A \ +  (-£*■ +  +  + s (A j ,B 0) -

fS (0 )Ct + /¿(0)(3/|(0) -  1)2.

Compte-tenu des égalités (3.86) et (3.93), les équations (3.121) et (3.122) sont vérifiées. 
En définitive, seules les équations (3.120) et (3.123) sont à prendre en compte. Elles 
permettent d’exprimer C2 et B2 comme fonction de A q, A i ,  A 2. Pour B 2 , on trouve:

B* =  A ,  -  ( f  + fè )A \  -  ( &  + i f  +  M +  s(Ao, B„) (3.124)
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où
ma n ) _ 1 n 1B° 129 B° 3 V2'4°g(Ao, o) 16B0 g A 2 2048 Aq 64 A 20 B0

et Bq est donné par (3.83). Ceci achève la preuve de la proposition 3.3.2.

3.4 Raccordement à tout ordre

3.4.1 Conditions de raccordement modulo 0(nn)
Considérons la série formelle F t,0° définie par

où F?01 a été définie dans la proposition 3.2.6. 
Rappelons que F?°l est un polynôme de degré j ,

f f w  :=  É  
t=0

On peut réecrire (3.125) sous la forme

en envisageant F t,0° comme un élément de R[[-X", Y]]. Posons

oo

4 > e W )  ~  ^ 2  ociti+ i x '\  
i = 0

Alors, compte-tenu de (3.125), on peut écrire:

OO

F %’°°(x , k ) ~  Y m * x W -  
e=o

Remarquons que F t,0° vérifie formellement l’équation

- k~2F" -  F  +  F 3 =  0.

Posons
OO

G{x' ,fc ) ~ 5 3 & ( * V ,  (3.128)
£=0

F ‘'-t o Oe , / c )

oo

EFf'(*y,
j =o

(3.125)

F*',00(a;,/c) ~
oo

E
t - 0

co

E
t'=0

(3.126)

(3.127)
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où x '  =  k x  désigne la variable extérieure.
La série formelle en puissances de k, G, vérifie formellement l’équation :

G" =  - G  +  G3. (3.129)

Rappelons que d ’après la proposition 3.2.15, le raccordement peut s’effectuer modulo 
0 (icn) si et seulement si

ai,j =  ßi,ji V (*> i)tels <lue 0 <  * < j  <  n, ( i , j )  ±  (0,n). (3.130)

Afin d’établir les égalités (3.130), montrons le lemme

Lem m e 3.4.1 Soient Si et S2 deux séries formelles en puissances de k à coefficients 
dans R[[-X]] définies par

oo oo
S i ( x ' ,  k )  ~  ^ ^ , ( x ' ) / c *  et S 2 ( x ’ , k )  ~

o o
Supposons que Si et S2 satisfassent formellement l ’équation différentielle

y"(x') =  - y ( x ' ) + v { x ' ) \  (3.131)

et que de plus, on ait les égalités :

MO) = * ( 0 )  a  # (0 ) = # (0 ), V i €  N. (3.132)

Alors, pour tout i G N, on a l ’égalité :

^ n)(0) =  V\-n)(0), V n G N.

Preuve
Montrons dans un premier temps que <£o (̂0) =  V’ol^(0), V n G  N.
Etant donné que la série formelle <f>o vérifie formellement l’équation différentielle (3.131), 
la suite (0on̂ (O))neN vérifie la relation de récurrence, pour n >  2,

Un =  un- 2 +  P(u0, Ui, • • • , Un_2),

O Ù F G R [ 4 - , ^ n 4
Comme la série formelle ipo satisfaisait également (3.131), la suite (■0o" (̂O))neN vérifie la 
même relation de récurrence. Il en résulte, d’après l’hypothèse (3.132), que

4 " ’ (0) =  ^ > (0 ) , V n ê N .

Soit m >  1.
Pour k G  {0, • • •, m — 1}, supposons que (f>^\0) =  ^¡^{0), V n G  N.
Compte-tenu de (3.131), la série formelle <j)m vérifie formellement l’équation différentielle

m

- c - a , +  E  •. :^ i l l ^ '  =  0' su rR + - <3-133)
1,1

|*ii,m =  m
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De (3.133), on déduit que la suite (</>m̂ (0))neN est une suite récurrente d’ordre 2, satis­
faisant la relation de récurrence

Un — Un—2 "H Q{uQi Ml, , Wn_2),

où Q € R [X i, • • •, X n_2]. Compte-tenu du fait que la série formelle tpm satisfaisait égale­
ment formellement (3.133), et de l’hypothèse de récurrence, la suite (V’m^0 ) ) ngN vérifie 
la même relation de récurrence que la suite (0m^(O))n6N- D en résulte, d’après l’hypothèse 
(3.132), que

Æ ’ (0) =  A n)(0), V n € N.
Ceci achève la preuve du lemme 3.4.1.

Admettons provisoirement que l’on puisse poser (ce qui sera l’objet de la proposi­
tion 3.4.4) :

(H) aoit- =  0o,i et a^i+i — 0i,i+i, V i € N. (3.134)

On peut alors montrer la proposition
Proposition  3.4.2 Le raccordement des solutions formelles intérieure et extérieure peut 
s ’effectuer modulo une erreur de taille 0 ( k u), si et seulement si le système linéaire 
constitué des 2n équations à 3n inconnues

oto,i =  0o,i oi,i+i =  0i,i+1 , pour i e  {0, • • •, n -  1}, (3.135)

admet des solutions.
Preuve
Considérons les séries formelles G définie en (3.128) et F e définie en (3.18).
Exprimons F e sous la forme F e ~  4’i{x ')K' °ù (tpi) est la série formelle dans R[[-X]] 
définie par

00 fk'Vm «21
u x ’ ) ~ ~ E & ,«> (* ')’ ■

j— 0 J ' j=0

L’hypothèse (3.134) est équivalente à

<f>i(0) =  V>.(0) et # (0 ) =  # (0 ), V * € N.

D’après le lemme 3.4.1 appliqué aux séries formelles G et F e, il résulte que

¿ ¡n>(0) =  ^ n)(0), V n e K

On en déduit que le système (3.130) admet des solutions.
On peut donc raccorder les solutions modulo 0 (Kn), sous la seule condition (3.135). Ceci 
achève la preuve de la proposition 3.4.2.

Afin de montrer qu’il est possible de poser (3.134), regardons quelle est la dépendance 
vis-à-vis des constantes Ai, Bi et Ci de q ,j  et /?,j définies en (3.70) et (3.72).
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Lem m e 3.4.3 On a les égalités

B2 
« 0,0 = Ao, <*1,1 = Ai — -¡-r-' (3.136)

4/Lo

De plus
ßo,o = /o(0), ß i, i  = f o ( o). (3.137)

Pour i € N*, /es réels ao,j et ai,t+i sont égaux modulo un élément de R (A ,_ i,5 t_i) à :

ûo.t = a i,»+i =  —BqB í. (3.138)

Quant aux réels /?o,» et /?i,,-+i, pouri € N*, î7s soni égaux modulo un élément de R[Ct_i] 
à:

0o,i =  Ci f h (0) ,  A ,i+1 =  CiÆ'(O). (3.139)

Preuve.
Compte-tenu de (3.38) et (3.45), on a les égalités (5.131).
Par définition, (voir (3.72)), on a les égalités /?o,o =  /o(0), (3\,i =  /¿(O).
Le réel ao,t est égal au coefficient de x° dans l’expression de Ff°l.
D’après le corollaire 3.2.7, il est égal à Ai modulo un élément de R (Â ,_i, ¿?,-_i).
Le réel c*i,i+i est égal au coefficient de x dans l’expression de Ff+V II est égal à la 
constante d’intégration obtenue après quadrature de la fonction F{'+1 avec la condition 
aux limites F(+ x(0) =  0.
Le seul terme où apparaît le paramètre Bi dans l’expression de F"+l est donné par 
2F0QoQi, d’après (3.54) et (3.58).
Utilisant alors (3.65), ce terme vaut —Bç>Bi modulo un élément de R (A ,_i, 5 ,_ i). 
D’après (3.72), le réel 0o,i est égal à /¿(O) et /?i,;+i =  //(0 ). Compte-tenu de (3.30), le 
coefficient /3|q,* est égal à C ,/q (0 ) modulo R[C,_i]. De plus, le réel /?i,i+i est égal à /¿(O). 
Il vaut Cifo (0) modulo un élément de R[C',_i]. Ceci achève la preuve du lemme 3.4.3.

Compte-tenu du lemme 3.4.3, on peut énoncer la proposition :
P roposition  3.4.4 Soit n € N*.
Considérons le système de 2n équations à 3n inconnues, Ân_i, Cn-\ constitué par 
les égalités

<*o,« =  Am, ai.i+1 =  pour i e  {0, • • •, n -  1}. (3.140)

Pour tout An- 1 € R n, tel que Aq €]0,1[, le système (3.140) admet une unique solution 
dans R 2n telle que Bq <  0.
Preuve
Le résultat est vrai pour n =  1. Le système est alors constitué des deux équations (3.85) 
et (3.86), et peut être résolu en choisissant pour inconnues principales Bq et Cq comme 
nous l’avons montré dans la proposition 3.2.18. De plus, si on suppose Bo <  0, la solution 
du système est unique.
Soit n > 2 .
Supposons que le résultat soit vrai pour k € {1, • • •, n — 1}, donc que Cq, Ci , ..., Cn- 1,



Existence d’un développement formel du champ de surchauffe quand k tend
72 vers zéro

Bq, • • •, Bn- i  s’expriment de façon unique en fonction de Ao, • • •, An- 1 -
D’après le lemme 3.4.3 et par hypothèse de récurrence, l’égalité ao,n =  /?o,n se traduit
par l’égalité

An =  fó{0 )Cn, modulo R[A„_i]. (3.141)

Quant à l’égalité ai,n+i =  Pi,n+i, elle se traduit par l ’égalité

-  B0Bn =  /o (0)C„, modulo R[An_i]. (3.142)

D’après (3.86) et (3.83), on a les égalités

m  =  - L ( l  -  Ai) et fS (0) =  —j= A o (l  -  Al). (3.143)

On peut alors résoudre le système constitué des deux égalités précédentes en considérant 
Bn et Cn comme inconnues principales et Aq, ■ • ■ ,A n comme paramètres, ce qui achève 
la preuve de la proposition 3.4.4.

Compte-tenu de la proposition 3.4.4, il résulte que l’hypothèse (3.134) est vérifiée, et 
par conséquent, la preuve de la proposition 3.4.2 est complète. Afin d’introduire une 
notion de raccordement à tout ordre, introduisons la définition :
Définition 3.4.5 On dira que le raccordement des solutions intérieure et extérieure 
s ’effectue à tout ordre, si on peut effectuer le raccordement modulo 0 (Kn), quelque soit 
l ’entier n € N.
Compte-tenu des propositions 3.4.2 et 3.4.4, et de la définition 3.4.5, on peut énoncer le 
théorème
Théorème 3.4.6 Le raccordement des solutions formelles intérieure et extérieure peut 
s ’effectuer à tout ordre au sens de la définition 3.4-5.

3.4.2 Notion de solutions formelles des équations de Ginzburg- 
Landau

Les résultats qui précèdent nous conduisent à introduire la définition :

Définition 3.4.7 Soit n € N.
On appellera solution à l ’ordre n de (GL)00, un couple constitué d’une solution formelle 
intérieure tronquée à l ’ordre n et d’une solution extérieure tronquée à l ’ordre n — 1 au 
sens de la définition 3 .2 .1 0 , dont on a effectué le raccordement modulo 0 (nn) au sens 
de la définition 3.2.11.
On appellera solution formelle des équations de Ginzburg-Landau (3.3) avec conditions 
aux limites (3.10), un couple constitué d’une solution formelle intérieure au sens de 
(3.2.4) et extérieure au sens de (3.2.2) dont on a effectué le raccordement à tout ordre 
au sens de (3.4-5).
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Dans les sections suivantes, lorsque nous ferons allusion aux solutions formelles de (3.3) 
vérifiant les conditions (3.4), nous parlerons de solutions du problème (GL)*0.
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème :
T héorèm e 3.4.8 Etant donné la série formelle en puissances de k , A(k), il existe une 
unique solution formelle des équations de Ginzburg-Landau (3.3) vérifiant les conditions 
aux limites

F' (0,k) =  A(k ), (F ')'(0 ,k ) =  0,
lim*/-*» F e(xf, k ) =  1 et limx/_+00 Qe(x', k ) =  0.

Preuve
-  Existence.

On a construit dans la proposition 3.2.2 une solution formelle extérieure, et dans la pro­
position 3.2.6 une solution formelle intérieure, puis nous avons effectué leur raccordement 
à tout ordre au sens de la définition 3.4.5 dans la proposition 3.4.2.

-  Unicité.
D’après la proposition 3.4.4, dès que A(k) est donnée, alors B ( k) et D( k) sont entière­
ment déterminées. Or, d’après les propositions 3.2.2 et 3.2.6, la donnée de A(/c), B( k) 
et D(k) détermine complètement les coefficients de la solution formelle extérieure et in­
térieure, d ’où, par définition d’une solution formelle, son unicité. Ceci achève la preuve 
du théorème 3.4.8.

R em arque 3.4.9 Notons que le théorème 3-4-8 est une version série formelle (par rap­
port à k ) ,  dans le cadre k petit, du théorème 2.1.2 sous la forme la plus générale établi 
au chapitre 2.

N otation  3.4.10 Dans les sous-sections suivantes, compte-tenu de la proposition 3-4-2, 
nous supposerons que les fonctions Fn(x, An, Bn-i ) ,  Qn(x, An, Bn) et Hn(x, An, Bn) sont 
exprimées en fonction des seuls paramètres Ai, pour i € {0, •••,«}.
Posons

Fn(x; An) :— Fn(x, Ani .Bn_i(./4n_i)), Qn(x,.An) . Qn( x , Ani Bn(An))j 145̂  
Hn(x-,Àn) : = H n(x ,Ân, B n(Ân)). ’

Nous désignerons par F 1, Q* et H' les séries formelles

oo oo oo

F ' =  Y, £>(*; &  =  E t e  A* y  et È i  = E À*)«'- (3-146) 
t=0 t=0 t=0

Si nous introduisons comme choix particulier

A0 =  t et Ai =  0, V i €N*,  (3.147)

nous posons

Fn(x,t)  =  Fn(x] A „), Qn(x,t)  =  Qn(x-, An) et Hn{x,t)  =  Hn{x-, A n). (3.148)

(3.144)
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C orollaire 3.4.11 Etant donné un réel t €]0,1[, il existe une unique solution formelle 
des équations de Ginzburg-Landau (3.3) vérifiant les conditions aux limites (3.144) avec 
A(ac) =  t. La condition initiale (^ '/(O ) définie en (3.12) se représente de manière unique 
sous forme d’une série formelle :

OO
(^ ’ /(O) =  :=  k~ï 5 3 <M O /î*> (3.149)

o

où
<f>i(t) :=H i(0 , t ), (3.150)

Hi(0,t) étant défini en (3.148).

Preuve
Le résultat découle immédiatement du théorème 3.4.8 et de l’hypothèse faite sur les 
(A),-€N> (voir (3.147)).
Compte-tenu de (3.32), (3.33) et (3.35), on a l ’égalité:

OO

(A ‘ )'(o) =  * - *
71=0

Ceci achève la preuve du corollaire 3.4.11.

3.5 Construction d’un développement formel en puis­
sances de « 2  du champ de surchauffe

Le problème principal qui se pose à présent, en vue de déterminer un développement 
formel du champ de surchauffe, est de maximiser par rapport à t €]0,1[ la série formelle 
4>(t,tc) définie en (3.149). Bien entendu, cette notion de “maximum” doit être défini en 
un sens formelle que nous préciserons dans les sous-sections suivantes.
Le problème de maximisation de cette série formelle demeurait en suspens dans [12].

3.5.1 Maximisation d’une série formelle ayant un terme prin­
cipal admettant un maximum non dégénéré

Soit /  une fonction d’une variable réelle, de classe C 00. Dans ce qui suit, DT(f)  
désigne le développement de Taylor de /  au point x =  0,

DT(f)(*):~ (3-151)
¿=0 *•

Nous considérons dans les sous-sections suivantes une série formelle à coefficients de 
classe C°° sur ]0,1[, ayant une partie principale admettant un unique maximum atteint

Lm

f {i)( 0)
x\
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en t0 G]0,1[, non dégénéré, c’est-à-dire une série formelle telle que:

OO

<f>(t, k )  ~  ^  •(<)«', (3.152)
0

où <j>0 vérifie
<f/0{t0) =  0 et < 0. (3.153)

Afin de définir le maximum de la série formelle (3.152), rappelons le résultat classique 
suivant :
Lem m e 3.5.1 Soitxj? une fonction définie sur ]0, l[x] —/c0,Ko[ de classe C°°. Supposons 
qu’il existe une fonction t définie sur un voisinage de zéro V'(O) C] — Ko,Ko[> à valeur 
dans ]0,1[ de classe C°° telle que

V>(î(k),k) =  0, V / c € V ,(0).

Supposons que

^ ( ¿ ( k ) , k )  ^  0 ,  y  k g  y ( o ) .

Alors la dérivée niime de t au point k  € V(0) est égale à

‘ ‘“»W  =  - ( ^ ( < W , « ) ) - ‘ E  a i , ! . " ' , . . , !  ( ^ w . , 1 - . )  ■

où la sommation ^  porte sur les ■ ■ • ,in- 1) € Nn tels que £ +  |î|2,n-i =  n.
Nous allons dans les sous-sections suivantes donner deux procédés équivalents pour dé­
finir le maximum d’une série formelle. Ceci nous permettra d ’identifier la définition la 
plus naturelle de maximum formel avec la définition permettant un calcul numérique 
des coefficients du développement formel du champ de surchauffe, en utilisant le logiciel 
de calcul formel Maple 5.

3.5.2 Un premier procédé pour définir le maximum d’une série 
formelle

On dispose du procédé suivant pour définir le maximum d’une série formelle vérifiant 
(3.152) et (3.153).
Enonçons un lemme du à Borei :
Lem m e 3.5.2 Soit <f> une série formelle à coefficients C°° définis sur ]0,1[, dont l ’ex­
pression est donnée par: 4>(t, k )  ~  X ô° Alors, il existe une fonction ip de classe 
C°° sur ]0, l[x]  — k0)«o[; telle que le développement en série de Taylor de k  — »• î P ( . , k )  

au point k =  0 de xj) coincide avec <f>.

Définition 3.5.3 Une fonction vérifiant la conclusion du lemme 3.5.2 est appelée un 
représentant de la série formelle <j>.

3.154

Ql+W.n-lÿ
(<(«),«)

n —1

tel

f(*)
) ,k\

(k )n<
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Lem m e 3.5.4 Soit <j>i un représentant de <j>. Supposons que 4>i admette en to un unique 
maximum sur ]0,1[, de plus non dégénéré, c ’est-à-dire tel que

^l(io,0) = 0 et ^-((0,0) < ». (3.155)

Alors, il existe un réel positif, Ko, tel que, quelque soit |k| < k 0 , l ’application t —»• 
k )  admette un maximum ¿ i(k )  sur ]0 ,1 [  tel que i i ( 0 )  =  to .  De plus, sur] — «o>«o[5 

l ’application k  —» ¿i(k )  est de classe C°°.
Soit <j>2 un autre représentant de <j> et soit t^K) wn maximum de t —ï <f>2 (t, •) tel que 
i2(0) =  t0. Alors

DT(ti) ~  DT(t2), (3 .156)

où DT est défini en (3.151).

Preuve
Compte tenu de l’hypothèse (3 .15 5 ) ,  on peut appliquer le théorème des fonctions im­
plicites à la fonction ( i , « )  —>• ^ - ( i ,  k) dans un voisinage du point (io>0). Il existe une 
fonction ii de classe C 00, définie sur un voisinage de zéro noté ] — K i,«i[, a valeur dans 
un voisinage de to telle que

<i(0) = t o, (3 .157)

et

^ ■ ( < i ( k ) , k )  =  0, V/c € ] - k i , « i [ .  (3 .158)

d̂ cj)
De plus, comme —— (¿o, 0) < 0, par continuité de (i,/c) —> - ^ - ( t ,K ) ,  on a l’inégalité

^ j- ( i i ( /c ) , /c )  <  0, V k € V(0) C] — #c2,#c2[,

ce qui assure que ii(fc) est un maximum de t -»  <f>\(t, .) sur ]0,1[, pour k € V(0) fixé. 
Pour établir (3.156), nous allons montrer que DT(t\) ne dépend que des coefficients de 
la série formelle <f>, donc est indépendant du représentant choisi.
La fonction (j>\ étant un représentant de <f>, par définition, on a l’égalité

d’où

Compte-tenu de (3.158) et (3.159), on a l’égalité

tín(0) =  - ( ~ ( t o , 0 ) )  1| é ( í o ,0 )  = (to,0)) 1|é(ío,0) 

(3.159)

dmò x
ÔKm

(f,0)

de+mó i
dtelldnm(to, 0) = m \ m  o).

=  m! <iÌ>m(<),
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Soit n >  2.
Supposons que i^ (O ) ne dépendent que des coefficients de la série formelle <f>, pour tout 
k dans {1, • • •, n — 1}.
Le réel fi^ (O ) s’obtient en dérivant successivement n fois l’expression (3.158) par rapport 
à k , puis en évaluant le résultat au point k =  0.
Compte-tenu de (3.158) et du lemme 3.5.1 (voir (3.154)), on a l’égalité

où la somme ^  porte sur les (£,i) dans Nn tels que i  +  |i|2,n-i =  n. 
Or, d’après (3.159)

d’où

I n—1 **

«*w(o)= « (i»))-1 E  i ; • (3-161)
«•NI»,.-.-. ” ‘ 1'

De (3.161), et de l’hypothèse de récurrence, il résulte que ¿1̂ ( 0) dépend uniquement 
des coefficients de la série formelle <j>.
Le résultat est donc vrai pour n quelconque, ce qui achève la preuve du lemme 3.5.4.

On peut alors définir le maximum de la série formelle définie en (3.152) et vérifiant 
l’hypothèse (3.153) en utilisant les lemmes 3.5.2 et 3.5.4.
Ces lemmes permettent de poser la définition :
D éfinition 3.5.5 Soit <f> une série formelle en puissances de k à coefficients de classe 
C°° sur ]0,1[ définie par

et vérifiant (3.153). Soit 4> un représentant de <f> au sens de la définition (3.5.2). On dira 
que la série formelle (f) atteint son maximum sur ]0,1[ en l ’unique série formelle définie 
par le développement en série de Taylor au point k  =  0 de la fonction i (« ) .
Pour i € N, on pose

U ~  t~ P - , (3.162)l\
où *(*)(0) est défini en (3.161).
Par hypothèse, les fonctions </>,• étant de classe C°°, on peut effectuer un développement 
de Taylor au point t0 de la fonction <f>i(t), pour tout i € N, puis substituer à i la

(0)

(3.160)

d2(¡>i
d t2

) * 0 ,0
- i

E ¿¡»i! •••*„_ i!
n!

( m
n-1

*=1

}(o)
k\

*fc
5

0*+M: <h,n—1

Ôk1dt\'\ n - 1 + 1
, 0)

tAnî

-

ß t+ l*ïl,

ÖKedt
( í ( 0 ) , 0 )  = C4. (to),

[Ml ,n — l "I" 1
*|l,n—1+1 )(

<M*K>Ó(t,K) Eo

# k " -1+1)(ío)
k\
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série formelle ¿¿/c*. Réordonnons l’expression ainsi obtenue en puissances de k ,  et 
sommons sur i € N. On peut alors poser la définition
Définition 3.5.6 Le maximum de t —>■ (f>(t,K) sur ]0,1[ au point î(k) défini en (3.5.5) 
est égal à :

OO

max (̂f>(t,K) :=  }  Dn(tn)tcn, 
*€]°,1[ 71=U

où

D , (L )  := Y .  4 li|,” )(‘ o ) Ì Ì  i»'*, (3.163)
i+l’b , n = n  t e l

où tn =  (ii, • • - , t{, • • •, tn) avec U défini en (3.162).

3.5.3 Un second procédé pour définir le maximum d’une série 
formelle

Considérons la série formelle définie en (3.152) et (3.153). Une manière naturelle pour 
définir le maximum de cette série formelle est de procéder de la manière suivante : on 
effectue un développement de Taylor au point to de la fonction <f>i(t), pour tout i € N, 
puis on remplace t par Yl'o t*K'- Réordonnant l’expression ainsi obtenue en puissances 
de /c, la série formelle <£(i, k) s’exprime alors sous la forme

OO

<£(*(«), « ) ~  Pn(tn)Kn,
0

où Dn a été définie en (3.163). Puis, on maximise successivement chaque coefficient 
de Kn. Montrons maintenant que l’on peut procéder de la sorte, c ’est-à-dire maximiser 
successivement chaque coefficient de Kn. Montrons tout d’abord la proposition: 
Proposition  3.5.7 Soit Dn définie en (3.163).
On a les égalités suivantes :

71“  1 A J-J

D i n - l  (¿2n-l) =  {hk)t2n-l-k  +  9 ^ Oi ' ’ ’ » ¿n -l)  (3.164)
k=0 k

B în ft .)  =  V  ~ ( h k ) h „ - k  +  L(t0, •••,(„) (3.165)
fc=0 k

où g E R(iû) • • •, ¿n—i ) e/ L est un polynôme de degré deux en tn, dont le coefficient du 
monôme de plus haut degré est égal à ^'¿(to).
Preuve
D’après (3.163), on a les égalités :

Di(h)  — <f>o(to)ti +  <Ai(̂ o) (3.166)
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et

■¿M^) =  $)(^o)Î2 +  ^(^o)^î +  0i(^o)^i +  <̂2 (̂ 0 )- (3.167)

Comme D0(t) :=  4>0(t), les égalités (3.164) et (3.165) sont vérifiées pour n =  1, avec

g(to) =  4>i{t0)

et

L(to,ti) = + 0i(io)̂ i + 4>2(to)-

De plus, d ’après l’hypothèse (3.153), on a <̂ o(̂ o) <  0.
Supposons (3.164) et (3.165) vraies pour Ai € {1, • • •, n}, où n > 1.

Soit (£, i) =  (£, h , - "  , ij, • • •, ¿2n+i) € N x N2n+1 tel que l  +  |î|2)2n+i =  2n +  1. 
D’après (3.163), remarquons que, pour to €]0,1[,

( i2n+l) D(to, ¿2n+l) €  R& n+l]*

Soit j  € {n  +  2, • • •, 2n +  1} et supposons ij =  1. 
Alors, pour k ^  j ,  k € {n, • • •, 2n +  1}, ik =  0.
Il résulte de (3.163) que D(t2n+i) s’écrit sous la forme

2n+l

jP (^2n+l) =  ^  Pjt j  +  G(t0, ■ ■ • ,În+ l)5 (3.168)
j=n+2

où pj ne dépend que de in_i et où G € F ( R n+1,R ) .
Remarquons que pour j  € {n  +  2, • • •, 2n +  1}, le coefficient de tj dans l’expression de 
D2n+i donnée en (3.163) est égal au coefficient de tj- 1 dans l’expression de D2n- 
En effet, compte-tenu de l’expression de Dn (voir (3.163)), le coefficient de tj dans 
Z)2n+i(^2n+i) tout comme celüi de tj- 1 dans Z?2n( 2̂n) est égal à

E  V (3:169)
' l\\ - • • z„_l' £ *

¿ + l» |2 ,n -l= 2 n + l-j  « - 1

OÙ i e Nn 1.
Donc, d’après l’hypothèse de récurrence, pour j  € {n  +  2, • • •, 2n +  1},

Pi =  af <"W~2)- (3-170)
Ot2n+l— j

Notons pn+i le coefficient de tn+i dans D 2n+ i ( t 2n+i)-  Montrons que

f>„+. =  ̂  (î2„). (3.171)
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Supposons que ¿n+i =  1 et soit i € N2" tel que l  +  |i|2,2n =  2n.
Si in =  2, l’expression comportant l’indéterminée tn dans Z?2n(^2n) vaut

Si in — 1, l’expression comportant l’indéterminée tn est égale à

( e
\M2,n-l=" *=1 /

Il en résulte que D 2n{t2n) est un polynôme de degré deux en tn dont les deux monômes 
de plus haut degré sont donnés par

4 2 ) ( i o ) f +  Y , 1 ( 3 - 1 7 2 )2 ... ^  i\\ - • ' 2„-l! f x  
|«|2,n-l=n *=1

Or, d’après (3.163), le coefficient de tn+i dans i?2n+i est égal à la dérivée de l’expression 
(3.172) par rapport à in, d’où l’égalité (3.171).
Posons

« ( i o , - , t » ) : =  E (3-173>
M-|t|2,„= 2n+ l *' n ' k =  1

Compte-tenu de (3.168), (3.170), (3.171) et (3.173), on obtient alors l’égalité (3.164) 
pour l’entier n +  1.
De manière analogue, on montre l’égalité (3.165). En effet, on a l’égalité

2n-f2

^ 2n + 2(^ 2n + 2) =  ^  Pjtj +  ¿ ( ¿ 0 ,  - - , ¿ n + 1) ,
j = n + 2

OÙ

Le coefficient de tj pour j  >  n +  2 dans Z)2n+2 est égal au coefficient de <j_i dans Z?2n+i, 
donc

d D i n + 4 —2j

p j  =  -------------- “O t 2 n + 2 - j

Enfin, L est un polynôme de degré 2 en in+i, dont le coefficient de i2+1 est égal à 4>o\to), 
donc est de signe négatif.
On obtient alors l’égalité (3.165) pour l’entier n +  1.
Ceci achève la récurrence et la preuve de la proposition 3.5.7.

42)(io)
í2 n
2

1
* i ! i! (to)

(3.174)L(to¿ * ?¿Ti+l)
¿+H 2,n+i = 2n+ 2

*l!•••Zn+l!

1E 4 Mi’n+i) ( Í o )

n+1

k=l
*?•n
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N otation
Soit x G R +. Dans la suite, nous noterons par [x] l’unique entier naturel tel que 
[x] — 1 < x <  [x].

P roposition  3.5.8 Soit n € N*.
L ’équation D'0(t) =  0 admet une unique solution sur ]0,1[.
Pour tout (tn+j, • • •, i2n) G R n, le système d ’équations à n +  1 inconnues (i0, • • •, tn)

dDojc -

■ ^ “ (Î2fc) =  0, Pour k € {0, • • •, n }, (3.175)

admet dans R n+1 une unique solution, indépendante de (£n+ ir  • • ihn)- 
Pour cette valeur (t0, • ■ ■ , tn), i?2n+i(Î2n+i) est indépendant de (¿n+i, • • • ,hn+i)- 
De plus, Z?2n+2(¿271+2) est un polynôme de degré 2 en ¿n+i; indépendant de (tn+2, • • • ,¿271+2), 
dont le coefficient du monôme de plus haut degré est négatif.

Preuve
Montrons que le système (3.175) admet une unique solution par récurrence sur n. 
Supposons n =  0. Par construction, Do(t) :=  4>o(t). Donc, compte-tenu de l’hypothèse 
faite sur la fonction (f>o (voir (3.153)), la fonction Do admet un unique maximum sur ]0,1[ 
atteint en t =  to. Le réel to est caractérisé comme étant l’unique solution de l’équation
D'0(t) =  0.
Soit n > 0.
Supposons le résultat vrai pour k G {0 ,-* - ,n }. Par hypothèse de récurrence, to, t i , 
i2, • • •, tn sont déterminés comme unique solution du système d’équations

^ ■ ^ (¿ 2fc) =  0, pour k G {0,•••,«},

et ne dépendent pas de (¿n+i, • • •, hn)-
Considérons alors le système (3.175) pour k G {0, • • • , n +  1}.
D ’après la proposition 3.5.7 et compte-tenu de l ’hypothèse de récurrence, on a alors

^ 2,1+2 (¿271+2) =  -q — (to)t2n+ 2  +  -^-^(¿2^2ti+1 H------- h -^~(?2n)În+2 +  ¿(¿0, • • • , tn+l),

où L est défini en (3.174).
Par hypothèse de récurrence, .£>271+2 (¿271+2) est égal à

L(to, ,  Î t i + x ) ,

où L est un polynôme de degré 2 en ¿n+i, dont le coefficient du monôme de plus haut degré

est négatif. Donc, quelque soit (¿71+2, ••• ,¿271+2) € R n+1, l’équation -¿ -—— (¿271+2) =  0
otn+x

admet une unique solution sur R, ¿71+x, indépendante de (¿n+2, • • • ,¿271+2)-
Le système (3.175), pour k G {0, • • •, n+1}, admet donc une unique solution (i0> • • •, ¿71+ 1)

indépendante de (¿n+2, • • •, ¿271+2)-
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Ceci achève la récurrence. 
D’après la proposition 3.5.7

A  A  T - \  A  T ~ \

A în + l^ n + l )  =  ^  ° (fr))^2n+l +  ^  2 ( ^ X ^ n )  +  • • * +  ^ (¿2n)^n+l +  ‘ , ¿n)>

où g est donnée explicitement en (3.173).
Compte-tenu de cette égalité, pour la valeur (t0, - - - , t n) solution du système (3.175), 
D 2n+i{t2n+i) est est égal à

g(to, • •, tn).

Il est donc entièrement déterminé par la donnée de to, ■ • •, tn et ne dépend pas d«
(^n+l)‘ ' ‘ ,̂ 2n+l)-
Ceci achève la preuve de la proposition 3.5.8.

R em arque 3.5.9 A noter que, compte-tenu de l ’égalité (3.172), on a l ’égalité

*» =  - « ( *  o ) ) -1 E I 1,. , (3-176)

On a donc établi le théorème suivant :
T héorèm e 3.5.10 Soit <f> une série formelle en puissances de k , à coefficients de classe 
C°° définis sur ]0,1[, telle que

Supposons que la partie principale 4>o admette un unique maximum sur ]0,1[, non dégé­
néré, atteint au point t =  to, c ’est-à-dire tel que

<f>'0(to) =  0 et 4>l(to) <  0.

Alors la série formelle 4> admet un unique maximum sur ]0,1[, au sens de la défini­
tion 3.5.5.

R em arque 3.5.11 Compte-tenu de (3.161), (3.162) et (3.176), les deux procédés uti­
lisés dans les sous-sous sections 3.5.2 et 3.5.3 pour définir le maximum d’une série 
formelle sont équivalents.

Proposition  3.5.12 La série formelle définie en (3.149), par<f> :=  k“ 2 fan1 admet 
un unique maximum formelle sur ]0,1[.

Preuve
En effet, la partie principale de cette série, compte-tenu de (3.150), est égale à

M t )  =  Ho{t) = 2 h ( l - t 2)ï.

Cette fonction admet un unique maximum sur ]0,1[ atteint en f =  4 j. De plus, ce 
maximum est non dégénéré. D’après le théorème 3.5.10, la série formelle admet un 
unique maximum formel sur ]0,1[. Ceci achève la preuve de la proposition 3.5.12.

oo

E
o

H t )nu k\% k)

4>) (Ío)
71—1
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3 .5 .4  C o n clu sio n

Nous sommes maintenant en mesure de répondre par l ’affirmative à la question sou­
levée dans l’article de Dorsey, Dolgert et Di Bartolo [12] :

-  Pouvons-nous obtenir un développement formel du champ de surchauffe à tout 
ordre en utilisant la construction formelle présentée en section 3.2, 3.3 et 3.4?

La réponse à cette question fait l’objet de la proposition suivante.

P roposition  3.5.13 Soit la série formelle H* définie par

OO
iT  : = ^ ^ ( 0 , Â ) * \  (3.177)

0

où Hi(0,Ai) est introduit à la définition 3.4-10.
On peut maximiser successivement chaque coefficient de Kn de la série formelle (3.177).

Preuve
Remarquons que d’après (3.141), (3.142) et (3.143), sous l’hypothèse (3.147), pour i € N 
et t €]0,1[, Bi(t) € R (t) avec pour uniques pôles zéro et un.
Pour x € R + et t €]0,1[, d’après le corollaire 3.2.7, les applications définies en (3.148) 
par

t i-ï Fn(x,t)  t i - ïQ n(x , t )  1 1-» È n(x,t) , (x € R+)
appartiennent à R(i), avec pour uniques pôles zéro et un, donc, elles sont de classe C°° 
sur ]0,1[.
Effectuons-en un développement en série de Taylor au point A q  €]0,1[, et remplaçons t 
Par Eo° AiKi •
Réordonnons l ’expression obtenue en puissances de k et sommons sur i.
Notons F\ Ql et Ht les séries formelles ainsi obtenues.
Par construction des séries formelles F\ Ql et f f ,  on a les égalités

F \ 0 ,k) ~  A(k), Q\0, k) ~ B ( k) et /T (0,/c) ~  D( k).

De plus, le triplet (F \ Q \ H %) est solution formelle du système de Ginzburg-Landau. 
Par unicité de la solution intérieure de condition initiale (A(k), B ( k), D( k)), d’après le 
corollaire 3.2.7, on a les égalités

F i ~  F \ Q* ~  Q{ et ÍP ~

où les séries formelles F \ Q \ H t sont définies en (3.146).
D ’après la proposition 3.5.8, on peut maximiser la série formelle H '{0) =  Dn(An)Kn. 
Il en résulte que l’on peut maximiser iï, (0, Â,-)/c* par le procédé ayant permit de 
maximisé la série formelle # ’ (()). Ceci achève la preuve de la proposition 3.5.13.

On peut alors énoncer le théorème suivant, qui constitue une synthèse des résultats 
précédents.
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T héorèm e 3.5.14 Soit n € N*.
Soit la série formelle correspondant à A'(0) définie en (3.149). Elle admet un unique 
maximum “formel” sur ]0,1[, noté k~ï hiKx.
Pratiquement, les réels h{ pour i G N sont calculés de la façon suivante.
Le réel ho est donné par

h0 :=  sup Ho(0 ; A0) < +oo, 
Aq er

où Ho(0,Ao) est défini dans les notations 3.4-10.
Pour (A n+i, • • •, A2„) G R n+\ on résoud le système d’équations à n +  1 inconnues

dHiu
- ^ - ( 0 ;  A*) =  0, pour k G {0, • • •, n}, (3.178)

qui admet dans R n+1 une unique solution (Ao, • • •, An), indépendante de (An+i, • • •, A2n). 
Pour cette valeur (A0, • • •, A n), H2n(0; Â2n) est indépendant de 
(An-j-i, • • •, A2n) et

h2n :=  # 2 n (0 ,Â 2„). (3.179)

De plus, ^ 2n+1(0; A2n+i) est indépendant de (A n+i, • • •, A2n+i), et

h2n+i — H2n+i(0; A 2n+i ). (3.180)

Preuve
Le fait que la série formelle définie en (3.149) admette un unique maximum découle de 
la proposition 3.5.12.
De plus, on a l’égalité Dn(Ân) =  Hn(0, Ân). Utilisant alors la proposition 3.5.8, on ob­
tient les deux assertions (3.179) et (3.180). Ceci achève la preuve du théorème 3.5.14.

Introduisons alors la définition :
D éfinition 3.5.15 On appellera champ de surchauffe formel, la série formelle notée 
hsh,f(K) définie en (3.149):

+00
hsh'} {,c) :=  K -b y}ThiKi, 

i=0

où les réels hi sont définis en (3.179) et (3.180).

3.6 Algorithme de calcul du champ de surchauffe.

3.6.1 Détermination pratique de £(/c).
Précisons l’algorithme qui permet de parvenir à calculer numériquement le dévelop­

pement formel du champ de surchauffe obtenu dans la section précédente.
Sur le plan numérique, on suivra le troisième procédé de maximisation de la série formelle
0, défini dans la sous-section 3.1.3.
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3.6.2 Programmation de l’algorithme
Pratiquement, pour calculer le champ de surchauffe à l ’ordre n, on procède de la 

manière suivante :
-  Etape 1.

Initialisation des fonctions Fo, Qo, Fj, Ho(0, A0, B0) et / 0, définies respectivement en 
(3.38), (3.39), (3.45), (3.40), et (3.20).
Calculs de «o.o, /?o,o, <*i,i et /?i,i définis en (3.70) et (3.72) pour n =  0.
Matching : on exprime Ho(0, A0, B0) uniquement en fonction de A0 en utilisant (3.83). 
On maximise Ho(0, A0) sur ]0,1[, ce qui détermine A0. On en déduit B0 et Cq.

-  Etape n +  1, (n >  1).
Supposons avoir calculé les fonctions F* pour k € {0, • • •, n }, les fonctions Qj et fj  pour 
j  € {0, • • •, n — 1}, et les constantes Ao, • • •, A[s], Bo, • • •, B[r] et Cq, • • •, C[s.].
Dans un premier temps, on calcule Fn+1, Qn, Hn et f n définies respectivement en (3.54),
(3.55), (3.56) et (3.30). Puis on calcule a o ¡30 ai.j+i et /3i,,+i définis en (3.70) et (3.72). 
On exprime alors Bn et Cn en fonction de A[aj, • • •, An, en utilisant la proposition 3.4.4. 
On en déduit alors Hn(0, Àn, Bn) en fonction de A[n], • • •, An. D ’après le corollaire 3.5.8, 
on a alors les deux éventualités suivantes, 
n est impair: Hn(0, Ân) est entièrement déterminé.
n est pair: Hn(Q, Ân) est un polynôme de degré 2 en As. indépendant de An+i, • • •, An, 
dont le coefficient du monôme de plus haut degré est négatif. On maximise Hn(0,An)
sur R , ce qui détermine An. On en déduit Bn. et Cn..

7 ^  2 2 2

3.6.3 Résultats numériques
Pour effectuer les calculs qui suivent, nous avons utilisé le logiciel de calcul for­

mel Maple 5. Compte-tenu des égalités (3.83), (3.96) et (3.124), on peut exprimer 
#2(0, Â2, B2) en fonction de Ao, Ai et A2. On trouve

X 2(0,Â2) = ( - B„ + ^ )A, + ( I f  V2 + f  )AÎ 
+  ^ ( ^ 0, Bo)

OÙ
D € R(Ao,Bq) et Bq — —24(1 — Aq)2.

Faisant Ao =  dans H2(0, A 2) en vue de calculer le coefficient de k2 dans le champ de 
surchauffe, on trouve que

6,(0, ^ , A u A t) =  -2 ÌA ]  -  Î 2 U  -  J j^ 2 * . (3.182)

Maximisons #2(0, Ai, A2) par rapport à Ai et A2. Le maximum est atteint en

Ai =  - 1 .  (3.183)

+  (13'32V2Bo+ - 4+  32 I f + Al
2Ba A]

(3.181)
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On déduit de (3.96) l’égalité

Bt = - ^ 2- *  (3.184)

et de (3.97) l’égalité
1  ̂ i

Ci =  - ^ 2 1 .  (3.185)

Enfin, on a l’égalité

Finalement, d’après (3.104) et (3.186), formellement et modulo 0 ( k3), on obtient pour 
le champ de surchauffe la formule suivante :

*,•*(*) =  2-ÎK-i[l +  +  0 ( K %  (3.187)

On retrouve le résultat obtenu par Dorsey, Dolgert et Di Bartolo dans [12].

3.6.4 Comparaison avec les résultats obtenus par Di Bartolo,
Dolgert et Dorsey

Dans un premier temps, dans [12], ces auteurs avaient cherché la fonction /  sous la 
forme tanh('tg+^~Cl/t), supposant que Ci =  0, Vi >  2. Cela impliquait, compte-tenu du 
lemme 3.4.4, que dès lors que C\ était fixée, les constantes Ai et Bi étaient déterminées 
pour tout i >  2, et par conséquent, Hi(Ai), pour tout entier naturel supérieur ou égal 
à deux. Ils n’effectuaient donc qu’une seule maximisation, lors de la détermination de 
H2(Â2).
D’après la proposition 3.5.7, H2n(A2n) est un polynôme de degré deux en An, dont le 
coefficient du monôme de plus haut degré est strictement négatif.
Pour calculer i f4(Â4), on a maximisé le polynôme

76814767 , 395 * „ * a2
---------------- 2* + -----2*A2 -  2* Al.

62914560 512 2 2

On trouve pour A2 le résultat suivant

395 r- 
Â2 - 2048^ ’

et pour H4(A4) la valeur suivante

6 7 4 5 3 2 2 7 n i  

“ 6 2 9 1 4 5 6 0  S

différente de celle trouvée initialement par ces auteurs, mais corrigée depuis, sur notre 
remarque.

h 2( o
1

y/2

7
32 A2)

325
2048

24 (3.186)

15
32

V2k — 325
1024 K2
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Ils ont en effet publié un erratum ([13]), et déterminé des valeurs numériques maintenant 
identiques aux nôtres. Récapitulons les résultats numériques obtenus.

n An Bn Cn Hn( 0)
0 2-2 -2 -4  1 2-1

1 - h l - P ;  - S 21 Ü2Î0 — Æ L o k  i l l o l  429 325 o*-L 2048 512 512 2048^ ,
o 14191ot

°  65536 ,a 674532270 j
^ 62914560 „
c 110796086153o f°  30198988800 L

3.7 Note sur une conjecture due à H. J. Fink, D. S. 
McLachlan et B. Rothberg-Bibby

Dans [11], H.J. Fink, D. S. McLachlan et B. Rothberg-Bibby ont conjecturé que 
lorsque h est égal au champ de surchauffe, la solution ( /« , A K) de (GL)oo vérifie:

= v/2.
4,0)

Dans le cadre k petit, regardons si la conjecture est vérifiée d’un point de vue formel. 
Nous avons déterminé dans les sections précédentes un développement formel de A'K(0) 
et de A*(0) en puissances de « 2.
Lorsque h est égal au champ de surchauffe, on obtient compte-tenu de (3.39), (3.99) et 
(3.100), les égalités

Qo(0) =  - 2 - ï  et <%(0) =  2 - î . (3.188)

D’où, au premier ordre, on a l’égalité:

ffo(Q) _  
Q'o(0) V

Mais, au second ordre, nous avons obtenu les égalités

<3i(°) =  - ¿ 2 i  et <31(0) =  ^ 2 » ,

d’où l’égalité
- 9 M  =  ly/2 .

Q m  5
La conjecture est donc en défaut dès le deuxième ordre.

A 40) _ J 2 +  , q ,  2\
A ' M ~  ™ { ' '
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Lorsque k  est grand, d’après une construction également formelle due à J. Chapman 
([8]) (voir également [4]), analogue à celle de Dolgert-Di Bartolo-Dorsey (voir [12]), la 
solution satisfait, au champ de superchauffe “formel”

Aî(0) — —1 +  ~ ^ K 3 +  ® (K 3)i

< ( 0 )  =  —  +  O (K -t).

La constante D peut-être estimée proche de —0,3. Donc, dans le cadre k  grand, on a:

- j r ^  =  V 2 - DK -ï  +  o (K - l ) .

La conjecture est donc également en défaut dans ce cas.
Même s’il ne s’agit pas d’une preuve mathématique puisque les développements obtenus 
sont formels, on peut penser que la conjecture est fausse.

3.8 Problèmes ouverts et perspectives
Dans [6], C. Bolley et B. Helffer soulevait le problème de l’existence d’un développe­

ment asymptotique à tout ordre en puissances de «2 du champ de surchauffe, pour k  

petit.
Le théorème 3.5.14 suggère de poser la conjecture:
C onjecture 3.8.1 Soit h ah(K),  le champ de surchauffe, introduit à la définition 1.1.2 
dans le chapitre 1 .
Il existe Ko > 0 tel que, pour k  < k 0) K2/is/l(/c) admet un développement de Taylor en 
k  =  0 tel que

D T { h sk)(K)  : =  h sh J{K) ,  (3.189;

où hsfl,f  ( k ) est défini en (3.5.15).
Une autre question en suspens est de regarder si à partir des solutions formelles 

construites précédemment, on peut obtenir par une technique de construction de sur et 
sous-solution, une localisation d’une solution de (GL)oo- Pour obtenir un tel encadrement 
de la solution, cela suppose de construire une sur-solution de (GL)0C>, plus précise que 
la fonction /  =  1, couramment utilisée.
Enfin, compte-tenu de la section 3.7 et de la construction formelle qui précède, on peut 
poser la conjecture :
C onjecture 3.8.2 Au champ de surchauffe, on a la limite quand k  —y 0 :

l im -4 4 ? T  =  v^ . (3.190)
« - »  4 .(0 )
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Chapitre 4

Existence de solutions de (G L)t

4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons étudier les points critiques de la fonctionnelle réduite 

€d définie en (1.2) par:

U f ,  >1) =  T [ i / 4 -  f 2 +  k ' W  +  f 2 A 2 +  (A 1 -  k)2 )dx, (4.1)

sur les paires ( / ,  A) de i î 1(]0, c?[)2 telles que A(d) =  0.
Un point critique de satisfait les équations de Ginzburg-Landau données par

f - k - 2/*  - f  +  P  +  f  A 2 =  0 sur ]0, d[, 
\ —A" +  A f "1 =  0 sur jo, </[,

avec les conditions aux limites :

/ ' ( 0) =  0, f ( d )  =  0, A'{0 ) =  h, A(d) =  0. (4.3)

Nous noterons par ^ 1(]0, d[) le sous-espace vectoriel de <i[) défini par

H lQ0,d[) =  {A  6 H \ ] 0 ,d[), A(d) =  0}. (4.4)

Dans un premier temps, nous établissons un théorème qui fournit une localisation des
solutions de (GL)3d. Précisément, nous montrons le théorème
T héorèm e 4.1.1 Soit rj >  0, e €]0,1[ et (So, ¿i) €]0,1[2, ^  < 80 <  <$i <  1.
Il existe Ko >  0 telle que, pour (K,d) satisfaisant k <  kq et Kd >  k~v, pour tout 
fo G [¿0) ¿i] et pour h >  0 tels que

K h2 =  2 2 /o (l -  /o2), (4.5)

il existe un couple ( f ,A )  solution de (GL)sd.
De plus, il existe C >  0 telle que f  vérifie l ’inégalité en zéro

1/(0) -  /o| <  C ki . (4.6)
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Puis nous montrons un théorème qui fournit l’existence d’une solution de (GL)sd qui ne 
minimise pas ed.
T héorèm e 4.1.2 Soit (Ji, et r] >  0. Il existe «o >  0 telle que, pour («, d)
satisfaisant k  <  /c 0 et n d  >  k -71 , pour tout f o  €  [ ¿ 1 , ^ 2] et pour h >  ^  tels que

nh2 =  2^ /o(l — /o ) , (4.7)

existe une solution ( / ,  A; A) ¿e (GL)d qui ne correspond pas à un minimum local de ej .
La démonstration du théorème 4.1.1 repose sur la construction de sur et sous-solution 

dont la définition a été donnée en 1.2.6. Pour construire une sous-solution et une sur­
solution, nous nous appuyons sur une construction de sous-solution obtenue près du 
champ de surchauffe par C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer (voir [5]).
Pour démontrer le théorème 4.1.2, nous suivons une démarche analogue à celle utilisée 
par S. Alama, L. Bronsard et T. Giorgi (voir [7]).
Nous considérons la restriction de la fonctionnnelle ed à un convexe fermé de la forme 
Ca =  { ( / ,  A) G ^ x(]0, d[) x H 1 (]0 ,d[), tel que /  >  a >  0}. La restriction de ej à Ca 
est semi-bornée inférieurement. Nous montrons alors que td admet deux minima locaux 
dans Ca. Nous montrons également qu’elle vérifie la condition de Palais-Smale (PS)ca 
sur Ca- Pour conclure, nous appliquons le théorème (voir [8]) :
Théorèm e 4.1.3 Soit C un convexe fermé d ’un espace de Hilbert F, e € C<1(V) satis­
faisant (PS)c  sur C, et supposons que e admette deux minima locaux distincts Ui et 
dans C.
Soit

(3 := inf sup e(p(t)), 
p € P t €[0,1]

OÙ
P : = { p e  C °([0 ,1], C)  : p(Q) =  Ui, p( 1) =  u2}.

Alors, soit
1 . e(ui) =  e(u-ï) =  ¡3 et u\ et u2 peuvent être reliés dans n’importe quel voisinage de 
l ’ensemble des minima locaux de E dans C tels que s(u) =  /?,
ou
2. Il existe un point critique ü de e dans C, qui n’est pas un minimum local de e.
Nous prenons V  =  { ( / ,  A) € i i 1(]0, oi[) x ^ 1(]0, d[)}, e =  ed, C =  CQ.
Nous écartons alors la première éventualité du théorème 4.1.3, ce qui nous permet de 
conclure la démonstration du théorème 4.1.2.

4.2 Existence et localisation d’une solution de (GL)sd

4.2.1 Construction d’une sous-solution
Rappelons le lemme classique, utile pour mener les calculs au cours de ce chapitre.
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Lem m e 4.2.1 Soit C une fonction bornée swr]0,d[ telle que:

C(x) >  0, V x € ] 0 , d [ ,

et soit u € C 2([0,d\) une fonction telle que :

—u" +  Cu <  0 sur ]0, d[, 
u'(0) >  0, u{d) <  0 
où
m(0) < 0, u'(d) < 0;

(4.8)

alors :
u <  0 sur ]0, d[.

Rappelons le résultat suivant, dû à C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer (voir [5]). 
Théorèm e 4.2.2 Soit p €]0,1[, et r\ >  0. Il existe une constante Cp̂  >  0 et « i >  0 
telles que pour (k, d) satisfaisant les conditions

d >  1, 0 < k  < K i ,  n d >  k  n (4.9)

alors, pour toute solution (f ,A ) du système de Ginzburg-Landau satisfaisant /(0 ) >  p, 
nous avons

IK h^- \ /2/(0)2(l -  / (0 )2| <  Cm k*. (4.10)

Rappelons également le lemme, utile pour mener les calculs qui suivent (voir [1], p. 75 
pour la démonstration) :

Lem m e 4.2.3 Soit la fonction <j> définie par

4>(x) =  o¡exp(—ßx)  +  tanh(7X +  S)

où
S >  0, ß >  2 7  >  0 et a >  0. (4.11)

Supposons que
4/(0) =  0,

alors, la fonction <f> est strictement croissante.

Nous allons à présent établir la proposition : 
P roposition  4.2.4 Soit r) > 0, e €]0,|[ et (¿0,^1) €]0,1[2. 
Soit E une fonction de classe C°° définie par

Il existe k q  >  0 et Co telle que pour (K , d )  satisfaisant k  <  k 0 et K d  >  k  v, pour tout 
fo € [Æo, ¿i] ci pour h tels que

K h 2 < 22/ 0(1 -  / 2) +  C0Kl-\  (4.13)

E(y) =
O si
1 si y >

(4.12)y < 1
î
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alors, il existe une constante C\ telle que, la fonction

f ( x )  =  ta n h (^ (l +  C i«1 e)x +  x K,h)
+ K 2ÿ s ( l  +  CiK1- e) e x p ( - 2 f 0x) +  \ d,K, h G x p ( - \ / 2 K ( d - x ) ) E ( ^ ) ,

où les constantes xKyh et \d,K,h sont déterminées par les conditions :

/ ' ( 0 ) = 0 ,  / V )  =  0, (4.15)

soit une sous-solution des équations de Ginzburg-Landau (GL)sd. 
De plus, il existe D >  0 tel que

1/(0) -  /o| <  B « 1- ' .  (4.16)

Rem arque 4.2.5 C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer ont établi dans l ’article [5] la 
proposition 4-2-4 pour une valeur particulière de fo égale à L ’objectif est ici d’obtenir 
une sous-solution plus précise que celle obtenue par ces auteurs, pour fo 6 [¿o, Æi], avec 
(Æ0, ¿i) dans ]0,1[2.

Preuve de la proposition  4.2.4
Rappelons que lorsqu’on possède une sous-solution pour une valeur de ho donnée, cette 
fonction fournit une sous-solution pour des valeurs de h <  ho (voir [1], p. 66).
Nous traiterons donc dans la suite le cas d’égalité,

nh2 =  2 2 /o (l -  /o )  +  Cqk1 €. (4-17)

Introduisons les notations suivantes,

u =  1 -  e, (4.18)

/i (x )  :=  tanh(-^=il +  C \ k u)x +  i „ iS), (4.19)

h - f - L  (4.20)
et

zKih :=  ex p (-2 *<e,A). (4.21)

Introduisons également

h ( x )  :=  ta n h (4 r(l +  Cxkv)x +  x K,h) +  k2^ ( 1  +  C1̂ ) e x p ( - 2 /0x), (4.22)
y 2  g

et
f 2(x) : =  Xd,K,h exp(-V2/c(d -  x) )E ( ^ ) .  (4.23)

Etape 1 : E stim ation pour x Kth, zK,h et Xd,K,h-
La constante x Kth est déterminée par la condition / '(0 )  =  0; donc elle satisfait

(1 -  tanh2^ ) )  -  =  0-

(4.14)

\/2/c/i2
2/o
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Comme h satisfait (4.17), nous obtenons

tanh2^ )  =  / 02 -

O n  en déduit pour k assez p e tit l ’égalité :

tanh(xK)/l) = f0 -  oku + 0 ( k2v). (4.24)

Il en résulte que

_  1 -  tanh(xK,/l) _  1 -  f0 = 1 „ 2
Zn'h 1 +  tanh(xK)/l) l + /o ° v/2 /o(l + /o)2^ *

Remarquons que, d’après (4.25), il existe kq tel que, pour tout k < k0, on a l’encadre­
ment, pour tout 
fo € [i0, ii],

~r + 0 {kv) < zK,h < 1. (4.26)1 +  Ol

La constante Ad,K,h est telle que f (d )  =  0, donc telle que

\ m
i'''k s/ÏK '

Utilisant l’égalité

4 4exp(—2(a + /?)
(exp(a +  (3) + exp - ( a  +  (S))2 (1 +  exp(-2(a  +  ¡3)))2 ’

et en prenant a  =  x Kyh et (3 =  ^ (1  +  K u ) d , on obtient

x ^  Kh ___/ on , ^  zK<hexp(-V2Kd(l +  C1K‘'))*d,K,h. -  (1 +  Ci k ^  ex p (-2 /0d) -  2(1 + Ci/c )— ------------ -— . 
2/o V 2--------------------------------------(1 + zKth exp(—v2/cci(l + Ci/c"))2

(4.27)
Par conséquent, d’après (4.26) et (4.27), il existe une constante /c0 telle que, pour tout 
fo € [io, il], pour k < Ko et Kd grand, nous obtenons l’égalité

d̂,K,h =  -2(1 +  CiKl')zKih-exp(—V 2(l +  CiKv)Kd). (l + 0(exp(-V2Kd(l  -f C i/c")))).
(4.28)

Nous avons en particulier

Ad,«,h =  O (exp(—\/2(l -  0(Kv))Kd) \ , avec A*,«,* < 0. (4.29)

Co«"
v 2 /o

(4 .25)

2v2 /o
1
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Etape 2 : M ajoration  de / ' ,  / "  et /
D ’après (4.14), nous avons l’égalité:

/'(x) =  2 2«(1 +  Ci«") cosh 2(2 2/c(l +  C\Kl')x +  xKth)
K2h2

- (1  +  C\KU) ~2ÿr exP ( ~2fox)

+«A J,.,ke x p (-V 2K(d -  x))(V2E(ï) +  ))•

Imposons la condition
Ci < 0. (4.30)

Comme Ad,K,h < 0 (voir (4.29)), et comme E >  0 et E1 >  0, il en résulte que, pour 
K,d > k~v et k assez petit :

-  0 ( k) <  f ( x )  <  22/cexp(—2x Kth). (4.31)

Compte-tenu de (4.25), V/o G [¿0) ii], V x € [0, ci], on obtient :

-  O M  <  /'(X) < 2*« ( £ A   +  0 (« 2' ) )  ■ (4.32)

Il existe kq tel que, pour tout k < Ko, pour tout f o  G [¿o, <̂ i], on a l’inégalité

i — ^  +  Co -  . 1----------+  0 (/t2") < 1.
l + /o V^Æ(l + /o)2

D’après (4.32), on obtient alors

/ ' ( x ) <  2t/î, V i 6 [ 0 , 4  (4.33.;

Dérivant / ' ,  nous obtenons pour k  petit et K d  grand :

V x G [0 ,4  - 0 ( k 2) < f " { x )  <  V 2 f o { l  -  f l ) K  + 0 ( K l + v ). (4.34)

M ajoration  et m inoration de /
Notons que, d’après le lerrime 4.2.3, la fonction / i  est croissante. En effet, il existe k 0 , 

tel que, pour tout k  <  k q , pour tout f o  G [$o,Æi], on a les inégalités:

h2
xK,h > 0, 2/0 > 2i0 > \/2(l +  C xkv) > 0, /c2—j(1 +  CxK1') > 0.

J 0

De plus, d’après (4.15), on a / '(0 )  =  /i(0 ) =  0. Les hypothèses du lemme 4.2.3 sont bien 
vérifiées, donc / i  est croissante sur R + et a fortiori sur [0, ci].
Comme \d,K,h < 0, on a les inégalités

V x G [0 ,4  / ( x )  <  f i (x)  <  fi(d).

V 2 ß ( l  +  / o )2

1
Co
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De plus, utilisant le fait que

tanh(y) =  1 -  2 exp (-2y ) +  C>(exp(-4î/)), (4.35)

lorsque y —y + o o , on o b tie n t, p o u r K d >  k n avec k assez p e tit et pour x  G [0, d\ :

/ ( x )  <  1 — 22,ti/l exp(—V5/cci(l +  C i« " ) ) ( !  +  C?(exp(—\/2/cd)(l +  C i«"))). (4.36)

On déduit en particulier de (4.36) l’inégalité, pour tout x € [0, d\ et pour k assez petit :

/ ( * )  <  1. (4.37)

Passons maintenant à l’étude de la minoration de / .
Pour x € [0, |], comme f iix )  =  0 et f\ est croissante, nous avons l’inégalité

/( x )  >  /i(0 ). (4.38)

Utilisant (4.24), et le fait que v >  | (car par hypothèse, t € [0, |]), on obtient

/i(0) = t a n h ( x ^ )  + (1 + C\kv)k2-j^ = fo -  \ . Cqku + O(k). (4.39)
4/o l \J  ¿/o

Sur l’intervalle nous remarquons, utilisant le fait que f\ est croissante et f 2 est
décroissante que

f { x ) > f i ( d l 2 )  +  f 2(d)
=  Ad,K,h +  tanh(^^(l +  C\KV) +  xKih) +  k2 jjj(1 -(- C i«") exp(—f 0d).

Utilisant (4.35), on obtient l’estimation

t a n h (^ ( l  4- C i«") -(- x Kth)
=  1 — 2zKih exp(—2~1/2nd(l +  C i«")) +  C>(exp(—21/2«d (l +  C i«")).

On déduit alors de (4.28) et de (4.40) l’estimation, sous l’hypothèse n d >  k ’’ et pour 
k assez petit, pour x € [ f , d\

/ ( x )  >  1 — 2zKth exp(—2 ^ \ d (l  +  C i«")) +  (9(exp(—21̂ 2nd(l +  C i«")).

Il en résulte, compte-tenu de (4.38) qu’il existe Ko > 0 tel que, pour tout k <  Ko, pour 
K,d >  k~v, pour tout fo € [¿o?^i] et pour tout x € [0, d], on ait l’inégalité

f ( x )  >  /i(0 ).

Finalement, d’après (4.39), pour k assez petit et pour tout x € [0,d], nous obtenons

/ ( * )  > M»)  =  A -  (4-41>

(4.40)

Cqk1' +  0 { k).2v/2/o3
1
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On suppose désormais que
C0 <  0. (4.42)

Ceci implique l’inégalité, d’après (4.41),

/ ( * )  > fo, Va: € [0,d]. (4.43)

Il résulte également de (4.24) et de (4.42), l’inégalité, pour tout / 0 G [<$0) ^i],

tanh.(xK<fl) >  Sq. (4.44)

Etape 3 : Majoration de A2f

Etape 3.1 : Préliminaires
Pour majorer le terme A2/ ,  nous ne procédons pas comme dans [5], où la majoration 
avait été obtenue en comparant les solutions de deux équations différentielles par utilisa­
tion du principe du maximum sur R +. Comme d >  /c-£ dans le régime où l’on travaille, 
nous allons partitionner l’intervalle [0, d\ en deux sous-intervalles [0, /c_£] et [/c_£, d\, puis 
obtenir deux majorations différentes de A2f  sur ces deux sous-intervalles.
Utilisant l’inégalité

expu ,
sinhu < —- — < coshu, V u € R  ,

et l’inégalité (2.5) énoncée au chapitre 2, il résulte que l’on peut écrire, pour x G [0,ci],

On en déduit l’inégalité pour x € [0, <J\ :

A2(x ) f (x )  < j ^ e x p ( - 2 / ( 0 ) * ) / ( * ) .  (4.45)

Etape 3 .2 : M ajoration  sur [0, /c_£]
Pour Kd >  k~v et pour k assez petit, nous avons | > !L-̂ — >
Or, /  est croissante sur [0, |], donc elle est croissante sur [0, k-£]. 
Par conséquent, nous avons l’inégalité

0 < /(* ) -  /(0) =  xf'{6),

avec 5 €]0, æ[.
Compte-tenu de (4.33), on a

f ( S )  <  2 f« .  (4.46)

D’après (4.45) et (4.46), on obtient sur [0, k £], l’inégalité

A2{x ) f {x )  <  ÿ ^ y ( / ( ° )  + x f { 5 ) ) e x p ( - 2 f { 0 ) x )  <  ( ^  +  / ^ j ) 2^ )  exp( ~ 2f ( ° ) x )-

= 7?ö) exp(~/(°)a:)-

—A(x)  <
h sinh(/(0)(e? — x ))

/(O) cosh(7(0)eO
<

h exp(/(0)(c¿ — x))
/(O ) 2

2. exp(—/(0)¿)
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De (4.41), on déduit

W ) - h 2 (7o +  S f i  +  0 { K ) ) ’  (4'47)

et

Finalement, d’après (4.47) et (4.48), nous obtenons l’inégalité

A 2{x) f (x )  <  ^-(1 +  c2( fQ)Ku +  0 { k)) exp(-2 /(0 )® ), (4.49)
Jo

où

C2(/o) ■ j + i s k r s c °' (4'50)

E tape 3 .3 : M ajoration  sur [k e,d\
Pour x € [/c-£,d], de (4.37), (4.43) et (4.45), on tire l’inégalité

A 2(x) f (x )  <  ex p (-2 f 0x). (4.51)
Jo

Etape 4 : La fonction /  est une sous-solution

Etape 4.1 : Prélim inaires
Revenant à la définition de fi  (voir (4.19)), on obtient l’égalité

- K - ' i ï  -  h  +  /?  = (1 -  (1 +  C,K-)2) / i ( -1  +  fl) =  (2C./C- +  C W ) h ( l  -  fi).
(4.52)

De (4.14) et (4.52), nous déduisons l’égalité:

-« T 2/ "  + ( -1  + f 2 + A2)f
= (2C1<c- +  C ,V ' ) Â ( l - Æ )  
- Ç ( l  + Ci»i‘')exp(-2/c)i )  (4.53)

x)).[2E(ÿ +  + ¡ ^ £ » ( 1 ) ]

+ A - ( - l + / 2 + f f i  + ft) +  A?f.
Nous allons maintenant prouver que le second membre de (4.53) est négatif quand k est 
petit et Ci <  0.
E tape 4.2 : E tude sur l ’ intervalle [0, « -£]
Compte-tenu de (4.30), comme fi >  0, le membre de droite de (4.52) est négatif.
Sous les hypothèses (4.30) et (4.42), utilisant (4.49) et (4.53), on obtient l’inégalité

- k-7 " + ( - i  + /2 + ^2)/
< - y ^ l  +  C ^ ) e x p ( - 2 f « x )  (4M)

~^d,h,K exp(—-\/2/c(d -  x)) . [2E{f)  +  ^ fÆ '( f )  +  { ¿ jr £ " ( f ) ]
+ / 2 . ( - l  +  f 2 +  f  fi  +  f l  ) +  ^ (1  +  c 2 ( / o K  +  0 ( k ) )  e x p (-2 /0x).

h2

P i  0)
22/c1' <

h 2

fo
22 Ku
/o

+ 0(k )
) '

(4.48)

-AdfcKexp(— a/2K(d ■

2l 1
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Le signe du membre de droite de (4.54) dépend du signe du coefficient du terme en h2Kv. 
En effet, remarquons que

E ( —) =  0 sur [0,/c e]. (4.55)
a

Il en résulte que

h-{~ 1 +  f  +  /  h  +  II) =  0(f2) =  0(K2h2). exp(—2 / o x ) .  (4.56)

De plus, d’après (4.55),

-  -  *)Ï-P«(|) +  ^ ( § >  +  f  )] -  0. (4.57)

Finalement, d’après (4.54), (4.56) et (4.57), on obtient l’inégalité

- K - 2/ "  +  ( -1  +  P  +  A2) f  < ^ i s 'M / o )  - C ,  +  0(K,1- ') ) .  (4.58)
/o

Le coefficient de h2Ku dans (4.58) est égal à ------- --------  et est négatif pour tout /o G
7°

[¿1,^2] sous la condition

c2(/o) <  Cl, v /o € [¿0, il] ^  Co < 2y/2ftcx -  8/* , V / 0 € [¿0, ¿1]. (4.59)

Compte-tenu du choix du signe de Ci, (Ci < 0), la condition (4.59) est remplie pour 
tout f0 € [¿0, ¿1] si

Cq <  2V2S*Ci -  8Si (4.60)
Etape 4 .3 : Etude sur l’ intervalle [K~e,d\
Sur cet intervalle, pour contrôler convenablement le signe de l’expression
—k~2f"  — f  +  / 3 +  A2/ ,  nous allons utiliser le terme (2CiKu +  C'2k2'/)/i(1  — f 2). 
D’après (4.19), on a l’inégalité

/ i ( l  -  II) > Ii{0).Zd,h,K-exp(—2ly,2« ( l  +  Cikv)x ). (4.61)

Utilisant (4.51), (4.53) et (4.61), nous obtenons l’inégalité

—k 2f "  +  (—1 +  f 2 +  A2) /
< (2Cikv +  C2« 2"). t&ah.(xd,h,K)-zd,h,K exp(—21/2«(1 +  C ikv)x ) 
- f ( H - C W '- ) e x p ( - 2 /0:r)
-A d,h,K exp(~V2K(d -  x )) .[3 £ (f) +  2- £ e '( f ) +  ^ " ( f ) ]  1 ‘ J

+ / 3 ~  /1 +  72 • e x p (-2/ 0*).
/  0

Déterminons quel est le terme dominant dans l’expression / 3 — / 3. 
On a l’inégalité

/ 3 - / ?
<  3/j?A*,*,* exp(—v/5«(d -  ®)).Æ(§) +  3 ^  e x p (-2/ 0a;) (4.63)
+ 3T^-exp(-4/0x) + exP(“ 2^ « ( ^  - X))-E2(l)-

-  ad,h,K exp(— v2k(c/
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Notons que, pour tout x € [« c, d\ et pour k assez petit, on a l’inégalité

h 2 K2h 2 K4 h4
-  —  (1 +  C'i/cI/)exp(—2/ox) +  3— 2 -ex p (-2 /0a:) +  3— j  e x p (-4 /0x) < 0. 

JO 4 /o iO /0

Il en résulte, utilisant par ailleurs (4.62), (4.63) et le fait que f 0 >  Sq, l’inégalité:

—k 2 f "  +  (—1 +  f 2 +  A2) f
<  (2 C ik v +  C 2k2v). ta,nh.(xd,h,K)-Zd,h,K e x p ( —\/2k (1  +  C ik v)x)  

- A * A „ « p ( - Æ ( < i  -  x)).[3(l -  /* )£ (§ )  +  f )  +  ^ E " (f)] <4'64) 
+ | r - e x p ( - 2 5 0x) +  \ \ hK e x p ( -2 \ /2 K (d  -  x ) ) .E 2( f j .

Remarquons que d’après (4.12), le support des fonctions E' et E"  est inclus dans l’in­
tervalle [|, f].
On obtient pour tout (/c, d) tel que k  <  «o, itd >  n~n et pour tout x  €  [/c- i ,c(], les 
inégalités :

e x p (-V 2 K(d -  +  jà ? E “ (f))  < ( 2 ^ ’ ||E'|U +  *^ | | £"| U )exp (-^ )
< 4 K’ ||£'|U exp(-^).

Par conséquent, il existe Ko >  0 telle que, pour tout k < Kq, et Kd >  k v, pour tout 
x  6 [/c-e,c(], on ait l’inégalité:

- A « , «  e x p ( - ^ ( i  -  x)).\2gE'(*) +  ^ E ”(f)] < -4||E'|LAJA . < i > « p ( - $ ) .
(4.65)

De plus, comme H^l-oo < 1, pour tout x  € [« e,d\, on a l’inégalité

xlh,KGM ~ 2^ K{d ~ x))-e2(^) ^ Xd,h,K‘

Utilisant le fait que Ci <  0 et (4.44), on déduit l’inégalité, pour k assez petit :

(2C'ik‘/+C'12/c2î/)). tanh(x<ii/l)/t).2:(ii/liKexp (-\ /2«(l+C 'iK '/)a:) <  S q^xk-C ik1' e x p ( - V 2 Kd).

De plus, utilisant l’inégalité cosh 1(x) <  2exp(—x), V x € R +, et le fait que Àd,h,* < 0? 
on a l’inégalité

-Xd,h,K exp(-V2K(d -  x )).3(l -  f l ) E { <  -12\d,h,K-zd,h,K- e x p (-V 2 (l +  Cik^**).

Comme supp E  C [|, 1], on obtient :

-Xd,h,Kexp(-V2K(d -  x )).3 (l -  f ï ) E (^)  <  - 1 2 A ^ .2 dA « . e x p ( - ^ - ^ —— ).

Enfin, utilisant (4.13) et le fait que Cq <  0, on obtient l’inégalité, pour tout fo € [<$o, ¿i]

^ [ f ° ^ . e x p ( —2 8 q x )  <  ^  2 k 1. e x p ( —280x).  
°o ào
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Il résulte de ces inégalités, l’inégalité

—k 2 f "  +  (—1 +  / 2 +  A 2) f
< So.zd,h,K-CiK1' exp(—v/2/cd) -  12Ad,h,K-Zd,h,K- e x p ( -^ 1+̂ ‘/)d) (4.66) 
- 4 p /||00Ailfc,(.« ,» e x p ( -^ )  +  X2d>htK +  ^ • / c - 1.exp (-250x).

Montrons que pour Ci < 0 et pour k assez petit, le membre de droite de (4.66) est 
négatif.
On a l’inégalité :

0̂ '̂ d,h,K'GiK exp( y/^Kd) i2XdthtK.zdihiK. exp( ^5)
-4||£;/||00Ad)/,)KK,1exp(-^| ) +  \\hK +  ^ ^ « : -1 .exp(-2Jox)
<  kv e x v ( -V 2 K d )(5 0.zdth,K.Ci -  12A<t , ^ g ^ / c ~ l/ e x p ( ^ )  e x p ( -  ClK̂ d) 

+ ^ ÿ ^ « _ :_ I/-ex p (-2 (Jo /c_£ +  0 ( k)) -  \d,h,Kkv~1' e x p ( ^ )  +  k ~v exp(y/2Kd)\2dhK).

’ ’ (4-67)
D’après (4.26), on a

Utilisant alors (4.29) et (4.30), et prenant en compte la condition ad >  « -7i, on déduit 
que le second membre de (4.67) est négatif, pour k choisit assez petit.
Finalement, d’après les étapes 4.1 et 4.2, la fonction /  est une sous-solution de (GL)d si 
les paramètres Co et Ci satisfont les inégalités (4.30) et (4.60), pour k choisit suffisam­
ment petit.
Ceci achève la preuve de la proposition 4.2.4.

4.2.2 Localisation d’une solution de (GL)sd

Nous déduisons de la proposition 4.2.4, le théorème 
Théorèm e 4.2.6 Soit r}>  0, et (¿0,^1) €]0,1[2, <  Sq <  ¿1 <  1.
Il existe Ko >  0 telle que, pour (K,d) satisfaisant k < Ko et Kd > k~v, V /o €  [¿0)^ i] et 
pour h >  0 tels que

r f = 2 i / ¿ ( l  - f l ) ,  (4.68;

il existe un couple ( / ,  A) tel que ( / ,  A) € (GLd)3, solution du système (4-2) et satisfaisant 
les conditions aux limites

/ '(0 )  =  0, f ( d )  =  0, A'(Q) =  h.

De plus, la fonction f  vérifie l ’inégalité :

1/(0 ) — /o | <  C(S0)k 5. (4 .69)

ZdyhyK > 1 + 81
1 - 6*

+ Ö(ku).
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Preuve
Notons que la fonction /  =  1 est une sur-solution du problème (GL)sd au sens de la 
définition 1.2.8. Dans [3], C. Bolley et B. Helffer ont prouvé que l’existence d’une solution 
symétrique positive des équations de Ginzburg-Landau sur ] — d, d[ est une conséquence 
de l’existence d’une sous-solution f S0Us et d’une sur-solution f sur, telles que f soua < f sur- 

Soit f 0 G [¿oA]-
Soit (n,h) € (R +)2 un couple tel que

Kh2 =  2 > f l { \ - f l ) .  (4.70)

Considérons les solutions dans de l’équation

y2( i — y2) +  Cqk1' =  / o ( i  — /q ),

où C q désigne une constante définie dans la proposition 4.2.4, solutions que nous noteron 
Vi(Ki fo) et y2(« ,/o )-  On peut supposer yi(/c,/o) < ^  < î /2(« ,/o ) .
D’après la proposition 4.2.4, pour k assez petit, il existe deux sous-solutions du systèm 
de Ginzburg-Landau de la forme

f * L ( x )  =  (1 +  C ikv) ^ -  exp —2y4x +  tanh((1+Ĉ 1/)-  +  xK<h) 7+xdl,h exP(-y/2n(d -  x ) )E ( f  ),

telles que
lÆL(0)-y.(«,/o)l<C^, ¡6 {1,2}. (4.72)

De plus, nous avons montré que, pour tout x € [0, oi], ces sous-solutions vérifient les 
propriétés

Æ L < 1 ,  ¡ € { 1 , 2 } ,

et
/& . ( * )  >

(2)Afin d’appliquer le théorème 4.2.2, nous allons utiliser la fonction f s o L -  
On a

ÆL(*) > f £ l s ( 0) =  V2( k J o) >  4=.

Comme fiol» <  1, nous en déduisons qu’il existe une solution ( / ,  A) de (GL)00, telle que

f SL  <  /  <  I- (4-73)

Evaluons à présent la différence |/(0) — /o|-
Compte-tenu du théorème 4.2.2, avec p =  on a l’inégalité

\nh2 -  V 2 f { 0 ){l  -  / 2(0))| <  Cpk*.
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Par hypothèse, nh2 =  \ /2/o(l — fo), d’où on déduit que

i/o2(i -  /o )  -  f m  -  m ) \  <

De l’égalité

I -  /o2(l -  fo) + f \ 0)(1 -  / 2(0))| = |/2(0) -  / 02|.|1 -  ( / 2(0) + / 02)|,

on déduit que

2i„|l -  2 io2|.|/(0) -  /„| < |/2(0) -  / 02|.|1 -  (P(0) +  fS)| <  %xh. (4.74)

Posons C(S„p) = 7 l2^|1 _ 2^|
De (4.74), on déduit que

| / ( 0 ) - / o| < C ( W ) k*,
ce qui achève la preuve du théorème 4.2.6.

4.3 Application d’un théorème de min-max
Dans le but de prouver qu’il existe une solution non minimisante, nous allons montrer 

qu’il existe des éléments (f , A ) de i / x(]0,ci[) x Jï1 (]0, ci[) d’énergie très petite, tels que 
/  > 0, la fonction /  pouvant être choisie arbitrairement petite.
Donnons une variante d’une proposition due à C. Bolley et B. Helffer (voir [6], proposi­
tion 2.1, p. 126).
L’idée de la proposition établie par ces auteurs est de découpler le problème (GL),» en 
deux problèmes aux limites plus simples. Dans l’un de ces problèmes, /  est supposée 
constante sur l’intervalle ]0, D[, D >  0, et dans l’autre problème, sur l’intervalle ]Z), +oo[, 
la fonction A  est supposée identiquement nulle (ce qui signifie que l’effet Meissner est 
satisfait).
P roposition  4.3.1 Soit (fo,d,h) € ]0 ,1] x [0, oo[2.
Posons U(fo,d) := { ( f , A ) € #*(](),d[) x /h ( ]0 ,d [ ) ; /  =  fo sur ]0,c?[}. La restriction 
de la fonctionnelle e«* à l ’ensemble U(fo,d) admet un minimum global et

to(fo,d)'-= inf .  ed{ f ,A ) ,  
(f,A)eU(f0,d)

est donné par

Co(/o,d) =  ^(1 -  f o ) 2 -  i -  tanh(/od). (4.75)
1  Jo

Preuve
Pour tout ( / ,  A) € U(fo,D),  on a l’égalité

£d{fo,A) =  -(1  -  f o ) 2 +  ei(A),
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où

ei(A) — f  ( /g A 2 +  (A')2)dx +  2 hA(Q). 
J o

La fonctionnelle A —> e\(A) est strictement convexe sur le domaine .n (]0,d[). Son 
minimum est atteint en un point A tel que

— A" +  JqA  =  0 sur ]0, d[ (4-76)

avec A'(0) =  h et A(d) =  0.
Nous obtenons une solution unique donnée par

A fo(x ) =  “ 1 ------w  ? ,s sinh(/o(ci -  x)) pour x € [0,d]. (4.77)
fo cosh( /0 d)

Le minimum de e\ est égal à :

h2
inf e\(A) =  — —  tanh(/od), quand /o  ^  0. 

A&Ji f Q

Par conséquent, la restriction de cj à £/(/o, D) admet un unique minimum atteint en 
( fo ,AJo) et égal à

co(/o, d) =  ^(1 -  f l ) 2 -  i -  tanh( / 0 d), (4.78)

ce qui achève la preuve de la proposition 4.3.1.

P roposition  4.3.2 Pour tout h >  ^ , il existe a >  0 tel que, pour tout ¡3 <  0, il existe

do >  0 tel que, pour tout d >  do, pour tout 0 < fo <  —, 3 ( f ,A )  G i7x(]0, d[) x H 1 (]0 ,d[)
d

tel aue
f >  0, f  =  f 0 et ed(.f ,A)</3.  (4.79]

Preuve
Pour fo €]0,1[, utilisant l’inégalité tanh(x) >  x — y  pour x >  0 et (4.75), nous obtenons

<*(/»,<0 <  j ( l  -  2h2 +  l ( f a d ) W )  -  ^ ( 2  -  % ).  (4.80)

Pour tout h  > il existe un réel a >  0 tel que 1 — 2 h 2 +  § a 2h 2 < 0. 
Soit do le réel défini par

d 2 /3  
° 1 — 2 h2 +  \a2 h2

Alors, pour tout d >  do et pour tout /o  <  5, on a l’inégalité

to(foid) <  /?.
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Soit ( / ,  A) € ¿/(/o , D) où la fonction A  est définie en (4.76). 
Alors, pour tout d >  d0, on a l’inégalité

d l f , A )
Ceci achève la preuve de la proposition 4.3.2.

Proposition 4.3.3 II ex iste  «o > 0, tel que, p o u r  to u t k  <  k 0 et p o u r  tou t d >  k  1 n, 

p o u r  to u t fo € [¿o, Æi] p o u r  h >  tels que

K h 2 =  2 * /2(l -  /o2), (4.81)

il existe  un coup le (f , A ) so lu tio n  de (G L ) $d et un couple (f , A ) € i / 1(]0,</[) x ^ 1(]0,d[) 

tels que

ed(f ,  A) <  ed(f,  A) (4.82)

et
0 < m  <  /(O). (4.83)

Preuve
Considérons la solution ( / ,  A) obtenue dans le théorème 4.2.6. Elle vérifie la condition

/(O) >  ^= - (4.84)

De l’égalité —A"  +  A f 2 =  0 et de la condition A'(0) =  h, on déduit l’égalité

j d[(A!)2 +  A2f 2]dt =  - h A (  0). (4.85)
Jo

En un point critique de ej, compte-tenu de (4.1) et (4.85), l’énergie de cette solution 
peut s’exprimer sous la forme :

« U ,  A) =  / V ’ C fT  +  (1 - p - ldx  +  hA(0) +  (h2 -  i )d. (4.86)

Compte-tenu de la proposition 4.3.1 (voir (2.5)), de (4.84), (4.86) et du fait que h >  
il résulte que

U(f , A) >  h.A(0) >  > - V î h 1. (4.87)

Appliquons alors la proposition 4.3.2, en prenant

/3 =  -y/2h2 =  —2k -1/o (1 -  f 2), a =  2

et k  assez petit.
Il existe ¿o(«) > 0 tel que, pour tout d > d0(K), il existe un couple ( / ,  À), tel que

cd( f ,Â )  <  -y/2h2 <  ed( f ,A )

< 0-
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et tel que o < m < m-
On peut prendre cfo(«) =  0 ( k 1).
Ceci achève la preuve de la proposition 4.3.3.

Soit a € R +. La proposition 4.3.3 nous conduit à introduire l’ensemble convexe fermé 
de i f x(]0, ¿[) x H\]0,d[)  défini par

Ca :=  { ( / ,  A) € x tels que 0 < a <  /  <  1}. (4.88)

4.3.1 La fonctionnelle e«* vérifie la condition de Palais-Smale
su r Ca

En vue d’utiliser un théorème de min-max, nous introduisons les définitions suivantes. 
Soit C un convexe fermé inclus dans un espace de Hilbert V, e : C  —»■ R, une application 
possédant une extension e € C 1(V ;R ) sur V. Pour u € C,  nous définissons

g(u) =  sup (De(u),u — v), (4.89)
v e C
||u-v|| < 1

où De  désigne la différentielle de e.
Lorsque C  est un espace vectoriel, nous retrouvons la définition de la dérivée au sens 
usuel.
Définition 4 .3.4 Nous dirons qu’un pointu € C est un point critique poure sig(u) =  0.

Définition 4.3.5 La fonction e satisfait la condition de Palais-Smale (PS)c  sur C si 
la condition suivante est satisfaite :
Toute suite (u n ) n€N de C telles que ( e (u n))neN  soit uniformément bornée dans R  et telle 
que g(un) - »  0 quand n —ï +oo est relativement compacte dans V.

Dans ce qui suit, nous prendrons V =  { ( / ,  A) € -i^QO, d[) x ^ 1(]0, d[)}, e =  ê , C =  Ca. 
Pour ( / ,  A) € Æ’1(]0, d[)2 et pour (u,u) G ^ 1(]0,ci[)2, on a l’égalité

[d
{Ded( f , A ) , { u , v ) ) =  /  (K-2f u ' - f u  +  f u  +  A 2f u  +  A'v' +  A f 2v)dx.  (4.90)

J o
P roposition  4.3.6 La fonctionnelle vérifie la condition de Palais-Smale sur Ca- 
Preuve
Rappelons que les injections

f f ‘(]o,<i[)->c0( M ) ,  £2(IM ) ( « i )
sont compactes.
Soit ( /„ ,  An)n6pj une suite dans Ca telle qu’il existe D 6 R  vérifiant

V n € N ,  (4.92)

H\]0,d[)

Cd(/n, An) < D,
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et telle que
g(fn, A n) -»• 0 (4.93)

quand n —> +oo.
Montrons dans un premier temps que les suites sont uniformément bornées dans ^ 1(]0, </[). 
On a l’inégalité (tenant compte de la propriété An(d) =  0)

^ n (°)  =  - 2  /  A n{t)A'n{t)dt <  2 11A„11¿2(]0)d[)1111¿ 2(]0,(i[). (4.94 
Jo

On en déduit, compte-tenu de la définition de ed (voir (4.1)), que

e<i(/n, A n) >  ||Â ||̂ 2(]0(i[) +  \\Anfn\\h(]o,d[) ~  2v /2/i||A/n||22Q0(i[)||An||22(]0i(ip +  (h2 -  - )d .

Comme / „  > a > 0, on obtient

£d{fm An)

>  I K I I l ’ ( M )  +  a 2 \\A * \ \ h ( ] 0 , d [ )  -  2V ^ I K I l i W I A " l l Î w D +  -  §)<*• '
Pour a > 0, b >  0 et a > 0, on a l’inégalité

a V  +  b2 -  2 V 2 a h t  >  -  - .  (4.96)
2 2 a

Posons
D _ A ’x
b " ~ t ■

D’après (4.95), on peut écrire

^¿(/n> A n)

— h? |̂|-̂ nllL2(]0,d[) +  a2|l-®” lli2(]0,(i[) — 2V̂ ||-Bn||£2(]0)̂ )|i5n||!(2(]0>(*[)) +  {h2 — \)d.
(4.97)

Compte-tenu de (4.96) et de (4.97), on a l’inégalité

* ( / . ,  j Q  > « K K - I M )  +  l l^ fe | M ) - ? £  + ( * » -  I )d. (4.98)

On en déduit, compte-tenu de (4.92), qu’il existe E > 0 telle que

||^n||i/i(]o,4) <  E.  (4.99)

Par ailleurs,

K 2|l/nllL2(0,<i) +  P  — fn\\L2(0,d) ~  ^\/2/l11 A n1 1 ( 0,<£)11 A«11¿ 2(o,£i) — £d (fn , A n) <  D.

Compte-tenu de (4.99), il résulte qu’il existe E >  0 telle que

I|l -  /n||tfi(]0,<¿[) <  E.  (4 .1 0 0 )
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Il résulte de (4.91), (4.99), (4.100) et de la compacité faible de la boule unité qu’on peut 
extraire des sous-suites, qu’on notera encore f n et A n telles que, d ’une part,

/ » - * /  dans et An A  dans t f ^ M ) .  (4.101)

et d’autre part,

f n - + f  dans L 2(]0,d[)  et A n - >  A  dans L 2(]0 ,d[) .  (4.102)

En vue d ’utiliser le fait que g ( fn,A n) tend vers 0, posons

f _ /  2 l l / n  -  fm\\w(]0,d[), SÌ H / »  - / m | | f f i Q ( M D  >  J ,

1 1 si ll/n -  fm\\w(]0,d[) < J,

D’après (4.100), on en déduit que

1 <  tm,n <  4 È .  (4.103)

Maintenant, choisissons

/m ,n =  f n  +  -------( /m  “  f n ) -

Puisque Ca est convexe, ( fm,m An) € Ca, et

IK /n j-^n ) (/m .nj •'4n)||i?1(]0,d[)2 — ||/n fm,n | |flrl(]0,ci[) ^  1

compte-tenu du choix de im,n.
D’après (4.93) et (4.103), tm,n g { fn, An) ->• 0 quand n —>• +oo. Se rappelant de la défi­
nition 4.89, il en résulte alors que, pour tout c >  0, il existe A  >  0 tel que, pour tout 
couple (m, n) € N2 tel que n >  A, on obtient l’inégalité

{Dtd(fn, An)(fn -  fm,0)) =  tm,n {Ded( fni An) ( fn -  /m.n, 0)) <  tm,n g ( fn, An) <  t.
(4.104)

Inversant les rôles de m et n, nous obtenons également, pour tout couple (m ,n) € N2 
tel que m >  A, l’inégalité

{ D t d i f m ,  A m ) ( f m — f ni 0)) — tn,m { D ^ d i f m i  A m ) ( f m f n , m i t y )  ^  tn,m d i f m j  A m ) < C.
(4.105)

Par ailleurs, on a l’égalité

(DCd(fni A n) ( fn — /mjO)) — (DCd(fmi Am) ( fn / m, 0))

=  j f  { « - U  - / ; ) “ +  ( /»  -  -  A l f m) (4.106)

P M .  -  (1 -  P J f M *  -  /»)}<**•

De (4.104), (4.105) et (4.106), on déduit l’inégalité

< Î M /» ,  A „) ( f „  -  f m, 0)) -  (Dcd( fm, Am)(U  -  0 »  <  2e. (4.107)
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Compte-tenu de (4.91), (4.99) et (4.100), f n et An sont bornées en norme C° et / „  —> /  
dans C°([0, d]) quand n —>• +oo. On en déduit que, pour tout e > 0, il existe A >  0 tel 
que, pour tout couple (m, n) € N2 tel que m >  A et n >  A, on a

| A ( / n  -  fm )(Alfn ~  A2mf m) -  [(1 -  f 2n) fn -  (1 -  f 2m) f m}(fn ~  fm)}dx\ < C. 
J 0

Il en résulte, revenant à (4.106) et (4.107) que, pour tout e >  0, il existe B >  0 tel que, 
pour tout couple (m, n) € N2 tel que n > B, m > B

f  «  2(/n -  f'm)2dx < e- (4-108)
J O

De (4.102) et (4.108), on déduit que la suite ( /n)ngn est de Cauchy dans iï^QO, d[). Il en 
résulte que /  € •ff1(]0, d[) et

dans -H’1(]0, oî[).

On a l’égalité

(Ded(fn, .An)(0, An — Am)) — (Ded(fm, ^m)(0, An — Am))

= / “{ «  -  A!mf  - (A„H -  Anflftdx. (4'109)
JO

Compte-tenu de (4.93) et (4.99), pour tout e > 0, il existe no tel que, pour tout m G N, 
pour tout n >  no, on a l’inégalité

(D€d(fny .An)(0, An Am)) ^ 2\\An A m\\jjiQQyCiÿçi(fn, An) ^  6.

On obtient une inégalité analogue en inversant les rôles de n et de m.
Uilisant (4.109), il en résulte que pour tout e > 0, il existe ni tel que, pour tout m > ni, 
pour tout n >  ni,

/  { «  -  A'mf ~  (Anfn ~  A nf^ ) }dx  <  2t. 
J O

Par ailleurs, d’après (4.91) et (4.99)

An -y A dans C'°([0, «(¡).

Il en résulte que, pour tout e > 0, il existe n2 >  0 tel que, pour tout couple (m,n) G N2 
tel que m >  n2 et n >  n2

I / " W 2 -  Ampm)dx\ <  c. 
J 0
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On en déduit que, pour tout e > 0, il existe n3 >  0 tel que, pour tout couple (m, n) € N2 
tel que n > n ,̂ m >  n$

f  (A'„ -  A'm)2dx <  3e. (4.110)
J 0

On peut alors conclure, utilisant (4.102) et (4.110) que (A „)„6n est de Cauchy dans 
en résulte que A € i ï 1(]0, c?[) et

An —> A, dans /T1 (]0, ci[),

ce qui achève la preuve de la proposition 4.3.6.

4.3.2 Preuve du théorème 4.1.2
Proposition 4.3.7 L a  restr ic tio n  de Cd à l ’en sem b le  c o n v e x e  C a a d m et un m in im u m  

global.

Preuve
Nous avons montré au cours de la preuve de la proposition 4.3.6 (voir en (4.98)) que la 
restriction de 6d à l’ensemble convexe Ca est semi-bornée inférieurement. Soit (f n,A n), 
une suite minimisante de td• Compte-tenu du fait que f n et An sont bornées en norme 

<i[), on peut en extraire des sous-suite telles que

fn 1 f ,  A n A  dans ^ Q O ,^ ).

Comme la fonctionnelle ed est semi-continue inférieurement pour la topologie faible, on 
obtient

ed( f , A ) <  lim inf Cd(/„,An),
71-++00

ce qui achève la preuve de la proposition 4.3.7.

Montrons maintenant qu’un point critique de td au sens de la définition 4.3.4 est 
une solution de (GL)3d. Nous suivons ici une démonstration due à T. Giorgi, S. Alama, 
L. Bronsard (voir [7]).
P roposition  4.3.8 Supposons que (f , A ) € Ca avec g ( f , A )  =  0. Alors (f , A ) est une 
solution de (GL)3d.
Preuve
Soit € Cq°(]0, d[) et e >  0.
Compte-tenu de (4.90)et de la définition de g (voir (4.89)), on a l’inégalité

soit, comme g(f ,  .4) =  0,
{Ded(f,A), (0, li1)) <  0.

H'1)0 A )

(Ded( f ,A), (0, IMI )) <
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Appliquant cette inégalité à —0, on obtient :

(Dt i(!,A), (o,ÿ)) = o, v < k c 0~ ( M ) ,  (4.111)

d’où on déduit que
— A" + A f2 = 0, dans £>'(]0,d[). (4.112)

Posons
<f>c =  - { f +  e<t>- < * ) - >  0, (¡>e =  ( /  +  €<f> -  1)+ > 0,

et
w€ = f  + e(j) + <f>e -  (ff.

Alors (w£, A) € Ca, d’où nous obtenons

{Ded(f,  A), ( /  — we, 0)) <  0, (4.113)

pour e > 0. 
Nous posons

fle := {x : f  + e<j) < a}, fi£ := {x  : /  + ecf) > 1}.
De (4.113), on déduit l’inégalité

0 < e(Ded(f, A), (<f>,0)) -  (Ded(f, A), [<f>% 0)) + (Ded(f, A), (&, 0)),

d’où
(D u ( f ,A ) , (M ) )  > ^(Ded(f,A),(<t>‘ ,0)) -  ( I M / ,  A), (&, 0))].

Nous avons l’égalité
(Ded(l ,A ),(^ ,0 ))=  [  A2 cffdx.

On en déduit que

(Dcd( f , A ) , U " M  > (Dej( f , A ) - D ed(l,A),(4,’ ,0)).

Par conséquent,

{Du(f,A),(4,', 0)>> /  ( K - ' f W  + H - l  + f W  + A ' U - l W d x

>JjK-2(f-mf-i+t<f>y
+A2( f  — 1 ) ( /  — 1 + e<f>) + / ( —1 + f 2) { f  — 1 + e<f>)\dx 
> C [  (K 2f  4> + / ( - 1  + + A2( /  — l)<f>dx.

Ja<

Comme mes(iï€) —y 0 quand c —> 0, on obtient

(Ded(f,A),(<j>\0))>o(e). (4.114)
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De manière similaire, on obtient

(Da(f,  A), (4,,, 0)) =  /  ( < c - W  +  f ( - l  +  f  +  A2)4>,dx
J nc

< —e f  K~2f'<f>+A2f<f)dx (4.115)
Jüe 

=  o(e).

On déduit de (4.114) et (4.115) l’inégalité

(Z)ej( /,A ) ,W ,0 )> > ìo (€ ) ,  V € >  0, (4.116)

d’où on déduit que
(DtdU ,A ) , ( 4 > M >  0- (4.117)

Comme nous pouvons effectuer des calculs semblables en remplaçant 4> par —<j>, nous 
obtenons l ’égalité

(Dt,,(f ,A)A4>,0))=0,  V ¿€C „“ (]0,¿[), (4.118)

soit
_  K-2y" -  /  + / 3 +  A2/ =  o, dans D'{]0,d[). (4.119)

On déduit de (4.112) et (4.119) que /  € H2([0,d\) et A € H 2([0,d\), puis, en itérant, 
que /  € nm€N# m([0,d]) et A € nmeN# m([0, </])•
Les fonctions f  et A  sont de classe C°° et vérifient les équations de Ginzburg-Landau 
au sens usuel.
Montrons maintenant que ( / ,  A) vérifie les conditions aux limites (4.3).
Soit 4> €
Compte-tenu de (4.111), on a l’égalité

rd „
/  ( A ' f  +  A f 24>)dx +  h<f)(0) =  0. (4.120)

J o

Par ailleurs,

f d A"4>dx =  [A'4>]q -  f  A'4>dx,
J o J o

d’où, en prenant en compte (4.120), et le fait que —A" +  p A  =  0, on déduit que

i(0)(A'(0) -  h) =  o, c 5([o,dl).

Il en résulte que
A'(0) =  h.

D’une manière analogue, en utilisant (4.118), on montre que

/ '(0) =  0.
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Pour montrer que f '(d ) =  0, on effectue des calculs similaires avec des fonctions test 
€ C'1(]0, d\). Le couple ( / ,  A) vérifie les conditions aux limites, ce qui achève la preuve 

de la proposition 4.3.8.

Nous sommes en mesure d’énoncer le théorème
T héorèm e 4.3.9 Soit (S1, ¿2) € ]^ ,1 [2 et rj >  0. Il existe k0 >  0 telle que, pour (/c,d) 
satisfaisant k <  Kq et K d> k~v, pour tout fo 6 [Æq, <̂ i] et pour h > tels que

Kh2 =  2 î / 02(1 -  /o2), (4.121)
il existe une solution (f ,  A; h) de (GL)sd qui ne correspond pas à un minimum local de 
(-d-

Preuve
Compte-tenu de la proposition 4.3.3, il existe «o tel que, pour tout k <  kq et pour 
tout d >  k~1~t>î il existe un couple ( / ,  A) solution de (GL)d et un couple ( / ,  A) E 
frx(]0, d[) x iŸ1 (]0, d[) tels que q ( / ,  À) < ed(f,A),  et /(O) > /(O) >  0. Considérons alors 
la restriction de êj à Ca, où on choisit a égal à /(O).
Envisageons les deux cas de figure suivants; ou bien la solution ( / ,  A) n’est pas un 
minimum local, et le théorème est vrai, ou bien il s’agit d’un minimum local.
Dans ce deuxième cas de figure, d’après la proposition 4.3.7, la restriction de ej à Ca 
admet un minimum global, par conséquent, ed admet deux minima locaux distincts ( / ,  A) 
et ( / ,  A) tels que 
ed{f,Â)<ed(fiA).
Par ailleurs, d’après la proposition 4.3.6, la fonctionnelle €d vérifie la condition de Palais- 
Smale sur C'a.
Nous sommes alors sous les hypothèses du théorème 4.1.3. On en déduit l’existence d’un 
point critique ( / ,  A) de ed appartenant à Ca qui n’est pas un minimum local de td- 
Enfin, d’après la proposition 4.3.8, ce couple est solution de (GL)d.
Ceci achève la preuve du théorème 4.3.9.

R em arque 4.3.10 Notons que l ’alternative la plus probable est que le couple ( / ,  A) 
déterminé dans le théorème 4-2.6 est un minimum local de td-

4.4 Problèmes ouverts et perspectives
La première question qui se pose est d’étudier la stabilité de la solution localisée dans 

le théorème 4.2.6. Posons la conjecture :

C onjecture 4.4.1 Soit ( fK,A K), la solution du système (GL)sd déterminée dans le théo­
rème 4-2-6. Elle est stable, dans le sens où au point ( fK,A K), D2ed(fK,A K) est définie 
positive.

Le théorème 4.3.9 donne l’existence d’une solution non minimisante, mais l’approche 
variationnelle ne permet pas de déterminer une localisation de cette solution. L’un des
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problèmes ouverts est de déterminer une localisation de la solution dont nous venons 
d’établir l’existence.
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Chapitre 5

Construction d’une sous-solution 
des équations de Ginzburg-Landau 
basée sur l’existence de solutions 
formelles de ces équations

5.1 Construction de Van Dyke et objectifs

5.1.1 Introduction
Dans le chapitre 3, nous avons construit des solutions formelles des équations de 

Ginzburg-Landau en dimension un, dans le cadre k petit. Partant de cette construction, 
nous en avons déduit l’existence d’un développement formel en puissances de «2 du 
champ de surchauffe. Nous nous proposons ici de construire une sous-solution de (GL) 
en nous appuyant sur la construction de ces solutions formelles obtenue dans ce chapitre. 
Nous réalisons une avancée supplémentaire dans la démonstration de la formule de H. 
Parr [?], notamment en déterminant une minoration du champ de surchauffe à l’ordre 2.

Rappelons que la fonctionnelle de Ginzburg-Landau, définie sur l’ensemble des couples 
(F, A), tels que 1 — F  € # 1(R +) et A € # 1(R +), est donnée par :

eoo(F, A) =  j T  ^k~2(F')2 +  (A!)2 +  F 2A 2 +  j  dx +  2hA(0) (5.1)

où h € R + et /c € R +.
Les équations de Ginzburg-Landau associées sont données par :

- k~2F"  -  F  +  F 3 +  F  A 2 = 0
- A "  +  A F 2 = 0  (5.2)

H =  A'
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avec les conditions aux limites :

F'(0) =  0, H (0) =  h, lim F (x ) =  1 et lim A (x ) =  0. (5.3)
a?—*+oo x —)-+oo

Rappelons que H. Paxr a conjecturé la formule (voir [?]) : 
C onjecture 5.1.1 On a, dans la limite k  —» 0, l ’asymptotique

Kh sh{K) =  2-1(1 +  +  0 (tc2)), (5.4)

où hsk(K) a été introduit dans la définition 1.1.2.
En vue de démontrer partiellement cette conjecture, nous allons démontrer le théorème : 
Théorèm e 5.1.2 II existe kq  et C < 0 telles que, pour tout k  < k 0 , on ait Vinégalité

K^hsh( K ) > 2  <(1 +  ^-V 2k + C k2). (5.5)
oZ

Comme au chapitre 4, ce résultat résultera de la construction de sous-solutions.

5.1.2 La solution de Van Dyke
Dans le chapitre 3, nous avons construit une solution formelle, définie comme étant 

la donnée d’une paire constituée d ’une solution formelle extérieure, et d ’une solution 
formelle intérieure, raccordées au sens de Van Dyke.
Une solution formelle extérieure est constituée d ’un triplet (F e, A e, H e), où

F e(x; k ) =  F €(kx; k ) ,  A e(x; k ) =  Â c(kx; k ) ,  H e(x; k ) =  f f e(Kx; k )

avec
00 oo oo

F e(x'; k) =  Y  /¿ (z 'K *  Âe(x'; k ) =  He{x'-, k ) =  ^  #«(æV :
0 0 0

pour x' >  0.
La triplet (F e,A e,H e) est solution formelle du système différentiel

- F "  — F +  F 3 +  F  Â 2 =  0 sur R +
- k2Â" +  Â F 2 = 0  sur R+ (5.6)

H =  kÀ! sur R +

avec les conditions aux limites à l’infini :

lim F(x') =  1 et lim Â{x') =  0. (5.7)
x '-f+ O O  x '-f + o o

Nous posons
/¿(x;k) :=  fi(Kx), V î € N. (5.8)

15\/2
--------- K

32

Äi{x')n'
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Notons S (x ',C ) et C( k) les séries formelles définies par

S ( * ' .C ) ~ £ Î “ 7r /o V ) ,  C( k) ~  E r  C„«n, (5.9)

OÙ
fo(x') :=  tanh( X— (5.10)

Notons que, compte-tenu de (5.9), / i  est donnée sur R + par

/i(x') c jj -  (5-11)
Nous avons montré qu’une solution formelle extérieure est décrite par : 

P roposition  5.1.3 Toute solution formelle extérieure est égale à

F V ; * ) ~ s ( x ' , c ( / î ) ) ,
Â e{x'-, k) ~  0, (5.12)
#*(* '; * ) ~ 0 ,

où S(x' ,C(k))  est la série formelle en k  obtenue en substituant dans S(x' ,C)  l ’indé­
terminée C par C(k)  et en redéveloppant et réordonnant l ’expression en puissances de
K.

Puis nous avons construit une solution nommée intérieure, vérifiant le système et les 
conditions aux limites en zéro. Elle a comme fonction de bien approcher la solution près 
de l’origine.
La solution intérieure est constituée par un triplet ( F %, Ql, H %) tel que

oo oo oo

F‘(., k) :=  ¿ 2  Ft (.) Kk, <?•'(.,*) : = £ > ( • )  * ‘ . i fy ,« )  : = - f i  £ > ( • ) « * .  (5.13;
0 O 0

solution formelle de (5.2) et vérifiant

( f i)'(0) =  0, * - i ( « ‘ )'(0) =  *• (5.14)

Sa structure était, quant à elle, décrite dans la proposition :
P roposition  5.1.4 Pour tout n G N; la fonction Fn est égale à une somme de produits 
d’exponentielles polynômes. Plus précisément,

où F%°1 est un polynôme de degré n, où Pn € R[x,?/] et xj>(x) =  exp(—2Ao x), Aq €]0,1[. 
La fonction Qq solution de (5.31) vérifie:

Qo(x) = 5 0exp(—A0x).

Vn G N*, la fonction Qn vérifie

Qn = <K-)Rn(;<K-)) t5'16)

o ù R n e  R [x,y], et où <j>(x) =  exp(—Aq x ) .

Cl 1

V2cosh2( ^ )

Fn =  F ? (5.15)+ V’(-) UV’Pn (•)),
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Les fonctions x —» Fi(x) (i =  0, 1, 2) sont données par

Fo =  Aq, (5.17)

Fi(x,Ai,B0) =  A 1 - ^ -  +  ^ - x  +  ^ l e x p ( - 2 A 0x) (5.18)
4/lo ^ 4/lo

et

3 B^ 
F2(x ,A u A 2,B l) =  Pi(x) +  P2(x) exp(-2A0x) +  —  -^|exp(-4A0x) (5.19)

où

p i ( x ) -  m f f  +  4 ^ a T  “  +  A 2 +  (BoBi -  è l f  )æ -  \A o(l -  A D X'1 (5 -20)

et

OÙ
Aq €]0,1[, Bq <  0. (5.22)

Afin d’alléger par la suite certaines expressions, introduisons les notations suivantes. 
Pour i =  (¿o, ¿i, • • •, in) € Nn+1, on pose

|*|û,n •— *0 +  il +  • • • +  ¿TU |*11 ,n +  2i2 +  nin. (5.23)

Rappelons que Fo, Fi et F2 satisfont les équations différentielles

FS =  O, (5.24)

F{' =  QlFo , (5.25)

F% — —F q + F q + 2 Q qQ \F q + Q \ F i . (5.26)

Dans les sections suivantes, nous utiliserons également les équations différentielles véri­
fiées par F3 et F4 . Par construction de la solution formelle, on a

F " =  (3F02 -  1 )Fx +  Q\F0 +  2 Q0Q2F0 +  2 Q0Q 1 F1 +  Q20F2 , (5.27)

et

F'; = (3F02 -  W  +  3F„F? +  £  r r n ^ I I W -
l  +  1*11,3 =  2,
l*|0,3 =  2

(5.28)

Par ailleurs, Q0 et Q\ sont données par

Qo(x ,A o,B q) =  5 0exp (-A 0x) , (5.29)

F2(x) = 1 BnBì
2 Ao _  í5 a ¿l4 A$~ _  A H

32 I f \8A% + 2 Ao I* -

& An ’ (5.21)
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et
Q i{x ,A 0,A i ,B 0,B i) —

{B l -  jÜ r -  BoArf -  ^ -x 2) ex p (-A )x ) +  jffy  exp (-3 A 0a;).

Ces deux fonctions sont solutions des équations différentielles

Qo -  F¡Qo =  0 , (5.31)

et
Qi ~  Fq Qi =  2 F0 Fi Q0. (5.32)

Rappelons que nous avons raccordé les solutions intérieure et extérieure à l’ordre 2, en 
choisissant d ’abord une zone de raccordement de la forme [ ¿ i « " , Æ2k- 3] (0 < ¿i <  Ô2 ), 
puis en imposant dans cette zone le raccordement modulo une erreur de taille 0 (k2), 
ce qui se traduit par des conditions sur les paramètres Aq, Ai, Bq, Bi, Cq et C\. Plus 
précisément, nous avons montré la proposition :
Proposition  5.1.5 Soit (¿ 1 ,^2 ) € R + x R +, 0 < S i <  6 2 .
La solution intérieure et extérieure se raccordent sur l ’intervalle [ ¿ i / c " , ^ « " ] ,  modulo 
une erreur de taille 0 ( k 2) s o u s  les conditions:

4> =  /o(0)> Y  =  /¿(°)> (5.33)

Ai -  ^  =  C j i ( 0), (5.34)

et

Au champ de surchauffe “formel”, nous avons trouvé pour valeurs de Aq, Bq, A i , B i et 
Ci les valeurs

Notons que les conditions (5.36) sont indépendantes de la zone de raccordement [<£i/c- 3, Æ2« -5 ] 
(0 < Si <  82) choisie.
Nous supposerons dans la suite, tout en gardant l’usage des lettres A,-, Bj,

C j  que ces constantes ont pour valeurs les valeurs données en (5.36).

La constante A 2 qui apparaît dans (5.20) est libre pour réaliser ce raccordement. Nous 
choisissons de la prendre égale à

. 17 Bq 1 BqA i 1 BqB i .
A 2 ~ ~ ( m A f + 4 Al  2 A , >’ (5-37)

de sorte que Pi défini en (5.20) vérifie :

Pi(0) =  0. (5.38)

(5.30)

B q Bi
3 Bt
32 Al CiÄ(O). (5.35)

— 72 ’ ~~ ~^
A , -  — Z.1 -  32 ’

(5.36)
Eh =  - Á 2 - I C l  =  - 8 2 -* .
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Prenant en compte (5.38), on peut donc réecrire (5.20) sous la forme

fiOO =  {BoBi -  -  | a „( 1 -  Al)x2. (5.39)

Introduisons la définition suivante, utile pour la suite.

D éfinition 5.1.6 La solution intérieure tronquée à l ’ordre n, est définie comme étant 
égale à Fîk1; nous la noterons F l,(n\
La solution extérieure tronquée à l ’ordre n est définie comme étant égale à 
F e<(n)(x;K,) — F s’^ ( k x )  :=  J2 o f i(KX)Kt > nou5 noterons F e,(n\
On désigne par F v°1’^  la partie polynomiale de F l,(n\

Nous introduisons également la notation
N otation  5.1.7 Pour (i , j ) 6 N2, i <  j ,  nous noterons par

ctij le coefficient de x * dans FJ°\ (5.40)

où Fj°l est défini en (5.15).
Pour i € N, Âi, Bi et Ci désigneront

Ai  =  (A0, • • •, Ai), Bi  =  ( B 0, • • •, Bi) et Ci =  ( C 0 , ■ • •, Ci). (5.41)

Nous posons
fV.(O)

:=  (5-42)

et
Fi :=  Fi — Ff°l, ¿ € {1 ,2 } .  (5.43)

La fonction Fi désigne la partie exponentielle polynôme de la fonction Fi.
D’une façon générale, rappelons que dans le troisième chapitre, nous avons défini une 
notion de raccordement modulo 0(Kn) des solutions formelles intérieure et extérieure 
(voir la définition 3.2.11). Nous avons également montré dans ce chapitre que le raccor­
dement des solutions intérieure et extérieure modulo 0 (Kn) a lieu sous les conditions 
définies dans la proposition 3.2.15. Nous avons alors donné dans la proposition 3.4.4 une 
condition nécessaire et suffisante pour que le raccordement puisse s’effectuer modulo
0{Kn).
D’une manière générale, lorsqu’on a effectué le raccordement à Q(nn) près, sur l ’inter­
valle In{8 i,S2 , k ), des solutions intérieure et extérieure, on peut construire la solution au 
sens de Van Dyke à l’ordre n (voir [19]).
Rappelons que la procédure imaginée par Van Dyke consiste à sommer la fonction F ’ ’M 
et la fonction F e’ n̂_1\ puis à retrancher à cette somme la partie polynomiale de F'^n\ 
F po,,(n). On applique la formule

f vd’(n)(x-, k) :=  jpe>(n_1)(/cx; k) +  /*.<»)(*; K) -  F pol̂ n){x] k ). (5.44)
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Comme solution approchée de A, on considère
n

Avd’ n̂){x-, k) =  K-2 Q î{x )k \  (5.45)
o

où Qi est définie en (5.16).
R em arque 5.1.8 Cette méthode n’est pas la méthode appropriée en règle générale et 
n’est d’une certaine manière pas complètement naturelle. Pour raccorder les solutions 
intérieure et extérieure, on aurait pu avoir une préférence pour le procédé plus naturel 
qui consiste à considérer la fonction
F ^ n-^(Kx; k)x i {x ) +  X2 (x )F i'^ ( x  ;/c), pour une partition de l ’unité convenable, avec 
suppx i C [0,¿2« _ "+t [ et suppx2 C [¿2« - ”+r, +oo[.
Il se trouve que la formule (5.44) va conduire à des calculs plus explicites.
Rappelons une version classique du principe du maximum, utile pour mener les calculs 
qui suivent
Lem m e 5.1.9 Soit C une fonction bornée sur]0, +oo[ telle que:

C(x)  >  0, Vx €]0, +oo[,

et soit u € C 2([0, +oo[) une fonction telle que :

—u" +  Cu <  0 sur ]0, +oo[,
u'(0) >  0, (5.46)
u - f  0 quand x —> +oo,

alors :
u < 0  sur [0, +oo[.

5.1.3 Présentation des objectifs
Nous allons utiliser la construction formelle présentée précédemment pour déterminer 

une sous-solution du système de Ginzburg-Landau. Nous en déduirons une minoration 
du champ de surchauffe.
C. Bolley et B. Helffer ont montré dans [5], qu’il existait des constantes C q ( C q <  0) et 
kq, telles que, pour tout k <  kq et pour tout h tels que

k 2 h — 2 4 -f- Cqk,

la fonction

fsous(x) =  k2H2 2 ? ( (1  + ( 7 i « ) e x p - ( \ / 2  -  C2k)x  +  tanh(*x̂ ° ),

où Co est déterminée par la condition f'soua(0) =  0, est une sous-solution de (5.2) pour 
des constantes Ci, C2 bien choisies.
Nous nous proposons de montrer que la construction formelle fournit un candidat naturel
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pour construire une sous-solution du système de Ginzburg-Landau. Nous donnons ainsi 
une autre démonstration du résultat obtenu par C. Bolley et B. Helffer, qui permet de 
relâcher la contrainte sur la constante Co, qu’on espère très proche de celle intuitée par 
H. Parr, égale à |§2- *. L’objectif est également de dégager une méthode générale dans 
le but de construire une sous-solution permettant de donner une minoration du champ 
de surchauffe au second ordre, ce qui constitue une partie de la démonstration de la 
formule de H. Parr (voir [?]). La construction formelle exposée précédemment va nous 
fournir un candidat naturel pour construire une sous-solution.
R em arque 5.1.10 Notons que pour n =  2, la méthode de Van Dyke permet de re­
trouver très naturellement la fonction utilisée par C.Bolley et B. Helffer (voir [5]) pour 
construire une sous-solution du système de Ginzburg-Landau, leur permettant d’obtenir 
une minoration du champ de surchauffe. De plus, elle a l ’énorme avantage de fournir 
aussi une approximation de la fonction A. Ce point est la clé de la démonstration du 
théorème 5.1.2.

5.2 Sous-solution et construction de la solution de 
Van Dyke modifiée.

5.2.1 Présentation de la sous-solution
Pour construire une sous-solution au sens de la définition 1.2.8, nous allons partir 

d ’une fonction obtenue par la règle de Van Dyke, présentée en (5.44)

f vd(x ; k) := F e,^(Kx; k ) + F h^(x', k ) — F vol'̂ 2\x\ k) ,
=  fo{Kx) +  nfi(Kx) +  ¿ o  Fi{x)K' -  F pol’W(x-, k),

où F e,^\ F ''^  et F pol’W ont été introduits dans la définition 5.1.6.
Compte-tenu de (5.19) et (5.20), la fonction F pol’^  est donnée explicitement par

Fpol,(2\x) =  A0 +  ^ -kx +  k(A i -  fjfc) +  k2x (B0B i -  ^ | | ) -  \A0( 1 -  AI)k2x2,
(5.48)

où nous rappelons que Ao, Ai, Bq, Bi ont été données en (5.36). Notons que la fonction 
f vd vérifie la condition de Neumann en zéro :

( f vd)’ ( 0) =  0.

En effet, compte-tenu de (5.33) et (5.35), on a

( / * ) ' (  0) =  4 m  +  k'S[( 0) -  (3. + (B0Bi -  =  0.

En vue d ’obtenir un signe négatif de l’expression — k 2f "  +  / ( —1 -f f 2 -f A 2) dans une 
région de la forme [— ln«, +oo[, on est amené à modifier modulo k certains coefficients
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dans la solution extérieure, et plus précisément dans la fonction fi ,  définie en (5.11). 
Dans ce qui suit, fi  désignera la fonction

x' i->- /i (x ')  :=  / i ( ( l  +  a/c)x') =  —\~rZr— , (5.49)
' 1 u  } ’  -\/2 cosh ( (1+a”)| +g° ) v ’

où a est une constante à débattre.
Le choix de a ne pourra être fait qu’à la fin d ’une série de calculs. Une des difficultés va 
donc être de contrôler tous les restes par rapport au paramètre “libre” a et par rapport 
au paramètre asymptotique k .
Nous posons

/o(x') := /0((1 +  q k )i'). (5.50)

Par construction, (voir (5.6) qui est développé en puissances de /c), la fonction fi  vérifie 
l’équation différentielle

-  f i  ~  h  +  3 /o /i  =  0, sur R +. (5.51)

Il en résulte que la fonction / i  vérifie l’équation différentielle

-  f "  ~  f i  +  3 /J /i  =  « ( 2 a +  a 2/c ) / i ( -3 /o  +  1) sur R +. (5 .5 2 )

Nous noterons par F e,^ ,M la solution extérieure ainsi modifiée

F e'W’M := f 0 +  k/l  (5.53)

En vue d’obtenir la condition de Neumann et de contrôler convenablement les restes, 
ajoutons à f vd modifiée la fonction k3G. La fonction G est cherchée sous la forme

G{x) :=  P(x)  exp - 2 A 0x, (5.54)

où P  est une fonction polynôme à déterminer, a priori de degré 4 et où Aq est égal à 
(comme indiqué en (5.36)). Ce choix de P  est motivé par la structure de la solution 

formelle. Nous chercherons P  sous la forme

P(x) =  a(x4 +  x). (5.55)

Nous supposons dans la suite que les équations obtenues lors du raccordement de la solu­
tion intérieure et extérieure à 0 ( k2), données en (5.33), (5.34) et (5.35) sont satisfaites, 
et nous faisons toujours l’hypothèse (5.36).
Rappelons que, d ’après (5.33) et (5.36), la constante Cq est déterminéepax la condition:

/o(0) =  4 ,  (5.56)

soit
tauh(Jl) =  i  (5.57)
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Dans les sections suivantes, la fonction f vdm désigne la fonction obtenue après les mo­
difications données ci-dessus de la fonction f vd définie en (5.47). Précisément, elle est 
donnée par :

f vdm( x ; k) =  F e'W 'M (KX) k ) +  F ’ -(2)(x; k) -  F pol’(2)(x; k )

= ;„(«*)+k U k x ) +eu  *»(*)**+*3G(*) 
Comparée à la solution dite de Van Dyke à l’ordre 2, construite au chapitre 3, nous 
avons “dilaté” f\ et introduit une fonction k3G. Traduisons la condition ( f vdm)\0) =  0. 
Elle fournit une égalité liant le paramètre de dilatation a et le coefficient a de x4 dans 
P  (voir (5.55)).
Compte-tenu de (5.58), on a l’égalité

( f vdm)'(0) =  ( f vd)'(0) +  « 7 i (0 ) ( ( l  +  a/c -  1) +  k3G'(0) =  0,

soit
a  =  (5 .5 9 )

/i(0)
Compte-tenu de (5.55), on obtient :

a =  —f[(0)a  (5.60)

où a est introduit en (5.55).
Soit Avdm l’unique solution dans H2(]0, oo[) de

- A vdm" +  ( f v d m ÿ j v d m  _

A vdm'(Q) =  h, h >  0.  1 j

Dans le but de rendre négative l’expression
—K~2 f vdm" +  f vdm(—i +fvdm2 (^<i”i)2) ¿ans une région de la forme [—ln/c, +oo[, nous 
sommes conduit à faire l’hypothèse

a < 0. (5.62)
Un tel choix tient au fait que nous désirons rendre négative l’expression 
K(2a+a2/c)(—/i)(3 /o  — 1) (voir (5.52)) dans une région de la forme [— ln/c, +oo[. Comme, 
d’après (5.49) et (5.36), }\ <  0, et comme / 0 —y 1 quand x —y + 00, le signe de /c(2a +  
a 2/c)(—/i)(3 /o  — 1) est négatif pour k assez petit si a <  0. Notons que, sous l’hypothèse 
(5.62), compte-tenu de la relation (5.60), et du fait que f [ ( 0) > 0 (voir (5.36) et (5.49)), 
nous avons la propriété :

a >  0. (5.63)

Remarque 5.2.1 C o m p te -te n u  de la rela tion  ( 5 .6 0 ) ,  n o u s  p o u v o n s  e x p r im e r a  en f o n c ­

tio n  de a ,  et d on c, d ’a p rès ( 5 .5 4 )  ( 5 .5 5 ) ,  la fo n c t io n  G  en fo n c tio n  de a .  F in a lem en t, 

le couple ( f vdm, A vdm) d ép en d  d ’un unique p a ra m ètre  a .  N o u s  ex p rim ero n s la dépen dan ce  

d es fo n c t io n s  G , f vdm et A vdm p a r ra pport au p a ra m ètre  a  en les n o ta n t G a , f ”dm et 

A vdm. B ie n  su r , to u s  ces ch oix  p eu v en t apparaître un p eu  “m a g iq u es” , m a is  ils so n t  la 

con séq u en ce  de n o m b reu x  tâ to n n e m e n ts  ou  de très  n o m b reu x  p a ra m ètres  éta ien t in tro ­

d u its a p r io r i .

(5.58)

(5.61)
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Il est naturel d ’espérer que la solution approchée garde les propriétés de la solution. La 
solution de {G L)^  vérifie la propriété 0 < /  <  1. Montrons que f ”dm vérifie la même 
propriété.
P roposition  5.2.2 Soit f ”dm, la fonction définie en (5.58). Alors, pour tout a, il existe 
k q  > 0 tel que, V/c < k q , Vx 6 R +, on ait l ’inégalité

0 < f vadm{ x ) < l .  (5.64)

Preuve
Notons que f ”dm —> 1 quand x —>• +oo.
Compte-tenu de (5.11), la fonction fi(x ')  est négative, car, comme vu en (5.36), on a 
C i <  0.
On en déduit l’inégalité

fadm(x î K) — tanh(Kæ ~"= ■■°-) +  kFi +  k2F2 +  K3Ga-

Compte-tenu de (5.19) et de (5.21), V x € R +, on a l’inégalité

f vadm(x ; k) <  t a n h ( ^ )  +  exp(-y/2x)

+ « e x p ( - ^ x )  ( «P 2(x ) e x p ( -^ )x  +  /cï| 8 f| e x p ( -^ x ))  (5.65)

—af[(0)K3(x4 +  x)  exp(—\/2x).

Montrons maintenant que, pour tout a  <  0, il existe un réel «o >  0, tel que, pour tou 
k <  Ko, pour tout x € R +, on a l’inégalité

f a d m ( x ]  k )  < t a n h ( 2 ^ )  +  f  e x p ( -^ x ) .  (5.66)
d 2

En effet, comme d’après (5.36), =  |, pour tout a < 0, il existe kq, tel que, pour tout 
k  < k q  et pour tout x € R +, on a l’inégalité

^ e x p ( - ^ x )  +  /c(P2(x ) e x p ( -^ )x  +  ï f s i f  e x p ( -^ )x )  
-K 2a /i(0 )(x 4 +  x) e x p ( - ^ x )  <  §.

De (5.65) et de (5.67), il résulte (5.66). 
Posons

4>{x) =  tanh(KXJ -C,° ) +  ^ e x p ( - -^ x ) .

La fonction 4> vérifie, compte-tenu de (5.57), la propriété

De plus, pour k  assez petit, elle vérifie les hypothèses (4.11) du lemme 4.2.3 énoncé au 
chapitre 4.
On a donc l’inégalité

4>(x) < 1 ,  V x € R+.

(5.67)

m
K,

(1 — tanh2) Co
) -

1
2) =  0.
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On déduit alors que le membre de droite de (5.66) est, pour tout a <  0, inférieur à 1, 
dès que k est choisi assez petit, d’où

f vadm <  1. (5.68)

Par ailleurs, d’après (5.18), (??), (5.43) et (5.54), on a les estimations

A  =  0 (1 ), h  =  0 (  1), Ga =  0 (  1). (5.69)

Compte-tenu de (5.52) et (5.58), on déduit qu’ il existe une constante C >  0, telle que 
l’on puisse minorer f^dm par

rQdm( x ) > f o ( ü ) - C K ,  Vx € R +.

Il résulte de (5.56), que, pour k assez petit,

fZdm( x ) > ^ = - C K > 0 ,  Vx € R +. (5.70)
v 2

D’après (5.68) et (5.70), on obtient (5.64). 
Ceci achève la preuve de la proposition 5.2.2.

5.2.2 Enoncé du théorème principal
La démonstration du théorème 5.1.2 est une conséquence directe du théorème suivant, 

que nous démontrerons dans les sections suivantes :

Théorème 5.2.3 II existe  C ,  a  et k 0 > 0 telles que, p o u r  k  < k 0 et p o u r :

h — k 22 * (l +  ^ \ /2 k +  C k2), (5-71)
o Z

la fo n c t io n  f £ dm d éfinie dans la rem a rq u e ( 5 .2 .1 )  vérifie

(£ * » ) .

et
- « - 2( / * ) "  + fa’"" (“ I + (f«dmŸ + K dm) < 0

où Avdm est solution dans üT2(]0, oo[) de

-(A?™)” + (/”■'”  f  A’J”  = 0 
(^ " • ) ' (  o) =  h.

Remarque 5.2.4 D a n s  to u tes  les p ro p o sitio n s , le m m e s  ou  th é o r è m e s  qui se r o n t é n o n ­

c és  dans les se c tio n s  su iv a n tes , à chaque f o i s  que l ’on  introduira  l ’a sser tio n  ‘3  «o > 
0 telle que , il est im p licite  que la con sta n te  co n sid érée  est p lus p e tite  ou  égale à 

celles in trod u ites  dans les p ro p o sitio n s , le m m e s  ou  th é o r è m e s  qui p récèd en t. N o to n s  que 

n o u s n e fa is o n s  cette  o p éra tion  qu ’un n o m b re  fin i de fo is .

(i -  r¿m)
(5 .7 2 )

(0) =  o,

€ H¿{]0,oo[),

(5 .73)
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5.3 Minoration de A^m.

5.3.1 Présentation du problème
Soient fZdm défini en (5.58) et Avadm l’unique solution dans i / 2(]0, +oo[) de (5.73). En 

vertu du lemme 5.1.9, la fonction Avdm est négative.
En vue de construire une sous-solution (voir (1.2.6)), il est utile de bien minorer la 
fonction Avdm afin de nous permettre de majorer {Avdm)2 f^dm. Ceci constitue l’une des 
difficultés majeures lors de la construction de cette sous-solution. Nous allons chercher à 
montrer que la fonction Avdm peut être approchée convenablement par Avd'^\ où Avd̂  
est définie en (5.45), dans une zone de la forme [0,k- ^], (3 >  0.
Remarquons que Avd’^  ne peut donner une bonne approximation de la fonction Avdm 
au voisinage de l’infini, car, étant donné que f£dm tend vers 1 quand x —ï +oo, Avdm 
se comporte en — exp(—x) à l’infini, alors que Avd’^  se comporte en —x2. exp(—^=x). 
Notons par ailleurs que f%dm reste essentiellement constant dans la région [0, k- '3], ce 
qui justifie notre choix d’approximation.

P roposition  5.3.1 II existe des réels (r,),-6{ i i...i4} tels que, pour tout r0 € R, il existe 
C(r0) et une fonction J définie par

4 i
J(x)  :=  (V ]  rkxk +  rQ) exp(---- y=x), (5.74)

teÎ v 2

telles que, pour tout a <  0, il existe kq tel que, pour tout k <  kq, pour

K2h =  2-4 (1 +  ^ V 2 k +  C(r0)K2), (5.75)

la solution Avdm de (5.73) vérifie l ’inégalité

¿ ^ ( a ; ;  k) +  K* J{x) <  Avdm{x) < 0 , V a; € R +, (5.76)

où Avd,W est définie en (5.45).

Notons qu’ici nous avons introduit un nouveau paramètre ro et que «o dépend de a  et 
de r0.

5.3.2 Approximation dans la zone intérieure
Afin d ’établir la proposition 5.3.1, nous allons préalablement montrer quelques lemmes. 

Afin d’alléger les notations, nous noterons les fonctions f^dm et A?dm dont les définitions 
sont données en (5.58) avec G =  Ga et en (5.61) par f a et A a.
Nous posons également :

Za(x) :=  A vd'W{x; k) -  Aa(z), (5.77)
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où Avd’^  est définie en (5.45).

Lem m e 5.3.2 II existe un polynôme de degré 3, Ri(x),  tel que, pour tout a < 0, il 
existe k q  >  0 tel que, pour tout k  <  k q ,  on ait dans l ’intervalle [0,/c—3] l ’inégalité:

~ Z'L +  f l z <x < «2i?: (x)exp(--^x). (5.78)

Les contrôles d’uniformité des restes par rapport aux paramètres, en particulier a, sont 
cruciaux. A cette fin, il nous semble utile d’introduire des notations suffisantes explicitant 
précisément les situations rencontrées.
N otation  5.3.3 Soit une fonction g définie sur R  x R +, (a, k) -¥ g(a,K).
On dira que

g(ct,K) =  Oa(Kn) V a, 3 Ca, 3 /co(a), tel que V/c <  K0(a), \g(ot, /c)| < Catc",

g(a,n) =  0 “n(/cn) <?$■ 3 C, V a, 3 /co(a), ^  9ue V /c <  /co(a), \g(ct, /c)| < C«71,

g(a,K) =  0(Kn) 3 C, 3«0) Va,  V k <  /c0, |<7(a, «)| < C/c".

Pour établir le lemme 5.3.2, il nous faut évaluer la différence F e,^ ,M ( k x )  — F pol̂ 2\x] k )  

sur l’intervalle [0, /c- ?] et montrer qu’elle est également de l’ordre de 0 ( k2).

Sous-Lem m e 5.3.4 Soit F e’^  introduit à la définition 5.1.6, et F pol,̂ > en (5 .4 8 ). 
Alors, il existe kq >  0 tel que, V/c < kq, Va: € [0,/c“ «], on ait l ’estimation

k ~2 ; k) -  F r ° W \ x ;  k ) Y

-  + /1 (0)« + /i3)(0 )k 2x  + 0 (k 2).

De plus, il existe kq > 0 tel que, V/c < kq, V z  6 [0, «  3], on ait l ’estimation

Fe'W(«x; k) -  FpoZ’(2)(x; /c) =  0 { k2). (5.80)

Preuve
Par définition de F pol’^  (voir la définition 5.1.6), on a l’égalité

Fpô ( x ; « ) =  Y ,  (5.81)
0 < i < j < 2

Pour k € {0 ,1 }, effectuons un développement en série entière de la fonction x —y fk(Kx) 
au point x =  0. Comme x (E [0,/c- «], avec /c petit, les développements en série entière 
sont convergents.
Pour cc € [0, k~3], on a l’égalité :

f (KT\ _  V  /fcn)(Q) J:nrn
J k y î Œ )  — /  j  | K X .

«=0 n•

=  /o3)(0)/cx +  i  f (2) +  2 J0 (0)/c2x2

a ,j  k3xx.

(5 .7 9 )
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Nous pouvons exprimer k) sous la forme

1  0 0  f W f n ' i  

F e’<n)(Kx; k) =  E
k=0 n=Q  ^

On peut alors écrire la somme précédente sous la forme

F 'm (isi;/c) =  Y ,  f t j  k' x', (5.82)
( i , j )  <E N2 
j  -  1 < i <  j

où 0itj a été défini en (5.42).
On déduit de (5.81), (5.82) et de la proposition 3.2.15, l’estimation, pour x € [0,/c"?],

F e’W(KX-,K)~ F pol' W(x] K)=  Y  ß i j K ’ x*

De (5.83), on déduit l’égalité

k" 2 ( F e*W(/c®;/c) -  F po1’W ( x ; k ) Y

2 < j - \ < i < j < A  (5-84)

+  E  *(* “  t fßi j  k3 2x% 2 •
4 <  j  — 1 <  i <  j

Or, pour x € [0,/c ?], on a l’estimation

i(i — l)ßi , j  2x l 2 =  0 ( k 3) x 2( 1 +  x).

4 <  j  -  1 <  i <  j

D’où, utilisant (5.84), l’égalité

k 2 k) — Fpol’(2\x\ k)\

E  ßi ,j  Kj ~ 2x {- 2 +  x 2{1 +  x ) . 0 { k 3). (5-85)

2 <  j  — 1 <  i <  j  <  4

De la définition de /3t-j donnée en (5.42), du fait que x =  (9(/c- s) et de l’expression 
(5.85), on déduit l’estimation (5.79).
De manière analogue, compte-tenu de (5.83), on obtient également l’estimation

F ^ ^ kx] k) — F pol,(2\x; k)

= E  +  x4^  +  x)-^>(/c5)- (5.86) 
2 < j - l < i < j < 4

2 < j - 1 < i <  j

ßi,j

?—2 i—2 KJ Xi - 1 )E ßij
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De plus, pour ( i , j )  € N2 tels que

j  € {3 ,4 }, j  — 1 <  i <  j ,

« V  =  0 ( k2).

En effet, si j  =  3, alors 2 < i <  3 et comme x =  0 (k 3 ),
/c3®* =  0 ( k2).
Si j  =  4, alors 3 <  i <  4 et k4x' =  0(/î5').
On obtient ainsi (5.80) et ceci achève la preuve du sous-lemme 5.3.4.

Effectuons à présent le calcul correspondant avec F e'^ 'M à la place de F e'^\ 
Sous-Lem m e 5.3.5 Pour tout a < 0, il existe Ko > 0, tel que pour tout k <  K0,pour 
tout x € [0,k“ 3]; on a l’estimation

K 2 Çpe,(i)M(kx . k) _  F pol’W(x-, k )) g7

=  I q3\ 0 ) k x  +  | / ^ 4 ) ( 0 ) k 2 x 2 +  / i 2 ) ( 0 ) «  +  2 a / | 2 ) ( 0 ) / c 2 +  f [ 3\ o ) k 2x  +  £ > “ n ( « 2 ) .

De plus, on a l ’estimation

F ^ ’m(kx-, k ) -  F pol’(2\ x ; k) =  0 “n(« 2), (5.88)

pour tout x € [0,/c »].
Preuve
Evaluons F e,^ ,M — F e, l̂\
Pour tout x € [0,k_ 3], on a l’égalité

^ p e , ( l ) ,M  _  p e , ( l ) ) ( K æ )  =  K  +  CCk ) k x ) —  / i ( k x ) Y

=  OCK3X I f [ ( K X  +  OLK2x t )  dt.J 0
De (5.89), on déduit l’égalité

(5.89)

// r
k~1 ^/i((l + <xk)kx) — fi(Kx)j = 2 cck2 J  J i2\ kx + aK2xt).(l + tan) dt

(5.90)
+ a « 3 x  f  J[3\ k x  +  cxk2x  î ) . ( 1  - f  t a k )2 dt.J o

On a l’égalité

f i 2\izx +  an2x t) =  /i2\kx) +  f J[3\kx  +  ocK2xst)(aK2xt)ds.
Jo

On en déduit l’égalité

2 û k 2 f  J [ 2\ k x  +  acK2x t ) . ( l  +  t a u )  d t  =  2 a K 2f [ 2\ K x ) +  a 2K 3f [ 2\ K X )
./n

+ 2 a « 2 f f $ 3\ k x  +  olk 2x s t ) o iK 2x t (  1 +  a t n ) d s d t .J 0 J 0
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Pour tout a  < 0, il existe /co(a) tel que, pour tout /c < /co(a), pour tout [0,k 3], on a 
les estimations

a/c3x f  /i3\ kx +  a/c2x i ) .( l  +  tan)2 dt =  0 “n(/c2), (5.91)
J 0

et

a2/c3/f^ (« x )  +  2a/c2 f  i  J13\ kx +  a/c2xsi)a/c2x t(l  +  odn)dsdt =  C?“n(/c2). (5.92) 
Jo Jo

De (5.89), (5.90), (5.91) et (5.92), on déduit l ’estimation, pour tout x € [0, k 3],

k - 2  =  2a/c2/ i 2)(/cx) +  0 ™ { k 2 ). (5.93)
D’autre part,

J [ 2\ k x )  =  f [ 2\ 0) +  /i^ (0)/cx +  0 ( k 2x 2) . (5.94)
De (5.93) et (5.94), on déduit que pour tout a <  0, il existe /co(î*)> tel que pour tout 
k <  /co(a), pour x € [O,«- ?], on a l’estimation

K-2^e,(i),M _  p e,(i))"(KX) =  2a/c2/ 1(2)(0) +  0 ™{k2). (5.95)

On déduit alors de (5.95) et du sous-lemme 5.3.4 l’estimation

k ~ 2 ( f '’W ' m (kxik) -  P ^ X ;  « ) ) "

=  k 2 ( F e,^ ,M(KX] k) — F ‘ ’^ ( kx', k)\ — k 2 ( f ^ ^ kx ; k) — F pol'̂ 2\x\ k)\ (5.96)

=  /o3)(0)«x +  ¿-2̂ 1/c2x2 +  / i 2)(0)/c 4- 2 a /1(2)(0)/c2 +  / 1(3)(0)/c2x +  C>“n(/c2).

De plus,
pe,(l),M(K X . K\ _  ¡PP°l<(.2)(X ] K )
=  ( F e , ( l ) , M  _  p e ’W ) ( K x )  +  F e ’W { K x )  -  F p 0 l ’W { x - , fC ) .

Compte-tenu du sous-lemme 5.3.4 et de (5.89), on déduit que pour tout a < 0, il existe 
K o  >  0, tel que, pour tout k  < K o ,  et pour tout x € [0, /c—s], on a l’estimation

F e’^ ’M(Kx-,K) -  F po,’(2)(x;/c) =  0 ™(k2),

ce qui achève la preuve du sous-lemme 5.3.5.

Nous pouvons à présent démontrer le lemme 5.3.2. 
Preuve du lem m e 5.3.2 
On a l’égalité

—Z" +  f 2Za —
+ (EL K ' F i + k3g„)s(A'*(1>)

+2(ELo k ‘f ‘ +  K3Ga)(F",<1),M(«*; «) -  F>*«2>(x; K ) ) ( A v<t’(Il)
+(.4”" 11)ÇF''<1>'M(k i;k )  _  F»'J',2>(x ; k))2.

(5.97)

/>e.(l),M _  fvÁlñ (KX)
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Posons
2

B(x) =  - ( A vd’W)"(x) +  ( £  ¿Fi(x)  +  « 3Ga(x))2(Aw-(1))(x), (5.98)
1 = 0

C (x ) (r qq\
= 2(Elo «''̂ 00 + K3Ga{x))(FeM ’M{Kx-, k) -  FP°l’W{x-, « ) ) (A w-(1))(x), l° ,yyj

et
D(x) =  (AvdM)(x)(FeM 'M{Kx-, k) -  F pol’{2\ x ; k))2(x). (5.100)

Etape 1 : M ajoration  de B (x ) sur [0,«Ta]
Compte-tenu de la proposition 5.1.4, Ff°l est un polynôme de degré i. Par conséquent, 
pour i € {1 ,2 },

F?01 =  0 ( « - i ) .  (5.101)

De plus, la fonction Fi étant égale à un produit d’exponentielles polynômes, on a l’esti­
mation

Fi =  0(1) pour ¿ € {1 , 2 } .  (5.102)

Par ailleurs, d’après (5.29) et (5.30), on a

Q i  =  O ( k - * ) Q 0.

On en déduit les estimations

k F ^ O ^ ) ,  k2F2 =  C?(«t), =  Q0.O(k ï ). (5.103)

De plus, d’après (5.54), (5.55) et (5.60), pour tout a <  0, il existe kq tel que, pour tout 
k <  kq, on ait l’estimation

K3G a =  0 ( a K3) =  0 ™ { k 2). (5.104)

Il suffit en effet de prendre k0 <
Prenant en compte les équations différentielles vérifiées par Qo et Q\ en (5.29) et (5.30), 
on obtient l’égalité

_ ( ^ . ( D ) "  +  ( £ 2 =q piKi +  * 3 ^ ) 2 ^ , ( 1 ) )

=  /c6G2 Avd’W 
+ U ( Z 2i= o F ^ ) G a A ^ l)

+«-=eL2 E
|*|o,2 =  2 fc=0

£ + |i|12 =  m, i  € {0,1}

(5.105)

Estimons les trois termes qui apparaissent dans le membre de droite de l’égalité (5.105). 
E stim ation du term e k6G 2 A vd' ^
De (5.29), (5.45) et (5.103), pour x € [0,/c- ]̂, on déduit l’estimation

Avd’^\x-, k) =  0 ( k  *)exp(— \=x). (5.106)
v2

r r - n & í l n '« " ' -
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Compte-tenu de (5.104) et de (5.106), on a l’estimation

K&G2aAvd'^  =  a20 ( ^ 2  )exp(—-j-x)

=  0“n(«^)ex p ( -^ )>
et donc a fortiori, l’estimation

K6G2aAvd'w  =  £>“" ( * ’ ) exp(— \=x). (5.107)
V2

Estim ation du term e 2K3(^2'f-0 FiK%)GaAvd’^  
D’après (5.54) (5.103) et (5.106), on déduit l’estimation

«3(E L o FiK^GaA*™ =  O T ( ^ ) ( x 4 +  1) e x p ( -^ x ) ,

donc a fortiori
2 1 

K3( Y F iKi)GaA vd'W =  O n ^ e x p t — *=*). (5.108)
t=0 ^

Estimation du terme

«■*È E (5-109>
m= 2 I . !  _  O * = 0l*|0,2 -  ^

£ +  |j|1>3 =  m, £ € {0 ,1 }

Considérons les couples ( ,̂ ¿) € {0 ,1 } x N3 tels que £ +  |i|i,2 =  m- Compte-tenu de 
la proposition 5.1.4, précisément (5.16), la partie polynomiale associée à la fonction
Qt n L o  K k est de deëré 2^ +  |i|il2.
Les couples (£,i) € {0 ,1 } x N3 tels que £ +  (¿¡1,2 =  m et 2£ +  |«|i)2 soit maximum sont 
tels que £ =  1 et |*|lt2 =  m — 1. Pour un tel couple, le degré du polynôme associé est 
égal à m +  1. Donc, on a l’estimation

2
T  - i i — Qi n i ' ' * = 0 ( x " ' «  +  l ) e x p ( - - ^ x ) .  (5.110)

1* 10,2 -  2 
£ +  I * 11,2 =  m, £ < 1

Pour m >  2, pour x € [0, k ?], on a l’estimation

/ c m ( x m + 1  +  1 )  =  0 { k 2) { x 3 +  1 ) .

Nous en déduisons qu’il existe p >  0 tel que, pour tout a <  0, il existe «o > 0 tel que, 
pour tout k <  kq, pour tout x € [0, k~3], on a l’inégalité

|î|o,2 =  2 ° ’ *=°t  + l*li,2 = rn, l e  {0 ,1 }
(5.111)

¿o! • • • ¿2!

2!
Qt

k=0

FÌkKm.
2

TT

— I
«  J Lm=2 £

2!

i0! • • • ¿2!& k=Q

2

nFlkKm < +  z3) e x p (-
1

V2
:X).
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En définitive, d ’après (5.107), (5.108) et (5.111), il existe p, tel que, pour tout a < 0, il 
existe «o > 0 tel que, pour tout k < Ko, on ait l’inégalité

_ ( A W ,(1))" +  FiKi +  K3G a y ( A vd,( 1)) <  ^ ! ( x 3 +  (5 n 2 )

Etape 2 : M ajoration  de C(x)  sur [0, k- ]̂
Rappelons que C(x)  est définie en (5.99).
De (5.88), (5.103), (5.104) et (5.106), on tire l’estimation

C{x) =  0%n(K32)ex p ( - ^ z ) .  (5.113)

On en déduit qu’il existe une constante q telle que l’on ait la majoration

C(x)  <  « 2çexp(—^ x ) .  (5.114)

Etape 3 : M ajoration  de D(x)  sur [0 , k “ 3] 
Rappelons que D(x)  est définie en (5.100).
De (5.105) et (5.106), on déduit l’estimation

D{x) =  Oln(Kl)ex  p (—-^ x ) ,  (5.115)

On déduit de (5.115) l’existence d’une constante q telle que

D{x)  <  ç«2 exp(— 7=a;). (5.116)
V2

Finalement, compte-tenu de (5.112), (5.114) et (5.116), on a montré qu’il existait un 
polynôme Ri de degré 3, tel que, pour tout a <  0, il existe un réel Ko tel que, pour 
k <  «o, on obtient l’inégalité

+  f 2aZa <  K2JR1( x ) e x p ( -^ x ) .  (5.117)

Le polynôme Ri est choisi égal à

R i ( x ) = p x 3 +  r. (5.118)

où
r : —p +  q +  q, (5.119)

avec p défini en (5.112), q défini en (5.114) et q défini en (5.116). 
Ceci achève la preuve du lemme 5.3.2.

Lem m e 5.3.6 II existe un polynôme R2 de degré 4, défini par

4

Mx) '•= Y^x', 
1=1

1) exp
~ y / 2 X ì'
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tel que, pour tout a <  0, il existe kq tel que, pour tout k  < k q , on ait :

(-Z: + fïZa) - J ( J Z - p J i ) < - K i e x p ( - 4 ï ) ,  v *  e [ 0 ,« - i ] ,  (5.120)

avec J2(x) =  i?2(® )exp—
De plus, le coefficient du monôme de plus haut degré de R2, noté r2y±, peut être choisi 
arbitrairement négatif.

Preuve
Prenant en compte la conclusion du lemme 5.3.2, on obtient l’inégalité

< Ki (Ri - « !  +  y/2Bi +  ( f î  -  Ï )R ,) e x p ( - ± x ) .  1 • 1

Majorons donc:

Ri -  Ä2 +  ^ 2  +  { f l  ~  \)R2. (5.122)

Explicitons / a(x )2 — | dans la zone [0,/c 3]. 
On a l’égalité

(¿?‘>(2) -  F vol'{2)) =  kFx +  k2F2, (5.123)

où Fi est définie en (5.43).
De (5.102), il résulte l’estimation

F ’ ’(2) -  F po,’(2) =  O (k). (5.124)

D’après (5.49), il existe C >  0, telle que, pour tout a <  0, pour tout x € [0, /c 3], on ait 
l’inégalité

k|/i((1 +  a/c)«x)| <  C k . (5.125)

De plus, pour x € [0, k j ] , o n a  l’estimation

/o(/cx) =  /o(0) +  O ( k x ). (5.126

Il en résulte, d’après (5.53), (5.125) et (5.126) l’estimation

F e’M ' M (Kx-, k ) =  /o(0) +  <9“n('ci), V x G [0, k ~ » ] .  (5.127)

De (5.124), (5.127) et de (5.58), il résulte que

U ( x f  -  i  =  0 “> » ) ,  (5.128)

Utilisant (5.128), on peut écrire (5.122) sous la forme

Ri -  R'i +  V2# 2 +  ( f l  -  \)R2 
=  (4\/2r2,4 +  p +  C?“n(/c3 ).r2,4x)x3 +  (3v^r2,3 -  12r2,4 +  ô^ n(K3).r2,3x)x2 (5.129) 
+(2y/2r2<2 -  6r2)3 +  0^n(K3).r2t2x)x +  (V2r2<1 -  2r2)2 +  f  +  0 * n(K5)r2tlx).

- z z  + ß z a - Ki ( J Z - f i J 2)
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Dans le but de rendre l’expression R i—R%+y/2R'2+ (fa —\)R2 négative, nous supposerons 
que

4 ^ , 4  +  p < - 2, r2,3 -  2v/2r2,4 < - 2,
7-2,2 -  ^ 2,3 < - 2, V 2r2,i -  2r2)2 +  r < - 2, '

où p et f  sont définis en (5.119).
Le système (5.130) admet des solutions.
En effet, on peut choisir successivement r2i4, r2)3, r2i2 et r2>i de façon à satisfaire les 
quatre équations du système (5.130). Notons que r2)4 peut être choisi arbitrairement 
négatif, ce qui justifie la dernière assertion de lemme 5.3.6.
Par ailleurs, pour tout a <  0, il existe k0 > 0 tel que, pour tout k <  k0, et pour tout 
x 6 ÎO, k~3 1

O l".rv x <  1, V i e i l , ..,4}. (5.131 :
Prenant en compte (5.130) et (5.131), on déduit que pour tout a <  0, il existe k0 tel 
que, pour k <  Kq et pour tout x G [0, ac— 31,

Ri -  i?" +  V2R'2 +  ( / 2 -  \)R2 <  - k ! ( £ o  x{). (5.132)

Utilisant (5.132), l’inégalité (5.121) devient

~ K  +  f l Z a -  « 2(7 " -  f lJ 2) <  - « ^ ( ^ x O e x p i - ^ - x )  <  —«2 e x p ( -^ x ) .

Notons que R2 est bien choisi indépendant de a, ce qui achève la preuve du lemme 5.3.6.

Lem m e 5.3.7 Pour ro € R, soit J la fonction donnée par

J := J2 +  r0 exp(— y=x), (5.133)
v2

où J2 désigne la fonction déterminée dans le lemme 5.3.6.
Pour tout ro € R , pour tout a <  0, il existe «0 > 0, tel que, pour tout k <  Ko, on ait 
l ’inégalité

Preuve
D’après le lemme 5.3.6, on a, pour tout x € [0, 3], l’inégalité

- K  +  f lZ a -  KÎ(J" -  P J )  < ni ( -1  +  (/| -  i )r „ )  e x p ( - ^ i )

De (5.128), on déduit que, pour tout x € [0, k 3],

-  Z"a +  f 2aZQ -  k *(J" -  f 2aJ) <  « t ( _ l  +  O“n(«3)r0)exp (—- ^ x ) .  (5.135)

Pour tout r0, pour tout a <  0, il existe donc k0 >  0 tel que, pour tout k <  kq,

-  1 +  0 “n(K*)ro <  0. (5.136)

Alors (5.135) et (5.136) impliquent clairement (5.134).
Notons que J comme J2 est indépendant de a. Ceci achève la preuve du lemme 5.3.7.

(5.130)

(5.134)(-z':+f2aza) < 0 ,  V X € [0,K-3].{ j "  -  f i J :
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5.3.3 Approximation dans la zone extérieure
Lem m e 5.3.8 Pour (^3j)je{o, »,4} £ R 5, soit Rs(x) un polynôme de degré 4, défini par

4

R3 (x) =  £ r 3Jx>, (5.137)
j—0

et Jz la fonction associée définie par

J3 (x) =  R3 (x )ex  p ( - - ^ x ) .

Alors, il existe C <  0 telle que, pour tout r3)4 <  C, pour tout a <  0, il existe k0 >  0 tel 
que, pour tout 0 < k < kq, on ait l ’inégalité

— (Za +  k 2 J3 )" -(- fai^a k 2 J3 ) <  0, V x 6 [/c 3, +oo[. (5.138)

Preuve
Pour des raisons techniques, nous devons faire des estimations différentes dans l’intervalle 
[k- 3,/c- 2] et l’intervalle [/c- *,+oo[.
Etape 1: C ontrôle dans l ’ intervalle [«“ s , « " ]
Dans une région de la forme [/c- » , « " ] ,  compte-tenu de la structure de Fi, F2 et Ga, 
(voir (5.18), (5.19) et (5.54)), on a l’égalité

2
F i +  *3<?a -  Fpol’{2) =  0 ™ ( k ) { x a +  1) e x p (-v /2x). (5.139)

o

Pour x € [« 3 ,«  2], on l’estimation

/c/i((l + chk)k x ) = k/Î(0) + /{(0)«2x + C?“n(/c2).

Pour x Ç [/c 3,k 2], compte-tenu de (5.58), il en résulte que l’on peut écrire

fa{x)  =  /o(0) +  /o(0)kx +  |/o (0)«2x2 +  |/o^(0)«3x3 +  /i(0)/c +  f [ ( 0)k2x -f- Oln(K2).

Compte-tenu des hypothèses (5.33), (5.34) et (5.35), on peut écrire cette égalité sous la 
forme

/« (* )  =  F0 +  kF ? 1 +  k2F f  +  5/0 (0)/c3x3 +  0 ™ ( k2), (5.140)

où Ff°l est défini en (5.15).
Utilisant cette expression pour représenter la fonction f a, on tire l’égalité

- Z "  +  f 2aZa =  - { A vd̂ Y  +  ( A ^ « ) .  ( f 0 +  kFÏ01 +  k2F%°1 +  ±/<3)( 0 )/c3x3 +  0 ™ ( k2) Y ,
(5.141)
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où Avd’^  est définie en (5.45).
Compte-tenu des équations différentielles vérifiées par Qo et Q\ (cf. (5.31) et (5.32)), on 
a les égalités

-Q o  +  Qo =  0, -Q 'I  +  F 2Q l +  2FoQoF?1 =  - 2 F qQq{F1 -  F f0') =  0 { e x p ( - y / 2 x ) ) .

Compte-tenu de ces égalités et de (5.141), on tire l’égalité

-Z 'I  + /| Z „ =  (2F0F*°' +  (F '“')2 +  |F„/<3)(0 )« i3 +  o r ( l ) )  (Qo +  «QO •
(5.142)

De (5.142), il résulte l’égalité

- ( Z a +  KïJ3)" +  f a(Za + K ïJ 3)
=  Ki[(2F0F f '  +  ( F f f  +  § F „ /f (0 )K i3 +  O ;n(l))(Q 0 +  «<2i) (5.143)
+ ( ( £  -  5>«3 -  « i  +  V ^ ) e x p ( -  J-x)].

Sur l’intervalle [« 3, «  2], on déduit de (5.140) l’égalité:

!l-\ = 2F„kFT ' +  0 “> 2) (z j  +  1).

Comme F^°l a le signe de BqX dans la région considérée, on en déduit que, d’une part, 
pour tout x € f«- 3,/c_ 2[, on a

il - 1 > 0,
et d’autre part, comme deg F1po/ — 1,

f l - \  =  o r ( * } )-

Supposons
r3)4 < 0. (5.144)

On peut alors majorer chaque terme du second membre de (5.143).
Notons que sous l’hypothèse (5.144), le polynôme R3 est négatif pour x € [k- ? , k ~ î[ et 
k assez petit. On a alors l’inégalité, pour x € [k”  ,k - 2[ et k assez petit :

( ( f a  ~  \ ) R z  ~  K  +  V 2 Æ > ) e x p ( - - ^ x )  <  r3,4X3 e x p ( - - ^ = x ) .

De plus, comme deg F^°l =  1 et deg F%oi =  2, pour tout a < 0, il existe d >  0 et Ko > 0, 
tels que, pour tout k  <  K o  et pour tout x €  [ k - 3 , k ~ 2 [ 5 on a l’inégalité

{2FQF v2°l + F[ ° l2 +  2F04 j P « x 3 + OT{1))(Q0 +  «Qi)) < dx2exp(--^x).
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Par conséquent, sous l’hypothèse (5.144), pour tout a < 0, dès lors que k  est assez petit, 
le second membre de (5.143) est négatif sur [«T^, k~ï [.

Etape 2 : C ontrôle dans l ’ intervalle [/c_ 2,-foo[
Nous continuons de supposer que la condition (5.144) est satisfaite. 
De plus, rappelons que d ’après (5.36)

B0 =  -2 -4 .  (5.145)

Dans cette région, compte-tenu de la définition de Qi donnée en (5.30), on a les égalités

Qi = (P" ~ + 0(exp(“^*))-exp(-^*)

et
Qi =  (Pi +  e > (e x p (--J = x )).ex p (--^ x ),

où Pi désigne le polynôme

On en déduit l’égalité

~Qi +  f lQ i  =  ( { f l  -  \)Pi +  V2PI -  P? +  0 (e x p ( - -^ x )^  e x p ( - -^ x ) .

Prenant en compte cette égalité, on peut écrire :

—(ZQ +  k ï Jz)" +  fa(ZQ +  « 2 J3)
=  (fa ~  \)k~^Qo ~  { ^ Q l  +  kÎJ3)" +  fa(K*Ql +  « ^ 3 )  
=  (fa ~  ^)k~Hb 0 +  « A  +  « 2^ a )e x p ( -^ x )
+K2(y/2F1 -  P? + K{y/2R'3 -  1%) + 0(exp (-^ = x )).e x p (-^ x ).

(5.146)

Dans la région [/î “ ^,+o o [, f 2 ~ \  est positif, pour k  assez petit dépendant de a.
En effet, d’après (5.58), (5.139) et le fait que Ci <  0 (voir (5.36), il existe Ko >  0 tel 
que, pour tout k  <  kq,  pour tout x G [/c—2, +oo[, on a la minoration

f a{x) >  tanh(/C2J _ C'0) +  Q = k +  C?r(«)(̂ 4 +  1) e x p (-v ^ x ) > 0.

Utilisant alors ( 5 .5 7 ) ,  il en résulte l’inégalité, pour tout x  €  [k 2 , + o o [ :

! 1 
. 0  1 k2 , 1 , „

f a -  2 -  y +  ° ( /î2) > 0-

'äP'x + f i

ÂOO =  B Ï -
B î

16 A q

— BqA ix
Bî
l c2.
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Compte-tenu des degrés de A  et R$ et de (5.145), sur [« 2, +oo[, et pour k assez petit, 
on peut majorer Bq +  kP\ +  k2R3 par

D  Bq 2 , 2 r 3,4 4B q -  -^ K X + K — X .

Compte-tenu de (5.144) et (5.145), le polynôme P(x)  =  B0 — kx2 +  k2^ - x4 décroit

sur l’intervalle [ y j +oo[.
Si on suppose que

^3,4 < Y ’ (5‘147)

alors P  décroit sur [/c 2 5 +00 [.
Le polynôme P  est négatif sur [«“ 2, +oo[ dès que P( k~î ) <  0, soit encore:

7*3,4 < —2Bq +  Bq. (5.148)

Compte-tenu de (5.145) et de (5.147), l’inégalité (5.148) est vérifiée. Par conséquent, 
le polynôme P  est négatif sur [«T ^+oof, pour k assez petit, sous l’unique condition 
(5.147).
Regardons maintenant le terme

k >(V2P{ -  P" +  k(V2R'3 -  /%'))•

On peut le majorer sur l’intervalle [« 2, -f oo[ par

y/2(—BqX +  2r3)4«x 3). (5.149)
/ / p 3~ 1

Il décroit sur l’intervalle [W ) + °°[-
Supposons

rzA

Sous la condition (5.150), le terme (5.149) est de signe négatif, pour k assez petit.
Par conséquent, sous la condition (5.150), y/2P[ — P" +  k(\/2R,3 — R3) est négatif pour 
k assez petit.
Finalement, d’après (5.147) et (5.150), le second membre de (5.146) est négatif sous 
l’unique condition :

r3, < min( f , | )  =  f .  (,151)

En conclusion, l’inégalité (5.138) est vérifiée sur [kTs , +oo[, pour k assez petit, sous les 
conditions (5.144) et (5.151), donc sous l’unique condition (5.151). On peut donc prendre 
comme constante C ,

C := (5.152;

ce qui achève la preuve du lemme 5.3.8.

Nous sommes à présent en mesure d’établir la proposition 5.3.1.

< B3o
6

(5.150)

2
B l
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5.3.4 Démonstration de la proposition 5.3.1
Montrons qu’il existe un polynôme Ro(x) :=  ^ t=1 r0tixl tel que la fonction Jq associée 

définie par i?o(x)exp(—y/2x) satisfasse les lemmes 5.3.6 et 5.3.8. Dans le lemme 5.3.8, 
nous avons montré que l’unique condition sur le polynôme Rz permettant d’obtenir 
l’estimation cherchée était que r3)4 < C, où C  est donnée en (5.152). Compte-tenu des 
conditions (5.130) obtenues dans le lemme 5.3.6, le polynôme R2 =  r2i{x' recherché 
dans la région [0, « “ 3] doit satisfaire la condition r2)4 < 0. Il en résulte que l’on peut 
prendre Rz égal à R2.
Par conséquent, le polynôme Rq défini par Rq := R2, avec r2 ,4 <  C , est tel que la fonction 
Jq associée satisfasse (5.120) et (5.138).
Nous souhaitons maintenant imposer la condition

(Za +  /e* Jo)'(O) =  (Avd'W -  Aa +  k^o)'(O ) >  0.

D’après (5.29), (5.30), (5.73) et (5.75), cette condition se traduit par l’inégalité

2  4 (1 +  —  V2k) — 2  4 (1 +  —  \/2k +  Ck 2 ) +  k2 Jq(0)  >  0, 
oz oz

équivalente à l’inégalité
-  C +  2* J¿(0) >  0. (5.153)

Supposons
C <  24 J¿(0). (5.154)

Finalement, sous l’hypothèse (5.154), nous avons obtenu

- K  +  flza -  KÌJS +  £ é J o  <  0, V i € R +,
( Z „  +  >  0 ,

ZQ +  k ï Jo —>0 quand x —>• + 00.

Par application du lemme 5.1.9, on obtient l’inégalité

ZQ -(- /c2 Jo <  0, V x € R + .

Enfin, la conclusion du lemme 5.3.7 permet de conclure la preuve de la proposition 5.3.1.
D’une part, la fonction J définie dans ce lemme satisfait l’inégalité
- Z "  +  faZa — k ï J"  +  / 2k2 J <  0 dans la région [0,/c " ] ,  ainsi que dans la région
[ k _ 3 , + o o [ .

D’autre part, Za +  «2 J —> 0 quand x —> + 00, et la condition (Za +  «2 J)'(0) >  0 est 
équivalente, d’après (5.74), à la condition

C <  2Î(JÏ(0) -  ^ ) .  (5.155)

Sous l’hypothèse (5.155), qui renforce la condition (5.154), et d’après le lemme 5.1.9, 
on peut conclure que, pour tout tq € R , il existe C(ro) vérifiant (5.155), par exemple
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C(r0) =  2 * («/¿(O) — et une fonction J définie en (5.133), telles que, pour tout a < 0, 
il existe «o telle que, pour tout k <  /c0, et h vérifiant (5.75), on a l’inégalité

Za +  «2 J <  0, V s  G R"̂ ".

Ceci achève la preuve de la proposition 5.3.1.

5.4 La fonction f a est une sous-solution
Montrons à présent que l’on peut construire à partir de la fonction f a une sous- 

solution du système de Ginzburg-Landau au sens de la définition 1.2.6, en choisissant 
convenablement le paramètre a et du même coup la fonction correctrice Ga. Rappelons 
que jusqu’à présent, nous n’avons rencontré aucune condition sur le paramètre a (autre 
que a < 0). Par ailleurs, nous gardons disponible un autre paramètre ro, apparaissant 
dans l’énoncé de la proposition 5.3.1.

5.4.1 Estimation de l’expression — k 2/ "  — /a +  /« 4-
5.4.1.1 Prélim inaires

Afin de construire un couple (f a,A a) sous-solution de (GL ),*>, il nous faut évaluer 
l’expression — k-2/ "  — f a +  fa  +  A2af a sur [0, +oo[. Dans un premier temps, nous allons 
estimer cette expression dans une région de la forme [0, ac- ^], /? >  0. La constante (3 peut 
être choisie arbitrairement petite. Nous montrerons dans les calculs qui suivent que l’on 
peut choisir (3 dans l’intervalle ]0, |].
Dans un second temps, nous allons évaluer la fonction —k-2/ "  — f a +  f% +  Aafa dans 
une région de la forme [— ln «, +oo[. Lors de l’évaluation de l’expression —k-2/ "  — f a +  
fa +  Aafa, nous utiliserons le lemme:

Lem m e 5.4.1 Soient Fq, Fi et F2 les fonctions définies en (5.17), (5.18) et (5.19). 
Soient f 0 et f\ les fonctions définies en (5.10) et (5.11).
On a les égalités

- / f ( 0 ) i  -  / ¡ 2)(0) +  (3 F i -  1)F, =  (3-45 -  l Æ e x p ( - 2 / l o i ) ,  (5.156)

-J ? \ 0 )x  -  fV (0 )x 2/2 +  (3Fi -  1)F, +  3FaF!  (J 15?)
=  2a2,4 +  P (x ,ex p (-2 A 0x))exp (—2A0x),

où f € R [ X , K ] ,  avec degxP =  2, et où 012,4 est défini en (5.^0).

Preuve
En prenant la partie polynomiale de (5.27), on obtient

(3Fi -  D ÎT * = (FT')".



5.4 La fonction f a est une sous-solution 147

soit (avec les notations introduites en (5.40))

3

(3F2 -  m ° l =  Y  *(* -  i )a^ xi~2- (5-158)
»=2

Par ailleurs, compte-tenu de la proposition 3.2.15 et du théorème 3.4.6, on a:

/ f ( 0 )  =  3!03,3 =  3! a3>3, / ¡ 2 ) ( 0 )  =  2! ß2ß =  2! a 2,3.

Il en résulte, en utilisant (5.158), que

- / ? ’ (0)x -  f f \ 0 ) +  (3Fi -  1 ) F r ‘ =  E ?=2 ¡(i -  l ) K a  -  =  0. (5.159)

On en déduit

- Â 3)( 0 ) x  -  / ¡ 2,(0) +  (3F i  -  1)F\ =  (3A i  -  1 ) H  exp(-2A„x), (5.160)

ce qui démontre (5.156).
De même, en prenant la partie polynomiale de (5.28), on obtient

(3F2 -  l)F 2po/ +  3F0(F?°1)2 =  (F l°1)".

On peut écrire cette égalité sous la forme

(3F02 -  l)F | oi +  3F0(F r ')2 =  EÎ=3(*(* -  1 )^ ,4^ "2) +  2ct2,4.

De plus, compte-tenu de la proposition 3.2.15 et du théorème 3.4.6,

; i 3)(0) =  3! 03,4 =  3! «3,4, 0) =  4! Ä.4 =  4! a4)4.

Il en résulte que

- / i s)(0)ar -  / ¿4)(0 )iV 2  +  (3F02 -  1)^1° ' +  3F0(FT>1)2
—  Ê i= 3  *(* _  l ) ( “ i,4 _  ßi,l)x‘~2 +  2 q 2,4

=  2a2)4.
(5.161)

On en déduit l’égalité

- / i 3 ) ( 0 ) x  -  / q4 ) ( 0 ) x 2 / 2  +  (3F2 -  1)F2 +  3F0F 2 
=  2 a 2)4 +  P ( x , e x p ( — 2 A o x ) ) e x p ( — 2A0x),

(5.162)

où F 6 R [X , Y]. De plus, le degré en l’indéterminée X  de P  est égal à 2. Ceci implique 
(5.157) et achève la preuve du lemme 5.4.1.

R em arque 5.4.2 Notons que, compte-tenu de (5.28), du corollaire 3.2.7 et de la propo­
sition 3.4.4 énoncés au chapitre 3, la constante a 2)4 définie en (5-40) dépend uniquement 
de A0, Ai et A 2 données en (5.36) et (5.37).
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5 .4 .1 . 2  Estimation dans la région [0 , « 3]

Estimons à présent la fonction — k 2f ” +  /<*(—1 +  / 2 +  A2) dans la région [0,k 3]. 
Lem m e 5.4.3 II existe des constantes p0 etpi, et pour tout r0 > 0, une constante C(r0), 
telles que, pour tout a < 0, il existe kq >  0, telle que, pour tout k <  kq et pour h tels 
que :

h — k 2 2 * (1 +  ac +  C (r0)/c2), (5.163)

le couple (fa ,A a) vérifie, pour tout a; G [0,k 3 ] ,  l ’inégalité

~ K  2fa +  f a ( ~  1 +  f a +  ̂ l )

<  ( - 2 a f f \ o )  + po)K2 +  /c(pi.(l +  a:4) -  r0) exp -y/2x  -  «G ".
(5.164)

Preuve
Dans le but d’utiliser le sous-lemme 5.3.5, écrivons f a sous la forme

f a =  \Fe'W'M{Kx- k) -  F po,'(2)(x; /c)] +  F ’ -*2) +  k3Gq. (5.165)

Utilisant l’écriture (5.165), compte-tenu du sous-lemme 5.3.5 (cf. (5.87)), nous déduisons 
l’estimation

~ K 2 fâ = ~fo3){°)KX ~ fo4)(0)K2x2/2 -  /¡2)(0)k  -  / ¡ 3)(0)k 2x 

- 2 a f i 2)(0)K2 +  O ln{K2) -  k~1F? -  F2" -  /cG".
(5.166)

De (5.88) et (5.165), on déduit l’estimation

- f a  =  -F o  -  kFx -  k2F2 + O ln{K2). (5.167)

Compte-tenu des équations différentielles vérifiées par F0,F 1 et F2 données en (5.24) et 
(5.26), on a l’égalité

91 1
-k - 2(F*'-(2))" -  Fo + F03 + Y  -r-rr-.Ft TT = 0.

/  +  N b < i  1=0 (5168)
Mo.i =  2

D’après (5.166), (5.167) et (5.168), on déduit l’égalité, pour a: € [0, k ï ],

—k 2f "  +  / „ ( —1 +  f 2 +  A l)
=  ~ f o \ 0 ) K x  -  /q4\ o ) k 2x 2/2 -  J[2\ 0 ) k  -  /i3)(0)/c2x  

- kG" -  2 a /i2)(0)/c2 -  «Fx -  k2F2 +  0 “n(« 2)
+ f a  ~  F $

¿ +  | * l u < i  k=0

Kloii = 2

(5.169)

+^afa  - E 2!
Ft

te 0
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Le terme de droite de l’égalité (5.169) est composé d’une somme de trois termes dont 
les deux derniers vont être analysés successivement.

o »  1

Evaluation du term e A 2af a — ^  -rjr-^Fe •

î + i<i. , . < i ,0'‘ 1' *-°
|*|o,i =  2

D’après la proposition 5.3.1, il existe une fonction J telle que, pour tout a <  0, il existe 
/cq tel que, pour tout k <  kq, on ait l’inégalité

Avd'{1) +  kU  < A a < 0 , V x € R +. (5.170)

De (5.170), on déduit l’inégalité

A l f a < ( A vd’W +  Kï j ) 2f a. (5.171)

D’après (5.167), on a l’estimation

(Aw,(i) +  K% j f f a =  (^ ,(1 )  +  « I  (2) +  Oln{K2)). (5.172)

On a l’égalité

(Aw,(1) +  «2 J )2F ‘ -(2) =  (Aw,(1) +  k * J )2F ‘-(1) +  K2{Avd’w  +  t ê j ) 2F2.

D’après la proposition 5.1.4 avec n — 2, plus précisément (5.19), on a l’estimation

f 2 =  e>(x2 + 1).

De (5.16), (5.45), et compte-tenu de la structure exponentielle-polynôme de la fonction 
J (voir (5.74)), on a pour tout x € [0, /c- ?] et pour tout k <  kq, les estimations

A?d,{ 1) _  q ^ k l J  _  ( Q ( x a +  1) +  r0) e x p ( - -^ x ) .  (5.173)

On a l’égalité

« 2^ , ( 1) +  K% j f p 2 =  K2Avd,(i)*F2 +  2 KlA vd' W j F 2 +  / c W 2.

D’après (5.173), pour tout r0 > 0, il existe k0, tel que, pour tout k <  /c0, pour tout 
x € [0, k~3], on a les estimations

K2A vd'^)2F2 = 0 ( k)(x 2 +  l)exp(-A /2a:),

2/c ?A vd'^ J  F2 =  G™(tc3)(x6 +  r0)e x p (-v /2x),

k5J2F2 =  0 ™ ( k5)(x w  +  r2) e x p ( - Æ ) ,
et
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où le £>“n est à considérer au sens de la définition 5.3.3.
Alors, il existe Ko(^o) > 0 , (/c0 <  ^jr), tel que, pour tout k <  « 0, pour tout x € [0 , /c- ?], 
on a les estimations

2K 2A vd’W j F 2 =  0 ™ ( k ) ( x 2 +  l ) e x p ( -V 2 x),

et
k5J2F2 =  0 “ n(/c)(x2 +  l ) e x p ( —a/ 2 x ).

On en déduit l’estimation

+  « 2  J)2(k2F2) =  C?“” (/c)(x2 +  l)e x p (—\/5x). (5.174)

Par ailleurs, on a l’égalité

^A vd,( 1) +  K \ j y p i M  =  A vd,(i)2 F i,(i) +  2 F iM  A vd'W  K2 J  +  K ? J * F i'W .

Pour tout x € [0,/c 3 ], d’après (5.17) et (5.18), on a l’estimatior

F ' (1) =  F0 +  O (k*). (5.175)

Rappelons que d’après (5.36), on a l’égalité 2BqFq =  2BqAq =  —2 4 . 
De (5.173) et de (5.175), on en déduit alors l’estimation

2FiMAvd> (i)/ctj
=  (2 F0 +  O(k*))k~2 (B0 +  0(k*  ) ) exp(—^ x ) « 2 (0 (x 4 +  1) +  r0) e x p ( -^ x )
-  (0 ?ô (K)(x4 +  !)  “  24r0/c(l +  <9(«?))exp(—\/2:r).

(5.176)
De plus, de (5.74), on déduit l’estimation

k3J2F {'w  =  0 “n(«3)(x8 +  r2) exp (-V 2x). (5.177)

Comme x € [0, «  3 ], il existe /«o(^o) telle que, pour tout k <  « 0 (^0 )> on ait l’estimation

K3J2F iM  =  0 “ ” (/î ) ( x 4 +  1) exp(—V2x). (5.178)

Evaluons à présent la différence

Av d , ( i ) i _  y -
' îo!*l! r"“

f- +  |*|i,i ^  15  ̂ € {0 ,1 } “
Hlo.i =  2

D’après (5.45), on a l’estimation, pour x € [0, k 3 ]

=  k2Q\Fi =  ö (k)(x4 +  l )e x p (—y2x) .

(5.179)

Ho,i =  2
i  + k=0E 2!

Ft
i

nF''

<  1* 1,1
¿o!*i! Q k KM-HuA vd'(I)2 (1)

QfcK*+|i|1,1
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On déduit de (5.172), (5.174), (5.176), (5.178) et (5.179) l’estimation

(Avd<w+ K Î j ) 2f a =  (P“on(/c)(x4-(-l)exp(—V^a:) —2<r0/c(l +  C?(/î2))exp(—V2x). (5.180)

En conclusion, compte-tenu de (5.171) et (5.180), il existe un réel p tel que, pour tout 
ro > 0, pour tout a  <  0, il existe /c0(o:, ro), tels que, pour tout k <  /c0(a, r0), on a 
l’inégalité

E  IT<2!*k'+Wi1 < n(P{x) -  roJexp i-iÆ c),
t + | . t S i ’ ° 1 “  (5-181)

I* |o,i =  2

où
P(x)  =  p.(x4 +  1). (5.182)

Evaluation du term e f 3 — Fq
On a l’égalité

ñ  -
=  (F*'-(a> +  /c3Ga)3 +  3(F*-(2) +  K3Ga)2(Fe'M’M(Kx-, K) -  F?olM (x ) )  ( , 
+3(F*'-(2) +  K3Ga) {F e’W’M{KX] k) -  F pol’(2\x) )2 1 j 
+ ( F e'M'M(Kx-,K) -  FP0,-(2)(a:))3 -  F 3.

Evaluons (F ^ 2) +  k3Gq)3 -  F 3.
Utilisant (5.104), on obtient l’estimation

(F ’ ’(2) +  K3Ga)3 -  Fq =  ZnFgFi +  k2(3F02F2 +  3F0F 2) +  0 ™ { k2). (5.184)

Notons que F*-(2) +  K3Ga =  (9“n( 1).
Utilisant le sous-lemme 5.3.5, plus précisément (5.88), et (5.184), (5.183) devient

f 3 -  F 3 =  ZkFSFj. +  k2(3F2F2 -f 3F0F 2) +  0 “n(*2)- (5.185)

Sim plifications de (5.169)
Utilisant (5.181) et (5.185), l’égalité (5.169) devient

- k - 7" +  / o(-i  +  /2 +  a 2)
<  - / f ( 0 ) / c *  -  f f \ 0 W x 2/2 -  / ¡ 2 ) ( 0 ) k  -  f ! 3 ) ( 0 ) k 2 x  

+k(3Fq -  l)F i +  « 2((3Fq -  1)F2 +  3F0F 2) +  0 ™ (k 2) 
-k G "  -  2 a /i2)(0)/c2 
+«(P(a:) — ro) exp(—y/2x).

(5.186)

D’après le lemme 5.4.1, précisément (5.156) et (5.157), et de (5.186), on déduit l’inégalité

—k 2fa +  fa {—1 +  fa +  A2 )
< -2aff\0)K2 -  /cG" + 0™{k2)
+(3Aq -  l)^-«exp(-\/2a:) +  2a2,4K2 +  P(x,exp(-\/2x))«2exp(--\/2a:) 

+ k ( P ( x ) —  r0)exp(--\/2x),

(5.187)
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où P  et P  sont deux polynômes définis respectivement en (5.157) et (5.182).
Le membre de droite de (5.187) peut s’écrire sous la forme d’une somme de deux termes 
distincts,

—2 a /i (0)/c +  20*2,4« +  @an(K )>

et
-k G "  +  (3A 2 -  l )^ /c e x p (-\ /2 x )  +  P (x  , exp(—\J2x ))k 2 exp(—y/2x)  

+ k ( P ( x ) — r0)exp(—y/2x) .

D’après la remarque 5.4.2, il existe p0 tel que, pour tout a  <  0, il existe k0 >  0 telle que, 
pour tout k <  K0,

-2 a f f \ 0 )  +  2q2,4 +  O T ( k 2) < - 2 a f f \ o )  +  pQ. (5.188)

D’après (5.182), et compte-tenu du fait que degxP  =  2, on déduit qu’il existe^ tel que, 
pour tout r0 > 0, il existe ac0, tel que, V/c < «o, pour tout x € [0, /c- ?],

P (x ,exp (—\/2a;))/c2exp(—\/2x) +  (3Aq — l )^ - « e x p (—\/2x) 
+ « (P (x ) — ro)exp(—y/2x)
< (-P(x) — ro)«exp(—y/2x),

(5.189)

où
P(x)  = p i . ( l  +  x4). (5.190)

Utilisant (5.188) et (5.189), l’inégalité (5.187) s’écrit

- «  2fa +  / a ( - l  +  fa +
<  (—2a /"(0 ) +  po)k2 +  /c(pi.(l +  x4) -  r0) exp -\/2x -  kG (5.191)

ce qui achève la preuve du lemme 5.4.3.

5.4.2 Preuve du théorème 5.2.3
La stratégie de la démonstration est la suivante. Dans une région de la forme [— ln /c, +oo[, 

on obtient le signe escompté en utilisant la dilatation de la fonction fi  dans la solution 
extérieure. En revanche, dans une région de la forme [0, k ~ ï ], on utilise l’inégalité (5.76) 
obtenue dans le lemme 5.3.1, qui traduit le fait que la solution intérieure tronquée à 
l’ordre 2, A vd’^\ approche convenablement Aa dans cette région.

5.4.2.1 E tape 1 : O btention du signe dans un intervalle de la form e [—ln/c, +oo[

P roposition  5.4.4 II existe 0 >  0 et c >  0, telles que, pour tout a  < —6, pour h >  0 
tels aue :

•i r

K * h  =  2 - 4 (1 +  — \/2k +  C (a )«2), (5.192)
oz

il existe Ko > 0, tels que, pour tout k < Ko, le couple ( f a,A a), vérifie l ’inégalité

+  / » ( - !  + Æ  +  ^ ) < 0 ,  V x € [-c ln /t ,+ o o [ . (5.193)
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Commençons par énoncer un lemme, utile dans les calculs qui suivent :
Lem m e 5.4.5 Soit (p ,7) € N2, et 6 € R.
Considérons les fonctions gi et <72, définies sur R + par

gi (x) := exp(—e/cx), <72(2) := « p{%1 + l)ex p (—y/2x).

Il existe «0 > 0, et c >  0, tels que, pour tout k  <  Ko,  pour tout x € [—cln/c, +oo[,

92{x)<gi{x). (5.194)

Preuve
Pour tout 0 < e <  1, pour tout 7 > 0, il existe xq tels que,

Vx > xq, ln(x7 +  1) <  ex.

On choisit e =
Pour tout x >  x0, on a l’inégalité

y-- y/2
ln(<72(z)) =  — plriK +  ln(x7 +  1) — v2 x  <  — p l n n -----—x.z

Résolvons l ’inégalité

1 ^  <r —p in k  — — x <  — s k x .

Pour k assez petit, elle équivaut à

X  > ---- ----------ln K.
-  # - «

Il en résulte qu’il existe k0 >  0 et c > 0, tels que, pour tout k <  k0, pour tout 
x € [—cln/c, +oo[, on ait l’inégalité (5.194), ce qui achève la preuve du lemme 5.4.5.

Preuve de la proposition  5.4.4
On pose

/o(x; k ) = /o(«x), (5.195)

/i(x ; k) =  /i(/cx; /c), (5.196)

où fo et fi  ont été définies en (5.50) et (5.49).
Soit 5 €]0,
D’après (5.70), la fonction f a est minorée par +  O (k), pour k assez petit. On a donc 
en particulier l’inégalité f a > 5 >  0.
Utilisant le principe du maximum (cf. la proposition 2.4 dans [5]), comme f a >  S >  0, 
on a l’inégalité

—Aa(x) <  ^exp —Sx. (5.197)
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D ’après la proposition 5.2.2, 0 < f a <  1, d’où

A2a(x ) fa(x) <  ^  exp -26x.  (5.198)

Rappelons que fo (définie en (5.82)) est solution dans R + de:

- K - ’ f S - t o +  / l  =  0. (5.199)

Par ailleurs, compte-tenu de la définition de / i ,  on a l’égalité

-  K-2f ï  - f i +  3 /o /i  =  « / ! ( !  -  3/J)(2a +  a 2/c). (5.200)

Remarquons que d’après (5.36) et (5.49), la fonction f\ est négative sur R +. De plus, 
d’après (5.195), pour k assez petit, on a l’inégalité, pour tout x € R +, 1 — 3fo < —
Il en résulte, compte-tenu de l’hypothèse a <  0 faite en (5.62), que le membre de droite 
de (5.200) est négatif sur R + pour k assez petit.
Compte-tenu de (5.52), il existe Ci >  0 et C2 >  0 telles que, pour tout a < 0, pour tout 
x € R +, on ait les inégalités

rz
(?2exp(— t ~k x ) > —fi > Ci exp(—\/2(l +  (xk ) k x ) >  Ci exp(—>/2k x ). (5.201)

On en déduit qu’il existe C  > 0 telle que, pour tout a <  0, pour k assez petit, on ait 
l’inégalité sur R + :

— /i(2  +  a/c)(—1 +  3/ 0) >  C'.exp(—V 2 k x ) .  (5.202)

Compte-tenu de (5.198), (5.199), (5.200) et (5.202), pour tout a <  0, il existe k0 tel que 
pour k <  Ko, on a l’inégalité

- K - V î +  / ; ( - ! +  £ + # ) <
—/c_1F " — F2 — kGq +  C.aK2 exp(—ŷ/2nx)
- kFi -  k2F2 +  K3Ga +  fa ~  f o ~  3 « /o /1 +  Jr exp - 2 Sx,

(5.203)

où F{ est définie en (5.43).
Estim ation du term e f 3 — /q — 3/c/q/i 
Posons

K k~ =  kFi +  k2F2 +  K3Ga. (5.204)

Notons que, d’après le lemme 5.4.5 et (5.43), il existe c >  0 telle que, pour tout a < 0, 
il existe «o  > 0 telle que, pour tout k <  Ko, pour tout x € [—c l n K , -foo[, on a les 
estimations

kFi =  ü(K2)exp(—2\^2k x ), k2F2 =  C?(K2)exp(—2\/2k x ), 
K3Ga =  C?“n(K2)exp(—2a/2kx).

(5.205)
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De (5.204) et de (5.205), on déduit que

K K,a =  <D™(k2) exp (-2V 2«x ). (5.206)

On a l’égalité

fa — (fo +  « / l  +  K K,a)3
=  (/o +  Kf l )3 +  3(/o +  Kfi)2K Kta +  3(/o +  Kf\)K2a +  K 3Q.

(5.207)

Compte-tenu de (5.206), on déduit l’existence d’un réel c > 0, tel que, pour tout a < 0, 
il existe kq  > 0 , tel que, pour tout k  < k q , pour tout x € [—cln k , + o o [ ,  on a l’estimation

3(/o +  K -h fK ^  +  3 (/0 +  k / i X „  +  =  O r  (k2) e x p ( - 2 V 2 « x ) .

De plus, utilisant (5.201), on a l’estimation

(fo +  « / i ) 3 — fo ~  3 « /o / i  
=  3 « / i ( /o  -  fo)  +  3 /o « 2/i2 +  k3/ 3 
=  3 « /x ( /o  -  /o2) +  ^ a n( « 2) e x p i -v ^ K x ) .

(5.208)

De (5.207) et (5.208), on déduit l’estimation

f a  ~  fo ~  3 * /o /i  =  3 « /i( /o  -  fo) +  0 ™ ( k 2) exp(—Æ i ) .  (5.209)

Compte-tenu du choix du signe de a, (a < 0), et de la monotonie de la fonction tanh, 
on a -  ¡1 >  0.
Comme / i  < 0 (cf. (5.36) et (5.49)), on en déduit que

3*/i(/o2 -  / I )  <  0. (5.210)

De (5.209) et (5.210), il résulte que, pour tout a < 0, il existe kq tel que, pour tout 
k  <  K q , pour tout x  € [—cln «,+ oo [,

f a  fo 3 /c/o/i <  O u* ( k 2 ) exp(-V 2/cx). (5.211)

Utilisant (5.211), (5.203) devient

— « 2f a  +  f a (  — 1 +  f a  +  ̂ cr) ̂
-  F ï  -  KG" -  kF! -  k2F2 -  K3Ga +  C .olk2 ex p (-V 2 «x ) 

+C?“n(« 2) exp(—\/2kx) +  ^  exp —2 Sx.
(5.212)

Compte-tenu du fait que d’après (5.54) et (5.60), on a l ’égalité

Ga =  —a f 1(0)(x4 +  x )exp(—V2x).  (5.213)

De (5.18), (5.19) et (5.213) on déduit qu’il existe une constante d >  0 indépendante de 
a, telle que, pour tout x € [—cln/c,+oo[, et pour k assez petit,

- k- ' F ?  -  F " -  «<?" -  kFi -  k2F2 -  K3Ga <  d|a|/i-1 (x4 +  l)exp(-\Æ :r). (5.214)
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Utilisant (5.192), (5.214)et le fait que 8 €]0, A~[, on obtient

- k - ' F I '  -  F " -  kG" -  « A  -  k2F2 -  K3G a +  ÿ e x p ( -2 ix )  <  d\a\K ~\xA +  l)exp(-2Ja).

Utilisant cette inégalité, (5.212) s’écrit sous la forme

- «  2fa + / « ( - !  +  fa +  Al)  <  d \a \K 1(a;4 +  l )e x p (-2 ix )  
+(7.a/c2 exp(—\/2kx) +  0 “n(/c2) exp(—\/2kx).

(5.215)

Appliquons le lemme 5.4.5, en prenant pour gi la fonction

Q
g i ( x )  := —~ . a t c2 exp(—\/2/cx),

et pour <72 la fonction

gï(x) := d\a\K l {xA +  l)ex p (—28x).

D’après le lemme 5.4.5, avec e =  2S, p =  3, 7 =  4, il existe c >  0, telle que, pour tout 
a <  0, il existe kq >  0 telle que pour tout k <  « 0, et pour tout x € [—cln/c, +oo[,

g2 { x ) < g i ( x ) .  (5.216)

Par ailleurs, se souvenant de la définition de (9“n( « 2), comme C >  0 (voir (5.202)), il 
existe 6 >  0 tel que, pour tout a <  —0,

-  % .(XK2 > 0 “n(/c2). (5.217)
¿à

On déduit de (5.216) et (5.217), qu’il existe 9 >  0 et c >  0 telles que, pour tout a <  —0, 
il existe kq  tel que, pour tout k  <  «o, et pour tout x € [—cln /c ,+ 0 0 [, le membre de 
droite de (5.215) est négatif.
Ceci achève la preuve de la proposition 5.4.4.

5.4.2.2 Etape 2 : Obtention du signe dans la région intérieure.

P r o p o s i t i o n  5 .4 .6  II existe 0 >  0, telle que, pour tout a  € ] — 00, — 0], il existe ro(a), 
C ( a ) et Ko(a) >  0, tels que, pour tout k <  kq et pour h >  0 tels que :

K5/l =  2 - î ( l  +  ^ V 2 /c  +  C(a)/c2), (5.218)
oZ

le couple ( f a, A a), vérifie l ’inégalité

- « - 2r  +  / » ( - l + £ + ¿ a ) < 0 ,  V* C [O,« -* ]. (5.219)
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Preuve
Analysons la structure du membre de droite de l’inégalité (5.191), obtenue dans le 
lemme 5.4.3.
Le signe du membre de droite de (5.191) est négatif si l’on peut montrer que:

- 2 a f f )( 0 ) + p o <  0, (5.220)

et
+  x4) — r0)exp — \/2x — G"a <  0, V i  € [0,k à]. (5.221)

Notons que f [ 2\0) < 0. En effet, d’après (5.11), (5.36), (5.51)) et (5.56), on obtient

/ ! 2|(0) =  /i(0)(3/o(0)2 -  1) =  < 0.
I I

On observe alors, que pour Q\ := - .---- , l’inégalité (5.220) est vérifiée dès que2/i (0)
a  < —#i.

Il existe un réel p >  0 tel que

H" exp(\/2x) >  (1 +  x4) — p,

où
Hi(x)  :=  (x4 +  x) exp(—V2x).

Comme f [ ( 0) >  0 (voir (5.11)), et Ga =  d’après (5.55) et (5.60), on déduit
qu’il existe 02 >  0, tel que, pour tout o: <  —d2,

G" > - / ( ( 0 ) a ( ( l  +  x4) -p )e x p ( -V 2 x )  > (p i(l +  x4) +  p /i(0 )o ;)exp(-\ /2x).

Soit a <  —6  :=  min(—0\, —6 2 ).
Considérons alors r0 tel que

T)(a) < r0, (5.222)
où on a posé

rtM  =  - p } [ (  0)o. (5.223)
On peut prendre par exemple

r„(a) =  ^(0)|o|. (5.224)
Un tel choix est possible, puisque le lemme 5.4.3 est vrai quelque soit tq >  0 et a < 0. 
Avec un tel choix de tq, on a l’inégalité

G'a >  (p i(l +  x4) -  r0)exp(-\ /2x).
En conclusion, nous avons montré qu’il existe 6 > 0, tel que, pour tout a <  pour 
r0(a) défini en (5.224), pour tout C(oc) vérifiant (5.155), il existe «o tel que, pour tout 
k <  /c0, et pour h >  0 tels que :

K2h =  2 ï ( l  +  ^ (Q:)/î2)î

la fonction - « _2/a — f a +  f% +  A\fa est négative pour tout x € [0, «  3]. 
Ceci achève la preuve de la proposition 5.4.6.
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5.4.2.3 Bilan des contraintes obtenues

Preuve du théorème 5.2.3
Faisons le bilan des conditions obtenues et précisons la façon dont les constantes vont 
être choisies.
Notons que [0, « “ à] H [—cln/c, +oo[^  0 pour k  assez petit. Par conséquent, les deux 
régions définies dans les propositions 5.4.4 et 5.4.6 se recouvrent.
Dans la région [0, /c—3], nous avons montré dans la proposition 5.4.6, que sous les condi­
tions a <  où 9 >  0, et (5.222), il existe ro(a), C (a ) et «o(a) tels que, pour tout 
k <  « 0(0 :), et pour h >  0 tels que

« 2/1 =  2 <(1 +  ^ \ /2 / c  +  C (a ) /c 2),

la fonction —k-2/ "  — /«  +  / „  +  A2af a est négative.
Dans la région [—cln « ,+ oo [, nous avons montré dans la proposition 5.4.4, que sous la 
condition

a < - 6, (5.225)

il existe «o tel que, pour tout «  <  «o, la fonction — K ~ 2f "  — f a +  fa  +  Â?af a est négative. 
Par conséquent, pour tout réel a tels que, a <  — max($, 6), pour tout r0(a) défini en 
(5.224) et C (a ) vérifiant (5.155), il existe Ko(<*) > 0 tel que, pour tout k < K0 ( a ) ,  f a 
soit une sous-solution de (GL)oo- Ceci achève la preuve du théorème 5.2.3.

Nous notons à présent la fonction f a par / S0U3.
La preuve du théorème 5.1.2 découle immédiatement du théorème 5.2.3.
Preuve du théorème 5.1.2
Remarquons que la fonction f sur =  1 est une sur-solution de (GL)oo.
D’après la proposition 5.2.2, f 30us <  1. D ’après [5] (voir la proposition 6.5 de cet article) 
et le théorème 5.2.3, on déduit qu’il existe C  et k0 >  0 tel que, pour tout k < Ko, pour 
tout h tels que

Kïh — 2 4 (1 +  —  v^2« +  C k2),

il existe une solution ( f K,A K) de (GL)00 telle que

fsous — fit ^  fsur•

Revenant à la définition de hsh(K) (voir la définition 3.8.2), on obtient alors l’inégalité 
(5.5), ce qui achève la preuve du théorème 5.1.2.

5.5 Problèmes ouverts et perspectives
La question fondamentale concernant le champ de surchauffe est de déterminer s’il 

est possible de généraliser les calculs effectués précédemment, afin de montrer que le 
champ de surchauffe est minoré par le développement formel en puissances de « 2, dont
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l’existence a été établi dans le chapitre 3.
Il semble que la démarche empruntée précédemment puisse se généraliser, notamment 
pour établir la proposition 5.3.1. La difficulté pour démontrer le cas général se situe dans 
le contrôle dans la région extérieure du signe de la fonction —k ~ 2 f " — /  +  / 3 +  A 2f .
Le deuxième point important est de déterminer une majoration du champ de surchauffe 
pour prouver la conjecture de H. Parr. Pour l’heure, le principal résultat a été établi par 
C. Bolley et B. Helffer qui ont montré dans [8], par une technique d’estimations a priori, 
le théorème
Théorèm e 5.5.1 II existe Ko et C tels que V/c €]0,«oL Pour tout h £ E, où E est 
défini en ( 1 . 1 0 ) ,  Vestimation suivante, quand k  -*  0, est vraie

nh2 < ^ -  +  0 ( f à ) .  
4

Pour démontrer la formule de H. Parr, il faudrait prouver la conjecture suivante. 
C onjecture 5.5.2 II existe k q  >  0 et C telles que, pour tout k  < k q ,  on ait l ’inégalité

Kh sh{K) <  2-4(1 +  ^ v ^ /c  +  C/c2). (5.226)
Où
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