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ABSTRACT:

In superconductivity, the states of a material submitted to an exterior magnetic field
are described as minima of a functional, introduced by Ginzburg-Landau.

In the particular case of an infinite film of thickness d, physicals simplifications permit
to reduce to the study of a functionnal

d

(F ) alf, )= [ [GF = w20+ A+ (A= B,

0

defined on the pairs (f, A) de H'(]0,d[)? such that A(d) = 0.
Here, & is the Ginzburg-Landau parameter, reflecting the properties of the material, and
h is the intensity of the exterior magnetic field.
Furthermore, when d is large, the physicists usually approximate by a limiting problem
on the interval [0, +oo[, putting d = +oc0 in the definition of the functional €; after a
renormalization obtained by adding the term (3 — h%)d.
The minimum of the functional ¢4 satisfy an Euler equation denoted by (GL)q4, which is
called in this context Ginzburg-Landau equation. We are interested in this thesis by the
discussion of the properties of these minima in function of the parameters «, h and d of
the problem. In particular, the analysis shows that there properties change dramatically
for some critical value of h. We consider the superheating field, defined as the supremum
of the set of the h’s such that there exist positives solutions of (G L)g.
Our thesis is mainly devoted to the analysis of the case d = +00 in the regime « small.
We show the existence and uniqueness of the solutions of the problem (GL)s for fixed
f(0), and for all k. Furthermore, we show the existence of a non minimizing solution to
the problem (GL)y for xd large and when the exterior magnetic field h is close to the
superheating field.
We construct as k — 0 a formal solution of the problem (GL). equation which leads
to a formal expansion of the corresponding superheating field. We then associate to this
formal solution a subsolution and this leads at an accurate version of the De Gennes-Parr
Formula.

KEY WORDS:
Nonlinear PDE’s, Ginzburg-Landau equation, superconductivity, critical field.
Codes MSC: 34E05, 35B50, 34A34, 35A05
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation physique du probléme

Cette these porte sur I’étude d’un modeéle de physique des supraconducteurs.

La supraconductivité de certains métaux est caractérisée a tres faible température par
la disparition de la résistance électrique et I’expulsion du champ magnétique extérieur
H. du métal. Un bon modéle pour les phénomémes de transition de phase est la théorie
de Ginzburg-Landau, qui décrit les propriétés électromagnétiques du matériel par la
donnée d’un potentiel magnétique A (H = curl A étant le champ magnétique) et une
fonction & valeur complexe 1. Le réel |1|? représente une probabilité de présence. Quand
I’échantillon est entiérement normal, || = 0 et le champ magnétique a l'intérieur du
matériel est égal au champ magnétique extérieur. D’autre part, quand 1’échantillon est
entiérement supraconducteur, [¢)| = 1 et le champ magnétique a l'intérieur du métal est
identiquement nul. Dans la théorie de Ginzburg-Landau, les états de I’échantillon sont
complétement déterminés par les minimas d’une énergie qui ne dépend que de ¥ et de
A. Dans le cas d’une plaque, on peut-décrire le phénomeéne physique par ’introduction
d’une fonctionnelle qui est définie sur (3, A) € H\(V) x H'(V;R®) ot V =] — £, £[xQ,
Q) étant un ouvert de R?, par:

o, A)) = 1 1
[ als@r1+ plw@)de + o [ 1(-inY — 2edyppde + 3 [ 1) - Ao,
(L.1)

ol a, 3, m, e, § sont des constantes qui dépendent de la température. Seul nous interesse
ici le cas ol a est strictement négatif et les autres constantes sont positives.

Dans le cas ou ’échantillon est une plaque infinie d’épaisseur constante, comprise entre
les plans ¢ = —d et z = d, il est classique de supposer que le champ magnétique exté-
rieur h est tangent & I’échantillon, donc que h = (0,0,%). Les physiciens affirment que
c’est avantageux énergétiquement. De plus, on suppose alors que 9 et A sont uniformes
dans les directions y et z. On peut alors choisir la jauge suivante: ¢ = f(z), fonction
d’une variable réelle, et A = A(z)e,, ot e, est le vecteur unitaire le long de la direction
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y. Dans ce cas, la fonctionnelle de Ginzburg-Landau représentant 1’énergie est donnée,
apres renormalisaton, par

d 4
)= [P+ (A =0+ P4+ T P
-d
Le parametre sans dimension « est appelé le parametre de Ginzburg-Landau. Les valeurs
de k déterminent le type de supraconducteur. & petit décrit ce qui est connu sous le nom
de supraconducteur de type 1 et k grand correspond aux supraconducteurs de type 2.
Plus précisement, pour un supraconducteur de type 1, il existe un champ magnétique
critique h, tel que si A < h., le matériel est entierement supraconducteur. Cet état ou
|f| = 1 est appelé 1’état Meissner et les solutions associées de (G.L.) solutions Meissner.
Si h > he, il n’y a plus de supraconductivité et le matériel est dit dans un état normal,
c’est-a-dire que f =0 et A’ = h.
Pour des supraconducteurs de type 2, la transition de phase est différente, et il y a
deux valeurs critiques pour le champ, h. et hg: pour A < h, le champ magnétique
extérieur est expulsé de ’échantillon, et il se produit un effet de Meissner comme pour
les supraconducteurs de type 1. Mais quand A croit depuis A, la supraconductivité n’est
pas détruite, puisque la phase supraconductrice et la phase normale coexistent sous la
forme de filaments et de vortex: un vortex est une zone de diametre ¢, au centre de
laquelle f s’annule. Puis, lorsque A croit, les vortex deviennent plus nombreux jusqu’a
ce que la valeur critique h., soit atteinte, valeur pour laquelle la supraconductivité est
détruite. Pour A > k., il n’y a pas supraconductivité, et le matériel est dit dans un état
normal.
Nous étudierons particulierement ici les solutions symétriques, c’est-a-dire les couples
(f,A) tels que f est paire et A impaire. Sous cette hypothese, nous réduisons notre
étude a l'intervalle | — d,0], puis nous renvoyons le domaine d’intégration intervenant
dans la définition de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau sur ]0,d[ par translation. La
fonctionnelle réduite €4 ainsi obtenue est alors définie par:

d
)= [ = P w7+ P A (4 = s, (1.2

sur les paires (f, A) de H*(]0,d|)? telles que A(d) = 0.
Un point critique de ¢4 satisfait les équations de Ginzburg-Landau données par

k7" — f+ 2P+ f A2 =0 sur ]0,d|, (1.3)
—A"+ Af? =0 sur ]0,d], '
avec les conditions aux limites:
f'(0)=0, f'(d)=0, A(0)=~h, A(d)=0. (1.4)

Dans tous les chapitres qui suivent, lorsque nous ferons allusion aux solutions(f, A;h)
de (1.3) vérifiant les conditions (1.4), nous parlerons de solutions du probleme (GL)j.
Nous introduisons la notation suivante, utilisée dans tous les chapitres qui suivent.

Notation 1.1.1 Le sous-ensemble de R, Rt désigne lintervalle 10, +oo].



1.1 Présentation physique du probléme

Quand ’épaisseur du film est grande, (dans le sens ou xd est grand), et que l’on ne
considére que des solutions symétriques, on approxime par un modele limite, légérement
différent, qui a été introduit par V. L. Ginzburg [14] et est appelé actuellement le modele
supraconducteur sur un demi-espace.

Pour obtenir formellement le probléme limite sur 'intervalle [0, +o0o[, nous posons d = + oo
dans la définition de la fonctionnelle (1.2) aprés une renormalisation obtenue en ajou-
tant le terme (1 — h%)d (voir [5] ou [8]). Nous obtenons alors la fonctionnelle définie sur
’ensemble des couples (f, A), tels que 1 — f € H'(R") et A € H'(R'), par:

alfy )= [TV + () + pare 80 cona)  (19)

ou h € [0,+o00[ et K € RY.

Par ce procédé, nous éliminons les solutions normales (exclues par la condition

(1—f) € H'(RY)), et faisons jouer un réle particulier aux solutions positives en imposant
la condition f — 1 quand z — oco. Nous éliminons également les solutions comportant
des vortex, qui sont analysées dans un contexte proche dans [3]. Une étude plus appro-
fondie a été menée sur le modele de Ginzburg-Landau bi-dimensionnel par S. Serfaty,
dans [24] et [26], puis par E. Sandier et S. Serfaty dans [23].

Une condition nécessaire pour que le couple (f, A) soit un point critique de €, est qu’il
soit solution des équations de Ginzburg-Landau:

—k2f"—f+ P+ fA? =0 sur RF (1.6)
—A" 4+ Af? =0 sur R* '

avec les conditions aux limites:

f'(0) =0, A'(0)=h,. zlgg f(z)=1 et }1_,1{.10 A(z) =0. (1.7)

Posons H = A’. On obtient le nouveau systéme pour le triplet (f, A, H) dans
(1- HY(RY)) x (H'(R"))*:
—K—Zf"—f+f3+A2f= 0
—A"+Af?=0 (1.8)
H=A

avec les conditions aux limites:

f(0)=0, H(0)=h, lim f(z)=1et lim A(z)=0. (1.9)

=0 Z—+00

Introduisons ’ensemble E C R* constitué des réels positifs 4 tels qu’il existe une solution
au probleme (1.8) et (1.9).

E ={h € R" tels que 3(f, A, H) sol. de (1.8) et (1.9)}. (1.10)
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C. Bolley et B. Helffer ont montré d’une part que E est un intervalle borné, de la
forme [0, A1), et que, d’autre part, de tels f sont toujours strictement positifs. (voir [7],
proposition 2.1)

Définition 1.1.2 Le champ de surchauffe, noté h**(x), est défini comme étant la borne
supérieure de l'intervalle E.

Dans tous les chapitres qui suivent, lorsque nous ferons allusion aux solutions(f, A;h)
de (1.6) vérifiant les conditions (1.7), nous parlerons de solution du probléeme (GL)y.

1.2 Résultats mathématiques

1.2.1 Chapitre 1II

Dans le second chapitre, nous allons en premier lieu rappeler brievement certaines
propriétés des solutions de (GL) et de (GL)3, utiles dans les démonstrations des théo-
remes établis dans les chapitres qui suivent.

Puis nous nous interéssons a la question de ’existence et de 'unicité d’un triplet (f, A; k)
solution du probléme (GL) et vérifiant de plus la condition f(0) = fo, fo €]0,1] donné.
Précisément, nous établissons le théoreme

Théoréme 1.2.1 Pour tout k > 0, et pour tout fo €]0,1], il existe une unique solution
(f,A;h) de (GL)oo telle que
f(O) = fo-

Afin d’établir le théoreme 1.2.1, nous procédons en deux étapes. Sur une suggestion
de C. Bolley, nous montrons dans un premier temps 1’unicité de la solution en nous
appuyant sur un principe de comparaison utilisé par Kwong dans [20]. Pour montrer
existence d’une solution, nous étudions l’existence des solutions du systeme (1.3) avec
les conditions aux limites

£0) = fo, F1(0)=0, f'(d)=0, A(d)=0, (1.11)

ou fo E]O, 1[

Nous montrons que, quelque soit fo €]0, 1], ce probléeme admet une solution (f4, A4, ha),
avec fg > 0, puis nous extrayons des sous-suites de (f4, A4, ha) qui convergent sur tout
intervalle borné lorsque d tend vers l'infini. Nous obtenons ainsi 1’existence d’une so-
lution de (GL)s telle que f(0) = fo. La difficulté du passage a la limite réside dans
I’obtention d’estimations a priori des normes dans H?(]0,d[) des fonctions 1 — f; et Aj.
Pour obtenir ces estimations, nous sommes conduits a montrer une estimation a priori
de hq, indépendante de d. Certaines de ces estimations ont été obtenues par C. Bolley,
F. Foucher et B. Helffer dans [10].

Publication
Ce résultat a fait I’objet d’un article en collaboration avec Catherine Bolley, a paraitre
dans Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications.
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1.2.2 Chapitre III

Dans le troisieme chapitre, inspirés au départ par le travail de Dorsey, Dolgert et
Di Bartolo (voir [19]), nous construisons des solutions en un sens formel du systéme
de Ginzburg-Landau, sous I’hypothése k petit. Nous construisons une solution formelle
extérieure, qui est constituée d’un triplet (F¢, A%, H¢), ou

Fo(z;5) = Fe(kz; k), A%(z;k) = A°(kz;k), H°(x;k)= H®(ke;K)

avec
Fe(z'; k) = Zﬁ(x')mi, A%(z'; k) Z (2, He(a'; k) Zfl,-(w')fsi, (1.12)
0 0 0

pourz’ >0.
Le triplet (F'¢, A®, H®) est solution formelle du systéme différentiel

- f?’~+ F34+F A2 =0 sur Rt
—k2A" + AF? =0 sur RY (1.13)
H = kA sur Rt

avec les conditions aux limites & ’infini:

lim F(z')=1et lim A(z')=0. (1.14)

z! =400 z'—+400

Puis on construit une solution nommeée intérieure, vérifiant le systéme et les conditions
aux limites en zéro: elle aura comme fonction de bien approcher la solution pres de
Porigine. On sait d’aprés la formule de De Gennes (voir [13]), dont la démonstration
rigoureuse a été donnée par C. Bolley et B. Helffer dans [5] et [8] que:

lim k2h** (k) = 275, (1.15)

k=0

Cette égalité suggere de chercher A sous la forme:
A(z) = £7Q(z). (1.16)
Tenant compte de ce changement de variable, le systeme (1.8) devient:

"= kQf + R’ (f — f2) =0
Q" - fQ=0 (1.17)
kiH =@,

avec les conditions aux limites:

f'(0) =0, £72Q'(0) = h. (1.18)
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On cherche la solution intérieure (F*, Q*, H) sous la forme
. m . . b . . 1 b -
Fin Z F&', Q' ~ Z Qir' et H' ~ k™2 Z H;k', (1.19)
0 0 0

ou F;, Q; et H; sont des fonctions définies sur R* de classe C.

L’une des difficultés dans la construction d’une “vraie” solution formelle réside dans
le raccordement de la solution extérieure et intérieure. Nous définissons une notion de
raccordement des solutions intérieure et extérieure a ’ordre n. La technique utilisée
pour effectuer ce raccordement est celle du matching. Elle est due dans un cadre trés
général & M. van Dyke. (voir ([28])). Nous démontrons que la procédure de recollement
proposée est d’une part naturelle et d’autre part conduit & un systéme infini d’équations
algébriques. Nous montrons que ce systéme admet des solutions, puis nous précisons
sous quelles conditions nous pouvons effectuer le raccordement des solutions extérieure
et intérieure a ’ordre n. Nous introduisons alors la définition

Définition 1.2.2 Une solution formelle du systéme de Ginzburg-Landau (1.8) avec
conditions auz limites (1.9), est la donnée d’une paire ((F°,Q°, He); (F*,Q, H')) com-
posée d’une solution formelle extérieure et intérieure dont on a effectué le raccordement
a tout ordre.

Nous établissons le théoreme

Théoréme 1.2.3 Etant donné un réel t €]0,1][, il existe une unique solution formelle
des équations de Ginzburg-Landau vérifiant formellement les conditions auz limites

Fi(0,k) ~ t, (F')(0,5) ~ 0,

précisement,

lim; o0 fo(z,6) =1, limpoe fi(z,6) =0, Vi€ N,

limgyeo gi(z,6) =0, Vj€ N. (1.21)

La condition initiale H'(0, k), dont la dépendance par rapport au paramétret est exprimée
sous la forme H*(0, k;t), se représente de maniére unique sous forme d’une série formelle

. l 1 . 1 7 hd
en puissances de k2 & coefficients de classe C*° par rapport @ ¢, notés ¢;, définis sur

10,1 :
H(0,r;t) = %Z@(t (1.22)

De plus, le terme principal ¢ admet un unique mazimum sur |0,1[ atteint au point
t = to. Ce mazimum est non dégénéré, c’est-a-dire tel que

¢o(to) =0, @g(to) <

En considérant, par un théoréme des fonctions implicites formel, les zéros de
t = (0,H')(0, x;t), nous définissons une notion de maximum d’une série formelle dont
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le terme principal admet un unique maximum non dégénéré.

Nous appliquons alors ce théoréeme de maximisation a la série formelle définie en (1.22),
et ainsi nous obtenons un développement formel de A**(k) en puissances de k7, candidat
naturel pour constituer le développement asymptotique du champ de surchauffe. Nous
répondons ainsi & une question restée en suspens dans ’article de Dorsey, Dolgert et Di
Bartolo (voir [19]).

1.2.3 Chapitre IV

Dans ce chapitre, nous montrons en premier lieu un théoréme d’existence de solution
de (GL)3. Nous prouvons le théoréme
Théoréme 1.2.4 Soit n >0, € €]0,1[ et (,d1) €]0,1[%, \—/1; <dp<d <1
Il eziste ko > 0 telle que pour (k,d) satisfaisant k < Ko et kd > k™", pour fo € [bo, 61]
et pour h > 0 tels que

kh? =25 f3(1 - f2), (1.23)

il existe un couple (f, A) solution de (GL)3.
De plus, il existe C(&o) > 0 telle que cette fonction f vérifie I’inégalité en zéro

1£(0) — fol < C(Bo)s=. (1.24)

Puis nous montrons que le probleme (GL)j admet, pour des valeurs de h comprise entre
-1—2 et 2‘%&‘%, pour xd assez grand et x petit, une solution (f, A) non minimisante.
Nous établissons le théoreme

Théoréme 1.2.5 Soit (&1,62) G]%, 1[2 et n > 0. Il eziste ko > 0 telle que, pour (k,d)
satisfaisant k < ko et kd > k™", pour fo € [81,82] et A > 715 tel que kh? = /2f3(1— f3),
il existe une solution (f, A;h) de (GL); qui ne correspond pas a un minimum local.

La démonstration du théoréme 1.2.4 repose sur la construction de sur et sous-solution.
Rappelons la définition d’une sous-solution de (GL)j.

Définition 1.2.6 Un triplet (f, A, h) est nommé sous-solution du probléme différentiel
(GL)3 sl satisfait les conditions

{ —n 2"+ f(=1+ [+ A%) <0, Ve e[0,d], (1.25)
f(0)=0, f(d)=0 '
ou A est l'unique solution dans H*([0,d]) de
— A" + f2A — 0’
{ A(0) = h, A(d) = 0. (1.26)

Nous dirons plus briévement (et par abus de langage) que f est une sous-solution de
(GL)3, st le triplet (f,A;h) avec A solution de (1.26) est sous-solution.

De maniére analogue, on dira que (f, A, h) est une sur-solution si (f, A, h) vérifie l'in-
égalité inverse dans (1.25).
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Pour construire une sous-solution et une sur-solution, nous nous appuyons sur une
construction de sous-solution obtenue prés du champ de surchauffe par C. Bolley, F. Fou-
cher et B. Helffer (voir [10]). Toutefois, notre sous-solution est construite ici pour per-
metre d’approcher de maniére plus précise la vraie solution.

Pour démontrer le théoreme 1.2.5, nous considérons la restriction de la fonctionnnelle ¢4 a
un convexe fermé de la forme C,, = {(f, A) € H([0,d])?, tel que f > a >0, A(d) = 0},
ol «a est choisi de maniere convenable. La restriction de ¢; a C, est semi-bornée infé-
rieurement. Nous montrons alors que €¢; admet deux minima locaux dans C,, d’énergie
différentes. Nous montrons également qu’elle vérifie la condition de Palais Smale (PS)c,
sur C,. Appliquant une variante du lemme du col (voir [27]), nous concluons qu’il existe
(f, A) appartenant a C,, point critique de €4, qui n’est pas un minimum local. Pour
conclure la preuve du théoreme 1.2.5, nous montrons que le couple (f, A) est solution de
(GL)3, en suivant le schéma d’une démonstration due a T. Giorgi, S. Alama, L. Bronsard
(voir [22]).

1.2.4 Chapitre V

Le cinquiéme chapitre est consacré a l’étude asymptotique du champ de surchauffe
quand & tend vers 0. Rappelons brievement quel est I’avancement des travaux sur cette
question.

C. Bolley et B. Helffer ont établi dans [5] et [8] la formule de de Gennes (voir [13])
: L, sh - —‘Z—’
'lcl_r)%mh (k) =271, (1.27)

Dans [21], H. Parr a proposé sur la base d’arguments heuristiques difficiles a justifier
mathématiquement la formule plus générale:

3 1

Rh =2"5k72(1 + ;—;\/in + o(k)). (1.28)

En nous appuyant sur une technique de construction de sous et sur-solution, nous éta-
blissons dans ce chapitre le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.7 [l existe C < 0 et ko > 0 tels que, pour tout k < Ko, on ait 'inégalité
1
&%hSh(f‘C) > 2'%(1 + 3—;—\/5& + Ck?). (1.29)

Rappelons la définition d’une sous-solution de (GL)q.
Définition 1.2.8 Un triplet (f, A, h) est nommé sous-solution du probléme différentiel
(GL)& s’il satisfait les conditions

—k72f" + f(=1+ f2+ A?) <0, Yz R,

(1= f) € H2(J0,00[), f'(0) =0 (1.30)
ot A est l'unique solution dans H?(]0,00]) de
AN F2A
{ A’?O)J;fh.A ) (1.31)
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Par définition, on dira que (f, A, h) est une sur-solution si (f,A,h) vérifie ’inégalité
inverse dans (1.30).

Les solutions formelles au sens de Van Dyke construites au chapitre II fournissent des
candidats naturels pour construire des sur et sous-solution du probléme (GL).

Pour construire des solutions approchées de (GL), au sens de Van Dyke, nous suivons
la méthode utilisée par Dorsey, Dolgert et Di Bartolo, dite du "matching” (voir [19]).
Afin de présenter rapidemment cette méthode, introduisons la définition :

Définition 1.2.9 La solution intérieure tronquée a [’ordre n, est définie comme étant
égale a 3¢ Fix', ou F; a été définie en (1.19). Nous la noterons F“(". La solution
extérieure tronquée a 'ordre n est définie comme étant égale a

Fo)(z; ) = Fo() (kz) := S0 fi(ka)s' ot f; a été définie en (1.12). Nous la noterons
Fo(), On désigne par F*"(") la partie polynomiale de F*>(™),

D’une maniére générale, lorqu’on a effectué le raccordement modulo O(k") des solutions
formelles intérieure et extérieure, on peut construire une solution approchée au sens de
Van Dyke, notée (f*»("), A»4() en procédant de la maniére suivante. Pour f*4( on
considére la fonction obtenue en sommant la fonction F#("+1) := """ Fixi 3 1a fonction
Feo) .= E?:OI Fik', et en retranchant & cette somme la partie polynoémiale de F(*+1)
notée FPob(nt1),

Pour A*»(") étant donné que la solution formelle A°(z'; k) définie en (1.12) est nulle (ce
résultat est démontré dans le chapitre II), on prend pour valeur de A**(™) la solution
intérieure tronquée a ’ordre n,

n
A0 1= 3 Y Qo)
0

ou Q); a été défini en (1.19).

Posons la définition

Définition 1.2.10 Soit n € N*.

On appelle solution de (GL)s au sens de Van Dyke d’ordre n, le couple de fonctions
(fra(m) ) Av4(™)) définies par

) (25 k) := Fo™)(z; ) + FHH)(g;5) — FPbH) (g ), (1.32)

oti les fonctions F&"(z; k), Fo("t)(z; k) et FPh("+1) ont été définies dans la définition
1.2.9, et

n
AN (2, k) = 675 Y Qil)K (1.33)

0
ou Q; a €té défini en (1.19).
L’essentiel de ce chapitre est consacré & la construction d’une sous-solution de (GL)s a
partir du couple (f*#(?), A*4(?)). La démonstration du théoréme 1.2.7 est un corollaire
immédiat de cette construction.
La méthode de Van Dyke s’applique remarquablement dans notre situation, mais avec de
réelles difficultés techniques. L’un des aspects cruciaux de cette construction est qu’elle
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fournit une fonction explicite qui est une bonne approximation dans une région de la
forme [0,x?], 8 > 0, de la solution de 1’équation —A” + Af? = 0. Ceci nous permet
d’obtenir une minoration suffisamment précise de A, puis d’en déduire une majoration
de A%f. Obtenir cette majoration est I’'une des difficultés majeures qui apparait dans la
construction de la sous-solution.

Pour démontrer la formule de H. Parr donnée en (1.28), il faut établir une majoration
du champ de surchauffe. Il faudrait montrer qu’il existe des réels kg et C tels que, pour
tout k < ko, on ait I'inégalité

RER (k) < 27F(1 + 3%55 +CR?).

Ceci reste un probléme ouvert.



Bibliographie

[1] A. Aftalion et W. C. Troy.
On the solutions of the one-dimensional Ginzburg-Landau equations for supercon-
ductivity.
Physica D 132, No. 1-2, p. 214-232, 1999.
[2] A. Aftalion et W. C. Troy.
Uniqueness of solutions of the Ginzburg-Landau system for thin films.
Preprint LMENS, 1999.
[3] F. Bethuel et T. Riviére.
Vortices for a variational problem related to superconductivity.
Amn. Inst. Henri Poincaré, Anal. non linéaire 12, No. 3, p. 2438-303, 1993.
[4] C. Bolley et P. Del Castillo
Existence and uniqueness for the half-space Ginzburg-Landau model.
A paraitre dans Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications.
[5] C. Bolley et B. Helffer.

Rigorous results for the Ginzburg-Landau equations associated to a superconducting
film in the weak x limit.

Reviews in Mathematical Physics, vol. 8, No. 1, p. 43-83, 1996.
[6] C. Bolley et B. Helffer.

Rigorous results on the Ginzburg-Landau models in a film submitted to an exterior
magnetic field.

Part I. Nonlinear Studies No. 3, p. 1-29, 1996.

[7] C. Bolley et B. Helffer.

Upper bound for the solution of the Ginzburg-Landau equations in a semi-infinite
superconducting field and applications to the superheating field in the large
regime.

Furopean Journal of Applied Mathematics, Vol. 8, p. 347-367, 1997.

[8] C. Bolley et B. Helffer.

Proof of the De Gennes formula for the superheating field in the weak « limit.

Annales de UInstitut Henri Poincaré (section analyse non linéaire), Vol. 14, No. 5,
p. 597-613, 1997.

[9] C. Bolley et B. Helffer.



16

BIBLIOGRAPHIE

Superheating field in a semi-infinite film in the weak x limit : numerical results an
approximate models.
Mathematical modelling and numerical analysis, Vol. 81, No 1, p. 121-165, No-
vembre 1997.
[10] C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer.
Superheating field for the Ginzburg-Landau equations in the case of a large bounded
interval.
A paraitre dans J. Math. Phys. (2000) .
[11] S. J. Chapman.
Asymptotic analysis of the Ginzburg-Landau model of superconductivity: Reduc-
tion to a free boundary model.
Lakshmikantham, 5.(ed), World congress of nonlinear analysts’92. Proceedings of
the first world congress, Tampa, FL, USA, August 19-26, 1992.
[12] S. J. Chapman.
Superheating field of type II superconductors.
Siam J. Appl. Math., Vol. 55, No 5, p. 1233-1258, 1995.
[13] P. G. de Gennes.
Superconductivity: selected topics in solid state physics and theoretical Physics.
Proc. of 8 th Latin american school of physics, Caracas, 1966.
[14] V.L. Ginzburg.
”On the theory of superconductivity”.
Nuovo Cimento 2, p. 1234, 1955.
[15] V. L. Ginzburg.
On the destruction and the onset of superconductivity in a magnetic field.
Soviet Physics JETP 7, 78, 1958.
[16] V. L. Ginzburg et L.D. Landau.
”On the theory of superconductivity”.
Zh. Eksperim. i teor. Fiz. 20 1950, p. 1064-1082
English translation in Men of Physics: L. D. Landau, I, Ed. by D. Ter Harr,
Pergamon ozford, 1965, p. 138-167., 1965.
[17] The Orsay group.
Quantum Fluids.
ed. D. F. Brewer, p.26, Amsterdam, North Holland, 1966.
[18] D.S. McLachlan, H.J. Fink et B. Rothberg-Bibby.
First and second order phase transitions of moderately small superconductor in a
magnetic field.
North-Holland, 1978.
[19] T. Dorsey, J. Dolgert et Di Bartolo.
Superheating fields of superconductors: Asymptotic analysis and numerical results.
Physical Review B, vol. 53, No 9, 1996.
Erratum: Vol. 56, No. 5, 1997.



BIBLIOGRAPHIE

[20] M.K. Kwong.
On the one-dimensional Ginzburg-Landau BVPs.
Diff. Int. Equations 8, p. 1395-1405, 1995.
[21] H. Parr.
Superconductive superheating field for finite .
Z. Physik B25, p. 359-361, 1976.
[22] S. Alama, L. Bronsard et T. Giorgi.
Uniqueness of symmetric vortex solutions in the Ginzburg-Landau model of super-
conductivity.
J. Funct. Anal. 167, No. 2, p. 399-424, 1999
[23] E. Sandier et S. Serfaty.
Global minimizers for the Ginzburg-Landau functional below the first critical ma-
gnetic field.
Annales de UInstitut Henri Poincaré, Analyse non linéaire
[24] S. Serfaty.
Stable configurations in superconductivity: uniqueness, multiplicity, and vortex-
nucleation.
Archive for Rational Mechanics and Analysis 149, No. 4, p. 329-365, 1999
[25] S. Serfaty.
Local minimizers for the Ginzburg-Landau energy near critical magnetic field:
Part 1.
Commun. Contemp. Math. 1, No. 2, p. 213-254, 1999
[26] S. Serfaty.
Local minimizers for the Ginzburg-Landau energy near critical magnetic field:
Part II.
Archive for rational mechanics and analysis, November 1998.
[27] M. Struwe.
Variational methods.
Springer, Berlin, 1990.
[28] M. van Dyke.
Perturbation methods in fluid mechanics.
Academic Press, Stanford CA, 1975.






Chapitre 2

Existence et unicité des solutions
des équations de Ginzburg-Landau
sur un espace semi-infini

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons tout d’abord quelques propriétés des solutions de
(GL)j et de (GL)w, utiles dans les chapitres suivants, puis nous étudions le probleme
d’existence et d’unicité des solutions du systéme (GL)o a f(0) fixé.

L’objectif de ce chapitre est d’établir une conjecture énoncée par C. Bolley et B. Helffer
dans [9] sous la forme suivante:
Conjecture 2.1.1 L’ensemble dans R" x R défini par

¥ = {(£(0),4'(0)) | (f,A) solution de (GL)s}

est le graphe d’une fonction o de R* dans R".
Dans les sections 2.3 et 2.5, afin de prouver la conjecture 2.1.1, nous établissons le
théoreme

Théoréme 2.1.2 Pour tout k > 0, et pour tout fo €]0,1], il eziste une unique solution
(f,A;h) de (GL) telle que
f(0) = fo.

Afin d’établir le théoréme 2.1.2, nous procédons en deux étapes. Nous montrons dans
un premier temps l'unicité de la solution en nous appuyant sur un principe de com-
paraison utilisé par Kwong dans [10]. Nous montrons que s’il existait deux solutions
distinctes, (f1, A1, h1) et (f2, Az, h2) telles que f1(0) = f2(0), avec hy < hy, alors f) < f;
et fi < f5 sur R*. Ces inégalités nous conduisent & une contradiction avec le fait que
fi = 1 quand z — 400, (i € {1,2}).

Pour montrer ’existence d’une solution, nous étudions ’existence des solutions du sys-
téme (1.3) avec les conditions aux limites

f(O) = fO’ f’(O) = Oa f,(d) = 07 A(d) = 0’ (21)
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ou fo E]O, 1[.

Nous montrons que, quelque soit fo €]0, 1], ce probléme admet une solution (fg, Aq4, hq),
avec fy > 0, puis nous extrayons des sous-suites de (f4,, Ad,,hq,) qui convergent sur
tout intervalle borné lorsque n tend vers l'infini. Nous obtenons ainsi l’existence d’une
solution de (GL)s telle que f(0) = fo. La difficulté du passage a la limite réside dans
I'obtention d’estimations a priori des normes dans H?(]0,d[) des fonctions 1 — f; et A4
bien controlées par rapport au parametre d. Pour obtenir ces estimations, nous sommes
conduit & montrer en particulier une estimation a priori de hy, indépendante de d.
Certaines de ces estimations ont été obtenues par C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer
dans [3], mais nous avons été conduits a les étendre dans d’autres situations, dans le cas
k>1.

Rappelons que la courbe de De Gennes a pour équation :

N

h(x) = k7225 F(0)(1 — £(0)?)5.

Notons que d’apres la proposition 6.2 p.12 dans [9], la courbe de De Gennes et le graphe
de o ont les positions relatives suivantes :

A\

f(0)

1 h
Va2

F1G. 2.1 - La courbe de De Gennes et le graphe de o
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2.2 Propriétés des solutions de (GL); et (GL)w

2.2.1 Propriétés des solutions symétriques sur [0, d]

Rappelons que C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer ont établi certaines propriétés des

solutions de (GL)3 (voir [3] et [6]) (dont certaines sont classiques).
Proposition 2.2.1 Soient (k,d) € (]0,+o00()>.
Pour toutes solutions (f, A,h) de (GL)3, nous avons:

IfI<1, Vze[0,d],

et

(@) < %(1 — (2)) + A'(d), Yz € [0,d)

St de plus, on suppose que f >0 sur [0,d],
alors [ est décroissante sur [0, d],

et la fonction A vérifient les propriétés:
sinh(d — z) <
coshd

h sinh(f(0)(d — z))
(0)  cosh(f(0)d)
2v/2h 1

Zafo)f P/, Ve e lod

2\/2h 1

T P O, Ve 0.d)

h

—A(:L‘) S f ) Vl‘ € [OadL

— Afz) <

De plus,

Al(z) <

2.2.2 Propriétés des solutions de (GL)

Effectuons quelques rappels sur les propriétés des points critiques de la fonctionnelle
€ définie en (1.5). Si (f, A) est un infimum de €, ce couple est solution de (1.6) et

vérifie les propriétés suivantes:

1. Les fonctions f et A sont indéfiniment dérivables.

2.S51h>0,0n a: L
0< A'(z)<h, VzeR?

et par conséquent A est strictement négative.
3. La fonction f est strictement croissante et strictement positive.

On a les inégalités:
0< f<l.

4. Les fonctions f et A sont liées en tout point de R* par Iégalité d’énergie:

fi_z(f/)z + (A/)Z — f2A2 + (1 _2f2)2.

On trouvera la démonstration de ces propriétés dans [4] et [5].

(2.8)
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2.3 Unicité de la solution du probléme (GL)

C. Bolley! a montré 'unicité de la solution du probléme (GL)y,. Plus précisément,
cet auteur a établi la proposition suivante, dont nous allons donner une démonstration
simplifiée.

Proposition 2.3.1 Pour tout s > 0, et pour tout fo €]0,1], il eziste au plus une solution
(f,A; h) pour le systéme (GL)o telle que:

f(0) = fo.

2.3.1 Rappel

Rappelons le lemme de comparaison de Sturm (voir [10]):

Lemme 2.3.2 Soient P et Q, deuz fonctions continues définies sur [c,d] telles que

P<Q, P#Q. (2.11)

Soit y une fonction solution de y” + Py = 0 dans [c,d] et Y une fonction solution de
Y"+ QY =0 dans[c,d].

Supposons Y et y strictement positives, et

W@ = YO (212)
Alors on a linégalité @ v
y ' _
@ < Y@ (213)
Si de plus,
y(c) <Y (c) (2.14)
alors
y(d) < Y(d) et y'(d) < Y'(d). (2.15)
Preuve
Soit z > c.

Multiplions I’équation y” + Py = 0 par Y et ’équation Y” 4+ QY = 0 par y. Intégrons
les égalités ainsi obtenues entre ¢ et x et soustrayons-les membre a membre.
On obtient alors:

/TMY—ww+w—Qmmw=u

On a l’égalité

/ WY - Yyt = (yY)(e) - (0Y)(@) - (WY )(O) + WY)(e).

1. Communication personnelle
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Par hypothese, comme P < Q,y>0et Y >0,

/ "(P-QuY)dt <.

On a donc
YY) (2) — (y¥Y")(z) = W'Y)(c) + (y¥Y")(c) <0,
et compte-tenu de (2.12), on déduit que

(Y'Y)(z) - (yY')(z) <0, Vz € [c,d]. (2.16)

Prenant z = d, on obtient la premiére assertion du lemme 2.3.2.
De (2.16), on déduit que

Yoy o Yy=ov¥ ce le
(7@ 7 ()20, Vae od.

De (2.14) et du fait que % est croissante, on déduit que

>1, Vz€led].

De plus, si on avait y = Y/, alors on obtiendrait P = ). Comme par hypothese, P # @,
on ay # Y. On en déduit 'inégalité y(d) < Y(d).
Ceci acheve la preuve du lemme 2.3.2.

2.3.2 Monotonie de la solution de (GL) a f; fixé

Nous allons appliquer le lemme 2.3.2 au systéeme (GL)o.
La preuve de la proposition 2.3.1 s’appuie sur un lemme dia a C. Bolley, dont nous
donnons ici un énoncé et une démonstration simplifiés.
Lemme 2.3.3 Soient x > 0 et fo €]0,1].
Sotent (f1, A1, k1) et (f2, A2, h2), deuz solutions de (GL) telles que

f1(0) = £2(0) = fo.

Supposons que 0 < hy < hy, alors pour tout z € R, on a les inégalités
filz) < fa(z), fi(z) < falz), —Ai(z) < —Az(2). (2.17)

Preuve
Utilisant 1’égalité d’énergie (2.10) au point z = 0 et ’inégalité h; < ha, nous déduisons
linégalité

0< -Al(O) < '—A2(0) (218)
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Appliquons le lemme de comparaison de Sturm (lemme 2.3.2). Considérons les deux
équations

Y1 + Py =0 (2.19)
ou
P:=«*(-1+ fI + A}),
et
Y2 + Qyz =0 (2.20)
ou

Q= (=1+f3 + 43).
Compte-tenu de (2.18), on déduit qu’il existe zo > 0 tel que,

- Al(l') < —AQ(ZII), Vz € [O,CE()[. (221)
De 'inégalité (2.21), et du fait que f1(0) = f2(0), on déduit qu’il existe z; > 0 tel que
P(z) < Q(z), VY z €[0,z4].

Appliquons le lemme de Sturm sur 'intervalle [0, z;[. D’aprés le rappel 2.2.2. (voir la
troisieme propriété), les fonctions f; et f sont strictement positives. Comme f{(0) =
f5(0) =0 et f1(0) = f2(0) = fo, les hypotheses (2.12) et (2.14) du lemme sont vérifiées.
Donc, compte-tenu du lemme de Sturm, Vz €]0,z1[, 0 < fi(z) < f2(z), et prenant en
compte (2.21), on obtient

0 < fi(z) < fulz),
{ 0 < —Ai(z) < —Az(z), (2.22)

sur |0, z4[.

Différentes éventualités sont alors a considérer.

i. fi(z1) = fa(z1), avec Ai(z1) # As(z1),
1. Ai(z1) = Aa(z1), avec fi(z1) # fo(z1),
ii1. fi(z1) = fao(z1), avec Ai(zy) = As(zy).

Les éventualités i. et i77. ne peuvent pas se produire en raison du lemme de Sturm.

En effet, sous les hypothéses i. ou #:i., nous pouvons appliquer le lemme de Sturm sur
I'intervalle [0, z,].

Sur cet intervalle, on a l'inégalité P(z) < Q(z), et comme f1(0) = f2(0), il en résulte
que fi(z) < f2(z), Vz €]0,z4].

Il reste a écarter ’éventualité ii.

Soit u := A; — A,. Alors u satisfait

u' = ffu+ (ff = fj)Az sur RY,
u(0) = A;(0) — A3(0) > 0, (2.23)
w'(0) = hy — hy < 0.
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D’apres (2.22), la fonction A, est négative et comme par ailleurs,
f2 < f2 sur |0, z1[, nous avons

u" > fiu sur )0,z

Maintenant, nous savons d’aprés le rappel sur les propriétés d’une solution de (GL)s
(troisieme propriété, sous-section 2.2.2), que la fonction f; est croissante et par définition
de z;, u est strictement positive sur ]0, z;[. Nous avons donc:

u”’ > f2(0)u sur ]0,z,].
Nous pouvons comparer u sur 0, z;[ avec uy, la solution de
ulll = f02u1,
u1(0) = u(0), (2.24)
uy(0) = %'(0),

ot fo = f1(0).

Nous avons u > u; sur [0, :cl] (u et u; sont continues) avec

u1(z) = u(0) cosh( foz) + u’JE;)) sinh( foz).

Nous allons maintenant prouver que u; est une fonction strictement positive sur [0, +o0[.

Comme u/(0) < 0, il est suffisant de montrer que
w'(0)
u(0) > — ,

© fo

qui est équivalent a

—foA2(0) + foA1(0) > hy — hy.

Ceci nous conduit a étudier la fonction

g:heg(h):= \/h2 - %(1 - f3)%,
pour fo €]0,1] et définie quand h € [%(1 — f2), +o0].
Nous avons pour h €]7=(1 — fg), +oo:

oy h
U ey D

g(h2) — g(h1)

h2 - hl
conséquent, on a u(z;) > 0, ce qui démontre que ’égalité A;(z;) = Az(z1) est impossible.
L’éventualité 7:. est donc écartée et le lemme 2.3.3 est ainsi prouvé.

1.

Nous obtenons ainsi > 1 pour hy > h; et donc u; > 0 sur [0, +oco[. Par
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2.3.3 Preuve de la proposition 2.3.1

Soient (f1, A1, h1) et (f2, A2, he) deux solutions de (GL)s avec f1(0) = f2(0) = fo et
hy < ha,.

D’apres le lemme 2.3.3, on a les inégalités, valables sur R*

(@) i< fo, (b) fi<fa (2.25)

Considérons la fonction g(z) := (fi — f2)(z).

Comme f; — 1 quand z — 400 (i=1,2), on en déduit que g — 0 quand z — +o0. De
plus, g(0) = 0, et, d’apres (2.25), g > 0 sur R*.

Il résulte du théoréme de Rolle qu'’il existe ¢ €]0, 400 tel que ¢’(c) = 0, ce qui contredit
(2.25) ) et acheve la preuve de la proposition 2.3.1.

2.4 Existence d’une solution sur [0, d]

Afin de montrer ’existence d’une solution de (GL)s a fo fixé, nous allons montrer
dans un premier temps un résultat d’existence de solution positive (c’est-a-dire telle que
f > 0) du probleme (GL)j, puis montrer comment construire une solution sur [0, +oo],
en faisant tendre d vers I'infini. Nous allons montrer la proposition :

Proposition 2.4.1 Soit (k,d) € (]0,+o0[)%. Alors, pour tout fo €]0,1], il eziste au
moins une solution (f, A;h) positive de (GL)] telle que

f(O) = fo.

Pour montrer la proposition 2.4.1, nous allons nous appuyer sur un résultat d’existence
des solutions des équations de Ginzburg-Landau du a M.K. Kwong, établi dans un cadre
proche du nétre.

Dans [10], cet auteur considére le systéme (1.3) avec les conditions aux limites:

F(0) =B, £(0)=0, A(0)=a, A(0)=0. (2.26)

Etant donné (8,a) €]0,1[xR*, il existe une unique solution maximale de (1.3)-(2.26)
définie sur un intervalle de la forme (3, @) = [0, Traz(8, @)[. Pour (8, ) €]0, [xR* et
z € I(B3,a), notons par (f(z;0, ), A(z; 3, a)) cette solution. Dans [10], M. K. Kwong
prouve le théoreme:
Théoréeme 2.4.2 Etant donné un réel B €]0,1], il existe un unique o > 0 tel que le
systéme (1.8) admette une solution positive vérifiant (2.26) et la condition f'(d) = 0.
De plus, lapplication qui 6 8 associe o) est une fonction continue et décroissante sur
10,1, telle que

;lalircll a(B) >0 et }31_13 a(B) =0. (2.27)

Considérons f, €]0, 1], et le couple (8o, o) ot g := a(fo)-
D’apres le théoréme 2.4.2, I(Bo, o) = [0, d].
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D’aprés un résultat classique d’existence de solution d’équation différentielle dépendant
d’un parametre, il existe un voisinage V(8o, a0), tel que, pour tout (3, ) dans ce voisi-
nage, les solutions de (1.3)-(2.26) sont définies sur un intervalle (3, &) = [0, Tinez(5, )]
tel que Trez(B, @) > d.

Pour z € [0,d] et pour (a,3) € V(Bo,0), les applications z — f(z;08,c) et z —
A(z; B, ) sont bien définies, et de plus continues au point (8o, o).

En particulier, I’application (3,a) — f(d; 3, @) est continue sur ]0, 1[xR*.

Afin d’établir la proposition 2.4.1, montrons la proposition

Proposition 2.4.3 Soit (f(.,5,(8)), A(.,8,a(8))) une solution de (1.3) et (2.26).
Etant donné v €]0,1[, il eziste un réel B €]0,1{ vérifiant I’égalité

f(d; B,a(B)) = . (2.28)

Afin d’établir la proposition 2.4.3, montrons la proposition suivante, dont la preuve
est analogue a celle de la proposition 6.4 dans [4].

Proposition 2.4.4 Pour tout k > 0, il existe a9 > 0 tel que, pour tout a € [0, g, 1l

A PN

eziste une solution (f(z;a), A(z;a)) de (1.3) satisfaisant les conditions auz limites
f’(O; a) =0, f’(d; a) =0, A'(0;0) = a et A(O;a) =0.
Cette famille de solution est de classe C' par rapport ¢ o, et satisfait
(£(2;0), A(=;0) = (1,0).

Preuve —
Considérons I’application ¢ définie sur V; x V; & valeur dans L%(]0, +oo[)? x R*, par

(f,A) = ¢(f,A) = (9, B, @)

avec
g=—fi'2f”—f+f3+A2f
B=_All+f2A
a=A(0)

et avec

Vi ={f e H*([0,d])| f'(0) =0, f'(d) =0}
V2 = {A € H*([0,d])| A(0) = 0}.
Une solution des équations de Ginzburg-Landau telle que A’(0) = a correspond a 1’équa-
tion:
¢(f7 A) = (0’ 07 a)'

Notons que

¢(1,0) = (0,0,0).
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Dans le but d’appliquer le théoreme d’inversion locale, nous avons juste a calculer la
dérivée de ’application ¢ au point (f = 1,A = 0), qui est donnée sur V; x V; par:

dd(1,0)(0f,64) = (—x7*(6f)" +26f, —(3A4)" + 64, (84)(0)).

Elle réalise une bijection de V; x V3 sur L?%(]0,+00[)? x R*. Alors, par application
du théoréme d’inversion locale, on obtient ’existence d’un réel aq tel que, pour tout
a €] — ag, g, il existe une solution de (1.3) satisfaisant les conditions aux limites

f’(O;a) =0, f’(d; a) =0, A'(O;a) =a et A(O;a) = 0.
Montrons que (f(z;0), A
L’unique solution de

0
); A(;0)) = (1,0).

—A"+ f2A =0 sur ]0,d],
A(0)=0, A(0)=0
est la solution

A=0.

Alors, le probleme (G L)} s’écrit

{ —k"2f" — f 4 f2 =0 sur [0, d],
£(0) =1, f(0) =o.

Par unicité de la solution, on obtient f = 1.
Ceci acheve la preuve de la proposition 2.4.4.

Preuve de la proposition 2.4.3

Montrons que ’application 8 — f(d; 8, a(B8)) est continue sur [0, 1].

Montrons d’abord la continuité de cette application sur 'intervalle ]0, 1[.

D’apres le théoréme 2.4.2, I’application 3 — f(d; 3, a(B)) est continue sur ]0,1[ comme
composée de 'application 8 — (8,a(0)) définie et continue sur |0,1[ et (5,a) —
f(d; B, @) définie et continue sur V(8, a(B)), pour un voisinage convenable de (3, a(f)).
Montrons la continuité de 3 — f(d; 3, a(8)) au point 3 = 0.

Considérons une suite de réels 3, > 0, telle que 5, — 0 quand n — +oo. Alors, la
fonction f étant décroissante, (voir (2.4)), on a 'inégalité f(d;Bn,(Bn)) < fn. Il en
résulte que f(d; B, (B,)) — 0 quand n — 4o00. Comme f(d;0,a(0)) = 0, I’application
B — f(d; B, a(B)) est continue au point S = 0.

Supposons & présent § = 1. Comme limg_,; @(3) = 0 d’apres (2.27), on peut prolonger
B — a(B) par continuité au point 8 =1 et poser a(1) = 0.

Alors, f(d;1,a(1)) = 1 d’apres la proposition 2.4.4.

De plus, par application de la proposition 2.4.4 au point (1,0; «(0)), on obtient un pro-
longement par continuité au point 3 = 1 de ’application qui a 3 associe f(z; 3, a(3)).
D’apres ce qui précede, elle est donc continue sur [0, 1].

Son image est un intervalle contenant 0 et 1, donc égale a [0,1]. Ceci achéve la preuve
de la proposition 2.4.3.
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Preuve de la proposition 2.4.1.
Soit fo €]0,1[. Soit (f, A) le couple de fonctions défini dans le théoreme 2.4.2.
D’apreés la proposition 2.4.3, il existe 8 €]0, 1[ telle que

f(d;8,a(B)) = fo.
Considérons alors le couple de fonctions (f, A) défini par
f(z) = f(d—=z), A(z) = —-A(d—=z), Yz €]0,d.
Le couple (f, A) vérifie le systeme (1.3) sur [0, d] et les conditions aux limites
f0) = f(d) = fo, F(0)=—f(d)=0, f'(d)=-f(0)=0,
A(d) = —A(0) =0,

ce qui acheve la preuve de la proposition 2.4.1.

2.5 Existence d’une solution de (GL) a f; fixé

2.5.1 Estimations uniformes

En vue de démontrer le théoréme 2.1.2, nous allons établir la proposition
Proposition 2.5.1 Soit k > 0. Alors pour tout fo € [0,1], il existe au moins une

solution (f, A;h) de (GL) telle que
f(0) = fo.

Dans le but de démontrer la preuve de la proposition 2.5.1, nous considérons un couple
(f,A) solution de (GL)j, et vérifiant la propriété

f(O) = fo.

Compte tenu de la proposition 2.4.1, nous savons qu’il existe un tel couple.
En vue de faire tendre d vers +00, nous déterminons des estimations a priori des normes

dans H'([0,d]) de f et A.

2.5.1.1 Quelques rappels

C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer ont obtenu dans [3] une majoration a priori de
A’(0) lorsque (f, A) est solution de (GL)3. Plus précisément, ils ont établi la proposition :
Proposition 2.5.2 Soit k > 0 et d > 0. Alors toute solution de (GL)} avec f > 0 et
A'(0) > 0, satisfait

A'(0)? < V26711 = £(0)%) £(0)? + (5v/2 + 6A'(d)) £(0)~*

+(Z5p" +2d)(1 = f(d)?) + (2d + 1) A'(d)%. (2.29)
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Ils ont déduit de la proposition 2.5.2, la proposition :
Proposition 2.5.3 Pour tout d > 1, 0 < k < 1, et pour toute solution de (GL)j telle
que f(0) > 0, nous avons:

kA'(0)® < V2(1 = f(0)*)f(0)* + hMi(x, d, f(0)) + A* Ms(x, d, £(0)), (2.30)

ol
Mi(k,d,t) = 52t k + %(% + 2kd)t=5/2d/? exp(—1txd), (2.31)
My(s, d,t) = 12£24=3/2 exp(—1td) + 225 ¢~1k exp(—td). (2.32)

Enfin, dans [3], ces auteurs ont montré la proposition

Proposition 2.5.4 Pour tout d > 1, k < 1 et pour toute solution (f,A;h) de (GL)3

avec f > 0:
16

2 L 1
1-f(d)*< 3f(0)%hd2 exp(—2f(0)nd). (2.33)
Remarque 2.5.5 Dans [3], les auteurs ont déduit de la proposition 2.5.3 une majo-
ration de A'(0) indépendamment de d, pour 0 < k < 1. Nous désirons ici avoir une
estimation pour k € RY. Compte-tenu de (2.29), nous devons contréler les termes A'(d)
et (1— f(d)?) indépendamment de d. La proposition 2.2.1, plus précisement (2.6), donne
un contréle satisfaisant du terme A'(d), puisqu’elle permet de majorer A'(d) indépen-
damment de d pour tout k > 0.

2.5.1.2 Majoration de A’(0)

Considérons (f, A; h), une solution de (GL)j. Comme nous désirons obtenir une esti-
mation a priori de h = A’(0) indépendante de d, valable pour tout £ > 0, nous allons
examiner la preuve qui conduit a ’estimation (2.33) obtenue dans [3], qui supposait
k < 1. De plus, nous allons obtenir une majoration de la fonction 1 — f par une expres-
sion dans laquelle ne figure pas le terme d .

Nous montrons la proposition :

Proposition 2.5.6 Pour tous d > 1, kK < 1 et pour toute solution (f,A;h) de (GL)j
avec f > 0, on a linégalité :
1 o < 2 oL

3v5£(0)3

) (2.34)

Preuve

Posons v = 1 — f. Partant de ’égalité —x~2f" — f + f3 + A%f = 0, nous pouvons écrire
— k%" + Vo =W sur ]0,d], (2.35)

avec

V=f(1+f),
W = AZf.
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Comme la fonction f est positive et croissante, on a l'inégalité:

V > f(0)? sur ]0,d[. (2.36)
Définissons ¢ sur [0,d] par
é(z) = f-g)lsc. (2.37)

Multiplions I’équation (2.35) par v exp(2k¢) et intégrons sur )0, d[. Nous obtenons:

d
—/ &~ 20"(t)v(t) exp(2x4(t )dt-i-/ V(t)o(t)” exp(26¢(t))dt
/ W (t)v(t) exp(2x6(t))dt.

Effectuons une intégration par partie de la premiere intégrale, et utilisant les égalités
v’'(0) = v'(d) = 0, nous obtenons

d d
/ k=2 (u(2) exp(rd(1)))') 2t + / (V(£) = ¢(£)?)o(t)? exp(2rg(t))dt
° 0 (2.38)

=/ W (t)v(t) exp(26(t))dt

0

Nous majorons le membre de droite de (2.38) de la fagon suivante:
Wovexp(264(t)) = v(1 — v) A% exp(2k¢(t)) < A%exp(2x¢(t)) sur ]0,d].

Compte-tenu de (2.6) et de la définition de ¢ (voir (2.37)), nous obtenons l'inégalité,
pour k < 1,
8 h? 8/7,2
3 €X 0)(1—-+

Minorons V(t) — ¢'(t)%. Pour x < 1, utilisant (2.36) et (2.37), on obtient I'inégalité

V(t) = $(0)7 2 12 5(0)

37707 XP(=f(0)3 ).

A% exp(266(t)) <

Utilisant que pour £ < 1,

K72 > igf(o)z

nous déduisons de (2.38) que

2 d z 2
0o sl ngoun < 7757 | (~fOPe < 3o 239

Rappelons que H*(]0,d[) s’injecte continuement dans C°([0, d]) uniformément par rap-
port a d, c’est-a-dire qu'il existe ¢o telle que, pour tout d > 1, on a

|ullzeogo.ap < collullmqoay, Yue H(JO,d]). (2.40)
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La constante ¢, peut étre choisie indépendante de d (voir [10], p. 17), et plus précisement
prise égale & ¢y = /2.
De (2.39) et de (2.40), on déduit 'inégalité

o(z) < %exp(-nﬁ?f), Ve eo,d). (2.41)

Utilisant I'inégalité 1 — f(z)? < 2(1 — f(z)), nous obtenons alors 'inégalité

32v/2h f(0)z
WGXP( r=y) Yz e0,d, (2.42)

ce qui acheve la preuve de la proposition 2.5.6.

1-f(z)* <

Nous pouvons obtenir une estimation analogue a celle donnée en (2.34) pour x > 1.
Proposition 2.5.7 Pour tous d > 1, k > 1 et pour toute solution (f,A;h) de (GL)]
avec f > 0, on a l’inégalité :

32v/2kh 1

1-f(z)? < exp(—zf(O):v). (2.43)

— 3f(0)

Preuve
Multiplions 1’équation (2.35) par vexp(2¢) ou ¢ est définie en (2.37) et intégrons sur
10, d[. Nous obtenons:

d
- / k~2(t)"v(t) exp(26(2))dt + / V(t)o(t)2exp(26(2))dt
/ W (t)0(2) exp(26(t))d.

Effectuons une intégration par partie de la premiere intégrale, et utilisant les égalités
v’(0) = v'(d) = 0, nous obtenons

d

d
/ ~(v(t) exp(4(1)))) dt + / (V(t) = 6776/ (£)")v(t)" exp(2¢(t))dt

(2.44)
/ W (#)o(t) exp(26(t) .

Nous majorons le membre de droite de (2.44) de la fagon suivante:
Woexp(26(t)) = v(1 — v)A%exp(2¢(t)) < Aexp(2¢(t)) sur ]0,d[.

Compte-tenu de (2.6) et de la définition de ¢ (voir (2.37)), nous obtenons l'inégalité

2

A* exp(26(1) < o7z exp(=£(0)).
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Minorons V(t) — k=2¢/(t)%. Pour x > 1, en utilisant (2.36), on obtient I’inégalité

I‘E—2

V(t) = s (1) 2 f(0)° (1 - o5)-

De (2.44), on tire I'inégalité

pHO) I explé0Dllsgo” < 5o | Cexp(—f(O) e < 2 (245)
’ = 3£(0)3 J, 2777 = 3f(0)%
ou
=2
p(7, k) := min(s~2, 7%(1 — E))
On a 'inégalité, pour £ > 1 et 7 €]0, 1],
in(k~2, 73(1 — ﬂ)) > in_sz (2.46)
e 6/ =16" " '

Nous obtenons alors, d’apres (2.45) et utilisant (2.40), I'inégalité

16v/2kh
v(t) exp(¢(t)) < E O
On en déduit que
- 1) < S exp(-0(a)), V€ [0,d

Utilisant I’inégalité 1 — f(z)? < 2(1 — f(z)), nous obtenons alors Iinégalité

- 6 < B exp(-11(0)2),

ce qui acheve la preuve de la proposition 2.5.7.

Remarque 2.5.8 Notons que les différences principales entre (2.34) et (2.43) est la
disparition de k dans l’ezposant et l'apparition d’une puissance de K devant l’exposant.

D’apres les propositions 2.5.6 et 2.5.7, nous pouvons énoncer la proposition

Proposition 2.5.9 Pour tous d > 1, pour tous & > 0 et pour toute solution (f,A;h)
de (GL); avec f > 0; on a l'inégalité :

32v/2h max(1, k) exp(—
37(0)° Ty

1- f(a) < £(0)2). (2.47)



34

Existence et unicité des solutions des équations de Ginzburg-Landau sur un
espace semi-infini

Nous pouvons énoncer la proposition

Proposition 2.5.10 Pour tout d > 1, kK > 1 et pour toute solution de (GL)3 avec
f = f(0) >0, nous avons:

kh? <V2(1 - £(0)2)f(0)* + hMi(k,d, £(0)) + K*My(x,d, £(0)),  (2.48)

ol
My(k,d,t) = 52t 'k + (75 + 2/cd)3’2‘ﬁ%1‘—"l exp(— 2ty
et
M;(k,d,t) = %\-3@1&‘3/2& exp(—1td) + 221 exp(—td).
Preuve

Nous partons de I’inégalité (2.29).
Majorons le terme (% + 2xd)(1 — f(d)?). Utilisant la proposition 2.5.9, on déduit la
majoration
(5 + 26d)(1 — £(d)?) < (5 + 2md) 2L2mALA ep(minied) £(0)g),
Les autres termes du membre de droite de l'inégalité (2.29) se majorent comme dans la

démonstration de la proposition 2.5.3 (voir [10]), en utilisant 'inégalité (2.7).
Ceci acheve la preuve de la proposition 2.5.10.

Nous sommes & présent en mesure de donner une majoration de h, sous la condition

f2f(0)=fo>0.
Proposition 2.5.11 Pour tout k > 0 et pour tout fo €]0,1], il eziste des constantes

d(k) > 0 et C(k, fo) > 0 telles que, pour tout d > d(k), pour toute solution de (GL)
avec f > f(0) > fo, on ait 'inégalité

h < C(k, fo). (2.49)

Preuve
D’apreés la proposition 2.5.10, nous obtenons l'inégalité

h*(k — My(k,d, £(0))) — My(x,d, f(0))h < V2(1 = £(0)*)£(0)>.  (2.50)

De plus, d’apres (2.31) et (2.32), les quantités M;(.,d,t) et My(.,d,t) tendent lorsque
d — +oo vers zéro, uniformément par rapport a ¢ dans [to, +00[, to > 0.

~ ~

On déduit alors de (2.50) qu'il existe d(k) > 0 et Co(fo, k) tels que, pour tout d > d(k),
on ait I'inégalité (2.49), ce qui acheéve la preuve de la proposition 2.5.11.

2.5.1.3 Contréle des normes ||1 — f||g20,4p) €t || Allm2(0,4p)

En vue d’effectuer le passage 2 la limite, nous devons estimer les normes ||1— f|| z2o,qp)
et || Al|g2(0,47), indépendamment de d.
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Lemme 2.5.12 Pour tout k > 0 et pour tout fo €]0,1], il existe des constantes d(k) >
0 et C(x,fo) > 0 telles que, pour tout d > d(k), pour toute solution de (GL)} avec
f 2 f(0) > fo, on ait les inégalités

a. |11 = flazgody < C(5, fo), b | Allazgody < C(5, fo)- (2.51)

Preuve
Etape 1: Contréle de A dans H?(]0,d|)

De (2.5), on tire I'inégalité
h2
Al? <
14l = 7oy o700

(exp(2(0)d) — 1).

Compte-tenu de la proposition 2.5.11, nous déduisons ’existence d’une constante C (;, fo)
et d’un réel d(x) tels que, pour tout d > d(x) et toute solution (f, A) de (GL)j avec
f(0) = fo, on a l'inégalité

”A”%Q(]O,d[) < C(~, fo). (2.52)

De (2.7), on tire une estimation analogue pour ||A’||z2(o,qp-
On obtient ainsi I'inégalité
1 All#r0.0) < C (s fo)- (2.53)
Compte-tenu de 1'égalité —A" + f2A = 0, de (2.52) et de |f| < 1, on obtient, pour
d > d(k), 'inégalité
' 14" 2 go,ap < 1 Allz2go.ap < C(, fo)- (2.54)
De (2.53) et de (2.54), on déduit (2.51)s.

Etape 2: Contrdle de 1 — f dans H?*(]0,d|)
De la premiere équation de Ginzburg-Landau, on tire 1’égalité

—m’2f7”+(f2—1+A2)=0.

Intégrant alors cette inégalité entre 0 et d, on obtient

K2 /d(Tl)2dx = /d(f2 — 1+ A%)dz,

soit finalement

d d
/0 (1 - f*(z))dz S/ A%(z)dz. (2.55)

0
Comme d’apres (2.2), |f| £ 1, on a 'inégalité

d d d
/O (1 - f(z))dz < /0 (1= f2(2))de < / A¥(z)ds. (2.56)

0
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De ’inégalité (2.7), et de la proposition 2.5.11, il résulte que
dA'(d) —» 0 quand d — +oco.
De (2.3) on tire,
k72 [ f(2)%dz < [P = f2(2))?)de + dA'(d)? + [ V2A'(d)(1 - f2(z))dz. (2.57)
Utilisant alors (2.56), (2.57) et le fait que dA'(d) — 0 quand d — o0, on déduit
'inégalité
11 = fllzna < C(x, fo)- (2.58)

Par ailleurs, on a
d d
K,_4/ (f")2d.’1: =/ f2(f2 -—1+A2)2dl’,
0 0
soit, comme |f| < 1,
K™ P de < f3(fF = 1+ ARz < [ Atde + [}(F? — 1)%d. (2.59)

Compte-tenu de la proposition 2.2.1 (voir (2.5)), la fonction A vérifie 'inégalité :

2 h2

0

Utilisant (2.49), on déduit l'inégalité:

d . h2 d
/0 Ads < oo /0 A%dz < C(k, fo). (2.60)

De plus, on a ’inégalité

d d
[ -vr< [(a- s,
0 0
dont on déduit, utilisant (2.54) et (2.55), 'inégalité
d
/ (f* = 1)%dz < C(k, fo)- (2.61)
0

Utilisant (2.59), (2.60) et (2.61), on obtient finalement

1”2 go.ap < C(x, fo)- (2.62)

De (2.58) et de (2.62), on déduit (2.51),, ce qui achéve la preuve du lemme 2.5.12.
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2.5.2 Passage a la limite

Preuve de la proposition 2.5.1
Soit k& > 0, d. une suite strictement croissante de réels telle que d, — +oco0 et K un
compact de R*.
Soit (f4,, Ad,), un couple de fonctions définies dans la proposition 2.4.1.
Désignons par F' 1’espace vectoriel constitué des fonctions ¢ € C“(ﬁ) telles que le
support de ¢ dans R* soit compact.
Introduisons ’espace H, lloc(ﬁ) défini par

H. (R*)={ue D'(RY), Vo€ F, puec H(R')}.

Montrons que ’on peut extraire une sous-suite de la suite (fs,, dn, Ad,) qui converge dans

HIOC(R"’) au sens suivant. Etant donné K, un compact de R¥, soit dn, le plus petit
entier tel que K C [0, dy,]. Alors, la suite (f4,, Ad, )nyn, converge dans H'(K).

Afin d’alléger les notations, posons g, = f4, €t hn, = Aq,.

Plagons-nous sur l'intervalle [0, 1].

Soit m; le plus petit entier tel que, pour tout n > m;, d, > 1. Compte-tenu du
lemme 2.5.12, par compacité, on peut extraire de la suite (gn)n>m, une sous-suite notée
(¢')en, définie par gL := fa o2 O @1 1 N = N est strictement croissante, telle que
g converge dans H'([0,1]).

Soit my le plus petit entier tel que, pour tout n > mg, dg,(n) > 2. De la suite (g(l))nzmz,
d’aprés le lemme 2.5.12, par compacité, on peut extraire une sous-suite notée (g(*),en,

définie par g,(f) = fd¢(2) " ot ¢ = ¢, 0¢, avec ¢ : N — N strictement croissante, qui

converge dans H 1([0 2]), et ainsi de suite.

Nous obtenons ainsi des suites g(*), telles que g() s01t une sous—sulte extraite de g(-1)
qui converge dans H'([0,3]), : € N, définie par g9 = f, ou ¢l) = ¢(-1 o ¢, avec
¢n : N — N strictement croissante.
Considérons alors la suite “diagonale” (g
sens suivant. .
Etant donné K, un compact de R*, soit 7 le plus petit entier tel que K C [0,4]. Alors,
la suite (g )neN converge dans H'(K), donc a fortiori la suite “diagonale” (g, (k) en,

¢(‘) (n)

)

1

)ien. Cette suite converge dans H}_(R*) au

dont les éléments appartiennent a la suite (gn Jnen dés que k > . Par un raisonnement
analogue, on construit une sous-suite (hf ))zGN qui converge dans Hloc(R+) Notons par
(f, A) la limite dans HL (R") de la suite (g, A)nen

Par abus de langage, nous noterons la sous-suite extra1te (fa,, Ad,)- L’injection de H!(K)
dans C°(K) est continue, donc la suite (fs,, A4,) converge uniformément dans K. Pour
tout compact de EI, par construction, la suite construite précédemment vérifie:

a. fg, = f, A4, = A dans C°(K),
(2.63)
b. fo, = f, A4, = A dans H(K).
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Soit ng tel que, pour tout n > ng, K C [0,d,,].
Pour tout n > ng, on a les égalités

— k72 fy, = fa + f3, + A} fa. =0, dans D'(K) (2.64)

et

—A] + Agf] =0, dans D'(K).

De (2.63);, en faisant tendre n vers I'infini, on déduit que

k72 f" — f+ f3+ A%f =0, dans D'(K)

_A" ¥ Aft =0, dans D'(K). (2.65)

Compte tenu de (2.63); et de (2.65), f € H3(K) et A € H*(K). Puis, en itérant, on
obtient que f € N, H™(K) et A € N, H™(K), donc que (f, A) est solution de (GL)c
au sens usuel (a priori sans les conditions aux limites).
Compte tenu de (2.63), pour tout € > 0, il existe n; tel que pour tout n > n;, on a les
inégalités

11 = flla@) < I = faallmw) + €
et

Al ) < | Adalln(x) + €

Compte-tenu du lemme 2.5.12, il existe une constante C' > 0 indépendante de K telle
que,

VK C R+, ||1 - f”Hl(K) <C et ”A“Hl(K) <C.
Il résulte de ces deux inégalités que 1 — f € H}(R") et A € H(R").

Compte-tenu de (2.63), avec K = [0, 1], on déduit que f;,(0) converge vers f(0). Comme
fa.(0) = fo, il en résulte que f(0) = fo.

Par ailleurs, compte tenu du lemme 2.5.12, par compacité, nous déduisons !’existence
d’une sous-suite telle que f;, converge vers f dans HE:C(R"'), ot € € [0,3]. On dé
duit que (fa,)" converge vers f' dans Hz+(]0,1[) (par restriction & ]0,1[). Donc, par

continuité de I’application trace,
Lie
HE(RY) - R
g —9(0),
f1.(0) tends vers f'(0). De I’égalité f; (0) =0, on tire I’égalité f'(0) = 0.

Le couple (f, A) est donc solution forte de (GL), et vérifie de plus la condition f(0) = fo,
ce qui acheve la preuve de la proposition 2.5.1.

Le théoréme 2.1.2 découle immédiatement des propositions 2.3.1 et 2.5.1.
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2.6 Problemes ouverts et perspectives

Dans la proposition 2.4.1, nous avons montré I’existence d’une solution de (GL)3 telle
que f(0) = fo (fo € [0,1]), mais nous n’avons pas abordé le probléeme de l'unicité de la
solution.

Les résultats numériques obtenues par A. Aftalion et W. C. Troy dans [1] nous conduisent
a poser la conjecture

Conjecture 2.6.1 Pour tout k > 0, il existe Bo(x) €]0,1[ et do(k) > O tels que, pour
tout B €]0o(k), 1[, pour tout d > do(x), il existe un unique triplet (f, A;h) solution de

{ —RI - f+ 4 AT =0 sur 10,d],

—A"+ Af? =0 sur 0,d|, (2:66)

avec les conditions auz limites
f0) =8, F(0)=0, f(d)=0, Ad)=0, A(0)=h. (267)

Nous avons établi dans le théoréme 2.1.2 ’existence d’une application o définie sur
]0,1] et & valeurs dans R qui & fo associe A’(0). Il serait trés intéressant d’étudier les
variations de cette fonction.

Rappelons que C. Bolley et B. Helffer ont montré dans [9] que

, 1
Jim o(fo) = 7

Il est raisonnable de penser que ’application o, qui a fo associe la valeur de A’ en 0 est
continue sur |0, 1].
Un des problémes qui se pose alors est d’étudier la stabilité des solutions ( f, A, k) définies
dans le théoréme 2.1.2. Des résultats formels et numériques obtenus par Dorsey, Dolgert
et Di Bartolo dans [19] nous conduisent a poser la conjecture:
Conjecture 2.6.2 Pour tout k € R, pour tout fo €]0,1[, soit (fx,Ax,hx) l'unique
solution de (GL)s telle que

f«(0) = fo. (2.68)
Il eziste ko > 0 et une application 6§ de classe C™, définie sur |0, ko] et vérifiant
6(0) = %, telle que, pour tout k < ko, la solution (fy, Ax, he) de (GL)s vérifiant (2.68)
avec fo < (k) est instable, pour tout fo > 0(x), la solution est stable.
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Chapitre 3

Existence d’un développement
formel du champ de surchauffe
quand k tend vers zéro

3.1 Introduction

Dans un article (voir [12]) consacré a 1’étude du champ de surchauffe, Dorsey, Di
Bartolo et Dolgert construisent par une procédure de recollement une famille de solutions
formelles du systéme de Ginzburg-Landau. Les auteurs en déduisent un développement
formel du champ de surchauffe & ’ordre 4. Nous nous proposons de montrer dans ce
chapitre qu’il est effectivement possible d’obtenir un développement formel a tout ordre
du champ de surchauffe, comme conséquence de la construction de solutions formelles
de (GL)s.

Rappelons qu’une condition nécessaire pour que le couple (F, A) soit un point critique
de la fonctionnelle €., définie en (1.5), est qu’il soit solution des équations de Ginzburg-
Landau:

—k*F"—F+F3+FA? =0 sur RY (3.1)
—-A" + AF? =0 sur R* '
avec les conditions aux limites:
F'(0) =0, A'(0) = ho, le F(z)=1 et li_)m A(z) =0. (3.2)

Posons H = A’. On obtient le nouveau systeme:

—k7*F" - F 4+ F34+ A’F =0 sur R

—A"4+ AF? =0 sur R" (3.3)

H=A" sur RY

avec les conditions aux limites:

F'(0) =0, H(0)= ho, (3.4)
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a lorigine et
lim F(z) =1et lim A(z) =0, (3.5)

T—>00 T—00
a l'infini.
On note dans ce chapitre ’égalité au sens des séries formelles par le symbole ~.
Dans la section 3.2, sous I’hypothése « petit, on construit des solutions formelles du sys-
téme de Ginzburg-Landau, qu’on cherche a déterminer sous forme d’un développement
formel en puissances de «.
On construit tout d’abord une solution formelle nommeée extérieure, vérifiant le systeme
(3.3) et les conditions aux limites a l'infini (3.4): elle aura donc comme fonction de
bien approcher la solution & I'infini. On cherche une solution formelle (F*¢,Q¢, H¢), en
puissances de £ du systeme (3.3) sous la forme

oo

Fe(z') ~ Y fil@)s', Q%(a') ~ ) qila')s' et Ho(z') ~ Y hi(a')s’

0

ou f;, q; et h; sont des fonctions définies sur R" et de classe C*. Puis on construit une
solution nommeée intérieure, vérifiant le systéme et les conditions aux limites en zéro:
elle aura comme fonction de bien approcher la solution pres de ’origine. On sait d’apres
la formule de De Gennes que:

lim k2h** (k) = 27%. (3.6)

x—0

Cette égalité suggere de chercher A sous la forme:
A(z) = k72Q(x). (3.7)
Tenant compte de ce changement de variable, le systéme (3.3) devient:

F'"—kQ*F +£*(F-F3=0

Q” _ F2Q =0 (38)
kiH =(Q'.
avec les conditions aux limites:
F'(0) =0, £~ 2Q'(0) = ho. (3.9)

On cherche la solution intérieure (F*, Q%, H') sous la forme
. m m . . 1 w .
Fin ) Fi', @ ~) Qin' et H ~r72 > Hir,
0 0 0

ou F;, Q; et H; sont des fonctions définies sur Rt de classe C*.
L’une des difficultés réside dans le raccordement de la solution extérieure et intérieure.
Nous définissons également dans cette section une notion de raccordement des solutions
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intérieure et extérieure a ’ordre n. La technique utilisée pour effectuer ce raccordement
est celle du matching. Elle est diie & M. van Dyke. (voir ([15])).

Dans la section 3.3, nous retrouvons la formule de H. Parr ([14]) en suivant les calculs
formels menés dans [12]. Nous donnons également les conditions de raccordement modulo
O(x?) et O(k>) des solutions intérieure et extérieure.

Dans la section 3.4, nous démontrons que la procédure de recollement proposée dans la
section 3.2 est d’une part naturelle et d’autre part conduit a un systeme infini d’équations
algébriques. Nous montrons que ce systeme admet des solutions, puis nous précisons sous
quelles conditions peut s’effectuer le raccordement des solutions extérieure et intérieure
a l'ordre n.

Nous introduisons alors la définition

Définition 3.1.1 Une solution formelle du systéme de Ginzburg-Landau (3.3), est la
donnée d’une paire ((F*,Q°, H®); (F*,Q, H')) composée d’une solution formelle exté-
rieure et intérieure dont on a effectué le raccordement a tout ordre.

La question majeure abordée dans ce chapitre est de savoir si la procédure de recollement
permet d’obtenir un développement formel du champ de surchauffe & tout ordre. Nous
montrons que la procédure utilisée permet d’exprimer A’(0) sous forme d’un développe-
ment en série formelle.

Afin d’obtenir ce développement, nous établissons dans la section 3.4 le théoreme:
Théoréme 3.1.2 Etant donné un réel t €]0,1[, il existe une unique solution formelle
en puissances de k des équations de Ginzburg-Landau (8.3) vérifiant formellement les
conditions auz limites

Fi(0,k) ~t, (F)(0,8) ~0,

lim, 0o Fé(z,k) =1 et limye Q%(z,k) =0, (3.10)
précisement,
l%mx_m folz, k) =1, lirr'1¢_+°o fi(z,k) =0, Vje N (3.11)
limg 0 ¢j(z,6) =0, Vj€ N
De plus,

(4 (0) := 575(Q)(0) (312)
se représente de maniére unique sous forme d’une série formelle en puissances de K2 &
coefficients de classe C* sur 0,1].

Nous notons dans ce qui suit la dépendance de la série formelle H* et de ces coefficients
H; par rapport au parameétre ¢ de la fagon suivante: H'(z;t, ) et H;(0;1).
Par ailleurs, nous posons

(o]

h(t k) == H (03t,8) ~ 73 Y $i(t)r. (3.13)

1=0

Dans la section 3.5, nous déterminons un développement formel du champ de surchauffe,
. 1
h**(k), en puissances de k2.



46

Existence d’un développement formel du champ de surchauffe quand « tend
vers zéro

Afin de déterminer un développement formel en puissances de k3 du champ de surchauffe,
nous sommes conduits a définir le maximum par rapport a t d’une série formelle en
puissances de &, & coefficients C* définis pour ¢ €]0, 1.

Lorsque le terme principal ¢y admet un maximum sur |0, 1[, non dégénéré, en un point
to €]0,1[, on montre qu’il existe une notion naturelle de maximum pour la série ¢. La
définition de maximum de la série formelle ¢ par rapport a la variable ¢ est donnée dans
la sous-section 3.5.3.

On établit dans cette sous-section le résultat suivant:

Théoréme 3.1.3 Soit ¢ une série formelle en puissances de k, @ coefficients de classe
C> définis sur ]0,1[, telle que

Bty k) ~ Y dilt)s'.

Supposons que la partie principale ¢o admette un unique mazimum au point to €]0,1[ et
qu’il est de plus non dégénéré, c’est-a-dire tel que

¢o(to) =0 et #5(to) <
Alors la série formelle ¢ admet un unique mazimum “formel” sur 0, 1[.

Lors de la construction de H*, nous constatons que Ho(0,t) admet un unique maximum
non dégénéré au point ¢y = % Appliquant alors le théoréme 3.1.3, on en déduit le
résultat majeur de ce chapitre

Théoréme 3.1.4 Considérons la série formelle

(oo}

$(t,6) ~ Y &it)s' et Bt k) ~ k3h(t, ),

0

définie dans le théoréme 3.1.2.
La série formelle ¢ admet un unique mazimum sur |0,1].

Ce maximum correspond a un développement formel en puissances de k3 du champ de
surchauffe.

Pratiquement, pour déterminer ce maximum, on remplace ¢ par t(k) ~ Y o tix' dans la
série formelle ¢. Puis, quelque soit ’entier naturel i, on effectue un développement de
Taylor de ¢; au point , et on réordonne l’expression obtenue en puissances de . On
montre alors que pour tout entier naturel n, il est possible de maximiser le coefficient de
K™ par rapport aux variables ¢;, 7 € {0,---,n}. On montre qu’il est équivalent de maxi-
miser ¢(t, k) par rapport & la variable t et ¢(t(x), ) en maximisant chaque coeflicient
de k par rapport aux variables ¢;.

Dans la section 3.6, nous donnons 1’algorithme de calcul du champ de surchauffe formel
et nous récapitulons les résultats numériques obtenus que nous comparons a ceux obte-
nus par Dorsey, Dolgert et Di Bartolo dans [12].
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Dans la section 3.7, nous discutons une conjecture due a H. J. Fink, D. S. McLachlan et
B. Rothberg-Bibby (voir [11]). Nous montrons que les développements formels obtenus
dans les sections précédentes mettent en défaut la conjecture de ces auteurs.

Notation 3.1.5 On note par R(zi,- - -, z,] I"anneau des polynémes d n indéterminées,
par R(z1,- -, x,) le corps des fractions d n indéterminées et par R[[z1, - -, z,]] 'anneau
des séries formelles @ n indéterminées.

Afin d’alléger les notations, on pose:

A = (A07' °e 7An)7 B, = (B07' : 'an) et Cﬂ = (001 e "Cn)7 (314)

et

~ ~

A, = (Ay,-+,Ay), By:=(By,---,B,) et Cp:=(Ci, ++,Cy). (3.15)

Pour i = (ig,-*-,1,) € N**1 on pose

|il0,n :=i0+i1+..-+in, lill,n :=i1+i2+...+in’

lilam o= iy + 2z + - + i, (3.16)

3.2 Construction d’une solution formelle

3.2.1 Construction de la solution extérieure.

Introduisons la variable extérieure 2’ = kz. Effectuons le changement de variable dans
le systeme (3.3) avec cette nouvelle variable. Posons

Fé(z' k) := F(z,k), Q°(¢',k) = A(z,k), H*(z',k):= H(z,k).
Le systeme (3.3) devient:
(F)" — (Q°)*F° + F° — (F¢)’ =0
K2 (@) — Q*(F*)* =0 (3.17)
H® = K’(Qe),’
ot la différenciation s’exprime par rapport a la variable z'.

Définition 3.2.1 On appelle solution formelle extérieure, la donnée de trois séries for-
melles (F¢,Q°, H®), en puissances de &, & coefficients C*® sur RY,

F¢ ~ i::fm", Q¢ ~ iqmi et H® ~ i::h;ni, (3.18)

qui sont solutions formelles du systéme (3.17), et dont les coefficients vérifient
fo—1, f;—>0,¢—0, hy »0 €N

quand z' tend vers +oo.
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Soit C € R. Notons par S(z’,C) et C(k) les séries formelles définies par
S(@,C) ~ T3° G 15 (@), Clk) ~ 7" Cus™, (3.19)
o ‘4G
fo(z') == tanh(> N %, (3.20)
Proposition 3.2.2 Toute solution formelle extérieure est égale a
Fe(z' k) ~ S(z,C(k)),
Q°(z',k) ~ 0, (3.21)

He(z',k) ~ 0,

ou S(z',C(k)) est la série formelle en k obtenue en substituant dans S(z',C) lindéter-
minée C par C(k) et en redéveloppant et réordonnant l’expression en puissances de k.

De plus,
FeY X g e (322
" ok=1

"= iy = m
|i|l,n =m

ou fo est définie en (8.20).

Preuve

Remplagons F¢, Q¢ et H® par leur développement respectif dans le systeme (3.17).
Les égalités ainsi obtenues sont vraies au premier ordre si et seulement si:

= @Gfot+tfo—fE=0
—f3q0=0
ho = 0.

Supposons que go soit non nulle sur un intervalle, alors fj serait identiquement nulle sur
cet intervalle et finalement identiquement nulle par Cauchy-Lipschitz. Puisque f, tend
vers 1 en +00, fo ne peut étre identiquement nulle, et on a donc ¢ = 0.

Résolvons alors I’équation :

o+ fo—fa=0. (3.23)

Il est naturel de supposer, compte-tenu de la propriété 3 (voir (2.9)) que
fo>0, 0< fo<1, 1Lm fo(z) =0 et li_)rn fo(z) = 0. (3.24)

On a:
Jofd + fofo— fofe =0

d’ot, pour une constante c:

(A

9 9 4-i-c=0.
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En utilisant les conditions a l'infini sur f, et f§ données en (3.24), on obtient:

e=_L
1
Il en résulte que
(! = 50~ R
On peut alors écrire en utilisant (3.24) que:
fo= (1= 2) (3.25)

V2
d’ou, par intégration élémentaire, il existe une constante réelle Cj telle que

fo(z") = 'canh(:;—,§ + %)

Par récurrence, montrons que d’une fagon générale:

(3.26)

g, =0, VneN.

Le résultat est vrai pour n = 0, d’apres ce qui précede.
Supposons que g = 0 pour tout k € {1,---,n}. Comme Q° est solution formelle de:

£ (Q°)" — Q(F)* =0,
la fonction ¢,4; vérifie:
qn+1f02 =0,
d’ot la propriété
gnt1 =0,
pour les mémes raisons que précédemment.
Ceci achéve la récurrence, et montre que la série formelle de Q)° en puissances de  est
nulle. Il en va de méme pour la série formelle H®. Il en résulte que F'¢ vérifie en un sens
formel ’équation (3.23), et que

2’ + Cy + C(r)
V2

Comme on cherche une solution F¢ s’écrivant sous la forme (3.18), on définit C(k) de la
facon suivante

F¢(z',K) ~ tanh(

) ~ fo(z' + C(k)). (3.27)

C(k) ~ i Cnk™. (3.28)

Effectuant un développement en série entiére de tangente hyperbolique au point ’”I#\/—,fl,
on peut alors écrire que:

T Vi
P~ Y RO (3.29)
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Le coefficient de ™ dans (3.18), pour n > 1 est égal a la somme des coefficients de "
dans fém)& pour m variant de 1 a n. Il est donné par:

- ! LA
=Y X o ek s (3.30)
) k=1

m=1 ,il2,n =n
i1 =m

Ceci acheve la preuve de la proposition 3.2.2.

Remarque 3.2.3 Cette solution ne satisfait pas la condition (F¢)'(0,x) = 0. On pourra
seulement [’utiliser au voisinage de l’infini.
Notons également qu’aucune condition ne porte sur les réels C;, j € N, introduits en

(5.28).

3.2.2 Construction de la solution intérieure

Construisons de méme un développement de F', A, H en puissances de &, avec pour but
que (F, A, H) soit solution formelle de (3.3) et que F vérifie la condition F’(0,x) = 0.
On souhaite en effet utiliser cette solution au voisinage de zéro.

C. Bolley et B. Helffer ont montré dans [5] et [8] que:

lim k7h* (k) = 27%. (3.31)

k—0

Cette égalité suggere de chercher A sous la forme:
A(z) = £77Q(z). (3.32)
Le systeme (3.3) devient :
F"—kQ*F + k*(F - F3) =0

Q"-FQ=0 (3.33)
ki H =@,
avec les conditions aux limites:
F'(0) =0, £~2Q'(0) = ho. (3.34)

Définition 3.2.4 On appelle solution formelle intérieure la donnée de trois séries for-
melles (F*,Q*, H') en puissances de k, & coefficients C* sur RF, telles que
. b . . o . . 1 b .
Fin > Fr, @~ Qikt et H~k™2 ) Hird, (3.35)
0 0

0

et qui sont solutions formelles des équations de Ginzburg-Landau (3.33), F* vérifiant
formellement la condition de Neumann en 0, ce qui signifie que F;(0) = 0, pour tout

i €N,
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Si ’on consideére les séries formelles
A(k) ~ ZAn»s", B(k) ~ Z Bnk", D(k)~ k™2 Z D",
0 0

on parlera de solution formelle intérieure a données initiales (A(x), B(x), D(x)), si
F'(0,k) ~ A(x), Q*(0,) ~ B(k), H'(0,) ~ D(r).

En vue de faire le raccordement de la solution intérieure et extérieure, on incorpore la
condition

lim Q'(z,k)=0 & lim Qj(z)=0, VjeN. (3.36)

r—+00

Déterminons explicitement la solution intérieure.

Remplacons F*, Q¢, H* par leur développement respectif dans le systéme précédent. On
obtient pour chacune des trois équations de (3.33) un développement dont ’annulation
au sens des séries formelles se traduit par celle de chacun des coefficients de x? dans ces
développements.

Annulation du coefficient de «°.

Le coefficient de ° est nul dans chaque développement, si on a les trois égalités sui-
vantes:

F'=0, QI-FQo=0, Hy=Q,. (3.37)

Tenant compte de la condition aux limites F§(0) = 0 et de (3.36), on obtient:

Fy(z,Ao) = Ao, (3.38)
Qo(z, Ao, Bo) = By exp(—Aot) , (3.39)

et
Ho(l‘,Ao,Bo) = —AQBQ exp(—on) . (340)

Compte-tenu des rappels (2.8) et (2.10) il semble naturel de supposer que:
0<Ag<l et By<O. (341)

On obtient ainsi une solution approchée (Fy, Qo, Ho) qui dépend de deux parametres Aq
et By avec (Ao, Bo) €]0,1[xR_.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous faisons I’hypothése (3.41).
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Annulation du coefficient de «.
Le coefficient de  est nul dans chaque développement si et seulement si:
F/ = QiF,, (3.42)
1—F2Q1=2FQF1, (3.43)
et
H =Q;. (3.44)

Tenant compte des conditions aux limites F{(0) = 0 et @1(0) = By, et de (3.36), on
obtient :

- B} B? B
Fl(:IJ,Al, Bo) = A1 4A0 + ) .'17 + mexp( 2AQ(II) (345)

Qu(z, A1, By) = %’i%-exp(—?)Ao:c) +(By - 1y — BoAwz — Za?) exp(— Aoz), (3.46)

et
Hy(z,A,, By) = —&exp( 3A0:v) + (—=BoA; — AoBi) exp (—Aoz)

B2 1640 AoBE o (347)
+(16A0 + (Ao BoA1 + —Q') + =2z?%)) exp (—Aoz).
Annulation du coefficient de 2.
Le coefficient de 2 est nul dans chaque développement si et seulement si:
Fy = —Fo+ F§ 4+ 2Qo@Q1Fo + Q3 F1, (3.48)
— A2Q2 = FIQo + 2Fo Fi1Q1 + 2Fo F2Qo, (3.49)
et ’
H; = Q5 (3.50)
La solution de la premiere équation est donnée par:
- 3 B§
Fy(z, Az, B)) = Pi(z) + P2(z) exp(—2Aox) %8 A3 % exp(—4Aoz), (3.51)

ou

Pi(z) = 558+ 1280 1BBL 4 A, 1 (BoBy — $%)0 — LAo(1 - A2)e?, (3.52)

et
B2A B} B2A B}
Pg(:v)=%BAf -1 A01 —% —(l ;J—Aol)m ;Zg-:c (3.53)

Le second membre de ’équation (3.49) est une somme de produits d’exponentielles po-
lynoémes d’apres (3.45), (3.46) et (3.51), donc la fonction @), a une structure de ce type.
De plus, cette fonction dépend de six parameétres, Ag, A1, A2 et By, By, B;. Compte
tenu de la définition de Hj, cette fonction présente la méme structure que Q.
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Annulation du coefficient de "
Précisons la structure des fonctions F,,, @, et H, pour n > 2.
Le coefficient de ™ est nul dans chaque développement si et seulement si:

F'= —Fygt I+ Jn, (3.54)
! L
Qu — 43Qn = 3 @ T A
Ot lifgn=n, £<n—1 k= (3.55)
|i)o,n = 2
et
H,=Q. (3.56)

Les fonctions I, et J, désignent le coefficient de ™ respectivement dans ’expression de
k?F3 et de kQ?F développées en puissances de .

On a
3' n—2 ]
I, = > pxperaand | K23 (3.57)
Iiloyn_2 _ 3 0- n—2- =0
!i|2,n_2 =n—-2
et

2' n—1 ;
J, = 3 mFg IT @k (3.58)
£+ |i|2,n—1 =n- 1a k=0
|i|0,n_1 = 2
Rappelons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.2.5 Soient n scalaires a; (0 < ¢ < n —1) dans C, I un intervalle de R et b
une application continue de I dans C. Considérons l’équation

Y™ +any™ V4t ay Fagy =b (L)

Lorsque le second membre de (L) est du type b(z) = exp(rz)c(z) our € C et c € C[X],
’équation (L) admet une solution particuliére du type y = exp(rz)q(z), ot g € C[X] avec
deg q = deg c si r n’est pas racine de [’équation caractéristique de (L) et deg ¢ = deg c+a
si r est racine d’ordre o de cette équation.

Proposition 3.2.6 Pour tout n € N, la fonction F,, solution de (3.54) est égale a une
somme de produits d’ezponentielles polynomes. Plus précisement,

Fo = F2 + () Pa( % (), (3-59)

ot FP! est un polynéme de degré n, ot P, € Rz, y] et ¢¥(z) = exp(—24o z), Ao étant
définie en (3.41).
La fonction Qo solution de (5.81) vérifie:

Qo(z) = By exp(—Aoz).
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Vn € N*, la fonction Q,, solution de (3.55) vérifie

ou R, € R|z,y], et ot ¢(z) = exp(—Ao z).
Quant a la fonction H,, elle présente la méme structure que Qy.

Preuve
Montrons (3.59) et (3.60). Le résultat est vrai pour n = 0,1, d’apres (3.38), (3.45) et
(3.39), (3.46).
Soit n > 2. Montrons le résultat par récurrence.
Supposons qu'il soit vrai pour k € {1,---,n —1}.
Compte-tenu de (3.57) et de I’hypotheése de récurrence, la fonction I, est égale a la
somme d’un polynéme de degré n — 2 et d’exponentielles polynomes.
Plus précisément, on a ’égalité:

I = P2 + () Pa( 9(.)), (3.61)

ou P, € R|z,y], et out PP est un polynome de degré n — 2.
La fonction J, est, quant a elle, compte tenu de (3.58) et de I’hypothése de récurrence,
égale a

¢(.)Sn(-, 8(.)), (3.62)
ou S, € Rz, y].
L’égalité (3.55) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficient
constant en 'inconnue @Q,. Le second membre de cette équation est, compte-tenu de
I’hypothése de récurrence, de la forme (3.62). D’apres le lemme 3.2.5 et d’apres (3.61)
et (3.62), les égalités (3.59) et (3.60) sont vérifiées. Ceci acheve la preuve de la proposi-
tion 3.2.6.

Corollaire 3.2.7 Etant donné les séries formelles en puissances de k, a coefficients
dans R, A(k),B(k), il existe une unique série formelle D(k) et une unique solution
formelle intérieure de données initiales (A(k), B(k), D(k)) vérifiant la condition (3.36).
Pour n > 1, la fonction F, dépend de 2n-1 paramétres, A,, B,_1, définis en (3.14).
Plus précisément, pour x € R, on a l’égalité

F?l(z, A,, Booy) = A, (3.63)

modulo un élément de R[A,_1, B,_1](Ao), avec Ag = 0 pour unique pole. De plus, pour
(z,y) € R?, o o

Pn(xa Y, An—h Bn-l) € R[Am Bn—l](A0)7 (364)
avec Ag = 0 pour unique pole.
De méme, pourn € N, les fonctions Q. et H, dépendent de 2n paramétres, A,, B,. Plus
précisément, pour n > 1, on a [’égalité

Qn(-a Am Bn) = ¢()(Bn + Rn(y ¢()’ An, Bn—l)a (365)

ot,, pour (z,y) € R%, Ru(z,y, An, Ba_1) € R[An, Ba_1](Ao), avec Ag = 0 pour unique
pole.
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Preuve

Montrons le résultat par récurrence sur n.

D’apres (3.38), (3.45), (3.39) et (3.46), la donnée de Ag, By, A1, B; détermine comple-
tement les fonctions Fy, Fi, Qo, @1, Ho et Hy. De plus, lorsque n =1, (3.63) et (3.65)
sont vérifiées avec

o 7 B} | B B2
F}*(z, Ay, Bo) = A1 — m + 7050, Pi(z,y, Ao, Bo) = 1A,
et B3 B B3
. o 3 _ B}
Rl(w)yaAlaBO) 16A2y +( 16A2 BoAlx 1 z )
Soit n > 2.

Supposons (3.63), (3.64) et (3.65) vérifiées pour 7 € {0,---,n — 1}.
La fonction F, est déterminée de maniére unique par la donnée de ’équation différentielle
(3.54) et des conditions aux limites:

F!(0)=0, et F,(0) = A,. (3.66)

Compte-tenu de (3.57), (3.58), (3.61), (3.62) et d’apres I’hypothese de récurrence, les
fonctions [L‘(') et Su(.,.) dépendent ur{iquement de A,_3, Bn_3,etona

I ( ) € R[An 2,B ](Ao) et S € R[An 1, n—-1 ](Ao)

Compte-tenu de ce qui précede, de (3.54) et des conditions aux limites (3.66), la fonction
Fpel dépend uniquement de A,, B,_1,etona FP(. A,, B,_1) = A, modulo un élément
de R[An_l, By_1)(Ao), avec Ag = 0 pour unique pole.

De méme, on a P,(.,An_1, Bao1) € R[A,, Bn_1](Ao), avec Ao = 0 pour unique pole.
On obtient ainsi (3.63) pour tout n € N*.

Quant a la fonction @, elle vérifie ’équation différentielle linéaire du second ordre a co-
efficients constants avec second membre, donnée en (3.55). D’apres la proposition 3.2.6,
ce second membre est une somme d’exponentielles polynémes, tendant vers 0 quand
z — +00. De plus, d’aprés ’hypothése de récurrence, il dépend uniquement de A,_;
et Bn—l-

Comme par hypothese (voir (3.36)), lim;—co @Qn(z) = 0, on a I'égalité

Qn(z) = ¢ exp(—Aoz) + exp(—Aoz)g(z, exp(—Aoz)),

ol la fonction ¢ dépend uniquement de A, et B,_;, et plus précisement, ot

9(z,y, An, Bn_y) € R[A,, Bo_1](Ao), avec Ag = 0 pour unique pole.

Compte-tenu de la condition aux limites @,(0) = B,, la fonction @), est entiérement
déterminée par la donnée de A, et B,. Elle s’exprime sous la forme

Qn(x) = exp(—Ao:c)(Bn + Rﬂ(m)exP(—Aom))a

ou R, dépend de A4, et B,_;. De plus, l;’.n(a:, Yy, An, Bn_1) € R[An, B,._1](Ay), avec Ag = 0
pour unique pole. Enfin, comme H, = @/, et Vn € N, H,(0) = D,, la série formelle D,
est entierement déterminée par la donnée de A(k) et de B(x). Ceci achéve la preuve du
corollaire 3.2.7.
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3.2.3 Définition du raccordement des solutions intérieure et
extérieure

Avant de définir le raccordement de la solution intérieure et extérieure, énongons
quelques définitions :
Définition 3.2.8 Soit n € N et k € R et deux réels strictement positifs &; et &, tels
que 6; < &3.
On appellera région intérieure (respectivement région extérieure), la région définie par
Vintervalle [0,525"#1] (respectivement par l’intervalle [51f~c_7fi—1,+oo[).
On appellera région de recollement l’intervalle de la forme

(81,83, k) = [Sy5™ 7T 6o~ 74T (3.67)

Définition 3.2.9 Soit ko un réel positif, et pour tout k €)0,ko], soit I(k) un inter-
valle de R, et u(z,x) et v(z,k), deuzr fonctions définies sur I(k). On suppose que
v(z,k) > 0, V(z,k) € I(x)x]0, k0.
On dira que

u(z,k) = O(v(z,k)) sur I(k) quand k& — 0,

st il existe C > 0 et Ko > 0 tels que

lu(z,k)] < Cv(z,k), Yz € I(k) et V& < Ro.
On dira que

u(z, k) = o(v(z,k)) sur I(k) quand K — 0,

st il existe kK — O(k) et Ko > 0 tels que
lu(z, k)| < 8(k)v(z,k), Vz € I(k) et V& < Ko,
avec §(k) — 0 quand K — 0.

Définition 3.2.10 On appelera solution intérieure tronquée a l’ordre n (respectivement
solution extérieure tronquée d ’ordre n), le triplet de fonctions définie par

(0 Fir?, S Q' S0 Hik') qu'on notera (F>™, Q4™ H™) (respectivement

(0 fi', g @', g haw') motée (Fo), Q=) Ho (™)),

Définition 3.2.11 Soit n € N. Soient (F“(, Q4" HiM) et (Fo() Q) HeM) les
triplets de fonctions introduits dans la définition 8.2.10.

On dira que les solutions intérieure et extérieure se raccordent modulo O(k™) sur l'in-
tervalle I,(81,92,K) donné en (3.67) si et seulement si

Fo™)(z, k) — Fo0=(kz, k) = O(k"),
Q"™ (z, k) — Q*("(kz, k) = O(x"), (3.68)
Hi’(n)(l‘,ﬁi) — He'(“‘l)(fc:z:,h:) = O(x"),

au sens de la définition 3.2.9.
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Proposition 3.2.12 Soit n € N.
Les séries formelles Q' et Q° se raccordent modulo O(k™) au sens de la définition 3.2.11.
Il en va de méme des séries formelles H' et H®.

Preuve

Compte-tenu de la structure exponentielle polynome des fonctions Q; et H; décrite dans
la proposition 3.2.6, et plus précisément de (3.60), on a, quelque soit ’entier naturel j,
I’estimation suivante sur I'intervalle I,(1, d2, %)

Qi=0 kT . exXp —81.Agk™™T) et H; =0 P . exp —8;. Agk™ 7T ,
i

ou mj € N.
On en déduit ’estimation

Qj = O(I‘Gn) et H; = O(KZ").
D’apreés la proposition 3.2.2, Q¢ ~ 0 et H®¢ ~ 0, donc, sur I,(é1,d2, ),

Qi,(n)(m’ K) — QC’(TL—'I)(H;E, T) = Qi,(n)(:z;, k) = O(k")
Hi’(n)(.’E, KD) _ He,(n—l)(ﬂm’m) = Hi’(”)(x,/i) = O(F&n)

au sens de la définition 3.2.9, ce qui achéve la preuve de la proposition 3.2.12.

Cherchons 3 présent une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions in-
térieure et extérieure se raccordent modulo O(k™).

Proposition 3.2.13 Soient les fonctions F*(") et F&( introduits dans la définition 3.2.10.
Pour n € N, on a l’estimation sur l'intervalle I,,(6;,62, k) :

Fi'(")(:v,fc) — Z o K:jl'i + 0(&71), (369)
0<:i<7<n
(4,9) # (O,n)

ot
;; désigne le coefficient de z* dans Ff"l. (3.70)

Pour n € N*, on a l’estimation sur lintervalle I,(81,062,K) :

Fev(n_l)(,gx’ fg) = Z ﬂ,’,jﬁ:jxi + O(Rn)y (3‘71)
0<i<j<n

(,5) # (0,n)

0
Bij = fi=(0), (3.72)

7!
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Preuve

Sur lintervalle I,,(d1, 62, k), d’apreés la proposition 3.2.6, précisément (3.59), la fonction
F, est égale & un polynéme de degré n modulo O(k*).

Pour z € I,(41,62,%), on a donc I’estimation

FA™)(g, k) = Z o; ket + O(K™). (3.73)
0<:<j5<n
(1,5) # (0,n)
Pour k € {0,---,n — 1}, effectuons un développement en série entiere de la fonction

z — fr(kz) ol lafonction fy est définie en (3.30) au point £ = 0. Comme = € I,,(d1,02, k),
et compte-tenu de ’analyticité de fx dans un voisinage de zéro, les développements en
série entiere sont convergents.

Nous pouvons exprimer F*("~1)(kz;x) sous la forme

n—1 o O] 0) . .
Fe’(n_l)(ﬁll‘; KZ) — Z nkz sz'( )K,l.'llz.
k=0 1=0 :

Posons 7 =1 + k.
On peut alors écrire la somme précédente sous la forme:

Fo (kg k) = Z Bi ki, (3.74)
(4,5) € N*
J—n+1<:<g
ou f3;; a été défini en (3.72).
Comme z € I,(81, 62, k), pour (z,7) tels que 7 > n + 1 et ¢ < j, on a l'estimation
kgt = O(&j—#) = O(k").
On en déduit ’estimation :
Fe (ke k) = Z Bi; Kzt + O(k™), (3.75)
0<i<j<n
(¢,5) # (0,n)

ce qui acheve la preuve de la proposition 3.2.13.

En vue de préciser les conditions de raccordement des solutions intérieure et extérieure,
montrons la proposition :

Proposition 3.2.14 Soit n € N*, et (8;,65) € R x R*. Soit une famille de réels v; ;,
ot (1,7) € N> avec 0 <i<j<n.

Soit la fonction S définie sur [0, ko) X [61, 2] par

S(k,y) = Yo sy 4 O(s"). (3.76)
0<1 <
(4,5) # (0,

J<n
(0,n)

HIA
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Alors
S(5,3) = 0 sur [0, x 61,5 17
implique
Yi; =0, Y(i,7) tels que 0<i<j<n.
Preuve

Faisant tendre x vers zéro dans (3.77), on obtient

Y0,0 = 0

SoitkeN, k<n-1.
Supposons que
7i,.7'=0’ V]E{O,,k‘} et VZS]

Montrons qu’alors
Yirer1 =0, Vi €{0,---,k+1}. (3.78)

k+1 L

. _ktL L ,
Divisons les deux membres de (3.77) par & n+1 puis faisons tendre k vers zéro, on

obtient :
V41,41 = 0.

Supposons que

Yike1 =0, Vie{m,---,k+1} ou me{l,---,k+1}.

k+1-

Divisant les deux membres de ’égalités (3.77) par « ':T—ll, puis faisant tendre « vers

z€éro, on obtient
Ym-1,k+1 = 0.

Il reste alors a montrer que
n

> Yony' e = 0.

i=1
En tenant un raisonnement analogue au précédent, on montre que 7;, = 0 pour tout !
dans {1,---,n}. Ceci acheve la preuve de la proposition 3.2.14.

On déduit de ces calculs la proposition:

Proposition 3.2.15 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s’effec-
tuer modulo O(k™) au sens de la définition 3.2.11 si et seulement si

G = /81',]" V(Z,j) tels que 0 < i S] < n, (7’7.7) # (03 TL),

ot a;; et B;; ont été définis en (3.70) et (3.72).
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Preuve

En effet, d’une part, d’apres la proposition 3.2.12, les séries formelles Q* et Q° se rac-
cordent modulo O(k™), sans aucune contrainte sur les différents parameétres. D’autre
part, compte-tenu de la proposition 3.2.13, F*(")(z)—F*("~1(kz) = O(k") dans I,(J;, &2, &)
si et seulement si

> (cij — Bij) Kz’ + O(k™) = 0 sur |0,k0] X I,(81,82,%).  (3.79)

0<:<j<n
(2,5) # (O, n)
Posons
S(K’ y) = Z Yi &' TR Y+ O(Kn)’
0<i<j<n
(z,7) # (0,n)

Vij = i = Bij.

L’égalité (3.79) s’écrit alors
S(k,y) + O(k™) =0 sur 0, ko] X [é1,02]. (3.80)
Alors, d’apres la proposition 3.2.14, on en déduit que
7 =0, V(i,7) tels que 0 <1< j<n, (1,5) # (0,n).
Ceci acheve la preuve de la proposition 3.2.15.

Remarque 3.2.16 Notons que, d’aprés la proposition 8.2.15, le raccordement des so-
lutions intérieure et extérieure modulo une erreur de taille O(k™') implique leur rac-
cordement modulo une erreur de taille O(k").

Remarque 3.2.17 La régle de Van Dyke (voir [15]) consiste & effectuer un dévelop-
pement limité de la solution intérieure tronquée a l’ordre n et de la solution extérieure
tronquée & Uordre n-1, puis a effectuer une identification des coefficients de k'z' pour
tous couples (1,7) tels que 0 < i < j < mn, (:,7) # (0,n). Nous avons montré dans
cette section qu’elle est équivalente a la définition 3.2.11 que nous avons donnée du
raccordement.

3.2.4 Raccordement des solutions modulo une erreur de taille O(x)

L’objectif est maintenant de déterminer les différentes constantes d’intégration dans
le but d’effectuer le raccordement de la solution intérieure et de la solution extérieure
modulo une erreur de taille O(x). Plagons-nous dans l'intervalle I1(d1,d2, k) défini par
(61, 62,6) = [51»:";‘,62&'%] ou é; et &, sont deux réels strictement positifs tels que

51 < 4.
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Proposition 3.2.18 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s’effec-
tuer modulo une erreur de taille O (k) si et seulement si:

Ao = fo(0), (3.81)
B2
5 _ s, (3.8)
ot la fonction fo est définie en (8.26), et les paramétres Ag et By sont définis en (3.38)
et (3.39).
De plus, on a les égalités . .
By = —24(1 — A?)?, (3.83)
et
Co = V2(tanh) ™! (A), (3.84)

qui permettent d’ezprimer By et Cy comme fonction de A,.

Preuve

Le raccordement formel de la solution extérieure et intérieure est trivial pour les séries
formelle Q° (respectivement H®) et Q° (respectivement H') comme on I’a démontré dans
la proposition 3.2.12.

Observant que, pour z € I;(8;, 2, ), on a |£2z?| < 82k, on obtient ’estimation

fo(kz) = fo(0) + f5(0)kz + O(x).

D’ou on déduit que:

FoO(kz, k) = fo(0) + f3(0)xz + O(x).
Par ailleurs, d’aprés (3.45), on obtient pour z € I;(41,d2, k),
5
2

D’apres la proposition 3.2.15, une condition nécessaire et suffisante pour que le raccor-
dement puisse s’effectuer est que

FO(z, k) = Ay + =2z + O(k).

Ao = fo(0), (3.85)
%2- = fol0). (3.86)

Comme B, est cherché négatif (voir (3.41)), on a, compte-tenu des égalités (3.25), (3.85)
et (3.86) l'égalité

Bo = —21(1 — A2)z. (3.87)
De plus, de (3.85) et de (3.86), on déduit que
Co = V2(tanh) ™! (Ao). (3.88)

On peut donc exprimer Cy et By en fonction de Aq, ce qui achéve la preuve de la
proposition 3.2.18.
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3.3 Existence d’un développement formel du champ
de surchauffe en puissances de k? a ordre 2

3.3.1 Raccordement des solutions modulo une erreur de taille O(x?)
On se place sur l'intervalle I5(41,d2, ) défini par
12((51, 52, I‘C) = [51!9_%, (52&—%],
ot (81,8;) € (R)?, tels que §; < 6,

Proposition 3.3.1 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s’effec-
tuer modulo O(k?) st et seulement si les équations (8.85) et (8.86) sont satisfaites, et si
de plus, on a les égalités :

B2
A - E = C1f5(0), (3.89)
3 B§
BoB, — 3—2A—0 C1£2(0), (3.90)

ou fo est définie en (3.26).
De plus, on peut exprimer B, et C; en fonction de Ag et A;.

Preuve

Le raccordement formel de la solution extérieure et intérieure est trivial pour les séries
formelle Q¢ (respectivement H®) et Q' (respectivement H*) comme on I’a démontré dans
la proposition 3.2.12.

De P’expression de F© (voir (3.27)), on déduit que

fi=Cufy

Effectuant comme précédemment un développement limité de f, et de C; f§ a ’ordre 2
dans l'intervalle I5(8;, 62, ), on obtient:

F¢(kz,k) = P(k,z) + O(k?)
Pi(k,z) = fo(0) + f3(0)kz + C1f5(0) + C1f3 (0)k2z + —(%(22(52)2. (3.91)

Le seul terme & prendre en compte provenant de k2 Fy(z) est, compte-tenu de (3.51):
3 B}
_—Ao(l — AY)kz? + (BoB: — 2 Al =)z

puisque dans lintervalle I;(8;, &2, k), exp(—2Aoz) est négligeable devant . D’ou,
Fi(z,k) = Py(k,z) + O(x?)
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ou
P = Ao+ r(A; — 2L) + Biz — LAg(1 — A2)k22? + (BoBy — 254
2(k, ) = Ao + K ( ) T e —3 o(1 = AZ)k’z* + (Bo 1—3—;;8')
(3 92)
D’apres la proposition 3.2.15, le raccordement peut s’effectuer modulo O(«?) si et seule-
ment si (3.85) et (3.86) sont vérifiées, ainsi que
B2
4 - =2 = ¢y 1(0) (3.93)
Il 0
3 B;
BoB; — D) A2 = C1f5(0). (3.95)

L’équation (3.94) est vérifiée compte tenu de (3.85). Notons que, d’apres les équations
(3.93) et (3.95), on peut exprimer B; et C; en fonction de Ag et A;. Pour Bj, puisque
By est non nul, on trouve:

By o ot 3B 11-43

Bo _3—514_3 + 3 By (3.96)
ol 1 1
By = —2%(1 — A?)z.
Quant a C;, comme f{'(0) est non nul, il vaut
2
G= Y2 (452 (3.97)

T a2 )

Ceci acheve la preuve de la proposition 3.3.1.

3.3.2 Calcul d’un développement formel a ’ordre 2 du champ
de surchauffe

Par définition, on a H*(0) = ho, ce qui fournit un développement de Kk3ho en puis-
sances de . L’objectif principal est de calculer un développement formel de n%h"‘(n)
en puissances de k.

Montrons qu’a ce stade des calculs, on peut obtenir un développement du champ de
surchauffe a ’ordre 2.
On a 'égalité

H(0) = k™% (Ho(0, Ao, Bo) + £H1 (0, Ay, By) + O(x?)).

Par définition de h**(x) (voir la définition 1.1.2), il est naturel de regarder quelles
conditions on obtient en maximisant Hy(0, Ao, Bo), puis H1(0, A1, B1), que l'on peut
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déterminer & ce stade des calculs. Compte tenu de (3.40) et (3.83), on peut exprimer
Ho(0, Ao, By) en fonction de Ay. Notons par ho(Aog) la nouvelle fonction ainsi obtenue.
D’apres (3.83), on a l’égalité

ho(Ao) = 2% Ag(1 — A2)3. (3.98)
Maximisant ho(Ao), on obtient alors:
1
A= —. 3.99
0 \/5 ( )
De (3.83), on déduit que
By=-2"1 (3.100)
et
h (i) =271 (3.101)
o\ % . .

On a ’égalité
oz 1 B
HI(O, Al, Bl) - —=— AoBl - AlBo.
8Ar

Exprimons H;(0, A;, B;) en fonction de Ag et A; grice aux égalités (3.83) et (3.96).
Notons h;(Ag, A1) la fonction ainsi exprimée. On obtient alors :

_3_ 2 _ A2 L ‘41' 2 _
2 245+ 14)(1 - 4D _ 2(245-1) (3.102)

hi(Ao, A) = =
(Ao, ) = 55 Ao (1— A2)7

Pour Ag = 715, on trouve:

1 ald
—A) =282 3.103
\/5 1) ( )

Il n’y a donc pas a maximiser par rapport a A; puisque hl(-\};, A;) est indépendant de
A;.
Finalement, compte-tenu de (3.101) et (3.103), on obtient 1’égalité

ha(

1

Bt (k) = 231 + %—g\@n +O(x%)). (3.104)

Cette formule a été proposée par H. Parr (voir [14]), et on 1’a obtenue ici formellement
en suivant les calculs de Dorsey, Dolgert et Di Bartolo (voir [12]).

3.3.3 Raccordement des solutions modulo une erreur de taille O(x?)

3.3.3.1 Détermination des coefficients de 2, x3z3, k322 et 3z

Compte-tenu de la proposition 3.2.15, et d’apres la remarque 3.2.16, pour obtenir le
raccordement modulo O(x3), il faut vérifier les quatre équations

Qo2 = ﬁo,z, Q33 = 53,3, Q3 = ,32,3, et aj3= ,31,3-
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Déterminons A; et C; afin d’avoir un développement plus précis du champ de surchauffe.
Pour y parvenir, il est nécessaire de poursuivre les calculs des développements de F' et

de Q.

Annulation du coefficient de «3.

D’apres (3.54) et (3.55) pour n = 3, le coefficient de > est nul si on a:
Fy = Q1Fo + 2Q0Q2F0 + 2QoQ1 Fy + Q3 F> + 3F(Fy — Fy, (3.105)

— A2Q3 = 2FyF3Q0 + 2F 1 F2Qo + F2Q1 + 2Fo FiQ2 + 2Fo Fa Q. (3.106)

Notons que les termes Q% Fy, 2Q0Q2Fo, Q%F; et 2QoQ1Fy dans (3.105) sont négligeables
devant n’importe quelle puissance de k dés lors que I’on choisit = de ’ordre de K™, ol
n € N*, et « petit, compte-tenu de la structure exponentielle polynome de Qo, @ et Q.
Donc, pour déterminer les coefficients recherchés, seul le terme ne comportant pas de
(Q;), c’est-a-dire (3FZ — 1) F; est a prendre en compte.

Primitivons deux fois de suite la fonction (3FZ — 1) F.

On obtient la fonction

dy+dy o + (343 — 1)((4 - 2)2? + Ha® + 2 exp(—2402)), (3.107)
ou (dl,dz) € Rz.

3.3.3.2 Calcul des réels o;3 et (13

Pour déterminer a; 3 et (3 3, il faut calculer complétement F3, ce qui nécessite de calculer
préalablement @),. Pour y parvenir, nous avons utilisé le logiciel de calcul formel Maple 5.
Dans la solution extérieure, le réel 3, 3 est égal a f3(0).
D’apres (3.30), on a ’égalité
Cz

fa==fo + Cafo, (3.108)

d’ou o2
£(0) = Caf(0) + 5-17(0)-

Utilisant alors le fait que fo vérifie (3.23),

on déduit que:
0'(0) = —£5(0) + 3£5(0) /5.(0). (3.109)
On déduit de (3.109) ’égalité
C?

Bz = f5(0)Cz + —(3fo(0) — 1) fo(0). (3.110)
Le coefficient a; 3 est égal & la constante dans I’expression polynomiale de F.
Compte tenu des égalités (3.25), (3.93) et (3.95), on peut exprimer ce coefficient en
fonction de Ag, A; et Aj. Il vaut:

A2 9 B 3 B;

0

BoB> + ; 23572, T 16 A2
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ou g € R(Ao, By) et ou By est donné par (3.83). Pour effectuer ce calcul, nous avons
utilisé le logiciel de calcul formel Maple 5.

Calcul de ;3 et de ;3

Le réel oy 3 vaut, d’aprés (3.107):

A B?
(342 — 1)(71 - ﬁ). (3.112)
Le réel B, 3 est égal a
@0
pro= 10
Compte-tenu de (3.109), il vaut:
N
(3£0(0) ~ 1)fo(0) - (3.113)
Calcul de Q33 et ﬁ3,3
Calculons a3 3.
Il vaut, d’apres (3.107)
B2
1—5’(3143 —1). (3.114)

D’apres (3.72), on a ’égalité
1
Paz = 515'(0).
Le coeflicient cherché est donc égal a:
1 1
~ SH0) + RO ). (3.115)
Calcul de o9 et [y,

Regardons maintenant le coefficient de «? dans les développements respectifs de la so-
lution intérieure et de la solution extérieure.
Dans la solution intérieure, d’apres (3.52), ag, 2 est égal a:

17 B} | 1B}A; 1BoB

- = A). 3.116
(128A3 1A 24 T 2) (3.116)
Calculons a présent (o ;.
Par définition, (voir (3.72)), Bo2 = f2(0).
Par conséquent, on a I’égalité:
C?
Boz = —=£3(0) + C2£5(0). (3.117)

9 0
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3.3.3.3 Raccordement des solutions.

Plagons-nous dans l’intervalle défini par:
I3(81,85,8) = [6157%, 8,57 4).
Proposition 3.3.2 Le raccordement des solutions intérieure et extérieure peut s’effec-
tuer modulo une erreur de taille O (k3) sur I3(61,82,k) si et seulement si les équations
(3.85), (3.86), (3.93) et (3.95) sont satisfaites, et si de plus, on a les égalités :

17 B§ 1B2A; 1ByB _c, /
szt g 2 a T3 0+ Ch(0), (3.118)

et
2 H 9

BoBat gl + (4 VIR H EDA e B)

= f5(0)C2 + fo(0)(3£3(0) — 1) 5+

ot g € R(Ao, Bo).

De plus, on peut exprimer B, et Cy en fonction de Ag, A; et Aj.

Preuve

Lorsqu’on effectue le raccordement modulo O(x%), on obtient, d’aprés la proposition
3.2.15, les équations supplémentaires résultant respectivement de I'identification des co-
efficients de 2, k323, k322 et 3z dans les solutions intérieure et extérieure exprimées
sous la forme (3.69) et (3.71).

D’apres (3.116) et (3.117), on a I’égalité

17 B 1B2A; 1B,B ct ., ,
mzog Z zg L 5 1(;.01 + Ag = 31- 0 (0) + szo(o) (3120)
D’apres (3.114) et (3.115), on a ’égalité
Bg 2 1 ! 2
B (343 -1) = LRO)-1 +3530)). (3.121)
D’apres (3.112) et (3.113), on a ’égalité
A B2 Cy
(343 -1(5 - g2) = 3 HOERO - 1. (3122)

D’apres (3.110) et (3.111), on a I’égalité
2
BoB; + 5 A% + (4 + VRS + 224 A1+ 9(Ao, Bo) =
5(0)C2 + f5(0)(353(0) ~ DG
Compte-tenu des égalités (3.86) et (3.93), les équations (3.121) et (3.122) sont vérifiées.
En définitive, seules les équations (3.120) et (3.123) sont a prendre en compte. Elles
permettent d’exprimer C, et B; comme fonction de Ag, A;, Az. Pour B;, on trouve:

2 3
By =—4Y24, - (.g% +32) AT - (£ + %% +53V2)A + g(Ao, Bo)  (3.124)

(3.123)
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1 1By, 129 By 3 ~=B; 2A0
Bo) = —B _ 25 2 5l
9(4o, Bo) = 1550~ 575 ~ 354z ~ 52 A2 B
et By est donné par (3.83). Ceci achéve la preuve de la proposition 3.3.2.
3.4 Raccordement a tout ordre
3.4.1 Conditions de raccordement modulo O(«")
Considérons la série formelle F#* définie par
Fi(z, k) ZF’”I (3.125)
ol F}”I a été définie dans la proposition 3.2.6.
Rappelons que Ff"l est un polynéme de degré 7,
F? ez Z @ ;T
On peut réecrire (3.125) sous la forme
Fo(z,K) ~ ZZa, ekt (3.126)
£=0 =0
en envisageant F"** comme un élément de R[[X, Y]]. Posons
¢g(.’L‘,) ~ Z a;,i.,.gx’i. (3127)
1=0
Alors, compte-tenu de (3.125), on peut écrire:
F* '°° (z, k) Z¢g KZ)K
Remarquons que F** vérifie formellement I’équation
k2" - F 4+ F*=0.
Posons -
' K) ~ Z@(z')ﬁ‘ (3.128)

£=0



3.4 Raccordement a tout ordre 69

ou ¢’ = Kz désigne la variable extérieure.
La série formelle en puissances de «, G, vérifie formellement 1’équation :

G"=-G+G°. (3.129)

Rappelons que d’aprés la proposition 3.2.15, le raccordement peut s’effectuer modulo
O(k") si et seulement si

ai; = Bij, V(i,7) tels que 0 <t <5< n, (4,5) #(0,n). (3.130)
Afin d’établir les égalités (3.130), montrons le lemme

Lemme 3.4.1 Soient S, et S; deuz séries formelles en puissances de k & coefficients
dans R[[X]] définies par

o0

Si(z', k) ~ Z¢,~(x')ni et Sy(z’, k) Z¢,

0

Supposons que Sy et S, satisfassent formellement ’équation différentielle

y'(z") = —y(z') + y(z')°, (3.131)
et que de plus, on ait les égalités :
¢:(0) = 1:(0) et 4;(0) =¢:(0), VieN. (3.132)

Alors, pour tout 1 € N, on a l’égalité :
#™(0) = %{(0), VneN.

Preuve
Montrons dans un premier temps que ¢{™ (0) = ll)(()n)(O), VneN
Etant donné que la série formelle ¢y vérifie formellement I’équation différentielle (3.131),

la suite (ng")(O))neN vérifie la relation de récurrence, pour n > 2,
Up = Up—2 + P(UO)uly v ’un—Z))

ou P e R[Xy, -, Xno2)
Comme la série formelle 1, satisfaisait également (3.131), la suite (¢((,“)(0)),,GN vérifie la
méme relation de récurrence. Il en résulte, d’aprés ’hypothese (3.132), que

M (0) = {M(0), Yn eN.

Soit m > 1.
Pour k € {0, - - — 1}, supposons que ¢(")( 0) = ,(c")(O), VneN
Compte-tenu de (3 131), la série formelle ¢,,, vérifie formellement ’équation différentielle
3 T . +
— ¢ — b + Z —_—io!-"im!]‘—‘[@l: , sur R, (3.133)
|tlom =3 =0

|¢]1,m = m
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De (3.133), on déduit que la suite ( S:)(O))neN est une suite récurrente d’ordre 2, satis-
faisant la relation de récurrence

Up = Up—2 + Q(UOa Ugy: - ,un—2)a

ot @ € R[X," -, Xn-2]. Compte-tenu du fait que la série formelle vy, satisfaisait égale-
ment formellement (3.133), et de ’hypothese de récurrence, la suite ( M(0))nen vérifie

la méme relation de récurrence que la suite (¢ (0))nen. Il en résulte, d’aprés I’hypothése

(3.132), que
¢(0) = vM(0), VneN.

Ceci acheve la preuve du lemme 3.4.1.

Admettons provisoirement que 1’on puisse poser (ce qui sera l’objet de la proposi-
tion 3.4.4):

(H) Qap; = ,30,,' et aji+1 = ﬂ1,{+1, V1 € N. (3134)
On peut alors montrer la proposition
Proposition 3.4.2 Le raccordement des solutions formelles intérieure et extérieure peut
s’effectuer modulo une erreur de taille O(k™), si et seulement si le systéme linéaire
constitué des 2n €quations @ 3n inconnues

Qo,; = 50,,' api41 = ,Bl,i-H, pour ) € {0, e, — 1}, (3135)

admet des solutions.

Preuve

Considérons les séries formelles G définie en (3.128) et F** définie en (3.18).
Exprimons F* sous la forme F* ~ 5 52 1;(z')x* ou (¢;) est la série formelle dans R[[X]]
définie par

’ - fi(j)(o) nJ - ni
Bi(a)) ~ Y (@) ~ ) Biaa(e)
7=0 J: 7j=0
L’hypothése (3.134) est équivalente a
¢i(0) = %:(0) et 4;(0) =;(0), VieN
D’apres le lemme 3.4.1 appliqué aux séries formelles G et F'°, il résulte que

#™(0) = {™(0), Vn eN.

On en déduit que le systeme (3.130) admet des solutions.
On peut donc raccorder les solutions modulo O(k"), sous la seule condition (3.135). Ceci
acheve la preuve de la proposition 3.4.2.

Afin de montrer qu’il est possible de poser (3.134), regardons quelle est la dépendance
vis-a-vis des constantes A;, B; et C; de o; ; et B; ; définies en (3.70) et (3.72).
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Lemme 3.4.3 On a les égalités

B}
oo = Ao, 011 = A1 — 1A, (3.136)
De plus
Boo = fo(0), Bi1= fo(0). (3.137)

Pour i € N*, les réels ap; et ;41 sont égauz modulo un élément de R(A;_;, B;_;) a:

Qo = A,‘, ayi+1 = —BoB,'. (3138)

Quant auz réels Bo; et G141, pour i € N*, ils sont égauz modulo un élément de R[C;_,]
a:

Boi = Cifo(0), Prin1 = Cifg(0). (3.139)

Preuve.

Compte-tenu de (3.38) et (3.45), on a les égalités (5.131).

Par définition, (voir (3.72)), on a les égalités Boo = fo(0), Bi1 = f5(0).

Le réel ap; est égal au coefficient de z° dans ’expression de Ep°l.

D’apres le corollaire 3.2.7, il est égal a A; modulo un élément de R(A;_;, B;_;).

Le réel ;41 est égal au coefficient de = dans ’expression de Fff{ I est égal a la
constante d’intégration obtenue aprés quadrature de la fonction F}}, avec la condition
aux limites F},,(0) = 0.

Le seul terme ou apparait le parametre B; dans I’expression de Fj}, est donné par
2FyQ0oQ;, d’apres (3.54) et (3.58).

Utilisant alors (3.65), ce terme vaut —ByB; modulo un élément de R(A;_1, B;_1).
D’apres (3.72), le réel Bo; est égal a f;(0) et B1:+1 = f{(0). Compte-tenu de (3.30), le
coefficient Gy ; est égal & C;f}(0) modulo R[C;_,]. De plus, le réel B; ;41 est égal & f(0).
Il vaut C;f#(0) modulo un élément de R[C;_;]. Ceci achéve la preuve du lemme 3.4.3.

Compte-tenu du lemme 3.4.3, on peut énoncer la proposition :
Proposition 3.4.4 Soit n € N*. _ ) _
Considérons le systéme de 2n équations d 3n inconnues, An_1, Bn_1,Cn_1 constitué par
les €galités
a0, = Poi, 1i+1 = Prit1 pour i € {0,---,n—1} (3.140)

Pour tout A,_; € R™, tel que Ag €)0,1[, le systéme (3.140) admet une unique solution
dans R* telle que By < 0.

Preuve

Le résultat est vrai pour n = 1. Le systéme est alors constitué des deux équations (3.85)
et (3.86), et peut étre résolu en choisissant pour inconnues principales By et Cp comme
nous ’avons montré dans la proposition 3.2.18. De plus, si on suppose By < 0, la solution
du systeme est unique.

Soit n > 2.

Supposons que le résultat soit vrai pour k € {1,---,n — 1}, donc que Cy, Cj, ..., Cp_y,
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By, - -, B,—1 s’expriment de fagcon unique en fonction de A, -, An1.
D’apres le lemme 3.4.3 et par hypothése de récurrence, 1’égalité g, = (o,n se traduit
par 1’égalité

A, = f5(0)Cn, modulo R[A,_,]. (3.141)

Quant a D’égalité o nt1 = Bin+t1, €lle se traduit par 1’égalité
— ByB, = f)(0)C,, modulo R[A,_;]. (3.142)
D’apres (3.86) et (3.83), on a les égalités

1 2 wey L _ A2
Z5(1=4) et f5(0) = =75 (1 - 45). (3.143)

On peut alors résoudre le systéme constitué des deux égalités précédentes en considérant
B, et C, comme inconnues principales et Ao, --, A, comme parametres, ce qui achéve
la preuve de la proposition 3.4.4.

fo(0) =

Compte-tenu de la proposition 3.4.4, il résulte que I’hypothese (3.134) est vérifiée, et
par conséquent, la preuve de la proposition 3.4.2 est compléte. Afin d’introduire une
notion de raccordement a tout ordre, introduisons la définition:

Définition 3.4.5 On dira que le raccordement des solutions intérieure et extérieure
s’effectue a tout ordre, si on peut effectuer le raccordement modulo O(k™), quelque soit
Pentier n € N.

Compte-tenu des propositions 3.4.2 et 3.4.4, et de la définition 3.4.5, on peut énoncer le
théoreme

Théoréme 3.4.6 Le raccordement des solutions formelles intérieure et extérieure peut
s’effectuer a tout ordre au sens de la définition 3.4.5.

3.4.2 Notion de solutions formelles des équations de Ginzburg-
Landau

Les résultats qui précedent nous conduisent a introduire la définition :

Définition 3.4.7 Soit n € N.

On appellera solution & l’ordre n de (GL)y, un couple constitué d’une solution formelle
intérieure tronquée & l’ordre n et d’une solution extérieure tronquée a l’ordre n — 1 au
sens de la définition 3.2.10, dont on a effectué le raccordement modulo O(k™) au sens
de la définition 3.2.11.

On appellera solution formelle des équations de Ginzburg-Landau (8.8) avec conditions
auz limites (8.10), un couple constitué d’une solution formelle intérieure au sens de
(3.2.4) et extérieure au sens de (8.2.2) dont on a effectué le raccordement a tout ordre
au sens de (3.4.5).
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Dans les sections suivantes, lorsque nous ferons allusion aux solutions formelles de (3.3)
vérifiant les conditions (3.4), nous parlerons de solutions du probléeme (GL)/,
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme :
Théoréme 3.4.8 FEtant donné la série formelle en puissances de k, A(k), il existe une
unique solution formelle des équations de Ginzburg-Landau (8.3) vérifiant les conditions
auz limites . .

Fi(0,r) = A(x), (F)'(0,r)=0,

limgyeo Fe(2',6) =1 et limgioe Q%(2', &) = 0. (3.144)

Preuve

- Existence.
On a construit dans la proposition 3.2.2 une solution formelle extérieure, et dans la pro-
position 3.2.6 une solution formelle intérieure, puis nous avons effectué leur raccordement
a tout ordre au sens de la définition 3.4.5 dans la proposition 3.4.2.

— Unicité.
D’apreés la proposition 3.4.4, dés que A(x) est donnée, alors B(k) et D(k) sont entiere-
ment déterminées. Or, d’apreés les propositions 3.2.2 et 3.2.6, la donnée de A(k), B(k)
et D(x) détermine completement les coeflicients de la solution formelle extérieure et in-
térieure, d’ou, par définition d’une solution formelle, son unicité. Ceci achéve la preuve
du théoreme 3.4.8.

Remarque 3.4.9 Notons que le théoréme 3.4.8 est une version série formelle (par rap-
port d k), dans le cadre & petit, du théoréme 2.1.2 sous la forme la plus générale établi
au chapitre 2.

Notation 3.4.10 Dans les sous-sections suivantes, compte-tenu de la proposition 3.4.2,
nous supposerons que les fonctions Fy(z, An, Bu-1), @Qn(z, An, By) et Hu(z, An, By) sont

ezprimées en fonction des seuls paramétres A;, pour i € {0,---,n}.

Posons
F:n(x’li_") F ((L‘ n _I" 1(_ n— 1))’ Q"(x’;ln) = Qn(x’An’Bﬂ(Aﬂ)% (3145)
Hy(; Ap) := Ha(, An, Bn(An)).

Nous désignerons par F*, )} et H' les séries formelles

2 iﬁ‘n(x;[l iQ (z; A)K" et H = f:f[n(x;ﬁn)n‘. (3.146)
1=0 1=0 1=0

Si nous introduisons comme choiz particulier
Ap=t et A;=0, VieN, (3.147)
nous posons

Fo(z,t) = Fo(z;4,), Qu(z,t) = Qu(z;An) et Ha(z,t) = Ha(z; A,).  (3.148)
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Corollaire 3.4.11 FEtant donné un réel t €]0,1[, il existe une unique solution formelle
des équations de Ginzburg-Landau (3.3) vérifiant les conditions auz limites (3.144) avec
A(k) = t. La condition initiale (A")'(0) définie en (3.12) se représente de maniére unique
sous forme d’une série formelle :

(A)(0) = k7 2¢(t,k) == K72 Y dilt)s, (3.149)

ol

A

#i(t) :== Hi(0,¢), (3.150)
H;(0,t) étant défini en (3.148).

Preuve
Le résultat découle immédiatement du théoréme 3.4.8 et de I’hypotheése faite sur les

(Ai);eny (voir (3.147)).
Compte-tenu de (3.32), (3.33) et (3.35), on a I’égalité:

(AY(0) = K72 ) dilt)s’

n=0

Ceci acheve la preuve du corollaire 3.4.11.

3.5 Construction d’un développement formel en puis-
1
sances de k2 du champ de surchauffe

Le probléme principal qui se pose a présent, en vue de déterminer un développement
formel du champ de surchauffe, est de maximiser par rapport a ¢ €0, 1 la série formelle
#(t, k) définie en (3.149). Bien entendu, cette notion de “maximum” doit étre défini en
un sens formelle que nous préciserons dans les sous-sections suivantes.

Le probléeme de maximisation de cette série formelle demeurait en suspens dans [12].

3.5.1 Maximisation d’une série formelle ayant un terme prin-
cipal admettant un maximum non dégénéré

Soit f une fonction d’une variable réelle, de classe C*°. Dans ce qui suit, DT(f)
désigne le développement de Taylor de f au point z = 0,

2 f() .
DT(f)(z) i~ Y fz—'(o):c (3.151)

Nous considérons dans les sous-sections suivantes une série formelle a coefficients de
classe C* sur ]0, 1[, ayant une partie principale admettant un unique maximum atteint
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en to €)0, 1[, non dégénéré, c’est-a-dire une série formelle telle que:

oo

$(t,5) ~ Y Bi(t)w', (3.152)

0

ou ¢ vérifie
#5(to) =0 et ¢g(to) <O0. (3.153)
Afin de définir le maximum de la série formelle (3.152), rappelons le résultat classique
suivant :
Lemme 3.5.1 Soit ¢ une fonction définie sur |0, 1[x]— ko, ko[ de classe C*. Supposons

qu’il existe une fonction t définie sur un voisinage de zéro V(0) C| — ko, ko[, @ valeur
dans 10, 1[ de classe C* telle que

D(t(k),k) =0, ¥ € V(0.

Supposons que

I
S (Hr),R) £ 0, Vi € V().

Alors la dérivée n*™ de t au point k € V(0) est égale a

n! al+|i|1,n—1,¢) n-l t(k ”‘
£ () = t(/{) 1y R ( ot atmm_l) (K), %) H

(3 154)
ot la sommation ), porte sur les (€11, -+ ,in—1) € N" tels que £ + |i|zn—1 = 7.
Nous allons dans les sous-sections suivantes donner deux procédés équivalents pour dé-
finir le maximum d’une série formelle. Ceci nous permettra d’identifier la définition la
plus naturelle de maximum formel avec la définition permettant un calcul numérique
des coefficients du développement formel du champ de surchauffe, en utilisant le logiciel
de calcul formel Maple 5.

3.5.2 Un premier procédé pour définir le maximum d’une série
formelle

On dispose du procédé suivant pour définir le maximum d’une série formelle vérifiant
(3.152) et (3.153).
Enoncons un lemme du a Borel:
Lemme 3.5.2 Soit ¢ une série formelle a coefficients C* définis sur |0,1{, dont ’ez-
pression est donnée par: ¢(t, k) ~ S o ¢i(t)s'. Alors, il eziste une fonction ¥ de classe
C® sur |0,1[X] — Ko, Ko, telle que le développement en série de Taylor de K — (., k)
au point k =0 de ¥ coincide avec ¢.

Définition 3.5.3 Une fonction vérifiant la conclusion du lemme 3.5.2 est appelée un
représentant de la série formelle ¢.
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Lemme 3.5.4 Soit ¢, un représentant de ¢. Supposons que ¢ admette en to un unique
mazimum sur ]0,1[, de plus non dégénéré, c’est-d-dire tel que

94, _ 0’y
ot (to,O)—O et EYD

7 (4,0) < 0. (3.155)
Alors, il existe un réel positif, ko, tel que, quelque soit |k| < ko, l’application t —
é1(t, k) admette un mazimum t,(x) sur ]0,1[ tel que t,(0) = to. De plus, sur ] — ko, Ko,
Papplication k — t1(k) est de classe C*.
Soit ¢y un autre représentant de ¢ et soit to(k) un mazimum de t — $y(t,.) tel que
t2(0) = to. Alors

DT(t,) ~ DT(t,), (3.156)

ou DT est défini en (3.151).

Preuve
Compte tenu de I’hypotheése (3.155), on peut appliquer le théoréme des fonctions im-
plicites & la fonction (¢,x) — 2:(¢,x) dans un voisinage du point (to,0). Il existe une
fonction ¢, de classe C*°, définie sur un voisinage de zéro noté | — &1, k;[, a valeur dans

un voisinage de i, telle que
t1(0) = 2o, (3.157)

et
O
ot
1 74, - 2
De plus, comme —a?{-(to, 0) < 0, par continuité de (t,x) — 51

P2 (11(k),K) = 0, Vi €] =k, . (3.158)

2 (t,), on a l'inégalité

tl K,),K.) S 0, Vke€ V(O) C] — K2, "’32[7

ce qui assure que t;(x) est un maximum de ¢ — &, (¢,.) sur 0, 1[, pour x € V(0) fixé.
Pour établir (3.156), nous allons montrer que DT'(t;) ne dépend que des coefficients de
la série formelle ¢, donc est indépendant du représentant choisi.

La fonction ¢, étant un représentant de ¢, par définition, on a 1’égalité

rE
aﬂm (t’ 0) =m. ¢m(t),
d’ol oo
Wﬁ;(to, 0) = m! ¢ (to). (3.159)

Compte-tenu de (3.158) et (3.159), on a ’égalité

0%y 0% .
10 = (55 af; (10,0)) 0:5%(10,0) = 4 (t0) 8 o).
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Soit n > 2.

Supposons que tgk) (0) ne dépendent que des coefficients de la série formelle ¢, pour tout
k dans {1,---,n — 1}.

Le réel t,(™(0) s’obtient en dérivant successivement n fois 1’expression (3.158) par rapport

a K, puis en évaluant le résultat au point k¥ = 0.
Compte-tenu de (3.158) et du lemme 3.5.1 (voir (3.154)), on a 1’égalité

1,((0)
9%y - n! gethlin1t1 g 190)
= —( o2 )(t(0)7 0) Z [!le e in—l! <8Rlat|i|1,,,_1+1) ]:[ ( X y
(3.160)
ou la somme Y porte sur les (¢,7) dans N" tels que £ + |t|yn—1 = n.
Or, d’apres (3.159)
G+l nm1 413 -
(anfatlf—ll,n_l+i) (£(0),0) = £ (to),
d’ou
(n) " -1 n! |1|1n-1+1) n-1 t(k)
t1(M(0) = (¢{(to)) l > il °-in-1! H( o) - (3.161)
+ il?,n—1=ﬂ =1

De (3.161), et de I’hypothése de récurrence, il résulte que ¢;(™(0) dépend uniquement
des coefficients de la série formelle ¢.
Le résultat est donc vrai pour n quelconque, ce qui acheve la preuve du lemme 3.5.4.

On peut alors définir le maximum de la série formelle définie en (3.152) et vérifiant
I’hypothese (3.153) en utilisant les lemmes 3.5.2 et 3.5.4.
Ces lemmes permettent de poser la définition:
Définition 3.5.5 Soit ¢ une série formelle en puissances de k & coefficients de classe
C® sur )0, 1[ définie par

(oo}
¢(t, k) ~ Z ¢i(t)’€i1

0
et vérifiant (3.153). Soit ¢ un représentant de ¢ au sens de la définition (3.5.2). On dira
que la série formelle ¢ atteint son mazimum sur |0, 1 en l'unique série formelle définie
par le développement en série de Taylor au point k = 0 de la fonction t(k).
Pour : € N, on pose
t(*)(O)

7!

t = (3.162)

I

ou t1)(0) est défini en (3.161).
Par hypotheése, les fonctions ¢; étant de classe C, on peut effectuer un développement
de Taylor au point to de la fonction ¢;(t), pour tout i € N, puis substituer a ¢ la
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série formelle Y o° ¢;x*. Réordonnons 1'expression ainsi obtenue en puissances de &, et
sommons sur ¢ € N. On peut alors poser la définition
Définition 3.5.6 Le mazimum de t — ¢(t,&) sur ]0,1[ au point t(k) défini en (3.5.5)

est égal a:
[oe]

f — Iy n
max o(t k) : ;Dn(tn)ﬂ,
ou
7 1 tli,n - 1
Dalln)i= D g ’(m)}'[tu, (3.163)
=1

£+|i|2,n=n

ou ty = (t1, b+ ,ts) avec t; défini en (3.162).

3.5.3 Un second procédé pour définir le maximum d’une série
formelle

Considérons la série formelle définie en (3.152) et (3.153). Une maniére naturelle pour
définir le maximum de cette série formelle est de procéder de la maniére suivante: on
effectue un développement de Taylor au point to de la fonction ¢;(t), pour tout i € N,
puis on remplace ¢ par ) o t;k'. Réordonnant 1’expression ainsi obtenue en puissances
de k, la série formelle ¢(¢, k) s’exprime alors sous la forme

$(t(k),6) ~ Y Da(tn)s™,

ou D, a été définie en (3.163). Puis, on maximise successivement chaque coeflicient
de ™. Montrons maintenant que ’on peut procéder de la sorte, c’est-a-dire maximiser
successivement chaque coefficient de x". Montrons tout d’abord la proposition :
Proposition 3.5.7 Soit D, définie en (3.163).

On a les égalités suivantes :

n-—1
_ 0Dy -
Dapny1(ton-1) = Z 3t:k (t2k)ton—1-k + g(to, -+ ytn-1) (3.164)
k=0
= 8D
Din(fn) = )~ 2 (Fak)tan—t + L{to, "+ tn) (3.165)
k=0 k

ot g € R(to, - ,tn-1) €t L est un polynéme de degré deuzr en t,, dont le coefficient du
mondme de plus haut degré est égal a ¢g(to).

Preuve

D’aprés (3.163), on a les égalités:

Dy(t1) = #o(to)ts + é1(to) (3.166)
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et

Ds(t2) = y(to)t2 + —Qg(tO)tf + ¢ (to)ts + 2(to)- (3.167)

Comme Dy(t) := ¢o(t), les égalités (3.164) et (3.165) sont vérifiées pour n = 1, avec

g(to) = ¢1(to)

et

/!

L(to,t1) = %(to)tf + ¢ (to)t1 + ¢a(to)-

De plus, d’apres I'hypothése (3.153), on a ¢j(to) < 0.
Supposons (3.164) et (3.165) vraies pour k € {1,---,n},oun > 1.

SOlt (Z, Z) = (Z,'I:l, cee ,ij, v ,i2n+1) € N x N2n+1 tel que { + |Z.|2,2n+1 =2n + 1.
D’apreés (3.163), remarquons que, pour t, €]0, 1],

(£2ﬂ+1) - D(t07{2n+1) (S R[£2n+1].

Soit j € {n +2,---,2n + 1} et supposons 7; = 1.
Alors, pour k # j, k € {n,---,2n + 1}, iz = 0.
Il résulte de (3.163) que D(f2n41) s'écrit sous la forme

2n+1

D(tans1) = Y, piti + Glto, -+ s tns1), (3.168)

j=n+2

ol p; ne dépend que de #,_; et ot G € F(R"*',R).

Remarquons que pour j € {n +2,---,2n + 1}, le coeflicient de t; dans ’expression de
D241 donnée en (3.163) est égal au coefficient de ¢;_; dans ’expression de Dsy,.

En effet, compte-tenu de ’expression de D, (voir (3.163)), le coeflicient de t; dans
D341(f2n41) tout comme celui de ¢;_; dans D, (f2,) est égal &

-1

Z : ]-. ' (| |ln—1+1) Ht (3:169)

- ) Zl! DECEEY Zn-l
E+|il2,n—1=2n+1-3

ou 1 € N1,
Donc, d’apres I’hypothese de récurrence, pour j € {n +2,---,2n + 1},
aD n4+2-2;
pj = #. (3.170)
nt1-—j

Notons pn41 le coefficient de ¢,4; dans Dsyt1(22n41). Montrons que

0D,
Prnt+1 = 8t2 (t2n)- (3.171)
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Supposons que i,4; = 1 et soit i € N?* tel que £ + |i|3,2, = 2n.
Si i, = 2, 'expression comportant 1'indéterminée t,, dans Day,(f2,) vaut

t2
82)(150)‘29'-

Si 7, = 1, ’expression comportant I'indéterminée t,, est égale a

1 (et 4 ik
Z 1) tpey! Ht tn.

. 1- -1-
I’I?,n-1=n

Il en résulte que Dy, (%2,) est un polynéme de degré deux en t, dont les deux mondémes
de plus haut degré sont donnés par

-1

t2 1 il1n— i
32)(t0)5"+ > % ([iln-1t1) 4 Htk"t (3.172)

. 1- - lp—1
|'|2,n—1=71 =1

Or, d’apres (3.163), le coefficient de t,4; dans Da,y1 est égal a la dérivée de ’expression
(3.172) par rapport a t,, d’ou ’égalité (3.171).

Posons
]‘ ti1,n 1
glto, -+ tn) == ) Tl (iln) ¢ IIt" (3.173)

) ITIER
l+|z|2,,,=2n+1

Compte-tenu de (3.168), (3.170), (3.171) et (3.173), on obtient alors 1’égalité (3.164)
pour l’entier n + 1.
De maniere analogue, on montre I’égalité (3.165). En effet, on a 1’égalité

2n+2

Din2(fansz) = Y piti + L(to, -+ tnya),
j=n+2
ou "
Lto, -, tns1) = ) Z_l'_._i (linet) (40 Ht (3.174)

L+]il2,np1=2n+2

Le coeflicient de t; pour j > n+ 2 dans Djny2 est égal au coefficient de t;_; dans Dspyy,

donc
a1)411-%4--2_7’

pi= at2n+2-—j '

Enfin, L est un polynéme de degré 2 en t,1, dont le coefficient de 2 ; est égal & ¢( )(to)
donc est de signe négatif.

On obtient alors I’égalité (3.165) pour l’entier n + 1.

Ceci acheve la récurrence et la preuve de la proposition 3.5.7.
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Notation

Soit £ € R*. Dans la suite, nous noterons par [z] 'unique entier naturel tel que

[z] -1 <z < [z].

Proposition 3.5.8 Soit n € N*.
L’équation Djy(t) = 0 admet une unique solution sur 0, 1][.

Pour tout (tp41,---,tan) € R”, le systéme d’équations a n + 1 inconnues (to,: - ,t5)
0Dy -
8t2k (t2k) = 0) pour k€ {07 T 7n}a (3175)
k

admet dans R™*! une unique solution, indépendante de (tny1,- -+ ,tan).

Pour cette valeur (to, - ,ts), Dant1(t2nt1) est indépendant de (tnt1,- -, tont1)-

De plus, Dayya(tany2) est un polynéme de degré 2 ent,yq, indépendant de (tny2, - -, tant2),
dont le coefficient du mondme de plus haut degré est négatif.

Preuve

Montrons que le systéme (3.175) admet une unique solution par récurrence sur n.
Supposons n = 0. Par construction, Dg(t) := ¢o(t). Donc, compte-tenu de ’hypothése
faite sur la fonction ¢g (voir (3.153)), la fonction Do admet un unique maximum sur |0, 1|
atteint en t = to. Le réel ¢y est caractérisé comme étant ’unique solution de ’équation

Dy(t) = 0.

Soit n > 0.

Supposons le résultat vrai pour & € {0,---,n}. Par hypothése de récurrence, to, t1,
tg,- - ,t, sont déterminés comme unique solution du systeme d’équations

0Dy
Oty

et ne dépendent pas de (tnt1,: -, %20):

Considérons alors le systeme (3.175) pour &k € {0,---,n + 1}.
D’apreés la proposition 3.5.7 et compte-tenu de ’hypothese de récurrence, on a alors

_ 0D 0D, 0D, ,-
Danya(tant2) = E;O(to)tznw + _6‘t_12’(t2)t2n+1 +-- 4 a—;-(tzn)tnw + L(to,, trt1),

(t26) =0, pour k€ {0,---,n},

ou L est défini en (3.174).
Par hypothese de récurrence, Doyi2(t2nt2) st égal a

L(t07 toe 1tn+1),

ot L est un polynéme de degré 2 en t,,,1, dont le coefficient du monéme de plus haut degré

) . , . ODypis -
est négatif. Donc, quelque soit (tn42,**,tan+2) € R*™, I’équation 8t2 2 (tan42) =0
n+1

admet une unique solution sur R, t,41, indépendante de (tn42,- - ,t2n+2)-
Le systéme (3.175), pour k € {0, --,n+1}, admet donc une unique solution (¢o, -, tnt1)
indépendante de (tn42,: -, t2nt2)-
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Ceci acheve la récurrence.
D’apres la proposition 3.5.7

— aDo 6D2 I 619211 ny
Dn lon = ——(%o)t2n ——(t2)(t2n ton)tn o, 5ytn)s
wmt1(bant1) = Zo—(to)tanss + = (t)(tan) + -+ + 5= (Ban) bt + 9o )
ou g est donnée explicitement en (3.173).
Compte-tenu de cette égalité, pour la valeur (¢o,---,?,) solution du systeme (3.175),
D2n+1({2n+1) est est égal a
g(t07 e atn)-

Il est donc entierement déterminé par la donnée de to,---,t, et ne dépend pas de
(tn+1) Tty t2n+1)~
Ceci achéve la preuve de la proposition 3.5.8.

Remarque 3.5.9 A noter que, compte-tenu de l’égalité (3.172), on a l’égalité

n—1

_ 1 i1+l ;

tn = —(45(t0)) ™" Z NN l(l s )(tO)Htkk' (3.176)
I+]i]2,n—1=n I n-lt k=1

On a donc établi le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.10 Soit ¢ une série formelle en puissances de k, a coefficients de classe
C® définis sur ]0,1], telle que

Bt k) ~ Y di(t).

Supposons que la partie principale ¢y admette un unique mazimum sur |0,1{, non dégé-
néré, atteint au point t = to, c’est-d-dire tel que

$o(to) =0 et ¢p(to) < 0.

Alors la série formelle ¢ admet un unique mazimum sur |0,1[, au sens de la défini-
tion 3.5.5.

Remarque 3.5.11 Compte-tenu de (3.161),(3.162) et (3.176), les deuz procédés uti-
lisés dans les sous-sous sections 3.5.2 et 3.5.8 pour définir le marimum d’une série
formelle sont équivalents.

Proposition 3.5.12 La série formelle définie en (3.149), par ¢ := K™% S ¢kt admet
un unique mazimum formelle sur ]0,1].

Preuve
En effet, la partie principale de cette série, compte-tenu de (3.150), est égale a

o(t) = Ho(t) = 27¢(1 — t?)%.

Cette fonction admet un unique maximum sur ]0,1[ atteint en ¢ = 12. De plus, ce
maximum est non dégénéré. D’apres le théoreme 3.5.10, la série formelle ¢ admet un
unique maximum formel sur ]0, 1[. Ceci achéve la preuve de la proposition 3.5.12.
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3.5.4 Conclusion

Nous sommes maintenant en mesure de répondre par I’affirmative & la question sou-
levée dans Darticle de Dorsey, Dolgert et Di Bartolo [12]:
- Pouvons-nous obtenir un développement formel du champ de surchauffe a tout
ordre en utilisant la construction formelle présentée en section 3.2, 3.3 et 3.47

La réponse a cette question fait ’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.5.13 Soit la série formelle H' définie par
H =" Hi(0, A)w, (3.177)

ot H;(0, A;) est introduit a la définition 3.4.10.
On peut mazrimiser successivement chaque coefficient de k™ de la série formelle (8.177).

Preuve
Remarquons que d’apres (3.141), (3.142) et (3.143), sous ’hypothese (3.147), pour : € N
et t €]0,1[, Bi(t) € R(t) avec pour uniques poles zéro et un.
Pour z € RY et t €]0, 1], d’apres le corollaire 3.2.7, les applications définies en (3.148)
par ) ) )

t e Fo(z,t) t = Qn(z,t) t— Hu(z,t), (z € RY)

appartiennent a R(¢), avec pour uniques poles zéro et un, donc, elles sont de classe C*
sur ]0, 1.

Effectuons-en un développement en série de Taylor au point Ao €]0, 1], et remplagons ¢
par Y o> Ajk’.

Réordonnons 1’expression obtenue en puissances de « et sommons sur i.

Notons F#, Qf et H' les séries formelles ainsi obtenues.

Par construction des séries formelles F*, Q" et H, on a les égalités

Fi(0,k) ~ A(r), (0,r) ~B(x) et H'(0,x)~ D(x).

De plus, le triplet (F‘, Qi H ?) est solution formelle du systéme de Ginzburg-Landau.
Par unicité de la solution intérieure de condition initiale (A(x), B(x), D(k)), d’apres le
corollaire 3.2.7, on a les égalités

FnF, G nQ et B~ T,

ol les séries formelles ¥, QF, H* sont définies en (3.146). :

D’aprés la proposition 3.5.8, on peut maximiser la série formelle H*(0) = 5o° D, (A,)s™.
Il en résulte que I'on peut maximiser 3o° H;(0, A;)x’ par le procédé ayant permit de
maximisé la série formelle H*(0). Ceci achéve la preuve de la proposition 3.5.13.

On peut alors énoncer le théoréme suivant, qui constitue une synthese des résultats
précédents.
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Théoréme 3.5.14 Soit n € N*.
Soit la série formelle correspondant ¢ A'(0) définie en (3.149). Elle admet un unique
magimum “formel” sur |0,1[, noté k=7 372 hix?.
Pratiquement, les réels h; pour ¢ € N sont calculés de la fagon suivante.
Le réel hqy est donné par
ho := sup I:IO(O;AO) < 400,
Ag€R

ot Ho(0, Ao) est défini dans les notations 3.4.10.

Pour (Apy1,-++,Az,) € R™, on résoud le systéme d’équations @ n + 1 inconnues
OH .
2£0; Ay) =0, pour k€ {0,---,n}, (3.178)
0Ag
qui admet dans R™ une unique solution (Ao, -+, A,), indépendante de (Anyy, - yA2n).

Pour cette valeur (Ag,- -, An), I:I2n(0; Ajgy,) est indépendant de
(An+1, v ,Agn) et

hzn = H‘Qn(o,z‘ign). (3179)
De plus, I:I%_,.I(O; Agny1) est indépendant de (Any1,- -+, Agny1), €t
h2n+1 = H2n+1(0; A2n+1). (3180)

Preuve

Le fait que la série formelle définie en (3.149) admette un unique maximum découle de
la proposition 3.5.12.

De plus, on a ’égalité D,(A,) = H,(0, A,). Utilisant alors la proposition 3.5.8, on ob-
tient les deux assertions (3.179) et (3.180). Ceci acheéve la preuve du théoreme 3.5.14.

Introduisons alors la définition:
Définition 3.5.15 On appellera champ de surchauffe formel, la série formelle notée

h*™Mf (k) définie en (3.149) :
1 I ;
hhd (k) := k72 Z his’,
s
ou les réels h; sont définis en (3.179) et (3.180).

3.6 Algorithme de calcul du champ de surchauffe.

3.6.1 Détermination pratique de t().

Précisons 1’algorithme qui permet de parvenir a calculer numériquement le dévelop-
pement formel du champ de surchauffe obtenu dans la section précédente.
Sur le plan numérique, on suivra le troisieme procédé de maximisation de la série formelle
¢, défini dans la sous-section 3.1.3.



3.6 Algorithme de calcul du champ de surchauffe.

85

3.6.2 Programmation de 1’algorithme

Pratiquement, pour calculer le champ de surchauffe a ’ordre n, on procéde de la
maniére suivante :

- Etape 1.
Initialisation des fonctions Fo, Qo, Fi, Ho(0, Ao, Bo) et fo, définies respectivement en
(3.38), (3.39), (3.45), (3.40), et (3.20).
Calculs de ag, Bo0, @11 €t £1,1 définis en (3.70) et (3.72) pour n = 0.
Matching : on exprime Hy(0, Ag, Bo) uniquement en fonction de Aq en utilisant (3.83).
On maximise Ho(0, Ao) sur ]0,1[, ce qui détermine Ag. On en déduit By et Co.

- Etape n+1, (n > 1).
Supposons avoir calculé les fonctions Fj pour k € {0,---,n}, les fonctions Q; et f; pour
j €{0,---,n — 1}, et les constantes Ay, - A[ 2, Bo,---, Biz) et Co, -+, Cpz).
Dans un premier temps, on calcule Fy41, @n, Hy €t fp deﬁnles respectlvement en (3.54),
(3.55), (3.56) et (3.30). Puis on calcule ag,;, ﬂoﬂ, a1,i+1 €t B1,i+1 définis en (3.70) et (3.72).
On exprime alors B, et C, en fonction de Az, - , An, en utilisant la proposition 3.4.4.
On en déduit alors H,(0, A, B,) en fonction de Apz],- -+, An. D’apres le corollaire 3.5.8,
on a alors les deux éventualités suivantes.
n est impair: I:In(O, fin) est entierement déterminé.
n est pair: H,(0,A,) est un polynéme de degré 2 en Az indépendant de Azy1,- -, Ay,
dont le coefficient du mondéme de plus haut degré est négatif. On maximise H,(0, A,)
sur R, ce qui détermine Az. On en déduit Bz et Cz.

3.6.3 Résultats numériques

Pour effectuer les calculs qui suivent, nous avons utilisé le logiciel de calcul for-
mel Maple 5. Compte-tenu des égalités (3.83), (3.96) et (3.124), on peut exprimer
H(0, A;, By) en fonction de Ao, A; et A;. On trouve

Fy(0, Az) = (=Bo+ 5) A + (34v2 + 5H AL

(3.181)
+(53v2Bo + %%i + 21500)’41 + D(4o, Bo)

D € R(Ao, Bo) et Bo = —2¢(1 — A2)7.

Faisant Ag = \/- dans H2(0 Az) en vue de calculer le coefficient de «? dans le champ de
surchauffe, on trouve que

o1 A 521
Hz(o, AI,A2) = —21 A1 82 A1 - 2—0452 (3182)

Vo
Maximisons H,(0, = 75 A;, A;) par rapport & A; et A;. Le maximum est atteint en

7
= ==, 1
A 2 (3.183)
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On déduit de (3.96) 1'égalité
9 _1
B, = _Ez 7 (3.184)
et de (3.97) 1’égalité
15 1
C,= —E22. (3.185)
Enfin, on a I’égalité
- 1 7 325 1
Hz(o,-ﬁ,—g—Q,Az) = —204824. (3186)

Finalement, d’apres (3.104) et (3.186), formellement et modulo O(x3), on obtient pour
le champ de surchauffe la formule suivante:

by _oetby B 32 o
R (k) =273k 2[1+32 2k 021" + O(x%)]. (3.187)

On retrouve le résultat obtenu par Dorsey, Dolgert et Di Bartolo dans [12].

3.6.4 Comparaison avec les résultats obtenus par Di Bartolo,
Dolgert et Dorsey

Dans un premier temps, dans [12], ces auteurs avaient cherché la fonction f sous la
forme tanh("—””"%}-—}gm), supposant que C; = 0, Vi > 2. Cela impliquait, compte-tenu du
lemme 3.4.4, que des lors que C; était fixée, les constantes A; et B; étaient déterminées
pour tout ¢ > 2, et par conséquent, H;(A;), pour tout entier naturel supérieur ou égal
a deux. Ils n’effectuaient donc qu’une seule maximisation, lors de la détermination de
Hy(A,). )

D’apres la proposition 3.5.7, Hy,(Az,) est un polynome de degré deux en A,, dont le
coefficient du mon6me de plus haut degré est strictement négatif.

Pour calculer Hy(A4), on a maximisé le polynéme

7681476723_ + 3952%A2 B 2%A§.

" 62914560 512

On trouve pour A; le résultat suivant

395
A2 = 2048 V2,

et pour H4(/i4) la valeur suivante

_ 67453227,
62914560

différente de celle trouvée initialement par ces auteurs, mais corrigée depuis, sur notre
remarque.



3.7 Note sur une conjecture due a H. J. Fink, D. S. McLachlan et B.
Rothberg-Bibby

Ils ont en effet publié un erratum ([13]), et déterminé des valeurs numériques maintenant
identiques aux ndtres. Récapitulons les résultats numériques obtenus.

n A, B, Cn Hn(O)
1 1 3
0 2”2 —271% 1 2”4
7 9 ol 1591 1502
X ;9? 1 14176234 4392 ’ 36245241
2 —304827 52t 512 2404982"3
1419193
’ s
4 — 6291156021
5 1107960861532%
30198988800

3.7 Note sur une conjecture due a H. J. Fink, D. S.
McLachlan et B. Rothberg-Bibby

Dans [11], H.J. Fink, D. S. McLachlan et B. Rothberg-Bibby ont conjecturé que
lorsque h est égal au champ de surchauffe, la solution (f, A.) de (GL)o vérifie:

A0)
CAL0) e

Dans le cadre x petit, regardons si la conjecture est vérifiée d’un point de vue formel.
Nous avons déterminé dans les sections précédentes un développement formel de AJ(0)
et de A.(0) en puissances de «Z.

Lorsque h est égal au champ de surchauffe, on obtient compte-tenu de (3.39), (3.99) et
(3.100), les égalités

3

Qo(0) = =277 et Qy(0) = 27%. (3.188)

D’ou, au premier ordre, on a 1’égalité:

%0 _ va.

Qo)
Mais, au second ordre, nous avons obtenu les égalités
9 1 15,2
Q1(0) = — 7527 et Q1(0) = 612t

d’ou ’égalité
Q:1(0) 6 V3
- = —V2.
Q1(0) 5

La conjecture est donc en défaut dés le deuxieme ordre.

A4(0)
AL(0)

=2+ 136% + O(K)2).
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Lorsque & est grand, d’aprés une construction également formelle due a J. Chapman
([8]) (voir également [4]), analogue & celle de Dolgert-Di Bartolo-Dorsey (voir [12]), la
solution satisfait, au champ de superchauffe “formel”

D 2 4
A0) = =1+ —5r7d + O(7H),

AL(0) = % +O(r~3).

La constante D peut-étre estimée proche de —0, 3. Donc, dans le cadre « grand, on a:

AL(0)
AL(0)

=v2 - Dk™% + O(x73).

La conjecture est donc également en défaut dans ce cas.
Méme s’il ne s’agit pas d’une preuve mathématique puisque les développements obtenus
sont formels, on peut penser que la conjecture est fausse.

3.8 Problemes ouverts et perspectives

Dans [6], C. Bolley et B. Helffer soulevait le probleme de ’existence d’un développe-
ment asymptotique a tout ordre en puissances de k7 du champ de surchauffe, pour «
petit.

Le théoreme 3.5.14 suggere de poser la conjecture:
Conjecture 3.8.1 Soit h**(k), le champ de surchauffe, introduit ¢ la définition 1.1.2
dans le chapitre 1.
Il existe ko > 0 tel que, pour & < Ko, K,%hSh(K:) admet un développement de Taylor en
k =0 tel que

DT (h**)(k) := h*™ (k), (3.189)

ot h*Mf (k) est défini en (8.5.15).

Une autre question en suspens est de regarder si a partir des solutions formelles
construites précédemment, on peut obtenir par une technique de construction de sur et
sous-solution, une localisation d’une solution de (GL ). Pour obtenir un tel encadrement
de la solution, cela suppose de construire une sur-solution de (GL)s, plus précise que
la fonction f =1, couramment utilisée.

Enfin, compte-tenu de la section 3.7 et de la construction formelle qui précede, on peut
poser la conjecture:

Conjecture 3.8.2 Au champ de surchauffe, on a la limite quand Kk — 0 :

. A0) _
lim — 20 = V2. (3.190)
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Chapitre 4

Existence de solutions de (GL)j

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les points critiques de la fonctionnelle réduite
€4 définie en (1.2) par:

d
af )= [GF =P en (P + PR (=l ()

sur les paires (f, A) de H'(]0, d[)? telles que A(d) = 0.
Un point critique de ¢4 satisfait les équations de Ginzburg-Landau données par

—Tf = f+ P+ f AT =0 sur [0,d], 42
_A//+Af2 =0 sur ]O,d[, ( . )

avec les conditions aux limites:
F(0)=0, f(d)y=0, A(0)=h, A(d)=0. (4.3)
Nous noterons par H'(]0, d[) le sous-espace vectoriel de H*(]0,d[) défini par
H'(0,d]) = {4 € H'(]0,d]), A(d) = 0}. (4.4)

Dans un premier temps, nous établissons un théoréme qui fournit une localisation des
solutions de (GL)3. Précisement, nous montrons le théoreme

Théoréme 4.1.1 Soit n > 0, € €]0,1] et (&, 1) €]0,1[%, % < <<l

Il existe ko > O telle que, pour (k,d) satisfaisant K < Ko et kd > ™", pour tout
fo € [b0,61] et pour h > 0 tels que

kh? =27 f2(1 - f3), (4.5)

il eziste un couple (f, A) solution de (GL)].
De plus, il existe C > 0 telle que f vérifie l’inégalité en zéro

1£(0) — fol < C>. (4.6)
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Puis nous montrons un théoréme qui fournit I’existence d’une solution de (GL)3 qui ne
minimise pas €g.

Théoréme 4.1.2 Soit (61, 6,) 6]%, 1[2 et p > 0. Il eziste Ko > 0 telle que, pour (k,d)
satisfaisant k < ko et kd > k™", pour tout fo € [d1,02] et pour h > 715 tels que

kh? =27 f3(1 - f3), (4.7)

il existe une solution (f, A;h) de (GL)3 qui ne correspond pas a un minimum local de 4.

La démonstration du théoréme 4.1.1 repose sur la construction de sur et sous-solution
dont la définition a été donnée en 1.2.6. Pour construire une sous-solution et une sur-
solution, nous nous appuyons sur une construction de sous-solution obtenue prés du
champ de surchauffe par C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer (voir [5]).

Pour démontrer le théoréme 4.1.2, nous suivons une démarche analogue a celle utilisée
par S. Alama, L. Bronsard et T. Giorgi (voir [7]).

Nous considérons la restriction de la fonctionnnelle ¢; 2 un convexe fermé de la forme
Co = {(f,A) € H'(]0,d[) x H'(]0,d]), tel que f > a > 0}. La restriction de ¢z & C,
est semi-bornée inférieurement. Nous montrons alors que ¢; admet deux minima locaux
dans C,. Nous montrons également qu’elle vérifie la condition de Palais-Smale (PS)c,
sur C,. Pour conclure, nous appliquons le théoréme (voir [8]):

Théoréme 4.1.3 Soit C un conveze fermé d’un espace de Hilbert V, e € C*(V) satis-
faisant (PS)c sur C, et supposons que € admette deur minima locauz distincts uy et uq

dans C.

Soit
:= inf e(p(t)),
B:= inf sup e(p(1))
ot
P :={p e C%[0,1],C) : p(0) = u1, p(1) = uz}.
Alors, soit

1. e(u1) = €(ug) = B et uy et uy peuvent étre reliés dans n’importe quel voisinage de
Pensemble des minima locauz de E dans C tels que e(u) = 3,

ou

2. Il eziste un point critique U de € dans C, qui n’est pas un minimum local de €.

Nous prenons V = {(f, 4) € H'(]0,d]) x H*(]0,d])}, € = €4, C = Ch.
Nous écartons alors la premieére éventualité du théoreme 4.1.3, ce qui nous permet de
conclure la démonstration du théoréme 4.1.2.

4.2 Existence et localisation d’une solution de (GL);

4.2.1 Construction d’une sous-solution

Rappelons le lemme classique, utile pour mener les calculs au cours de ce chapitre.
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Lemme 4.2.1 Soit C une fonction bornée sur |0, d[ telle que :
C(z) 20, Vz €]0,d],
et soit u € C*([0,d]) une fonction telle que:

—u”"+ Cu <0 sur |0,d|,
£(0) 20, u(d) < 0
ou

u(0) <0, w'(d) <0;

alors :
u <0 sur |0,d[.

Rappelons le résultat suivant, di a C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer (voir [5]).

Théoréme 4.2.2 Soit p €]0,1[, et n > 0. Il existe une constante C,, > 0 et k; > 0
telles que pour (k,d) satisfaisant les conditions

d>1, 0<k <k, kd>kK™" (4.9)

alors, pour toute solution (f,A) du systéme de Ginzburg-Landau satisfaisant f(0) > p,
nous avons

|kh* = V2f(0)2(1 — f(0)?| < Cpit. (4.10)

Rappelons également le lemme, utile pour mener les calculs qui suivent (voir [1], p. 75
pour la démonstration):

Lemme 4.2.3 Soit la fonction ¢ définie par

#(z) = aexp(—Pz) + tanh(yz + 4)

§>0, B>2y>0 et a>0. (4.11)

Supposons que
¢'(0) =0,

alors, la fonction ¢ est strictement croissante.

Nous allons & présent établir la proposition:
Proposition 4.2.4 Soit n > 0, € €]0, 3[ et (&, ) €]0,1[.
Soit E une fonction de classe C* définie par

E(y) = { 0 st y§ %: (4.12)

Il existe ko > 0 et Cy telle que pour (k,d) satisfaisant & < ko et kd > £, pour tout
fo € [60,01] et pour h tels que

Kkh? < 27 f2(1 — f2) + Cor'™, (4.13)
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alors, il existe une constante C, telle que, la fonction

f(z) = tanh(%(l + C16Y7)z + T )

R (14 Ciit) exp(=2foz) + Mg exp(—v2r(d — 2)) E(3), (4.14)

ou les constantes T.p €t Ay p sont déterminées par les conditions :

f(0) =0, f(d)=0, (4.15)

soit une sous-solution des équations de Ginzburg-Landau (GL);.
De plus, il existe D > 0 tel que

|(0) = fol < Dr~e. (4.16)

Remarque 4.2.5 C. Bolley, F. Foucher et B. Helffer ont établi dans larticle [5] la
proposition 4.2.4 pour une valeur particuliére de fo €gale a 715 L’objectif est ici d’obtenir
une sous-solution plus précise que celle obtenue par ces auteurs, pour fo € [bo,d1], avec

(60, 51) dans }0, 1[2

Preuve de la proposition 4.2.4

Rappelons que lorsqu’on posséde une sous-solution pour une valeur de ho donnée, cette
fonction fournit une sous-solution pour des valeurs de h < hq (voir [1], p. 66).

Nous traiterons donc dans la suite le cas d’égalité,

kh? = 2% f2(1 — f2) + Cor!™. (4.17)
Introduisons les notations suivantes,
v=1-—g, (4.18)
fl(:v) = tanh_(%(l + Cik")z + 24 1), (4.19)
fz = f- f~1, (4-20)
et
Zep i= €Xp(—2Tx ). (4.21)
Introduisons également
2
fi(z) := tanh(%(l + C16")T + T p) + n24th(l + C1£”) exp(—2foz), (4.22)
et x
fa(z) := Aaen exp(—\/ifc(d - x))E(E) (4.23)

Etape 1: Estimation pour ., 2:1 €t Agxh.
La constante zj est déterminée par la condition f'(0) = 0; donc elle satisfait

V2kh? ~0
2f8

(1 — tanh®(z, 1)) —
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Comme h satisfait (4.17), nous obtenons

V

tanh?(z. ) = f2 — \/_fo

On en déduit pour x assez petit ’égalité:

tanh(z,n) = fo — Coh: + O(x®). (4.24)

2\/_ 213

Il en résulte que

1 —tanh(z.n) 11— fo +C

1 v v
1 + tanh(zx 1) T 1+ fo Oﬁfg('l + f0)2n +O(k™). (4.25)

Zrh =

Remarquons que, d’apres (4.25), il existe kg tel que, pour tout £ < ko, on a ’encadre-
ment, pour tout

fo € [bo, 1],

1-6;

) < <l .

1+51+O(m)_zn,h_1 (4.26)

La constante Mg .5 est telle que f'(d) = 0, donc telle que
)
L) \/i[ﬁ

Utilisant 1’égalité

4 _ 4dexp(=2(a+p)

(exp(a+B) +exp—(a+p6))?  (1+exp(—2(a+ B)))*

et en prenant a = z,4 et 3 = %(1 + ¥)d, on obtient

JZ%%N%&@—%H«M@ 2 P~V 2rd(1 + i)
(4.27)

Par conséquent, d’apres (4.26) et (4.27), il existe une constante o telle que, pour tout
fo € [bo, 61], pour k < Ko et kd grand, nous obtenons ’égalité

/\d,n,h = (]. + Cll‘éu)

Ajp = —2(1 + C16") 25 p- exp(—V2(1 4 C1¥)kd). (1 + O(exp(—v2kd(1 + C1xY)))) .
(4.28)

Nous avons en particulier

Adgh =0 (exp(—\/i(l - O(n"))fcd)) , aveC Agxn < 0. (4.29)

(14 2zxp exp(—\/ifcd(l + Cln"))z.
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Etape 2: Majoration de f', f" et f
D’apres (4.14), nous avons 1’égalité:

1

F(z) =2726(1 + Cy5*) cosh (27 2k(1 + C16¥)z + Trp)
27,2

—(1+ CIKV)’;]Z exp(—2foz)

FiAan exp(—VIr(d — 2))(VEE(Z) + S E(2)).

Imposons la condition

¢, <0, (4.30)

Comme Ay, n < 0 (voir (4.29)), et comme E > 0 et E' > 0, il en résulte que, pour
kd > k™" et Kk assez petit:

— O(k) < f'(z) < 27K exp(—2Twp)- (4.31)

Compte-tenu de (4.25), Vfo € [0o, 1], V z € [0,d], on obtient:

! %K 1—f0 ~ 1 KY KZU
_O(k) < f'(z) < 2 (Hfoﬁuc*()\/ifg(uﬂ))2 + O )). (4.32)

Il existe ko tel que, pour tout x < kg, pour tout fo € [do, é1], on a l'inégalité

1—fo - 1
1+ fo +CO\/§fg(1+fo)

D’apres (4.32), on obtient alors

SR+ O(k*) < 1.

fl(z) <22k, Vz€[0,d]. (4.33)
Dérivant f’, nous obtenons pour « petit et kd grand:
Ve 0,d], ~O() < f'(z) S V2h(l - Bk +O(™).  (434)

Majoration et minoration de f
Notons que, d’apres le lemme 4.2.3, la fonction f; est croissante. En effet, il existe «o,
tel que, pour tout & < ko, pour tout fo € [do, d1], on a les inégalités:

Tep >0, 2fo> 28 > V2(1+Cik*) >0, nz?(l + C1”) > 0.
0

De plus, d’apres (4.15), on a f'(0) = f{(0) = 0. Les hypotheses du lemme 4.2.3 sont bien
vérifiées, donc f; est croissante sur Rt et a fortiori sur [0, d].
Comme Ajx 1 <0, on a les inégalités

Vzel0,d], f(z) < fi(z) < fi(d).

h2
4
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De plus, utilisant le fait que
tanh(y) = 1 — 2exp(—2y) + O(exp(—4y)), (4.35)

lorsque y — +00, on obtient, pour kd > k™" avec k assez petit et pour z € [0,d]:
f(z) <1 =2z, exp(—V2kd(1 + C1£”))(1 + O(exp(—V2kd)(1 + C1£%))).  (4.36)
On déduit en particulier de (4.36) 'inégalité, pour tout = € [0, d] et pour  assez petit:
f(z) L1. (4.37)

Passons maintenant & 1’étude de la minoration de f.
Pour z € [0, 4], comme f(z) = 0 et fi est croissante, nous avons 1'inégalité

f(z) 2 £(0). (4.38)

Utilisant (4.24), et le fait que v > 1 (car par hypothese, € € [0, 1]), on obtient

£1(0) = tanh(z,4) + (1 + C15")? —Cok” + O(k). (4.39)

4f0 fo 2\/—f0

Sur 'intervalle [%,d], nous remarquons, utilisant le fait que f; est croissante et f; est
décroissante que

f(@) 2 1(d/2) + f(d) 2 a0
= Adxh + tanh(%(l + C16") + z4p) + K2#g'(1 + C1k") exp(— fod). :
Utilisant (4.35), on obtient ’estimation

tanh(%(l + C1KY) + Top)
=1 — 2z, 5 exp(—=2"2kd(1 + C1x")) + O(exp(—2"2kd(1 + C1x")).

On déduit alors de (4.28) et de (4.40) I’estimation, sous ’hypothese kd > ™" et pour
k assez petit, pour z € [£,d]

f(z) > 1 — 2z pexp(—272kd(1 4+ C1£%)) + O(exp(—212kd(1 + C1£*)).

Il en résulte, compte-tenu de (4.38) qu’il existe ko > 0 tel que, pour tout & < Ko, pour
kd > k™", pour tout fy € [, d:1] et pour tout z € [0, d], on ait I'inégalité

f(=) 2 f1(0).

Finalement, d’apres (4.39), pour k assez petit et pour tout = € [0, d], nous obtenons
Y

f(z) 2 f1(0) = fo - 2\/‘f ———Cok” + O(k). (4.41)
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On suppose désormais que

Co < 0. (4.42)
Ceci implique I'inégalité, d’apres (4.41),
f(z) > fo, Yz €0,d]. (4.43)
Il résulte également de (4.24) et de (4.42), 'inégalité, pour tout fy € [do, d1],
tanh(z.x) > do. (4.44)

Etape 3: Majoration de A%f

Etape 3.1: Préliminaires

Pour majorer le terme A%f, nous ne procédons pas comme dans [5], ou la majoration
avait été obtenue en comparant les solutions de deux équations différentielles par utilisa-
tion du principe du maximum sur R*. Comme d > ¢ dans le régime ou I’on travaille,
nous allons partitionner l'intervalle [0, d] en deux sous-intervalles [0, x~¢] et [£7¢, d], puis
obtenir deux majorations différentes de A%f sur ces deux sous-intervalles.

Utilisant 1’inégalité

ex
sinhu < % < coshu, YuéeR",

et I'inégalité (2.5) énoncée au chapitre 2, il résulte que I’on peut écrire, pour z € [0, d],

h_sinh(f(0)(d=z)) _ h_exp(f(0)(d - z))

R () S 1)) B () B B AR ACR
= S5 exe(=f0)2).
On en déduit ’inégalité pour z € [0,d]:
A(2)f(z) < ff—(o)exp<—2f<0)x)f(x>. (4.45)

Etape 3.2: Majoration sur [0,x™¢]
Pour xd > k™" et pour k assez petit, nous avons % > "-Z-l > £,
Or, f est croissante sur [0, 4], donc elle est croissante sur [0, 7.
Par conséquent, nous avons 1’inégalité

0 < f(z) - f(0) = =f'(9),

avec ¢ €]0, z[.
Compte-tenu de (4.33), on a
F1(8) < 27k. (4.46)
D’apres (4.45) et (4.46), on obtient sur [0, ™¢], I'inégalité
h? , R s,
RS < 7 (10) + 27 @) exp(-27(0)2) < (75 + a2 ) exe(-2£(0)a).
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De (4.41), on déduit
h2 1 O—'oK,V
——Sh2<—+——+(9m>, 4.47
@ <"\ *avagg T OV (44
et ,
h? s h? [ 2zkY
——27k" < — + O(k) | - 4.48
O ST ( fo O )> (448)
Finalement, d’aprés (4.47) et (4.48), nous obtenons l'inégalité
B2
A%(z)f(z) < %(1 + c2(fo)s” + O(x)) exp(—2f(0)z), (4.49)
ou ,
(fo) =2+ ——C (4.50)
c = — + ——Cb. :
2lJo) = — Nl 0
Etape 3.3: Majoration sur [k™¢,d]
Pour z € [k7¢,d], de (4.37), (4.43) et (4.45), on tire I'inégalité
B2
A%(z)f(z) £ = exp(—2foz). (4.51)
0
Etape 4: La fonction f est une sous-solution
Etape 4.1: Préliminaires_
Revenant & la définition de f; (voir (4.19)), on obtient 1’égalité
—k = i+ fR = (1= 1+ G (=14 1) = (2Cis* + CI=™) fi(1 - f2).
(4.52)-

De (4.14) et (4.52), nous déduisons I’égalité:
=62 f"+ (—1+ [P+ A% f

= (2Cir* + C2™) fi(1 = f1)
—hT:-(l + C1£”) exp(—2fox) (4.53)
~ A exp(—V26(d — 2)).2E(%) + 22E'(3) + G E"(5)]
=1+ 2+ f A+ ) + A,
Nous allons maintenant prouver que le second membre de (4.53) est négatif quand « est
petit et C; < 0.
Etape 4.2: Etude sur Pintervalle [0,x¢]
Compte-tenu de (4.30), comme f; > 0, le membre de droite de (4.52) est négatif.
Sous les hypothéses (4.30) et (4.42), utilisant (4.49) et (4.53), on obtient Iinégalité

—KT N (<14 f2 4 AT
< —%(1 + C1k") exp(—2foz)

o exp(=v2n(d — 2)) [2B(3) + 22 E'(3) + B (5)
(=14 2+ f fi + F2) + B (1 + ca(fo)r” + O(x)) exp(—2foc).

(4.54)




100 Existence de solutions de (GL);

Le signe du membre de droite de (4.54) dépend du signe du coefficient du terme en h2x”
En effet, remarquons que

E(=)=0 sur [0,£7°]. (4.55)

Qs

Il en résulte que
=14 F 4 £ o+ F2) = O(fy) = O(k7h?). exp(~2o2). (4.56)
De plus, d’apres (4.55),

- /\d,h,n eXP(—\@’f(d - z))[2E( ) + %El(d) + (,il)z

Finalement, d’apres (4.54), (4.56) et (4.57), on obtient ’inégalité

E”(g)] =0. (4.57)

2

—&7 4 (-1 + P+ A% f < i;—fﬂ"(@(fo) —Cy + O(k'™)). (4.58)

a(fo) —Ch

Le coefficient de h?x” dans (4.58) est égal & ———— 7
0

L et est négatif pour tout fy €
[01, 62] sous la condition
Cg(fo) < Cl, Vfo € [50,(51] =4 Co < 2\/§f{,’Cl — 8f02, Vfo € [50, (51] (459)

Compte-tenu du choix du signe de Cy, (Ci < 0), la condition (4.59) est remplie pour
tout fo € [o, d1] si

Etape 4.3: Etude sur ’intervalle [™¢, d]

Sur cet intervalle, pour contréler convenablement le signe de I’expression

—k72f" — f + f3 4+ A2f, nous allons utiliser le terme (2C;x* + C2x%) fi(1 — f2).
D’apres (4.19), on a I'inégalité

fi(1 = 3 > fi(0).zap - exp(—2%k(1 + C1£")z). (4.61)
Utilisant (4.51), (4.53) et (4.61), nous obtenons I'inégalité

_K—zf//_}_ (_1 +f2 +A2)f
< (2C1k* + C2k%). tanh(zgp x)-24 4 x €xp(—2%k(1 + C1£*)z)
~E (1 + Cun) exp(~2/o2)

T 1z "(x (462)
— A,y €Xp(— \/—n(d 2)).BE(Z) + 22E'(%) + i E"(3)]
+f° - R+ f -exp(—2foz).
0
Déterminons quel est le terme dominant dans 1’expression f2 — ff
On a I'inégalité
P-i
< 3f2apne exp(—v26(d — 2)).E(5) + 3575 exp(—2foz) (4.63)

+3550s exp(—4foz) + A 4 . exp(~2V2k(d — 7))-E*(3)-
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Notons que, pour tout z € [k, d] et pour k assez petit, on a I’inégalité

h2 22 44

_%(1-}-01& )exp(— 2f0:c)-{-34f0 exp(— 2f0:1:)+316f0

Il en résulte, utilisant par ailleurs (4.62), (4.63) et le fait que fo > do, I'inégalité:
_ -qu ( 1+f2+A2)f
< (2C1K% + C2k%). tanh(z 4 p x)-2a,n < €xp(—v2k(1 + C1£”)z)
~Aihxexp(—v2a(d — 2)).[3(1 — F)E(Z) + 22E'(3) + 2w E"(3)]
+g, exp(—260z) + A3, , exp(—2v2x(d — z)).E(%).

exp(—4foz) <0

(4.64)

Remarquons que d’aprés (4.12), le support des fonctions E’ et E” est inclus dans I'in-
tervalle [1, 2].
On obtient pour tout (k,d) tel que k < Ko, kd > k™" et pour tout = € [k7¢,d], les
inégalités:
exp(—v2r(d — 2)).[2EE/(Z) + A B"(3)] < (VIR o + K27 E"]lc) exp(—5)
< 47| E'|| oo exp(— 55).

Par conséquent, il existe ko > 0 telle que, pour tout K < kg, et kd > k™", pour tout
z € [k7¢,d], on ait I'inégalité:

—Aapn exp(—V26(d — )).[22E(3) + G E"(5)] < —4|E'llcoAapsk" exp(—5£).
(4.65)
De plus, comme ||E|-co < 1, pour tout z € [£7¢, d], on a I'inégalité

N XP(—2V2R(d — 2))-E(3) < M
Utilisant le fait que C; < 0 et (4.44), on déduit I'inégalité, pour « assez petit :

(2C1K% +C26?)). tanh(zq p x)-2d px €xp(—V26(1+C16%)z) < 8o.244,5-C1K” exp(—V/2kd).

De plus, utilisant 'inégalité cosh™'(z) < 2exp(—z), ¥V z € R, et le fait que A5 <0,
on a 'inégalité

= Adhx €xp(=V26(d — )).3(1 - f?)E(%) < —12Xghx-2a - exp(—V2(1 + C16).

Comme supp E C [3,1], on obtient:
. 1+ Cik¥)d
— ik exp(—\/in(d -2z)).3(1 - ff)E(g) < =12Mihx-Zd h - exp(—ﬁ(—+\/_2i'i).
Enfin, utilisant (4.13) et le fait que Cy < 0, on obtient 'inégalité, pour tout fo € [do, 1]

2 -3/2
LZO)- exp(—20o7) < — k1. exp(—2807).
9 68
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Il résulte de ces inégalités, I’inégalité

— 4 (14 [P+ A f
< 8o-2a,p,x-CiK” exp(—v2kd) — 12X b x-2d s exp(—ﬂ%iﬁ) (4.66)
~4)| B | oo A e” exp(—55) + A3 . + T exp(—200).

Montrons que pour C; < 0 et pour x assez petit, le membre de droite de (4.66) est
négatif.
On a l'inégalité:

80.24 p x-C1K" exp(—\/ifsd) — 12/\d,h,,¢.zd,h,,‘.exp(—%)
‘4”L'j'lloo)‘d,h,n"‘?'7 exp(—%) + )‘Z,h,n + %;ﬁﬂ-l-exl)(—%ox)

0 1+ud

< k¥ exp(—V2kd)(80.24 p x-C1 — 12X\ h s 2d pnk ™" exp(%) exp(—gJ%,_g—)
+2—;Z£n'1‘”. exp(—260k™¢ + O(k)) — Adp k" exp(%) + 57 exp(V26d)AZ, ).
(4.67)
D’apres (4.26), on a
Zdhw 2 i—-l_-g—i + O(x").

Utilisant alors (4.29) et (4.30), et prenant en compte la condition kd > k™7, on déduit
que le second membre de (4.67) est négatif, pour « choisit assez petit.
Finalement, d’aprés les étapes 4.1 et 4.2, la fonction f est une sous-solution de (GL)j si
les parametres Cy et C; satisfont les inégalités (4.30) et (4.60), pour & choisit suffisam-
ment petit.
Ceci acheve la preuve de la proposition 4.2.4.

4.2.2 Localisation d’une solution de (GL);

Nous déduisons de la proposition 4.2.4, le théoreme
Théoréme 4.2.6 Soit >0, et (d,41) €]0,1[*, 7z <do < d1 < 1.
Il eziste ko > 0 telle que, pour (k,d) satisfaisant & < ko et kd > k™", Vfo € [0, 61] et
pour h > 0 tels que
kh? =25 f2(1 - f2), (4.68)

il eziste un couple (f, A) tel que (f, A) € (GL4)*, solution du systéme (4.2) et satisfaisant
les conditions auz limites

f(0)=0, f(d)=0, A(0)=h.
De plus, la fonction f vérifie 'inégalité :

1£(0) — fol < C(o)x?. (4.69)
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Preuve

Notons que la fonction f = 1 est une sur-solution du probléeme (GL)3 au sens de la
définition 1.2.8. Dans [3], C. Bolley et B. Helffer ont prouvé que I’existence d’une solution
symétrique positive des équations de Ginzburg-Landau sur | — d, d[ est une conséquence
de l’existence d’une sous-solution fsous €t d’une sur-solution fs,,, telles que fsous < four-
SOit fo € [50,51].

Soit (x,k) € (R*)? un couple tel que

h? =27 f3(1 - f2). (4.70)
Considérons les solutions dans ]dy, ;[ de I’équation
v’ (1 -*) + Cor” = fo (1 = £3),

ou Cj désigne une constante définie dans la proposition 4.2.4, solutions que nous noterons

31(5: o) et 9a(, fo)- On peut supposer (s, fo) < & < yalr, o)
D’apreés la proposition 4.2.4, pour k assez petit, il existe deux sous-solutions du systéeme

de Ginzburg-Landau de la forme

sous(x) (]. + C1x" ) exp —2y;x + tanh(%—)—"ﬁ + znh

4.71
120, exp(—v2x(d — 2)) E(Z), @7)

telles que
| £8,4(0) — wilk, fo)l < Cw¥, i€ {1,2}. (4.72)

De plus, nous avons montré que, pour tout z € [0,d], ces sous-solutions vérifient les
propriétés
fSO’U-S —_ ’ i 6 {1’2}’

et
aous(w) —_— 8(221.3(0)'

Afin d’appliquer le théoréme 4.2.2, nous allons utiliser la fonction f,(f,)‘,

Ona .
(2) 0) = ya(x > —
sous(z) = sous( ) y2( fo) \/5
Comme f,(oz,),, < 1, nous en déduisons qu’il existe une solution (f, A) de (GL)w, telle que

B, <F<L (4.73)

sous

Evaluons a présent la différence |f(0) — fol.
Compte-tenu du théoréme 4.2.2, avec p = 715, on a l'inégalité

k% — V2£2(0)(1 — f2(0))] < Cpri3.
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Par hypothese, kh? = v/2f2(1 — f2), d’oli on déduit que

X
N

1f5(1 = f3) = F(0)1 = £2(0))] <

S

De I’égalité
| = 731 = f3) + £20)(1 = F2(0)] = |£*(0) = f3I-11 = (F2(0) + fd)l,

on déduit que

1

260|1 — 263.|£(0) — fol < 1£2(0) — f2LI1 = (£2(0) + f3)| < Fer7. (4.74)

1
— %
Posons C(do,p) = % 25T =260
De (4.74), on déduit que
|£(0) = fol < C(do, p)r2,

ce qui achéve la preuve du théoréme 4.2.6.

4.3 Application d’un théoréme de min-max

Dans le but de prouver qu’il existe une solution non minimisante, nous allons montrer
qu’il existe des éléments (f, A) de H'(]0,d[) x H'(]0,d[) d’énergie tres petite, tels que
f >0, la fonction f pouvant étre choisie arbitrairement petite.

Donnons une variante d’une proposition due & C. Bolley et B. Helffer (voir [6], proposi-
tion 2.1, p. 126).

L’idée de la proposition établie par ces auteurs est de découpler le probléeme (GL). en
deux problemes aux limites plus simples. Dans 'un de ces problemes, f est supposée
constante sur l'intervalle]0, D[, D > 0, et dans ’autre probléme, sur 'intervalle | D, +o0],
la fonction A est supposée identiquement nulle (ce qui signifie que 1’effet Meissner est
satisfait).

Proposition 4.3.1 Soit (fo,d, k) €]0,1] x 10,002

Posons U(fo,d) := {(f, A) € HY(10,d]) x H'(]0,d[); f = fo sur 10,d[}. La restriction

de la fonctionnelle €4 d l’ensemble U( fo,d) admet un minimum global et

co(fo,d):= inf_  eif,A),
(f,A)€U(fo,d)
est donné par
3 d 7212 h? 3
Co(fo,d) = 5(1 - fo) - fT ta.llh(fo d) (475)
0

Preuve 3
Pour tout (f, A) € U(fo, D), on a I'égalité

calfor 4) = 50— O+ ea(),
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ou

d ~,
er(A) = /0 (f2A2 + (A')?)dz + 2hA(0).

La fonctionnelle A — e;(A) est strictement convexe sur le domaine H'(]0,d[). Son
minimum est atteint en un point A tel que

— A"+ f2A=0 sur ]0,d[ (4.76)

avec A’'(0) = h et A(d) = 0.

Nous obtenons une solution unique donnée par

h
Afo((l,‘) = mﬂnh(ﬂ)( )) pour z € [O,d] (477)

Le minimum de e; est égal a:
2

h . «
Alélltj' e1(A) = —Etanh(fod), quand fo # 0.

Par conséquent, la restriction de €5 a U( fo, D) admet un unique minimum atteint en
(fo, Aj)) et égal &

o d -, h? -
eo( fo,d) = 5—(1 -3 - fT tanh(fo d), (4.78)
0
ce qui acheve la preuve de la proposition 4.3.1.

Proposition 4.3.2 Pour tout h > 715, il existe a > 0 tel que, pour tout B <0, il existe
do > 0 tel que, pour tout d > do, pour tout 0 < fo < %, 3(f, A) € H'(J0,d[) x H'(J0,d|)
tel que

>0, f=Ffo et ea(f,A)<B. (4.79)
Preuve .
Pour f, €]0,1[, utilisant Iinégalité tanh(z) > = — %- pour = > 0 et (4.75), nous obtenons
d 2 - d
o) < 301 = 287 + 2(oah?) - o2 o) (4.80)

Pour tout h > J=, il existe un réel a > 0 tel que 1 — 2h? 4 24?h% < 0.
Soit dy le réel défini par

do := 28
°T 1-2h% 4 Za??’
Alors, pour tout d > do et pour tout fo < 2, on a I’inégalité

Co(fo, d) <p.
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Soit (f, A) € U(fo, D) ot la fonction A est définie en (4.76).
Alors, pour tout d > dp, on a ’'inégalité

Cd(f ’ A) <B.
Ceci acheve la preuve de la proposition 4.3.2.

Proposition 4.3.3 Il existe ko > 0, tel que, pour tout k < Ko et pour tout d > k™17,
pour tout fo € [8o,61] et pour h > 71-5 tels que

kh? =27 f3(1 - f2), (4.81)
il eziste un couple (f, A) solution de (GL)j et un couple (f, A) € H'(]0,d]) x H(]0,d])

tels que o
ei(f,A) < e(f,A) (4.82)

et 5
0 < £(0) < £(0). (4.83)

Preuve
Considérons la solution (f, A) obtenue dans le théoreme 4.2.6. Elle vérifie la condition
1

0) > —. 4.84
£(0) 7 (4.84)

De ’égalité —A” + Af? = 0 et de la condition A’(0) = h, on déduit I’égalité

/ d[(A')Z + A2f%dt = —h A(0). (4.85)

En un point critique de €z, compte-tenu de (4.1) et (4.85), ’énergie de cette solution
peut s’exprimer sous la forme:

d _£2)2
ea(f, A) = /0 [k=2(f)? + (—1——2ﬂ]dx + hA(0) + (h? — -;—)d. (4.86)

Compte-tenu de la proposition 4.3.1 (voir (2.5)), de (4.84), (4.86) et du fait que h > %,
il résulte que

h? ,
ea(f, A) > h.A(0) > 0] > —V2h%. (4.87)

Appliquons alors la proposition 4.3.2, en prenant
B=-Voh?=-2"1f}(1-f3), a=2

et k assez petit. o
Il existe do(x) > 0 tel que, pour tout d > do(x), il existe un couple (f, A), tel que

6d(f1 A) < _\/é-h2 < ed(f’ A)
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et tel que 3

0 < £(0) < £(0).
On peut prendre do(k) = O(k™1).
Ceci acheve la preuve de la proposition 4.3.3.

Soit @ € R*. La proposition 4.3.3 nous conduit & introduire I’ensemble convexe fermé

de H'(]0,d[) x H(]0,d[) défini par
Co == {(f,A) € H*(]0,d[) x H'(]0,d[), tels que 0 < @ < f < 1}. (4.88)

4.3.1 La fonctionnelle ¢; vérifie la condition de Palais-Smale
sur C,

En vue d’utiliser un théoreme de min-max, nous introduisons les définitions suivantes.
Soit C' un convexe fermé inclus dans un espace de Hilbert V, € : C' — R une application
édant tensi CY(V;R V.P o défini
possédant une extension € € C'(V;R) sur V. Pour u € C, nous définissons

gw)=  sup  (De(u),u—v), (489)
veCl
lu—v]| <1

ou De désigne la différentielle de ¢.

Lorsque C est un espace vectoriel, nous retrouvons la définition de la dérivée au sens
usuel.

Définition 4.3.4 Nous dirons qu’un pointu € C est un point critique poure si g(u) = 0.

Définition 4.3.5 La fonction ¢ satisfait la condition de Palais-Smale (PS)c sur C si
la condition suivante est satisfaite :

Toute suite (un)nen de C telles que (€(un))nen soit uniformément bornée dans R et telle
que g(un) = 0 quand n — +oo est relativement compacte dans V.

Dans ce qui suit, nous prendrons V = {(f, A) € H'(]0,d[) x H'(]0,d))}, € = €z, C = Ch.
Pour (f, A) € H'(]0,d[)? et pour (u,v) € H'(]0,d[)?, on a 1'égalité

d
(Deq(f, A), (u,v)) = /0 (k72 = fu+ fPu+ A’ fu+ AV + AfPv)dz.  (4.90)

Proposition 4.3.6 La fonctionnelle ¢4 vérifie la condition de Palais-Smale sur C,.

Preuve
Rappelons que les injections

H'(]0,d]) = C°([0,d]), H'(]0,d[) = L*([0,d]) (4.91)

sont compactes.
Soit (fa, An)nen une suite dans Cj, telle qu’il existe D € R vérifiant

€i(fayAn) < D, Vn €N, (4.92)
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et telle que
9(fnrAn) =0 (4.93)

quand n — +o00.
Montrons dans un premier temps que les suites sont uniformément bornées dans H*(]0, d[).
On a l'inégalité (tenant compte de la propriété A,(d) = 0)

d
An(0) = =2 / An(t)Ap(t)dt < 2| Anl|z20.ap | Anll 2 g0.dp)- (4.94)
0
On en déduit, compte-tenu de la définition de ¢4 (voir (4.1)), que
L 1 1
ea(fas An) 2 | ALl Z2 0,4y + | AnallZzgoap — 2V2RIALN 22 go apll AnllZ2go,a + (R = 5)d-

Comme f, > a > 0, on obtient

Cd(fm An)

1 1 (4.95)
> 142 g0ap + @1 AallZago.gy — V2RI AL Er g0 Anl Ergoap + (A7 — 2)d.
Pour a > 0,b> 0 et a > 0, on a l'inégalité
2 b2
o2 + B2 — 2v/3abph > 2O 2 (4.96)
2 2 a
P
osons o 4,
n — A .
D’apres (4.95), on peut écrire
ed(fm An) . .
> 12 (| B2 goap + 0% Balltagouy — 221 Bl go.pll BallEagoy) + (B% = )i
(4.97)
Compte-tenu de (4.96) et de (4.97), on a I'inégalité
a IlAi.II"’Lz(]o gt ”An”%?(]o aq 2h? 1
>2 ' d) 20 4R - 2)d. .
€d(fn, An) > 5 5 -t (h 2)d (4.98)
On en déduit, compte-tenu de (4.92), qu’il existe £ > 0 telle que
[l Anllzr1go,ap < E- (4.99)

Par ailleurs,
1 1
’C-z”fr’;”%?(o,d) +111 - fn”:}ﬁ(o,d) - 2‘/§h”A:;”zz(o,d)”An”f,z(o,d) < €a(fa, An) < D.
Compte-tenu de (4.99), il résulte qu’il existe E > 0 telle que
11 = fallmrgodp < E- (4.100)
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Il résulte de (4.91), (4.99), (4.100) et de la compacité faible de la boule unité qu’on peut
extraire des sous-suites, qu’on notera encore f, et A, telles que, d’une part,

fo = f dans H'(J0,d]) et A, = A dans H'(]0,d]). (4.101)
et d’autre part,

fa = f dans L*(]0,d]) et A, — A dans L*(]0,d). (4.102)
En vue d’utiliser le fait que g(f», A,) tend vers 0, posons

tmn = { 2| fn = fullangoap, si llfa = fmllEgoap 2 3
m,n — M 1
1si||fa— fm“Hl(]o,d[) <3

D’apres (4.100), on en déduit que
1 <tmn <A4E. (4.103)

Maintenant, choisissons
_ 1 .
fm.n = fn + t_—(fm _fn)‘

m,n

Puisque C, est convexe, ( fm,n, A,) € Cy, et
H(fm An) - (fm,m An)“H‘(]O,d[)2 = “fn - fm.n”H‘(IO,d[) <1

compte-tenu du choix de ¢, .

D’apres (4.93) et (4.103), tmn g(fa, An) = 0 quand n — +o00. Se rappelant de la défi-
nition 4.89, il en résulte alors que, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que, pour tout
couple (m,n) € N? tel que n > A, on obtient 'inégalité

(Ded(fm An)(fn - fmao» =lmn <D€d(fmAﬂ)(fﬂ - f_mmao)) < tmn g(fﬂaAﬂ) <e
(4.104)

Inversant les réles de m et n, nous obtenons également, pour tout couple (m,n) € N
tel que m > A, 'inégalité

(Ded(fm,Am)(fm - fn,0)> = tn,m <D5d(fmaAm)(fm - fn,m, 0)) S tn,m g(fnn Am) S €.

(4.105)
Par ailleurs, on a I’égalité
(DedenaAn)(fn - fm,o)) - (Ded(fmaAm)(fn - fm,0)>
= / {672 fn = £2.)2 + (fa — fm)(ALfa — A fm) (4.106)

(1= 2)fa = (L= f2)fl (f = fon)} e
De (4.104), (4.105) et (4.106), on déduit 'inégalité
(Ded(fas An)(fa = fns0)) — (Dea(fm, Am)(fa — fm,0)) < 2e. (4.107)
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Compte-tenu de (4.91), (4.99) et (4.100), f. et A, sont bornées en norme C° et f, — f
dans C°([0,d]) quand n — 4co. On en déduit que, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel
que, pour tout couple (m,n) € N> tel quem > Aetn > A, on a

I/ {(fo = fu) (AL fo = AL fn) = (1= £ o = (1= f2) Sl (fa = fm)}d2| < e.

Il en résulte, revenant a (4.106) et (4.107) que, pour tout € > 0, il existe B > 0 tel que,
pour tout couple (m,n) € N2 tel que n > B, m > B

/d £72(fL = f1)¥dz < e (4.108)

De (4.102) et (4.108), on déduit que la suite (f,)nen est de Cauchy dans H*(]0,d]). Il en
résulte que f € H'(]0,d[) et

fa = f, dans H'(]0,d]).
On a I’égalité
Déd(fn, )(0 A —A )) - <D€d(fmaAm)(0, An - Am))

/ {(4 - — (Anf? = Anfl)}dz. (4.109)

Compte-tenu de (4.93) et (4.99), pour tout € > 0, il existe ng tel que, pour tout m € N,
pour tout n > ng, on a l'inégalité

(Dea(fns An)(0, An — Am)) < 2[|An — Aml|z1(0,apg(frs An) < €.

On obtient une inégalité analogue en inversant les roles de n et de m.
Uilisant (4.109), il en résulte que pour tout € > 0, il existe n; tel que, pour tout m > ny,
pour tout n > n,,

/ {(AL = AL )2 — (Anf? — Anf2)}dz < 2e.

Par ailleurs, d’aprés (4.91) et (4.99)
A, = A dans C°([0,d]).

Il en résulte que, pour tout € > 0, il existe ny > 0 tel que, pour tout couple (m,n) € N?
tel que m > ny et n > n,

I/d(Anf: - Amfi)dzl <e
0
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On en déduit que, pour tout € > 0, il existe nz > 0 tel que, pour tout couple (m,n) € N
tel que n > n3, m > n3

d
/ (Al — A!)dz < 3e. (4.110)
0

On peut alors conclure, utilisant (4.102) et (4.110) que (A;)nen est de Cauchy dans
H'(]0,d|). 11 en résulte que A € H'(]0,d|) et

A, = A, dans H'(]0,d]),

ce qui acheve la preuve de la proposition 4.3.6.

4.3.2 Preuve du théoreme 4.1.2

Proposition 4.3.7 La restriction de ¢ a l’ensemble conveze C, admet un minimum
global.

Preuve

Nous avons montré au cours de la preuve de la proposition 4.3.6 (voir en (4.98)) que la
restriction de ¢; a I’ensemble convexe C, est semi-bornée inférieurement. Soit (f,, A,),
une suite minimisante de ¢;. Compte-tenu du fait que f,, et A, sont bornées en norme
H'(]0,d[), on peut en extraire des sous-suite telles que

fa—= f, A, — A dans H'(]0,d]).

Comme la fonctionnelle ¢; est semi-continue inférieurement pour la topologie faible, on
obtient
e(f,A) < limn_ig_foo €d(fny An),

ce qui acheve la preuve de la proposition 4.3.7.

Montrons maintenant qu’un point critique de €¢; au sens de la définition 4.3.4 est
une solution de (GL)3. Nous suivons ici une démonstration die a T. Giorgi, S. Alama,
L. Bronsard (voir [7]).

Proposition 4.3.8 Supposons que (f,A) € C, avec g(f,A) = 0. Alors (f,A) est une
solution de (GL)j.

Preuve

Soit ¢,% € C§°(]0,d[) et € > 0.

Compte-tenu de (4.90)et de la définition de g (voir (4.89)), on a I'inégalité

P
(Ded(fv A), (0, W)) < g(f, A)7

soit, comme g(f, A) =0,
(Dea(f,A),(0,9)) < 0.
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Appliquant cette inégalité a —1), on obtient:

<D6d(fa A)’ (07¢)) = 0) v 'Qb € Cgo([ov d])’ (4111)
d’ot on déduit que
— A"+ Af* =0, dans D'(]0,d]). (4.112)
Posons
=—(f+ep—0a)-20, ¢*=(f+ep—1); 20,
et

=f+ep+¢.— ¢

Alors (we, A) € Cq, d’oli nous obtenons

(Déd(f, A)7 (f - wcaO» S Oa (4113)

pour € > 0.
Nous posons

Qe={z: f+ep<a}, A :={z:f+ep>1}.
De (4.113), on déduit 'inégalité

0< €<D6d(fa A)a (¢a 0)> - (Ded(fa A)a (d’ca 0)) + (Ded(fa A)7 (¢ca 0)>a

d’ou

(Ded(ﬂ A)’ (¢7 0)) 2 [(Ded(ﬂ A)’ (¢c’ 0)) - (Ded(f7 A), (¢ea 0))]

Nous avons 1’égalité

o | =

(Deq(1, A), (95,0 / A¢tdz.
On en déduit que
<D€d(fa A)) (¢67 0)) Z (Déd(f, A) - Ded(la A)’ (éea 0))

Par conséquent,

(Deal£, A, (8,00 2 [ (7278 + S(=1+ )6+ £(f — e
> [ -1 =1+ o

FAN ~1)(f =1+ )+ S(=1+ ) = 1+ ed)lda

> [ (7 + (=14 12)6 + A(F - Dode.

QC

Comme mes(Q2¢) — 0 quand € — 0, on obtient

(Dea(f, A),(¢,0)) = o(e). (4.114)
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De maniere similaire, on obtient

(Dea(f, A), ($,0)) = / (K260 + f(=1+ f + AD)guds

Qe

< _6/ k=218 + A foda (4.115)
= o(e). ¢
On déduit de (4.114) et (4.115) I'inégalité
(Dea(f, A), (,0)) > i—o(e), Ve, (4.116)
d’ou on déduit que
(Dea(f,A),(¢,0)) 2 0. (4.117)

Comme nous pouvons effectuer des calculs semblables en remplacant ¢ par —¢, nous
obtenons 1’égalité

(Dea(f, A),(4,0)) =0, ¥ ¢ € C5°(J0,d), (4.118)

soit

— k7 2f"— f4+ 2+ A*f =0, dans D'(]0,d]). (4.119)

On déduit de (4.112) et (4.119) que f € H*([0,d]) et A € H?*([0,d]), puis, en itérant,

que f € NpmenH™([0,d]) et A € NmenH™([0, d)).
Les fonctions f et A sont de classe C™ et vérifient les équations de Ginzburg-Landau

au sens usuel.
Montrons maintenant que (f, A) vérifie les conditions aux limites (4.3).

Soit ¢ € CA([0,d]).
Compte-tenu de (4.111), on a I’égalité

d ~
/ (A'f' + Af*3)dz + h(0) = 0. (4.120)
0
Par ailleurs,
d 5 d
/ A'ddz = [A'P]S — / A'¢ldz,
0 0
d’ou, en prenant en compte (4.120), et le fait que —A” + f>A = 0, on déduit que
$(0)(A'(0) — k) =0, ¥ € C3([0,d)).

Il en résulte que

A'(0) = h.

D’une maniére analogue, en utilisant (4.118), on montre que

£(0) = 0.
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Pour montrer que f'(d) = 0, on effectue des calculs similaires avec des fonctions test
¥ € C1(]0,d]). Le couple (f, A) vérifie les conditions aux limites, ce qui achéve la preuve
de la proposition 4.3.8.

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoreme
Théoréme 4.3.9 Soit (6;,42) 6]715, 1[2 et n > 0. Il eziste ko > 0 telle que, pour (k,d)
satisfaisant k < ko et kd > k™", pour tout fo € [0, 1] et pour h > —\71-5 tels que

kh? =25 f2(1 - f2), (4.121)
il existe une solution (f, A;h) de (GL)5 qui ne correspond pas a un minimum local de
€d.-
Preuve

Compte-tenu de la proposition 4.3.3, il existe ko tel que, pour tout k < k¢ et pour
tout d > «7'77, il existe un couple (f,A) solution de (GL); et un couple (f,A) €
H'(J0,d[) x H(]0, d]) tels que es(f, A) < ea(f, A), et f(0) > £(0) > 0. Considérons alors
la restriction de €4 a C,, ol on choisit « égal a f(0).

Envisageons les deux cas de figure suivants; ou bien la solution (f,A) n’est pas un
minimum local, et le théoréme est vrai, ou bien il s’agit d’un minimum local.

Dans ce deuxiéme cas de figure, d’apres la proposition 4.3.7, la restriction de ¢; a Cq
admet un minimum global, par conséquent, €; admet deux minima locaux distincts (f, A)
et (f,A) tels que

ei(f,A) < ea(f, A).

Par ailleurs, d’apres la proposition 4.3.6, la fonctionnelle €, vérifie la condition de Palais-
Smale sur C,.

Nous sommes alors sous les hypotheéses du théoréme 4.1.3. On en déduit I’existence d’un
point critique (f, A) de ¢ appartenant a C, qui n’est pas un minimum local de ¢,.
Enfin, d’aprés la proposition 4.3.8, ce couple est solution de (GL)j.

Ceci acheve la preuve du théoreme 4.3.9.

Remarque 4.3.10 Notons que l’alternative la plus probable est que le couple (f,A)
déterminé dans le théoréme 4.2.6 est un minimum local de ;.

4.4 Problémes ouverts et perspectives

La premiére question qui se pose est d’étudier la stabilité de la solution localisée dans
le théoreme 4.2.6. Posons la conjecture:

Conjecture 4.4.1 Soit (f, Ax), la solution du systéme (GL)3 déterminée dans le théo-
réme 4.2.6. Elle est stable, dans le sens ou au point (fc, Ax), D?ea(fs, Ax) est définie
positive.

Le théoréme 4.3.9 donne ’existence d’une solution non minimisante, mais I’approche
variationnelle ne permet pas de déterminer une localisation de cette solution. L’un des
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problémes ouverts est de déterminer une localisation de la solution dont nous venons
d’établir ’existence.
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Chapitre 5

Construction d’une sous-solution
des équations de Ginzburg-Landau
basée sur ’existence de solutions
formelles de ces équations

5.1 Construction de Van Dyke et objectifs

5.1.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons construit des solutions formelles des équations de
Ginzburg-Landau en dimension un, dans le cadre « petit. Partant de cette construction,
nous en avons déduit I’existence d’un développement formel en puissances de k2 du
champ de surchauffe. Nous nous proposons ici de construire une sous-solution de (GL)c
en nous appuyant sur la construction de ces solutions formelles obtenue dans ce chapitre.
Nous réalisons une avancée supplémentaire dans la démonstration de la formule de H.
Parr [?], notamment en déterminant une minoration du champ de surchauffe a I’ordre 2.

Rappelons que la fonctionnelle de Ginzburg-Landau, définie sur ’ensemble des couples
(F,A), tels que 1 — F € H'(R") et A € H'(R"), est donnée par:

1— F?)?

exo(F, A) = /0 " (n-?(F')2 + A 4 oAy . ) do+2hA0)  (5.1)

ou h € Rt et k € RY.
Les équations de Ginzburg-Landau associées sont données par:

—A" 4 AF? =0 (5.2)

—Kk2F"—F4+F34+FA? =0
H =A
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avec les conditions aux limites:

F'(0)=0, HO0)=h, lim F(z)=1 et lim A(z)=0. (5.3)

T—+00 z—r+400

Rappelons que H. Parr a conjecturé la formule (voir [?]):
Conjecture 5.1.1 On a, dans la limite K — 0, [’asymptotique

kTR (k) =275 (1 + %/_-2-»: + O(s?)), (5.4)

ot h**(k) a été introduit dans la définition 1.1.2.
En vue de démontrer partiellement cette conjecture, nous allons démontrer le théoréme:
Théoréme 5.1.2 Il existe ko et C < 0 telles que, pour tout k < Ko, on ait l’inégalité

kAR (k) > 275 (1 + ;—;\/in +Cr2). (5.5)

Comme au chapitre 4, ce résultat résultera de la construction de sous-solutions.

5.1.2 La solution de Van Dyke

Dans le chapitre 3, nous avons construit une solution formelle, définie comme étant
la donnée d’une paire constituée d’une solution formelle extérieure, et d’une solution
formelle intérieure, raccordées au sens de Van Dyke.

Une solution formelle extérieure est constituée d’un triplet (F¢, A%, H¢), ou

F(z; k) = F*(kz;K), A%(z;k) = A%(kz;K), He(z;K)= H®(KZ;K)

avec
Fe(ain) = Y f@)e, A%(a'in) =) Ada)e', He(z'sr) =) Hi(@)w,
0 0 0

pour ' >0.
La triplet (F, A%, H¢) est solution formelle du systéme différentiel

—F”—F~+ F’3-|:F/~12 =0 sur RY
—k2A" + AF? =0 sur RY (5.6)
H = kA sur RY

avec les conditions aux limites a ’'infini:

lim F(z')=1et lim A(z')=0. (5.7)

z!—+00 z!—++o00

Nous posons

fi(z; k) == fi(kz), Vi € N, (5.8)
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Notons S(z’,C) et C(k) les séries formelles définies par
S(&,0) ~ 57 G/ (@), Cle) ~ LT Cur” (5.9)

ou v
fo(z') := tanh(x \-;5 0

Notons que, compte-tenu de (5.9), f1 est donnée sur R* par

Ci 1

Al =Cify= ﬁw

Nous avons montré qu’une solution formelle extérieure est décrite par:
Proposition 5.1.3 Toute solution formelle extérieure est égale d
Fe(z'; k) ~ S(a',C(k)),
A¢(z';k) ~ 0, (5.12)
He(z';8) ~ 0,

). (5.10)

ou S(z’,C(k)) est la série formelle en & obtenue en substituant dans S(z',C) lindé-
terminée C par C(k) et en redéveloppant et réordonnant l’expression en puissances de
K.

Puis nous avons construit une solution nommée intérieure, vérifiant le systeme et les
conditions aux limites en zéro. Elle a comme fonction de bien approcher la solution pres
de lorigine.

La solution intérieure est constituée par un triplet (F*,Q*, H') tel que

ZFk( ZQk( k¥, H(.,K):=k 2ZHk( , (5.13)

solution formelle de (5.2) et vérifiant
(F)(0) =0, s73(QY(0) = h. (5.14)

Sa structure était, quant a elle, décrite dans la proposition :
Proposition 5.1.4 Pour tout n € N, la fonction F, est égale a4 une somme de produits
d’ezponentielles polynomes. Plus précisement,

Fo = F2 + ¢ () Pa(,%(.)), (5.15)

ot F?° est un polynéme de degré n, ot P, € Rlz,y] et ¢(z) = exp(—24o z), Ao €]0,1].
La fonction Qg solution de (5.31) vérifie :

Qo(z) = Boexp(—Aoz).
Vn € N*, la fonction Q, vérifie
Qn = ¢(.)Rn(., 4(.)) (5.16)
ot R, € R[z,y], et ot ¢(z) = exp(—4Ao z).
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Les fonctions ¢ — Fi(z) (¢ = 0,1,2) sont données par

Fo = Ao, (5.17)
B? B2 B?
F]_(.’IJ,Al, BO) Al - 4—1—14—0 + —=z+ — 4A0 exp( 2A0$) (518)
et
3 Bj
Fy(z, Ay, Ay, By) = Pi(z) + Py(z) exp(—240z) + — 193 A3 % exp(—4Aoz) (5.19)
ou
Pi(z) = %gg + igﬁ’r?; BBy | A, + (BB — %g) Ao(1— ADz?  (5.20)
o 1BgB; _ 1B3A, _ 5 B} 1B§ | 1B{A 1B§ 2
P(z) =35> — 37 —ma —GaE T2 )T 54T (5.21)
ou
Ao €]0,1], Bo <0. (5.22)

Afin d’alléger par la suite certaines expressions, introduisons les notations suivantes.
Pour i = (%0,%1,"**,%n) € N**1 on pose

lslopn :=t0+ 21+ -+ tny |t1n =114 202+ + niyp. (5.23)

Rappelons que Fy, F; et F; satisfont les équations différentielles

F! =0, (5.24)
F' = QiFo, (5.25)
F) = —Fy+ F2 4+ 2Q0Q:Fo + Q3F:. (5.26)

Dans les sections suivantes, nous utiliserons également les équations différentielles véri-
fiées par F3 et Fy. Par construction de la solution formelle, on a

Fj = 3F} —1)F1 + Q1Fo + 2Q0Q2Fo + 2QoQ1 F1 + Q4 F2, (5.27)

et

F! = (3F2 —1)F, + 3F,F? + >
L+ ili3 =2, k=0
|2lo = 2

(5.28)

Par ailleurs, Qo et @); sont données par

Qo(z, Ao, Bo) = Boexp(—Aoz) , (5.29)
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et
Q (CL‘ AOa Ala BOa Bl) =
B B} 2 B} (5.30)
(B: — 1a45 — BoAiz — o?) exp(—Aoz) + 1587 exp(~3Aoz).
Ces deux fonctions sont solutions des équations différentielles
~FQo=0, (5.31)
et
1= F3 Q1 =2F F1Qo. (5.32)

Rappelons que nous avons raccorde les solutions intérieure et exterleure a 'ordre 2, en
choisissant d’abord une zone de raccordement de la forme [§;x~ 5 , 02K~ 3] (0<é < 52)
puis en imposant dans cette zone le raccordement modulo une erreur de taille O(x?),
ce qui se traduit par des conditions sur les parametres Ag, A;, Bo, Bi, Co et C;. Plus
précisement, nous avons montré la proposition:

Proposition 5.1.5 Soit (61,92) € Rt xR, 0 < 4; < 6.

La solution intérieure et extérieure se raccordent sur l’intervalle [5116_%,5219-%], modulo
une erreur de taille O(k?) sous les conditions:

Ao = Fo0), 22 = 40, (5.33)
B2
Al - 4—A_0 = leo(o)a (5~34)
et 3 B¢
BoB: - = a = C1f2(0). (5.35)

Au champ de surchauffe “formel”, nous avons trouvé pour valeurs de Ao, Bo, A1, By et
C, les valeurs

Ap = ; ’ By = — -%)
TV oL 159-} (5.36)
Al = —32 Bl = —1—6.2 4, Cl ——6 2,

Notons que les conditions (5.36) sont indépendantes de la zone de raccordement [61673, 6,67 3]
(0 < é; < §2) choisie.

Nous supposerons dans la suite, tout en gardant ’usage des lettres A;, B;,

C; que ces constantes ont pour valeurs les valeurs données en (5.36).

La constante A, qui apparait dans (5.20) est libre pour réaliser ce raccordement. Nous
choisissons de la prendre égale a

- (AL 17 Bj + 1 B3A, lBoBl)
2T N8 A3 T4 AT 2 Ay

(5.37)

de sorte que P; défini en (5.20) vérifie:
P;(0) = 0. (5.38)
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Prenant en compte (5.38), on peut donc réecrire (5.20) sous la forme

P(z) = (BoB1 — 22y — Loyt — a2y (5.39)
32 A2 2 o= '

Introduisons la définition suivante, utile pour la suite.

Définition 5.1.6 La solution intérieure tronquée a l’ordre n, est définie comme étant
égale ¢ S 5 Fik'; nous la noterons F(™).

La solution extérieure tronquée a [’ordre n est définie comme étant égale a

Fo™)(z; 6) = Fo™(kz) := S0 fi(ke)k ; nous la noterons F&(),

On désigne par FP°4(") la partie polynomiale de F»(™),

Nous introduisons également la notation
Notation 5.1.7 Pour (i,5) € N?, ¢ < j, nous noterons par

a;; le coefficient de z' dans FP, (5.40)

J

ou Ff"l est défini en (9.15).
Pour i € N, A;, B; et C; désigneront

A; = (Ao,--+,A), Bi=(Bo, --,B;) et C; =(Co,---,C;). (5.41)
Nous posons B
Bij == f}’_);!(O), (5.42)
et
Fy:= F,— FP, ie{1,2}. (5.43)

La fonction F, désigne la partie ezponentielle polynéme de la fonction F;.

D’une fagon générale, rappelons que dans le troisiéme chapitre, nous avons défini une
notion de raccordement modulo O(k™) des solutions formelles intérieure et extérieure
(voir la définition 3.2.11). Nous avons également montré dans ce chapitre que le raccor-
dement des solutions intérieure et extérieure modulo O(x") a lieu sous les conditions
définies dans la proposition 3.2.15. Nous avons alors donné dans la proposition 3.4.4 une
condition nécessaire et suffisante pour que le raccordement puisse s’effectuer modulo
O(k™).

D’une maniére générale, lorsqu’on a effectué le raccordement & O(k") pres, sur l'inter-
valle I,,(61, 92, k), des solutions intérieure et extérieure, on peut construire la solution au
sens de Van Dyke a I’ordre n (voir [19]).

Rappelons que la procédure imaginée par Van Dyke consiste & sommer la fonction F*()
et la fonction F*("~1), puis & retrancher & cette somme la partie polynomiale de F*("),
F?ob("), On applique la formule

F0 (k) i= Fo0 (ks 6) + FAO)(55) — FPH0) (25 5). (5.44)



5.1 Construction de Van Dyke et objectifs 125

Comme solution approchée de A, on considere

n
AP (33 5) = K72 Z Q:(z)x', (5.45)

0
ou @; est définie en (5.16).
Remarque 5.1.8 Cette méthode n’est pas la méthode appropriée en régle générale et
n’est d’une certaine maniére pas complétement naturelle. Pour raccorder les solutions
intérieure et extérieure, on aurait pu avoir une préférence pour le procédé plus naturel
qui consiste a considérer la fonction
Fo=D(ka; £)x1(z) + x2(z) F*™)(z; k), pour une partition de l'unité convenable, avec
supp x1 C [0, 826~ [ et supp X C [626~ 77, +00].
Il se trouve que la formule (5.44) va conduire d des calculs plus explicites.

Rappelons une version classique du principe du maximum, utile pour mener les calculs
qui suivent

Lemme 5.1.9 Soit C une fonction bornée sur |0,+oo[ telle que:
C(z) 20, Vz €]0,+o0],
et soit u € C%([0, +oo[) une fonction telle que:

—u"+ Cu <0 sur ]0,+oo],
¥'(0) > 0, (5.46)
u—0 quand z —» +oo,

alors :
u <0 sur [0,+4o0.

5.1.3 Présentation des objectifs

Nous allons utiliser la construction formelle présentée précédemment pour déterminer
une sous-solution du systéme de Ginzburg-Landau. Nous en déduirons une minoration

du champ de surchauffe. o
C. Bolley et B. Helffer ont montré dans [5], qu’il existait des constantes Co (Co < 0) et
Ko, telles que, pour tout k < kg et pour tout h tels que

Kih =271 + Cok,
la fonction
frous(x) = 622 275 ((1 + C15) exp —(V2 — Ck)z + tanh(22t0),

ou Cy est déterminée par la condition f;,,,(0) = 0, est une sous-solution de (5.2) pour
des constantes C}, C3 bien choisies.
Nous nous proposons de montrer que la construction formelle fournit un candidat naturel
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pour construire une sous-solution du systéeme de Ginzburg-Landau. Nous donnons ainsi
une autre démonstration du résultat obtenu par C. Bolley et B. Helffer, qui permet de
relacher la contrainte sur la constante Co, qu'on espére trés proche de celle intuitée par
H. Parr, égale a %2'1‘. L’objectif est également de dégager une méthode générale dans
le but de construire une sous-solution permettant de donner une minoration du champ
de surchauffe au second ordre, ce qui constitue une partie de la démonstration de la
formule de H. Parr (voir [?]). La construction formelle exposée précédemment va nous
fournir un candidat naturel pour construire une sous-solution.

Remarque 5.1.10 Notons que pour n = 2, la méthode de Van Dyke permet de re-
trouver trés naturellement la fonction utilisée par C.Bolley et B. Helffer (voir [5]) pour
construire une sous-solution du systéme de Ginzburg-Landau, leur permettant d’obtenir
une minoration du champ de surchauffe. De plus, elle a l’énorme avantage de fournir
ausst une approzimation de la fonction A. Ce point est la clé de la démonstration du
théoréme 5.1.2.

5.2 Sous-solution et construction de la solution de
Van Dyke modifiée.

5.2.1 Présentation de la sous-solution

Pour construire une sous-solution au sens de la définition 1.2.8, nous allons partir
d’une fonction obtenue par la régle de Van Dyke, présentée en (5.44)

fUd(z; k) := FoO(ka; k) + FoO)(z; k) — FPoH2)(g; k)

= fo(m:) + nfl(m) + Zg Fy(z)ki — FPob)(g; ), (5.47)

oit Fre() Fin2) et FPoh(2) ont été introduits dans la définition 5.1.6.
Compte-tenu de (5.19) et (5.20), la fonction F?°"(?) est donnée explicitement par

F"°"(2)(:v) = Ao + %amc + KZ(Al - ‘%:;) =+ I‘C2.'L'(BoBl - %i—}:) - %Ao(l - Ag)ﬁ2.’1}2,
(5.48)
ol nous rappelons que Ag, A;, By, B; ont été données en (5.36). Notons que la fonction
fv¢ vérifie la condition de Neumann en zéro:

(£ (0) =0.
En effet, compte-tenu de (5.33) et (5.35), on a

vdy/ — o ! Fr Bg 3 B{,‘ _
() (0) = k(£5(0) + ££,(0) — (—2- + (BoBy — 3—223)@) =0.

En vue d’obtenir un signe négatif de l'expression —k~2f” 4+ f(—1 + f% + A?) dans une
région de la forme [—Ink,+oo[, on est amené a modifier modulo & certains coefficients
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dans la solution extérieure, et plus précisément dans la fonction fi, définie en (5.11).
Dans ce qui suit, f; désignera la fonction

¢ = filz) = fi((1 + ar)z’) = G ! (5.49)

2/ (14ar)z’+Co \?
V2 cosh (%—2 )
ol o est une constante a débattre.

Le choix de a ne pourra étre fait qu’a la fin d’une série de calculs. Une des difficultés va
donc étre de contrdler tous les restes par rapport au parametre “libre” o et par rapport
au parametre asymptotique .

Nous posons

fo(z') := fo((1 + ar)z’). (5.50)
Par construction, (voir (5.6) qui est développé en puissances de ), la fonction f1 vérifie
I’équation différentielle
—fr— /i +3f2f1 =0, sur R*. (5.51)
Il en résulte que la fonction f; vérifie ’équation différentielle
— ' — Fi+372f = k(20 + &?k) fi(—3f2 + 1) sur RT. (5.52)
Nous noterons par F*():M la solution extérieure ainsi modifiée
Fe’(l)’M = fo + Kifl. (553)

En vue d’obtenir la condition de Neumann et de controler convenablement les restes,
ajoutons a f*¢ modifiée la fonction x3G. La fonction G est cherchée sous la forme

G(z) := P(z) exp —2Aoz, (5.54)

ou P est une fonction polynéme & déterminer, a priori de degré 4 et ou Ag est égal a
? (comme indiqué en (5.36)). Ce choix de P est motivé par la structure de la solution
o

rmelle. Nous chercherons P sous la forme
P(z) = a(z* + 2). (5.55)

Nous supposons dans la suite que les équations obtenues lors du raccordement de la solu-
tion intérieure et extérieure & O(x?), données en (5.33), (5.34) et (5.35) sont satisfaites,
et nous faisons toujours I’hypothese (5.36).

Rappelons que, d’aprés (5.33) et (5.36), la constante Cy est déterminée par la condition :

ol0) = —15 (5.56)

soit

ta,nh(\g/'i-) =

. (5.57)

9~
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Dans les sections suivantes, la fonction f*¢™ désigne la fonction obtenue apres les mo-
difications données ci-dessus de la fonction f“¢ définie en (5.47). Précisément, elle est
donnée par:

from(z;k) = I_%e’(l)’M(nx; k) + F¥3)(z; k) — FPh3)(z; k)
= fo(kz) + kfi(kz) + Ei:o Fi(z)k* + k3G(z) — F”°”(2)(x).

Comparée a la solution dite de Van Dyke a l'ordre 2, construite au chapitre 3, nous
avons “dilaté” fi et introduit une fonction x3G. Traduisons la condition (f*#™)'(0) = 0.
Elle fournit une égalité liant le parameétre de dilatation o et le coefficient a de z* dans
P (voir (5.55)).

Compte-tenu de (5.58), on a 1’égalité

(f™)(0) = (f*4)(0) + K2 £ (0)((1 + ak — 1) + £°G'(0) = 0,

(5.58)

soit

G'(0
= - ~I( ) (5.59)
1(0)
Compte-tenu de (5.55), on obtient:
a=—f(0)a (5.60)
ol a est introduit en (5.55).
Soit A¥Y™ I'unique solution dans HZ%(]0, co[) de
_Avdm” + (fvdm)zAudm =0
’ 5.61
{AWWm=h,h>a (5.61)

Dans le but de rendre négative I’expression
— 2 frdm” | fudm(_ + fram? 4 (A“d"‘)z) dans une région de la forme [— In &, +00[, nous
sommes conduit a faire I’hypothese

a<0. (5.62)

Un tel choix tient au fait que nous désirons rendre négative ’expression
k(2a+a?k)(—f1)(3f2=1) (voir (5.52)) dans une région de la forme [— In &, +00[. Comme,
d’apres (5.49) et (5.36), fi < 0, et comme fo — 1 quand z — +o0, le signe de x(2a +
a?k)(—f1)(3f2 — 1) est négatif pour  assez petit si @ < 0. Notons que, sous ’hypothese
(5.62), compte-tenu de la relation (5.60), et du fait que f{(0) > 0 (voir (5.36) et (5.49)),
nous avons la propriété:

a>0. (5.63)

Remarque 5.2.1 Compte-tenu de la relation (5.60), nous pouvons ezprimer a en fonc-
tion de o, et donc, d’aprés (5.54) et (5.55), la fonction G en fonction de a. Finalement,
le couple (f*4™, A*¥™) dépend d’un unique paramétre . Nous ezprimerons la dépendance
des fonctions G, f*%™ et A*™ par rapport au paramétre o en les notant Go, fU%™ et
Av™ Bien sur, tous ces choiz peuvent apparaitre un pev “magiques”, mais ils sont la
conséquence de nombreuz tatonnements ou de trés nombreur parameétres étaient intro-
duits a priori.
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Il est naturel d’espérer que la solution approchée garde les propriétés de la solution. La
solution de (GL)o, vérifie la propriété 0 < f < 1. Montrons que f**™ vérifie la méme
propriété.

Proposition 5.2.2 Soit f*™, la fonction définie en (5.58). Alors, pour tout a, il existe
ko > 0 tel que, Vk < ko, Yz € RY, on ait l'inégalité

0 < fum(g) < 1. (5.64)

Preuve

Notons que f*™ — 1 quand = — +oo.

Compte-tenu de (5.11), la fonction fi(z’) est négative, car, comme vu en (5.36), on a
C:<0.

On en déduit ’'inégalité
kz + Co
V2

Compte-tenu de (5.19) et de (5.21),Vz € R"’, on a ’inégalité

f2™(; k) < tanh( )+ kB + K2 Fy + £3G.

fein(e3 ) < tanh(2452) + 2 xp(~V2)
+& e~xp(—%x) (chz(a:) exp(—ﬁ)x + ’CﬁAg exp(—%z;)) (5.65)
—af{(0)x(z* + ) exp(—V22).

Montrons maintenant que, pour tout a < 0, il existe un réel ko > 0, tel que, pour tout
k < Ko, pour tout z € R¥, on a l'inégalité

frim(z; k) < ta,nh(ﬂ\%) + g-exp(—%z-x). (5.66)

En effet, comme d’apres (5.36), ; A2 = 1, pour tout a < 0, il existe «o, tel que, pour tout

k < Ko et pour tout € R, on a I'inégalité

£ exp(—252) + w(Pa(e) exp(— F5)e + s 28 exp(—F5)e) (5.67)
~w*afj(0)(z* + z) exp(~ J52) < 3. |

De (5.65) et de (5.67), il résulte (5.66).

Posons C )
é(z) = tanh( ’w\ji %) + gexp(—\—/_ax).

La fonction ¢ vérifie, compte-tenu de (5.57), la propriété
Co, 1

'(0) = —=(1 — tanh*(—%) — =) = 0.
#(0) = Z5(1 - tank’ () - )

De plus, pour k assez petit, elle vérifie les hypotheses (4.11) du lemme 4.2.3 énoncé au
chapitre 4.
On a donc ’inégalité

$(z) <1, Vz e Rt
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On déduit alors que le membre de droite de (5.66) est, pour tout a < 0, inférieur a 1,
des que k est choisi assez petit, d’ou

frm <1 (5.68)
Par ailleurs, d’apres (5.18), (??), (5.43) et (5.54), on a les estimations
Fi=0(1), F,=0(), G, =0(1). (5.69)

Compte-tenu de (5.52) et (5.58), on déduit qu’ il existe une constante C' > 0, telle que
’on puisse minorer f*4™ par

futm(z) > fo(0) — Ck, Yz € RY.

Il résulte de (5.56), que, pour « assez petit,

Fim (2) > % _Ck >0, VzeR". (5.70)

D’apres (5.68) et (5.70), on obtient (5.64).
Ceci achéve la preuve de la proposition 5.2.2.

5.2.2 Enoncé du théoréme principal

La démonstration du théoréme 5.1.2 est une conséquence directe du théoréme suivant,
que nous démontrerons dans les sections suivantes:

Théoréme 5.2.3 Il existe C, a et ko > 0 telles que, pour k < Ko et pour:
h=rbomi(1 4 ;—g\/im 4 Cr?), (5.71)
la fonction f*™ définie dans la remarque (5.2.1) vérifie

(f2Y(0) =0,

et
—R2(fm)" + fim (<14 (f) + Apn?) <0 512
(1 - fai) € H*(]0,00),
ot AY™ est solution dans H?(]0,00[) de
—(Agm)" + (fim) Agim = 0
| sk (>79)

Remarque 5.2.4 Dans toutes les propositions, lemmes ou théorémes qui seront énon-
cés dans les sections suivantes, d chaque fois que l’on introduira l’assertion ‘I ko >
0 telle que ...”, il est implicite que la constante considérée est plus petite ou égale a
celles introduites dans les propositions, lemmes ou théorémes qui précédent. Notons que
nous ne faisons cette opération qu’un nombre fini de fois.
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5.3 Minoration de A%,

5.3.1 Présentation du probleme

Soient fU4™ défini en (5.58) et A2™ I'unique solution dans H?(]0,+oo|) de (5.73). En
vertu du lemme 5.1.9, la fonction AY™ est négative.
En vue de construire une sous-solution (voir (1.2.6)), il est utile de bien minorer la

fonction A%™ afin de nous permettre de majorer (Ag‘i"‘)2 fvim. Ceci constitue 'une des
difficultés majeures lors de la construction de cette sous-solution. Nous allons chercher a
montrer que la fonction A%¥™ peut étre approchée convenablement par A*#(!), ot 4¥%(!)
est définie en (5.45), dans une zone de la forme [0,577], 8 > 0.

Remarquons que A**(1) ne peut donner une bonne approximation de la fonction A%™
au voisinage de l'infini, car, étant donné que f*™ tend vers 1 quand z — +o00, A%™
se comporte en —exp(—x) & Dinfini, alors que A**(!) se comporte en —z2. exp(—-%x).
Notons par ailleurs que f*%™ reste essentiellement constant dans la région [0,xP], ce
qui justifie notre choix d’approximation.

Proposition 5.3.1 Il existe des réels (ri)ieq1,,4) tels que, pour tout ro € R, il existe
C(ro) et une fonction J définie par

J(z) := 4 ria® 4+ 1) ex -—l—x, 5.74)
(z) (;k )p(\/i) (

telles que, pour tout a < 0, il eziste ko tel que, pour tout k < Ko, pour
1 _3 15 .
kTh=2"3(1+ 3—2\/% + C(ro)x?), (5.75)
la solution AY™ de (5.78) vérifie l'inégalité
AYO)(g; k) + 63 J(2) < A% (2) <0, Yz € R, (5.76)

ot A*() est définie en (5.45).

Notons qu’ici nous avons introduit un nouveau parameétre ro et que ko dépend de o et
de rg.

5.3.2 Approximation dans la zone intérieure

Afin d’établir la proposition 5.3.1, nous allons préalablement montrer quelques lemmes.
Afin d’alléger les notations, nous noterons les fonctions f*%™ et A%™ dont les définitions
sont données en (5.58) avec G = G, et en (5.61) par f, et Aq.

Nous posons également :

Zo(z) := A"V (z; k) — Aa(2), (5.77)
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ol A*4(1) est définie en (5.45).

Lemme 5.3.2 Il existe un polynéme de degré 3, Ri(z), tel que, pour tout o < 0, il
eziste ko > 0 tel que, pour tout k < Ko, on ait dans l’intervalle [0, n‘%] linégalité :

1
~Z'+f27, < K%Rl(w)exp(—jix). (5.78)

Les controles d’uniformité des restes par rapport aux parametres, en particulier «, sont
cruciaux. A cette fin, il nous semble utile d’introduire des notations suffisantes explicitant
précisement les situations rencontrées.

Notation 5.3.3 Soit une fonction g définie sur R x R*, (o, k) = g(a, k).
On dira que

gla,k) = O4(k") & Va, 3Cq, T ro(a), tel que V& < ko), |g(a, k)| < Cur®,
9(a,k) =0 (k") & 3C,Va, Tko(a), tel que V& < ko), |g(e, )| < Ck™,
g(a,k) =O(k™) & 3IC, Tko, Yo, Yk <k, |9(a, k)] < Cr™

Pour établir le lemme 5.3.2, il nous faut évaluer la différence F&():M(kg) — Frob(2)(z; k)
sur Dintervalle [0, x~3] et montrer qu’elle est également de I’ordre de O(x2).

Sous-Lemme 5.3.4 Soit F>(\) introduit & la définition 5.1.6, et FP(?) en (5.48).
Alors, il existe ko > 0 tel que, Ve < ko, VT € [O,KZ_%—], on ait l’estimation

K2 (Fe’(l)(rzx; K) — F?Poh)(g; n)?u (5.79)
= f(0)sz + 1P (0)6%2? + f7(0)s + F2(0)s22 + O(s?).
De plus, il existe ko > 0 tel que, Yk < ko, V € [0,n‘§], on ait l’estimation
FoW(kz; k) — FPHO)(z;5) = O(x?). (5.80)
Preuve
Par définition de F?°"(?) (voir la définition 5.1.6), on a I’égalité
FPoh (g ) = > o KT, (5.81)

0<i<j<?

Pour k € {0,1}, effectuons un développement en série entiére de la fonction z — fi(kz)
au point z = 0. Comme z € [0, k™3], avec & petit, les développements en série entiere
sont convergents.

Pour z € [0, 73], on a I’égalité:

o H(n)
fi(rz) = an!(—O)-/c":c“.

n=0
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Nous pouvons exprimer F'*()(kz; k) sous la forme

1

£(n)
Fe(n)(ﬂw KZ Z&szk (0) k"™

k=0 n=0

On peut alors écrire la somme précédente sous la forme

FoU(kz; k) = > Bi; Kia, (5.82)
(i,5) € N?
J—1<i<g

ou f;; a été défini en (5.42).
On déduit de (5.81), (5.82) et de la proposition 3.2.15, I'estimation, pour z € [0, x~3],
FoO)(kg; k) — FPbO)(z;6) = Z B;; k'zt

. . (5.83)
2<j-1<i<;

De (5.83), on déduit I’égalité

K2 (Fe’(l)(mc; k) — FPoh()(g; rs:))”

= Z Z(Z - l)ﬁi,j Kj-—2mi—2
2<j-1<i<j<4 (5.84)

+ > i(i — 1)Bij &2 2

4<j-1<i<j

Or, pour z € [0, fs‘§], on a |’estimation

Z i(i=1)8i; £ 7222 = O(k%)2%(1 + 2).
4<j-1<:1<)

D'otl, utilisant (5.84), I’égalité

~ n
K2 (Fe’(l)(h::v; k) — FPob)(g; n))
= Z Bi; K72t 4 2¥(1 + 2).0(KP). (5.85)
2<j-1<1<5<4
De la définition de §;; donnée en (5.42), du fait que ¢ = O(k~3) et de l'expression
(5.85), on déduit I’estimation (5.79).
De maniere analogue, compte-tenu de (5.83), on obtient également 1’estimation
FeD(kz; k) — FPohC)(z; k)
= > Bij Kiz' + (1 + 2).0(x®). (5.86)
2<j-1<i<5<4
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De plus, pour (4,7) € N? tels que
j€{3,4},j—1SiSJ,
Kzt = O(k?).
En effet, si j = 3, alors 2 < i < 3 et comme z = O(K,-%),
&3zt = O(k?).
Si j =4, alors 3 <i <4 et ki’ = O(k5).

On obtient ainsi (5.80) et ceci achéve la preuve du sous-lemme 5.3.4.

Effectuons & présent le calcul correspondant avec F&(1):M 3 1a place de Fe(Y).
Sous-Lemme 5.3.5 Pour tout a < 0, i existe ko > 0, tel que pour tout k < ko,pour
tout z € [0,£73], on a lestimation

~ "
=2 (Fe,(l) M(iz; k) — FPoh(2)(g; m))

) (5.87)
= 2(0)re + 32 (0)k%2" + FP(O0)s + 22 /7(0)? + fP(0)w%s + O (5?).
De plus, on a l’estimation
FoOM (o ) — FPRO) (2 k) = O (k2), (5.88)
pour tout z € [0,x73].
Preuve 3
Evaluons F&(W):M _ pe(1),
Pour tout z € [0, %], on a ’égalité:
(BeOM _ Fo)(xz) = & (fi((1 + ax)re) - fi(xe))
L (5.89)
= arsg’x/ fi(kz + ar’z t) dt.
0
De (5.89), on déduit 1’égalité
- . " 1 ~(2) )
k1 (fl((l + ak)kz) — fl(r::c)) = 204&2/ fil(kz + ak®zt).(1 + tar) dt
0 (5.90)

+ar®z /01 FO (s + ar?zt).(1 + tax)? dt.
On a égalité
~1( )(fcx + ak’zt) (2) (k) / (kz + ar’zst)(ak’zt)ds.
On en déduit ’égalité
2ak? /1 FD(kz + ar?zt).(1 + tar) dt = 20k f )(kz) + 263 F (k)

0

1 g1
+2ak? / / fl(s)(m: + arlzst)ar’zt(l + atk)dsdt.
o Jo
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Pour tout a < 0, il existe ko) tel que, pour tout £ < ko(c), pour tout [O,K,_%], on a
les estimations

1
om;3:c/ fl(s)(fcm + ak’zt).(1 + tak)? dt = O*(x?), (5.91)
0
et

o2k3F )(/e:c) + 2ak? / / fl(a)(m: + ak :cst)afc zt(l + atk)dsdt = O (k ) (5.92)

De (5.89), (5.90), (5.91) et (5.92), on déduit 'estimation, pour tout « € [0, x73],
~ ~ " ~
K2 <F°'(1)'M - Fe'(l)) (kz) = 20k fO (k) + O (k2). (5.93)
D’autre part, 3 )
FD(ka) = @(0) + fO(0)kz + O(k2z?). (5.94)

De (5.93) et (5.94), on déduit que pour tout o < 0, il existe xKo(ax), tel que pour tout
% < ko(a), pour z € [0,x~3], on a 'estimation

k-2 FeOM _ fey(oz) = 2ak2 f(0) + O (k). (5.95)

On déduit alors de (5.95) et du sous-lemme 5.3.4 ’estimation

~ "
k2 (Fe'(l)’M(K,:E; k) — Frob)(g; fc))
~ ~ n ~ "
=Kk? (Fe’(l)’M(m:' k) — FoW)(kz; m)) — K2 (Fe’(l)(fcz' k) — FPohC)(g; n)) (5.96)
= [P (O)re + B Qu20? 4 D (0)x + 20 fP(0)62 + FO (0622 + O (7).

FeOM (kg ) — FPobQ)(g; k)

= (FeOM _ fe)(kz) + FoM)(kz) — FPoL?)(z; k).
Compte-tenu du sous-lemme 5.3.4 et de (5.89), on déduit que pour tout a < 0, il existe
ko > 0, tel que, pour tout k < ko, et pour tout = € [0, FE—%], on a l’estimation

FoOM(gg; ) — F0)(z; k) = O (x7),

ce qui achéve la preuve du sous-lemme 5.3.5.

Nous pouvons & présent démontrer le lemme 5.3.2.
Preuve du lemme 5.3.2
On a l'égalité

-Z'+ f2Z, =

_(Avd,(l))ll (z‘_on F+ fisGa)2(A"d’(1))

+2(Y 1o ' Fs + K3GL ) (F0M (s k) — P (1)) (A1)
+(Av D) (FoOM(kz; k) — FroH@)(z; k)%

(5.97)
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Posons 5
B(z) = —(A"*W)"(2) + (D #'Fi(e) + £°Ga(2))*(A4"*V)(2), (5.98)
=0
Cla) . (5.99)
= 2Ty £ Fi(z) + £°Ga(2)) (F DM (rz; k) — FPH3)(z; £)) (A1) (2), '
et
D(z) = (A**W)(g)(F*MM(kz; k) — FPD(z; £))2(z). (5.100)

Etape 1: Majoration de B(x) sur [O,KZ—%
Compte-tenu de la proposition 5.1.4, FF* est un polynéme de degré i. Par conséquent,
pour ¢ € {1,2},

FFl = O(k™%). (5.101)

De plus, la fonction F; étant égale a un produit d’exponentielles polynémes, on a I’esti-
mation R

F;=0(1) pour i€ {1,2}. (5.102)

Par ailleurs, d’apres (5.29) et (5.30), on a
Q1= O(ﬂ_%)Qo-

On en déduit les estimations
kFy = O(k3), K*Fy = 0(k3), Q1 = Qo.O(k?). (5.103)

De plus, d’apres (5.54), (5.55) et (5.60), pour tout a < 0, il existe ko tel que, pour tout
k < Ko, on ait ’estimation

K°Gq = O(ar®) = O¥*(k?). (5.104)

I suffit en effet de prendre xo < L.
Prenant en compte les équations différentielles vérifiées par Qo et Q1 en (5.29) et (5.30),
on obtient I’égalité

_(Aud,(l))ll + ( ?=0 F,-ls:i + R3Ga)2(A”d’(1))

= NGGiAUd'(l)
+263(EL, Find) G )
2
1 91 o (5.105)
+K"2 m=2 Z iO!---i2!Q£HFkkKI .

|]o,2 = 2 k=0

£+ |i|1,2 =m, £ € {0,1}

Estimons les trois termes qui apparaissent dans le membre de droite de 1’égalité (5.105).
Estimation du terme x®G? A*%(1)
De (5.29), (5.45) et (5.103), pour z € [0, %3], on déduit Pestimation

1

A" (z; k) = O(K'%)exp(—ﬁx). (5.106)
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Compte-tenu de (5.104) et de (5.106), on a l’estimation

KEGE AV = o2O(kT ) exp(— %)
= 0¥ (s}) exp(~ J52),

et donc a fortiori, I’estimation

K2GLA™ ) = 0L (%) exp( - %‘”)- (5.107)
Estimation du terme 2/@3(2;7’:0 Rni)GaA”dv(l)
D’apres (5.54) (5.103) et (5.106), on déduit I’estimation

K (i ') Go A" = O (r7)(a* + 1) exp(— 252,
donc a fortiori '

2
. 1
(Y Fir)GaA™ () = 02 (x7) exp(— —=1). (5.108)
1=0 \/2—
Estimation du terme
5
_1 by
=53 3 = 'Q,;HF" (5.109)
m=2 liloz =2 k=0

£+ |ili,e =m, £ €{0,1}

Considérons les couples (£,i) € {0,1} x N° tels que £ + |i|;2 = m. Compte-tenu de
la proposition 5.1.4, précisément (5.16), la partie polynomiale associée a la fonction
Qe 1, Fi* est de degré 2¢ + |iy 2.

Les couples (4,1) € {0,1} x N3 tels que £ + |i|1,2 = m et 2{ 4 [i]; 2 soit maximum sont
tels que £ = 1 et |i];2 = m — 1. Pour un tel couple, le degré du polynoéme associé est
égal a m + 1. Donc, on a l’estimation

2' - t m+1 1
Z Z0| .. 22' QL’ H Fkk = O(IL‘ + 1) exp(——\/—iz). (5110)

€+|i|1,2=m, KSI
Pour m > 2, pour z € [0,£73], on a ’estimation
£™(z™ 4+ 1) = O(k?) (23 + 1).

Nous en déduisons qu’il existe p > 0 tel que, pour tout a < 0, il existe ko > 0 tel que,
pour tout x < g, pour tout z € [0,K” ], on a l'inégalité

5
K’2 m=2 E:

|ilo,2 = 2
ﬂ—}- Iillﬂ =m, = {0,1}

3 1
Q F*s™ < k2p(1 + 7°) exp(——=2).
ells )exp(-J2)

(5.111)
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En définitive, d’apres (5.107), (5.108) et (5.111), il existe p, tel que, pour tout a < 0, il
existe ko > 0 tel que, pour tout K < kg, on ait 'inégalité

—(AOY 4 (T2 Fik' + £3G,)(A*0) < pri (a3 + 1)exp(—71-2-:1:). (5.112)

Etape 2: Majoration de C(z) sur [0,5™3
Rappelons que C(z) est définie en (5.99).
De (5.88), (5.103), (5.104) et (5.106), on tire I’estimation

C(z) = O (k%) exp(—J). (5.113)
On en déduit qu’il existe une constante § telle que ’on ait la majoration
C(z) < fc%cjexp(—%w). (5.114)

Etape 3: Majoration de D(z) sur [0,x”3
Rappelons que D(z) est définie en (5.100).
De (5.105) et (5.106), on déduit I’estimation

D(z) = Og“(n%)exp(—%x), (5.115)

On déduit de (5.115) Pexistence d’une constante g telle que

D(z) < gk* exp(——\/-—i-:c). (5.116)

Finalement, compte-tenu de (5.112), (5.114) et (5.116), on a montré qu’il existait un
polynéme R; de degré 3, tel que, pour tout a < 0, il existe un réel o tel que, pour
k < Ko, on obtient ’inégalité

—Z} + f2Za < K3 Ry(g) exp(—J52). (5.117)
Le polynéme R, est choisi égal a

Ri(z) = pz® + 7. (5.118)

Fi=p+qd+4q, (5.119)
avec p défini en (5.112), § défini en (5.114) et § défini en (5.116).
Ceci acheve la preuve du lemme 5.3.2.
Lemme 5.3.6 Il existe un polynome Ry de degré 4, défini par

4

Rz(l‘) = Z 7'2’,'131',

=1
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tel que, pour tout a < 0, il existe ko tel que, pour tout k < Ko, on ait:

(=Z" + f22,) — 63(J2 — f2J;) < —k2 exp(— L , Yz €[0,573], (5.120)

Nk

avec Jo(z) = Ray(z) exp — 5.
De plus, le coefficient du monome de plus haut degré de Ry, noté ry 4, peut étre choisi
arbitrairement négatif.

Preuve
Prenant en compte la conclusion du lemme 5.3.2, on obtient 1’inégalité

—Z! 4 f2Zq — k3 (JY — f20)

5.121
< w% (By — RY+ V2R + (f2 — 1)Ry) exp(— ). (5121)
Majorons donc:
1
Ry — Ry + V2R, + (f2 - 5) B2, (5.122)
Explicitons f,(z)? — 1 dans la zone |0, k3],
On a I’égalité . R )
(F@ _ pret®) = g Fy 4 62 F, (5.123)
ol F} est définie en (5.43).
De (5.102), il résulte I’estimation
F¥® _ prot@ = O(k). (5.124)

D’apres (5.49), il existe C' > 0, telle que, pour tout a < 0, pour tout z € [0, n'-:T], on ait
'inégalité

&|f1((1 + ar)kz)| < Ck. (5.125)
De plus, pour z € [0, fi-%], on a |’estimation
fo(kz) = fo(0) + O(kz). (5.126)
Il en résulte, d’apres (5.53), (5.125) et (5.126) I’estimation
FoWM(kz; k) = fo(0) + O%(s3), Vz € [0,573]. (5.127)
De (5.124), (5.127) et de (5.58), il résulte que
fa(2)? = % = O (k5). (5.128)

Utilisant (5.128), on peut écrire (5.122) sous la forme

Ry — Ry +V2Ry + (f2 - })Ra 2

= (4v/2r24 + P+ O (k3).r042) 2% + (3v/2ra3 — 12954 + O (K3).rg32)2?  (5.129)
2

+(2\/§7‘2'2 - 61‘2,3 + Og"(n%).rz,gx)x + (\/—2—1'2,1 - 21‘2,2 +7r+ Og"(ni)rg,lz).
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Dans le but de rendre ’expression R, — Ry++v/2Ry+(f2—1) R, négative, nous supposerons
que

{ 42rpu+ 5 < =2, ron—22rp < —2, (5.130)

T2,2 — %7'2,3 < =2, \/57‘2,1 —2ry0+ 7T < =2,

ou p et 7 sont définis en (5.119).
Le systéme (5.130) admet des solutions.
En effet, on peut choisir successivement ry4, 723, 722 €t 72,1 de fagcon & satisfaire les
quatre équations du systeme (5.130). Notons que r34 peut étre choisi arbitrairement
négatif, ce qui justifie la derniére assertion de lemme 5.3.6.
Par ailleurs, pour tout a < 0, il existe ko > 0 tel que, pour tout x < ko, et pour tout
z €[0,£73]

O ryx <1, Vie{l,.,4}. (5.131)

Prenant en compte (5.130) et (5.131), on déduit que pour tout a < 0, il existe ko tel
que, pour £ < Ko et pour tout z € [0,£73],

Ry — Ry + V2R, + (f2 - DR, < —x¥(T5 7). (5.132)
Utilisant (5.132), I’inégalité (5.121) devient
20+ 22— R3] = f205) < —x}H(T30) exp(—dz) < —x3 exp(—5a).
Notons que R; est bien choisi indépendant de a, ce qui achéve la preuve du lemme 5.3.6.

Lemme 5.3.7 Pour ro € R, soit J la fonction donnée par
1
J:=Jo+ 1 exp(-—%x), (5.133)

ou J, désigne la fonction déterminée dans le lemme 5.3.6.
Pour tout ro € R, pour tout a < 0, il existe ko > 0, tel que, pour tout k < Ko, on ait
linégalité

(~Z0+ f22.) - k3(J" — f2I) <0, Yz €[0,575]. (5.134)

Preuve 1
D’apreés le lemme 5.3.6, on a, pour tout z € [0, x”3], 'inégalité

—ZU+ f2Z0 — 63(J" = f2]) < &7 (—1+ (£2 = })ro) exp(—F52).

De (5.128), on déduit que, pour tout z € [O,rc‘%],
1
—Z"4 27, — k3(J" - f2J) < K2(~1+ O (k5)ro) exp(—ﬁm). (5.135)
Pour tout ro, pour tout a < 0, il existe donc ko > 0 tel que, pour tout « < o,
— 14 0% (k%)ry < 0. (5.136)

Alors (5.135) et (5.136) impliquent clairement (5.134).
Notons que J comme J; est indépendant de a. Ceci acheve la preuve du lemme 5.3.7.
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5.3.3 Approximation dans la zone extérieure

Lemme 5.3.8 Pour (r3;);e{0,-4) € R, soit Rs(z) un polyndme de degré 4, défini par
4 .
Rg(.r) = Z 7‘3,]‘21‘7, (5137)
—

et J3 la fonction associée définie par

J3(z) = R3(z) exp(—%z).

Alors, il eziste C < 0 telle que, pour tout r34 < C, pour tout o < 0, il existe ko > 0 tel
que, pour tout 0 < k < Kq, on ait linégalité

— (Za+ K303)" + fA(Za+ K3J5) <0, Yz € [£73,400]. (5.138)

Preuve
Pour des raisons techniques, nous devons faire des estimations différentes dans ’intervalle

[~%,%72] et V'intervalle [x~%, +o0].

Etape 1: Controle dans 'intervalle [KJ_%,KJ-%]

Dans une région de la forme [K,-%,HJ—%], compte-tenu de la structure de Fy, F; et Gy,
(voir (5.18), (5.19) et (5.54)), on a I’égalité

2
Y Fik' + £°Ga — FPH® = O (x)(2* + 1) exp(—V2z). (5.139)
0

Pour z € [fc‘§, h:-%], on l’estimation
kfi(1 + ar)rz) = £ f1(0) + Fi(0)K2z + O (x2).
Pour z € [/s"%, n'%], compte-tenu de (5.58), il en résulte que I’on peut écrire
fa(®) = fo(0) + f3(0)rz + 1 (0)s%a® + 157 (0)%° + [u(0)k + Fi(0)s%2 + O (2).

Compte-tenu des hypotheses (5.33), (5.34) et (5.35), on peut écrire cette égalité sous la
forme

fa(z) = Fo+ nFP 4+ 2FP* 4+ 179(0)632% 4+ O (x2), (5.140)
ott FP*! est défini en (5.15).

Utilisant cette expression pour représenter la fonction f,, on tire ’égalité

~ 2
_Zg+ nga — _(Aud,(l))// + (Avd,(l))_ (FO + K;Flpol + K2F2pol + % é3)(0),€3x3 + Ogn(,&)) ,
(5.141)
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ol A*4() est définie en (5.45).
Compte-tenu des équations différentielles vérifiées par Qg et @y (cf. (5.31) et (5.32)), on
a les égalités

—QV+ F2Qo =0, —Q"+ F2Q, 4 2FQoF™ = —2F4Qo(F) — F™') = O(exp(—v/2z)).

Compte-tenu de ces égalités et de (5.141), on tire 1’égalité

20+ f2Za = &} (2R FP + () + 2Rof (0)ka® + O(1)) (Qo + 5 Q1)
(5.142)
De (5.142), il résulte ’égalité

—(Zo+ k2 J3)" + fcf(Za,2 + K2J5)
= kE[QFF + (FP*)’ + LR f0(0)sa® + 02(1))(Qo + £ Q1) (5.143)
+((f2 = 3)Rs — B3 + V2R;) exp(— J52))-

Sur I'intervalle [x~%, 5~2], on déduit de (5.140) I’égalité:

1 o un
2o 5 = 2FoxFY L+ O (k%) (2 4 1).
Comme FP* a le signe de BZz dans la région considérée, on en déduit que, d’une part,

pour tout z € [k~%,x77[, on a
1
fg - 5 > O)

et d’autre part, comme deg F? = 1,
1 un/ L
fz - 5 = Oa (K‘2)'

Supposons
T34 < 0. (5144)

On peut alors majorer chaque terme du second membre de (5.143).
Notons que sous I’hypothése (5.144), le polynome Rj3 est négatif pour = € [n'%, E—%[ et
Kk assez petit. On a alors l'inégalité, pour = € [/c'§, n‘%[ et K assez petit:
1 1
——1) < r347° exp(——=z).
( \/5 ) = 734 P( \/i )
De plus, comme deg Fl”"l =1 et deg szol = 2, pour tout a < 0, il existe d > 0 et ko > 0,
tels que, pour tout x < ko et pour tout = € k™%, k7|, on a l'inégalité

1
((f2- 5)33 — Ry + V2R}) exp

7(3)
CRE + B 4+ 201 1 0m(1)(Qo + 5Qu) < do? exp(=~75%)
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Par conséquent, sous I’hypothése (5.144), pour tout a < 0, dés lors que & est assez petit,
le second membre de (5.143) est négatif sur [£~3, k2],

Etape 2: Contrdle dans I’intervalle [x~2, +o00]
Nous continuons de supposer que la condition (5.144) est satisfaite.
De plus, rappelons que d’apres (5.36)

By = —27%. (5.145)

Dans cette région, compte-tenu de la définition de @; donnée en (5.30), on a les égalités

Q" = (131// _ \/5131’ + -;-]31 + O(exp(—%x)).exp(—\/iﬁx)

et
1

~ 1
@1 = (P + O(exp(~—52)- (= =),
ot P, désigne le polynéme
~ B3 B3

Pl(:c) = B1 - 1_6AT§ - BQAIIL‘ - TO_:EZ.

On en déduit I’égalité
~Q+ 72s = (2= PP+ VIR = B+ Olexpl-50) ) exp(= o).
« ) V2 V2
Prenant en compte cette égalité, on peut écrire:
_(Za + I‘E%J3)” + f:f(Za + f‘é%-f:;)
= (f2 = P)r1Qo — (k2Qu + K3 J5)" + fA(K3Qu + K3 o)
. "
= (f2 = 3)k77(Bo + &Py + K R) exp(— 57)
. 27
+k7(v/2P! — P" 4+ k(v2R, — RY) + O(exp(—%w)).exp(—vﬂsz).

(5.146)

Dans la région [Ii_%, +ool, fZ —  est positif, pour & assez petit dépendant de a.
En effet, d’apres (5.58), (5.139) et le fait que C; < 0 (voir (5.36), il existe kKo > 0 tel
que, pour tout k < kg, pour tout z € [K)_%, +00], on a la minoration

ki+Co,  C

/2 )+ 7§/~c + (93"(/9)(:104 + l)exp(—\/iz) > 0.

Utilisant alors (5.57), il en résulte 'inégalité, pour tout z € [£~7,+oo[:

fa(z) 2 tanh(

> = 4 o(k7) > 0.

fa-

DO =
vo| 3
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Compte-tenu des degrés de P; et Rs et de (5.145), sur [5~2, +o0o, et pour & assez petit,
on peut majorer By + kP, + k2R3 par

3

B;
Bo——2——l‘6£l,' + K 2 ;4 4

Compte-tenu de (5.144) et (5.145), le polynéme P(z) = By — %g-nxz + x222z* décroit
sur l'intervalle [4/ %n'%, +oo].
Si on suppose que |
B3
T34 S 77 (5.147)

’

alors P décroit sur [£~7, +00[.
Le polynéme P est négatif sur [x~%, +oo[ dés que P(k~7) < 0, soit encore :

r34 < —2Bo + B3 (5.148)

Compte-tenu de (5.145) et de (5.147), l'inégalité (5.148) est vérifiée. Par conséquent,

le polynéme P est négatif sur [KZ—%,-I-OO[, pour £ assez petit, sous I'unique condition
(5.147).
Regardons maintenant le terme

k3(V2P! — P! + x(V2R, — RY)).

On peut le majorer sur I'intervalle [£~2, 400 par

V2(=B3z + 2r3 462°). (5.149)
Il décroit sur I'intervalle [4/ %n‘%, +o0].
Supposons ’
B
T34 S < ? (5.150)

Sous la condition (5.150), le terme (5.149) est de signe négatif, pour « assez petit.

Par conséquent, sous la condition (5.150), v/2P! — P! + x(v/2R% — RY) est négatif pour
K assez petit.

Finalement, d’apres (5.147) et (5.150), le second membre de (5.146) est négatif sous
'unique condition :

B B} B
< =00 = 0,

r34 < min(=2 575 2) = 5
En conclusion, I'inégalité (5.138) est vérifiée sur [=%,+o0], pour & assez petit, sous les
conditions (5.144) et (5.151), donc sous 'unique condition (5.151). On peut donc prendre

comme constante C,

(5.151)

Bg

Y= 0 152
C 5 (5.152)

ce qui acheve la preuve du lemme 5.3.8.

Nous sommes a présent en mesure d’établir la proposition 5.3.1.



5.3 Minoration de A%™. 145

5.3.4 Démonstration de la proposition 5.3.1

Montrons qu’il existe un polynéme Ro(z) := E?=1 ro,:z tel que la fonction Jy associée
définie par Ro(z)exp(—v/2z) satisfasse les lemmes 5.3.6 et 5.3.8. Dans le lemme 5.3.8,
nous avons montré que 'unique condition sur le polynéme Rz permettant d’obtenir
P’estimation cherchée était que r34 < C, ot C est donnée en (5.152). Compte-tenu des
conditions (5.130) obtenues dans le lemme 5.3.6, le polynéme R = 3+, 52 recherché
dans la région [0, 53] doit satisfaire la condition r24 < 0. Il en résulte que 'on peut
prendre R égal a R,.

Par conséquent, le polynéme R défini par Ry := Ry, avec g4 < C, est tel que la fonction
Jo associée satisfasse (5.120) et (5.138).
Nous souhaitons maintenant imposer la condition

(Zo + £2J0)'(0) = (A" — A, + k7 J,)'(0) > 0.
D’apres (5.29), (5.30), (5.73) et (5.75), cette condition se traduit par l'inégalité
273(1 + ;—Z\@m) —27i(1 4 %—g—ﬁm + Ck?) + «2J§(0) > 0,
équivalente a 1'inégalité .
— C +23J,(0) > 0. (5.153)

Supposons .
C < 2%J5(0). (5.154)

Finalement, sous ’hypothese (5.154), nous avons obtenu

(Za + K%JO)I(O) 2 09

{ —Z0 4 22, — 3JY + 26300 <0, Vo € RY,
Zo+k2Jy — 0 quand z — +oo.

Par application du lemme 5.1.9, on obtient I’inégalité
Zo+K7J<0, VzeR"

Enfin, la conclusion du lemme 5.3.7 permet de conclure la preuve de la proposition 5.3.1.
D’une part, la fonctlon J deﬁme dans ce lemme satisfait l’megahte

—Z" + f2Z, — k3J" + f2x3J < 0 dans la région [0,x3], ainsi que dans la région
[£=3, +o0[.
D’autre part, Zo + £3J — 0 quand z — 400, et la condition (Z, + &2 J) (0) > 0 est
équivalente, d’apres (5.74), a la condition

7§). (5.155)

Sous I’hypothése (5.155), qui renforce la condition (5.154), et d’apres le lemme 5.1.9,
on peut conclure que, pour tout ro € R, il existe C(rq) vérifiant (5.155), par exemple

C < 23(JY(0) -
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C(ro) = 23(J4(0) — %) et une fonction J définie en (5.133), telles que, pour tout a <0,
il existe kg telle que, pour tout k < kg, et h vérifiant (5.75), on a l'inégalité

Z.+k:J <0, VzeR"

Ceci acheve la preuve de la proposition 5.3.1.

5.4 La fonction f, est une sous-solution

Montrons & présent que ’on peut construire a partir de la fonction f, une sous-
solution du systéeme de Ginzburg-Landau au sens de la définition 1.2.6, en choisissant
convenablement le parameétre o et du méme coup la fonction correctrice G,. Rappelons
que jusqu’a présent, nous n’avons rencontré aucune condition sur le parametre o (autre
que a < 0). Par ailleurs, nous gardons disponible un autre parametre rqg, apparaissant
dans 1’énoncé de la proposition 5.3.1.

5.4.1 Estimation de ’expression —x~2f" — f, + f3 4+ A%f,
5.4.1.1 Préliminaires

Afin de construire un couple (fa, A,) sous-solution de (GL), il nous faut évaluer
lexpression —k~2f! — fo + f2 + A2 f, sur [0, +oo[. Dans un premier temps, nous allons
estimer cette expression dans une région de la forme [0, 5s7#], 8 > 0. La constante 3 peut
étre choisie arbitrairement petite. Nous montrerons dans les calculs qui suivent que l’on
peut choisir 8 dans l'intervalle 0, 3].

Dans un second temps, nous allons évaluer la fonction —x~2f” — f, + f2 + A2 f, dans
une région de la forme [—In x, +0o[. Lors de ’évaluation de ’expression —k~2f% — f, +
3+ A%f,, nous utiliserons le lemme:

Lemme 5.4.1 Soient Fy, Fy et Fy les fonctions définies en (5.17), (5.18) et (5.19).
Sotent fo et fi les fonctions définies en (5.10) et (5.11).
On a les égalités

—f(0)z - FP(0) + (3F2 — 1)F, = (342 — 1) £ exp(~24oz), (5.156)

—F20)z - fP(0)2?/2 + (3FE - 1) F; + 3Fo F}
= 2024 + P(z,exp(—2Aoz)) exp(—24oz),

ot P € R[X,Y], avec degx P =2, et ot ay4 est défini en (5.40).

(5.157)

Preuve
En prenant la partie polynomiale de (5.27), on obtient

(3F2 — 1)FP = (FPYY",
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soit (avec les notations introduites en (5.40))

3
(BF —1)FF =) i — 1ayaa ™. (5.158)

i=2
Par ailleurs, compte-tenu de la proposition 3.2.15 et du théoréme 3.4.6, on a:
F2(0) =31 833 = 3lasz, f2(0)=2!B3 = 2aza.
Il en résulte, en utilisant (5.158), que
~17(0)z = F20) + BF ~ DFf" = Ty i(i = )(ess = fig)a™ =0.  (5.159)
On en déduit
—J(0)z = P(0) + BFF = 1)F = (343 — 1) exp(~2402), (5.160)

ce qui démontre (5.156).
De méme, en prenant la partie polynomiale de (5.28), on obtient

(32 — 1)F?° + 3Fy(FP)’ = (FP*Y".
On peut écrire cette égalité sous la forme
(3F2 — 1)FP 4 3Fo(FF*)’ = 0 (66 — 1eia2'™?) + 20,4.
De plus, compte-tenu de la proposition 3.2.15 et du théoreme 3.4.6,
F0) =31 Bsa = 3, Fi9(0) = 4! B = 4l g
Il en résulte que

—F(0)z — F{O(0)2?/2 + (3F2 — 1)F2* + 3Fy(FF')*
= Yoiai(i — 1)(cis — Big)z*™ + 2004 (5.161)
= 202'4.

On en déduit I’égalité

—f&(0)z - f§(0)2%/2 + (3F — 1)F, + 3F,F} (5.162)
= 2034 + P(z,exp(—2Aoz)) exp(—24Aoz),

ot P € R[X,Y]. De plus, le degré en I'indéterminée X de P est égal & 2. Ceci implique
(5.157) et acheve la preuve du lemme 5.4.1.

Remarque 5.4.2 Notons que, compte-tenu de (5.28), du corollaire 3.2.7 et de la propo-
sition 3.4.4 énoncés au chapitre 3, la constante a, 4 définie en (5.40) dépend uniquement
de Ao, A; et A; données en (5.86) et (5.37).
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5.4.1.2 Estimation dans la région [0, %3]

Estimons & présent la fonction —&~2f” + fo(—1+ f2 + A2) dans la région [0, x3].
Lemme 5.4.3 Il existe des constantes po et p1, et pour tout ro > 0, une constante C(ro),
telles que, pour tout o < 0, il existe ko > 0, telle que, pour tout k < ko et pour h tels

que:
15/2
h=rk"7271(1 + 2‘2/—

le couple (fa, Aa) vérifie, pour tout z € [O,rc‘?ls’], linégalité
R fol -1+ 2+ 42)

% + C(ro)k?), (5.163)

< (—=2afP(0) + po)s? + £(p1.(1 + %) — ro) exp —v2z — KG". (5.164)
Preuve
Dans le but d’utiliser le sous-lemme 5.3.5, écrivons f, sous la forme
fo = [FoOM(gz: k) — FPRO)(z; k)] + FY®) 4+ £3G,,. (5.165)

Utilisant ’écriture (5.165), compte-tenu du sous-lemme 5.3.5 (cf. (5.87)), nous déduisons
l’estimation

—7 fa = = [ (Oke = P(O)’a? /2 = P (O) - fP(0)sa

2 5.166
—2afP(0)k? + O (k?) — k71 F! — F — kG, ( )

De (5.88) et (5.165), on déduit I’estimation
_fa = —Fo - f‘&Fl - I€2F2 + 02“(/‘82). (5167)

Compte-tenu des équations différentielles vérifiées par Fy, F) et F; données en (5.24) et
(5.26), on a I’égalité

—Z(Fi,(z))u_ Fo+ F3 + Z ‘k ki — .
£+ i1 <1 (5.168)
lilox =2
D’aprés (5.166), (5.167) et (5.168), on déduit I’égalité, pour z € [0, k™3],

—7" fo + fa(-1+ f3+ A7)

=4?m@—¥k)2m 20k - FP(0)r%

—.G" = 20fP(0)x? — kFy — K2F, + O (k?)

3 _ p3
ta-F (5.169)
S it
£+ i1n <1 =

|01 = 2
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Le terme de droite de ’égalité (5.169) est composé d’une somme de trois termes dont
les deux derniers vont étre analysés successivement.

. 1
Evaluation du terme A%f, — Z = 'FenQ;cknl‘i'llll,l.
0-21-
£+ i1 <1 k=0
lilo1 =2

D’apres la proposition 5.3.1, il existe une fonction J telle que, pour tout a < 0, il existe
Ko tel que, pour tout « < kg, on ait I'inégalité

AW 4 k5] < A, <0, Vz e RY. (5.170)
De (5.170), on déduit I'inégalité
Af, < (AD 4 K3 T) s, (5.171)
D’apres (5.167), on a ’estimation
(AU 4 g3 J)2f, = (AvO 4 K3 J)2(FH@ 4 O (2)). (5.172)
On a I’égalité
(AYO) 4 3 J)2Fo@ = (4v0) 4 k3 JVFYD 4 g2(A"0 4 k5 T)2F,,
D’apres la proposition 5.1.4 avec n = 2, plus précisément (5.19), on a I’estimation
F, = 0(z* + 1).

De (5.16), (5.45), et compte-tenu de la structure exponentielle-polynéme de la fonction
J (voir (5.74)), on a pour tout z € [0,573] et pour tout & < ko, les estimations

1
A = O(k72)Qo, J = (O(z*+1) + ro)exp(——ﬁz). (5.173)
On a I’égalité
K2(AYW 4 g3 J)2F, = k2 AW’ F, 4 257 A4 ] F, 4 k5 J2F,.

D’apres (5.173), pour tout ro > 0, il existe ko, tel que, pour tout £ < ko, pour tout
z € [0,%73], on a les estimations

k24"’ F, = O(k)(a? + 1) exp(—V2z),

274" F, = O™ (k) (x® + 7o) exp(—V2z),

et
K3J2F, = O (£°%)(2™ + r2) exp(—V2z),
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ou le O est a considérer au sens de la définition 5.3.3.
Alors, il existe ko(rg) > 0, (ko < 7-—) tel que, pour tout & < ko, pour tout z € [0, 73],
on a les estimations

263 A ] Fp = 0¥ (x)(2? + 1) exp(—v2z),

et
K°JPF = 0% (k) (2 + 1) exp(—V2z).

On en déduit P’estimation
(A0 4 EJY(2Fy) = O (i) (a? + 1) exp(~2z). (5.174)
Par ailleurs, on a I’égalité
(Av() 4 K%J)ZFi,(l) = AvEW2FiQ) 4 9 i) gvd(1) g5 T 4 g3 J2FE(),
Pour tout z € [0, 53], d’aprés (5.17) et (5.18), on a l'estimation
Fo0) = Fy 4 O(k%). (5.175)

1

Rappelons que d’apres (5.36), on a ’égalité 2By Fo = 2ByAp = —
De (5.173) et de (5.175), on en déduit alors ’estimation
2FH(1) Avd (V)3 J
= (2F + O(n%))ﬂ“%(Bo + O(x7)) exp(—Z52)x7 (O(z* + 1) + ro) exp(— L)
= (O (k)(z* 4 1) — 257ok(1 + O(x?)) exp(—v/22).
(5.176)
De plus, de (5.74), on déduit ’estimation

KEIPFPY = 08 (63)(2® + 1) exp(—v2z). (5.177)
Comme z € [0,73], il existe ko(ro) telle que, pour tout K < ko(ro), on ait I’estimation
K3JPF) = O (k)(z* +1) exp(—V2z). (5.178)

Evaluons a présent la différence

Avd,(l)zFi,(l) _ Z *k H‘I I, 1
L+ iy <1, 46{0,1} =
|¢lo, = 2

D’aprés (5.45), on a l'estimation, pour z € [0,%73]

vd,(1)2 i, (1 _ 1 l+|1|
Avd(1)* pil(1) Z 'leeHQk 11
£+ i, <1 k=0 (5.179)
|tlo, =2

= k2Q*F, = O(k)(z* + 1) exp(—V/2z).
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On déduit de (5.172), (5.174), (5.176), (5.178) et (5.179) ’estimation
(AW 4 k3 J)2f, = O (x)(2*+1) exp(—V2z) — 277k (1+O(k?)) exp(—v2z). (5.180)

En conclusion, compte-tenu de (5.171) et (5.180), il existe un réel p tel que, pour tout
ro > 0, pour tout @ < 0, il existe ko(cx,70), tels que, pour tout k < Ko(a,ro), on a
I'inégalité

2 TT s et ;
Afa— Y WEH Qs < k(P(2) — ro) exp(—V/2z),

C+lila<1 =0 (5.181)
ltlo,y =2
ou )
P(z) = p.(z* +1). (5.182)
Evaluation du terme f2 — F
On a I’égalité
fa-Fg
= (F*® + 6°Ga)” +3(FH + 3Ga) (FoOM(szy) = FPz)) ooy

+3(~Fi'(2) + 3G, ) (FoWM (kg; k) — FPOH3)(1))?
+(FoM sz ) — FO(z) - F.

Evaluons (F*(?) + k3G,)3 — F}.
Utilisant (5.104), on obtient ’estimation

(FY®) 4 k3G, )? — F} = 3k FEF, + k*(3F}F, + 3FoF?) + O (x2). (5.184)

Notons que F*?) + k3G, = O*(1).
Utilisant le sous-lemme 5.3.5, plus précisement (5.88), et (5.184), (5.183) devient

fg - Fg = 3ISF02F1 + I‘E2(3F3F2 + 3F0F12) + Ogn(ﬁlz). (5185)

Simplifications de (5.169)
Utilisant (5.181) et (5.185), I’égalité (5.169) devient

—R7 L+ fu(-1 24 A2)
< —f2(0)sz ~ 5200222 = fP(0)s — P (0)s2
+&(3F2 — 1)Fy + 62((3F2 — 1)Fy + 3FoF?) + O™ (k?) (5.186)
—kG" — 2a.fP(0)x?
+k(P(z) — o) exp(—V2z).
D’apreés le lemme 5.4.1, précisément (5.156) et (5.157), et de (5.186), on déduit 'inégalité

—K7 o+ fa(=14 fI + A2)

< ~20f{)(0)s? - kGl + O2(x?)

+(3A43 — 1) ik exp(—v/22) + 200,45% + P(, exp(—V/2c))A? exp(—v/2z)
+&(P(2) = ro) exp(—v/22),

(5.187)
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ol P et P sont deux polyndmes définis respectivement en (5.157) et (5.182).
Le membre de droite de (5.187) peut s’écrire sous la forme d’une somme de deux termes

distincts, )
—201f1(2)(0)/~z2 + 209 4k% + O¥" (%),
et 2 -
—kG! + (3A% - l)ﬁ%n exp(—v2z) + P(z,exp(—v/2z))k? exp(—v/2z)
+5(P(z) — ro) exp(—v/21).
D’apres la remarque 5.4.2, il existe py tel que, pour tout a < 0, il existe ko > 0 telle que,
pour tout k¥ < kg,

~2afP(0) + 2004 + 0¥ (x?) < —2af(0) + po. (5.188)

D’apres (5.182), et compte-tenu du fait que degx P = 2, on déduit qu'’il existe p; tel que,
pour tout ro > 0, il existe ko, tel que, V& < ko, pour tout = € [O,K,—;'],

P(w,~exp(—\/§x))n2 exp(—v2z) + (342 — 1)5%& exp(—v/2z)
+&(P(z) — ro) exp(—v/2z) (5.189)
< (P(z) = ro)r exp(—v22),

P(z) = p1.(1 + z%). (5.190)

Utilisant (5.188) et (5.189), I’inégalité (5.187) s’écrit

—RT o+ fa(—1 4 fo + AD)
< (=2af(0) + po)&? + k(p1.(1 + z*) — o) exp —v2z — kG,

ce qui acheve la preuve du lemme 5.4.3.

(5.191)

5.4.2 Preuve du théoréeme 5.2.3

La stratégie de la démonstration est la suivante. Dans une région de la forme [— In &, 400,
on obtient le signe escompté en utilisant la dilatation de la fonction f; dans la solution
extérieure. En revanche, dans une région de la forme [0, fc'ﬂ, on utilise I'inégalité (5.76)
obtenue dans le lemme 5.3.1, qui traduit le fait que la solution intérieure tronquée a
Iordre 2, A**(1), approche convenablement A, dans cette région.

5.4.2.1 Etape 1: Obtention du signe dans un intervalle de la forme [— In &, + 00|

Proposition 5.4.4 Il existe § > 0 et ¢ > 0, telles que, pour tout o < —8, pour h > 0
tels que:

1
kih=2"1(1+ 3—2\/55 + C(a)k?), (5.192)
il existe ko > 0, tels que, pour tout k < ko, le couple (fa, Aa), vérifie I'inégalité

—&72 i+ fa(—14+ f3+ A%) <0, Yz € [~clnk, +oo. (5.193)
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Commencons par énoncer un lemme, utile dans les calculs qui suivent :

Lemme 5.4.5 Soit (p,7) € N?, et § € R.
Considérons les fonctions g et g;, définies sur RY par

g1(z) := exp(—ekz), ga(z):=k?(z7 +1)exp(—v2z).
Il eziste ko > 0, et ¢ > 0, tels que, pour tout k < Ko, pour tout z € [—clnk, +oo],
92(z) < g1(z). (5.194)

Preuve
Pour tout 0 < € < 1, pour tout v > 0, il existe zo tels que,

Vz > 29, In(z"+1) < ex.

On choisit € =
Pour tout z > zo, on a 'inégalité

N

In(g2(z)) = —plnk +In(z” + 1) — V2z < —plnk — \/Tix

Résolvons l'inégalité

2
—plnk — 57 < —ekz.

Pour « assez petit, elle équivaut a

Il en résulte qu’il existe ko > 0 et ¢ > 0, tels que, pour tout £ < ko, pour tout
z € [—clnk,+oo[, on ait 'inégalité (5.194), ce qui achéve la preuve du lemme 5.4.5.

Preuve de la proposition 5.4.4
On pose

fo(z; 6) = fo(ka), (5.195)
filz; k) = fi(kz; k), (5.196)

ol fo et f, ont été définies en (5.50) et (5.49).

Soit & €]0, |-

D’apres (5.70), la fonction f, est minorée par 715 + O(k), pour k assez petit. On a donc
en particulier I'inégalité f, > ¢ > 0.

Utilisant le principe du maximum (cf. la proposition 2.4 dans [5]), comme f, > § > 0,
on a l'inégalité

—A,(z) £ %exp —dz. (5.197)
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D’apres la proposition 5.2.2, 0 < f, <1, d’ou

2

A2(z)fa(z) < f;? exp —24z. (5.198)

Rappelons que fo (définie en (5.82)) est solution dans R* de:
k- o+ fi=0. (5:199)

Par ailleurs, compte-tenu de la définition de fi, on a I’égalité
— fi +3f2fi = wfi(1 - 3f2)(2a + a?k). (5.200)

Remarquons que d’aprés (5.36) et (5.49), la fonction i est négative sur R*. De plus

d’apres (5.195), pour « assez petit, on a l'inégalité, pour tout z € R*,1-3 f2<-1
Il en résulte, compte-tenu de ’hypothése o < 0 faite en (5.62), que le membre de dr01’ce

de (5.200) est négatif sur R pour « assez petit.
Compte-tenu de (5.52), il existe C; > 0 et Cy > 0 telles que, pour tout o < 0, pour tout

z € R*, on ait les inégalités

a

Cs exp(—gm:) > —f, > Crexp(—v2(1 + ar)kz) > C exp(—V2kz). (5.201)

On en déduit qu'il existe C > 0 telle que, pour tout a < 0, pour « assez petit, on ait
Iinégalité sur Rt :

- f1(2 +ar)(-1+ 3f02) > C. exp(—\/_2-/cx). (5.202)

Compte-tenu de (5.198), (5.199), (5.200) et (5.202), pour tout a < 0, il existe xo tel que
pour £ < Kg, on a 'inégalité

—k 7 fa fa( 1+ f2+A%) <
—&"1R — BV — kG" + C.ak? exp(—V2kz) (5.203)
—kfy - K2F2 + K3Gq + f3 — f3 =3k f2fi + B exp —20z,

ot F} est définie en (5.43).
Estimation du terme f3 — f3 — 3xf2,
Posons
Keo = 6Ey + K2 Fy 4 £3GL. (5.204)

Notons que, d’apres le lemme 5.4.5 et (5.43), il existe ¢ > 0 telle que, pour tout o < 0,
il existe ko > 0 telle que, pour tout k < ko, pour tout z € [—clnk,+oo[, on a les
estimations

kFy = O(k?) exp(—2v2kz), K?F; = O(x?)exp(—2v/2kz), (5.205)
WG = O (x?) exp(~2v2e2). |
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De (5.204) et de (5.205), on déduit que
Ky o = O¥(k?) exp(—2V2kz). (5.206)
On a ’égalité

fa=(fo+rfi+ Kua)® \ (5.207)
= (fo+ £fi)* +3(fo+ £f1)* Ko +3(fo+£H)K:, + K . ‘

Compte-tenu de (5.206), on déduit P’existence d’un réel ¢ > 0, tel que, pour tout a < 0,
il existe ko > 0, tel que, pour tout & < ko, pour tout z € [—cln &, +00[, on a ’estimation

3(fo + K1) Ko+ 3o + KAV, + K = O (6?) exp(~2v2xc).
De plus, utilisant (5.201), on a l’estimation

(fot+rh)—f3—3cfdfy
=3cf1(f3 - [3) + 3fok* L + K F (5.208)
= 3rf1(f3 — f3) + O (k?) exp(—V/2xz).

De (5.207) et (5.208), on déduit ’estimation
fo=£3 =363y = 36 fi(f = f3) + O (%) exp(—V2mz).  (5.209)

Compte-tenu du choix du signe de o, (@ < 0), et de la monotonie de la fonction tanh,
on a f¢ — f§ > 0.
Comme f; < 0 (cf. (5.36) et (5.49)), on en déduit que

3cfi(f3 - f3) <0. (5.210)

De (5.209) et (5.210), il résulte que, pour tout o < 0, il existe ko tel que, pour tout
k < Ko, pour tout = € [—clnk, +o0],

2= 2 - 3kf2fy < O (k?) exp(—V2kz). (5.211)
Utilisant (5.211), (5.203) devient

-7 e+ fa(-14 S+ AY) <
—kTIEN — B — kG — kB — K2 Fy — k3G + C.ak? exp(—V/2kz) (5.212)
+0%(k?) exp(—v2kz) + %; exp —20z.

Compte-tenu du fait que d’apres (5.54) et (5.60), on a I’égalité
Ga = —af!(0)(z* + z) exp(—V/2z). (5.213)

De (5.18), (5.19) et (5.213) on déduit qu’il existe une constante d > 0 indépendante de
a, telle que, pour tout z € [—clnk, +0oo[, et pour « assez petit,

—kTVEY — B — kG — kFy — £2Fy — K3G, < djalsT (2t + 1) exp(—v2z).  (5.214)
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Utilisant (5.192), (5.214)et le fait que & €]0, 7s[, on obtient

—kTIEY — BV — kG — kFy — k2F) — 3G + g‘—; exp(—2dz) < dla|xk™(z* + 1) exp(—24z).
Utilisant cette inégalité, (5.212) s’écrit sous la forme

=&+ fu(=14 f24 A%) < d|a|c7!(z* + 1) exp(—24z)

+C.ar? exp(—v2kz) + O (k?) exp(—V2kz). (5.215)

Appliquons le lemme 5.4.5, en prenant pour g; la fonction

A

9i(z) := —%.an2 exp(—V2kz),

et pour g, la fonction
g2(z) := d|e|c™ (z* + 1) exp(—24z).

D’apres le lemme 5.4.5, avec ¢ = 26, p = 3, v = 4, il existe ¢ > 0, telle que, pour tout
a < 0, il existe ko > 0 telle que pour tout k < ko, et pour tout = € [—clnk, o0,

9:(z) < q1(z). (5.216)

Par ailleurs, se souvenant de la définition de O*"(x?), comme C > 0 (voir (5.202)), il
existe § > 0 tel que, pour tout a < -0,

A

- %.arc2 > 0¥ (k). (5.217)

On déduit de (5.216) et (5.217), qu'’il existe § > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout a < -4,
il existe ko tel que, pour tout k < kg, et pour tout z € [—clnk,+oo[, le membre de
droite de (5.215) est négatif.

Ceci acheve la preuve de la proposition 5.4.4.

5.4.2.2 Etape 2: Obtention du signe dans la région intérieure.

Proposition 5.4.6 Il existe § > 0, telle que, pour tout a €] — oo, —0), il eziste ro(c),
C(a) et ko(c) > 0, tels que, pour tout k < ko et pour b > 0 tels que:

kih =231+ ;—;ﬁn + C(a)?), (5.218)

le couple (fa, Aa), vérifie Uinégalité

—k72 Y+ fo(—1+ f2 4+ A2) <0, Vz € [0,575]. (5.219)
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Preuve

Analysons la structure du membre de droite de I'inégalité (5.191), obtenue dans le
lemme 5.4.3.

Le signe du membre de droite de (5.191) est négatif si 'on peut montrer que:

—2afP(0) + po < 0, (5.220)
et .
(p1.(14 z%) — ro)exp—v2z — G <0, Yz €[0,x73]. (5.221)
Notons que f1(2)(0) < 0. En effet, d’apres (5.11), (5.36), (5.51)) et (5.56), on obtient

A = F F M2 _ 1) — &
i (0) = HOBA(0) - 1) = 7 <0.

, 'inégalité (5.220) est vérifiée dés que

On observe alors, que pour 6, :=

a< —01.

Il existe un réel p > 0 tel que

Hy exp(V2z) > (1 +2%) - p,
ou

Hi(z) := (z* + z) exp(—V2z).
Comme f/(0) > 0 (voir (5.11)), et G4 = —af!(0)H; d’apres (5.55) et (5.60), on déduit
qu'il existe 6; > 0, tel que, pour tout a < —#6,,

Gy > —f1(0)a((L +2*) — p) exp(—=V22) > (p1(1 + 2*) + pfi(0)a) exp(—V22).

Soit a < —0 := min(—6,, —0,).
Considérons alors rg tel que

n(a) < ro, (5.222)
ou on a posé 3
1(0) = —pfi(0)c. (5.223)
On peut prendre par exemple }
ro(a) = pfi(0)|al. (5.224)

Un tel choix est possible, puisque le lemme 5.4.3 est vrai quelque soit 7o > 0 et a < 0.
Avec un tel choix de ro, on a l'inégalité

Ga > (pr(1+ 2*) — o) exp(—v22).
En conclusion, nous avons montré qu’il existe 8 > 0, tel que, pour tout a < —0, pour
ro(a) défini en (5.224), pour tout C(a) vérifiant (5.155), il existe & tel que, pour tout
k < Kg, et pour h > 0 tels que:

3

kTh =2"%(1+ %;-’\/én + C(a)x?),

la fonction —x~2f" — f, + f3 + A2 f, est négative pour tout z € [0,x3].
Ceci acheve la preuve de la proposition 5.4.6.



Construction d’une sous-solution des équations de Ginzburg-Landau basée sur
158 I’existence de solutions formelles de ces équations

5.4.2.3 Bilan des contraintes obtenues

Preuve du théoréme 5.2.3
Faisons le bilan des conditions obtenues et précisons la fagcon dont les constantes vont
étre choisies.
Notons que [0,%73] N [—clnk,+oo[# @ pour & assez petit. Par conséquent, les deux
régions définies dans les propositions 5.4.4 et 5.4.6 se recouvrent.
Dans la région [0, K:_é'], nous avons montré dans la proposition 5.4.6, que sous les condi-
tions @ < —0, ot 6 > 0, et (5.222), il existe ro(c), C(a) et ko() tels que, pour tout
k < ko(a), et pour h > 0 tels que

3

bh= 2731+ ;—;\/ﬁn +C(a)?),

la fonction —&~2f" — f, + f3 + A2 f, est négative.
Dans la région [—cln , +00[, nous avons montré dans la proposition 5.4.4, que sous la
condition

a< -4, (5.225)

il existe ko tel que, pour tout k < kg, la fonction —&~2f” — f, + f2 + A2 f, est négative.
Par conséquent, pour tout réel o tels que, @ < —max(é,8), pour tout ro(c) défini en
(5.224) et C(a) vérifiant (5.155), il existe ko(a) > 0 tel que, pour tout k& < ko(a), fa
soit une sous-solution de (GL)s. Ceci acheve la preuve du théoreme 5.2.3.

Nous notons a présent la fonction f, par fsous-

La preuve du théoreme 5.1.2 découle immédiatement du théoréme 5.2.3.

Preuve du théoreme 5.1.2

Remarquons que la fonction fy, =1 est une sur-solution de (GL)q.

D’apres la proposition 5.2.2, fyus < 1. D’apres [5] (voir la proposition 6.5 de cet article)

et le théoreme 5.2.3, on déduit qu’il existe C et ko > 0 tel que, pour tout « < kg, pour
tout h tels que

kih =271+ ;—;\/in +Cr2),
il existe une solution (fx, Ax) de (GL)s telle que
fJOUn’ S fﬁ S fSUJ"

Revenant & la définition de h**(k) (voir la définition 3.8.2), on obtient alors I'inégalité
(5.5), ce qui achéve la preuve du théoréme 5.1.2.

5.5 Problémes ouverts et perspectives

La question fondamentale concernant le champ de surchauffe est de déterminer s'il
est possible de généraliser les calculs effectués précédemment, afin de montrerlque le
champ de surchauffe est minoré par le développement formel en puissances de k2, dont
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I’existence a été établi dans le chapitre 3.

Il semble que la démarche empruntée précédemment puisse se généraliser, notamment
pour établir la proposition 5.3.1. La difficulté pour démontrer le cas général se situe dans
le contrdle dans la région extérieure du signe de la fonction —x~2f" — f + f3 + A?f.
Le deuxiéme point important est de déterminer une majoration du champ de surchauffe
pour prouver la conjecture de H. Parr. Pour I'heure, le principal résultat a été établi par
C. Bolley et B. Helffer qui ont montré dans [8], par une technique d’estimations a priori,
le théoreme

Théoréme 5.5.1 Il existe ko et C tels que V& €]0, ko), pour tout h € E, ou E est
défini en (1.10), lestimation suivante, quand k — 0, est vraie

kh? < g + O(k7).

Pour démontrer la formule de H. Parr, il faudrait prouver la conjecture suivante.
Conjecture 5.5.2 [l existe ko > 0 et C telles que, pour tout k < Ko, on ait linégalité

KTh*h(k) < 275(1 + g-\/in + CK?). (5.226)
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