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ABSTRACT::

In the two first chapters we are concerned with the predic-—
tion of the a second order stationnary process.Here the in-
formation depends on a part of past.The main aspect of these
paper is the use of hilbertian technics based on Teplitz and
Hankel operators.

In the following three papers ,we deal with an old Szegd’s
problem on the expansion of the determinant of Teplitz matrix.
We give in the multidimensionnal case a more precise expan-

sion ( of the trace of the inverse with order d).

Moreover the knew cefficients which appear are straongly re-—
lated with geometrical invariants of the domain on witch the
the Teplitz operators are truncated.

In the last two papers knew results about reconstruction of
the spectral densities in the multidimentional case are given

The methods are based on extensions of positive defined func-
tion and maximum entropy principle.

This work is motivated by the problem of the determinaton of
the phases of the electron density function in crystal analysis.

Nevertheless,there is still a great amount of work to be done

in order to solve this problem.
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FRESENTATION DES CHAFITRES

CHAFITRE I

On se donne un processus gaussien stationnaire X(t) observeée sur
(-a +a), o0 a > 0. On suppose qu'on peut lui associer une infinité de
corrélations R, qui coincident sur (-2a, 2a).

On se propose dans ce chapitre de résoudre le probleme de la
prediction d'un élément X(l); pour une corrélation donnée par rapport
a { (u), lulta) une "partie du passe".

On s'intéresse ensuite a la corrélation qui donne, parmi les
corrélations obtenues par prolongement de la fonction de type positif
sur (-2a,2a) induite par le processus X(t), la pire prédiction X<(s)
relativement a {X<(u), tul¢al.

Le probleme de la prédiction linéaire (interpolation et extrapolation)
a été abordé par M.G. Krein (1944) (7]

La solution qui en est donnée nécessite la connaissance de 1la
solution du probleéme de Sturm-Liouville inverse.

La solution proposée dans cet article utilise des techniques de
projection par rapport a des sous-espaces formant “un angle" dont le
“cosinus" est inférieur a 1. En effet, grace au théoreéme de Bochner
on etablit une isométrie entre les sous—espaces gaussiens engendrés
par la famille {X(u), € ) et les sous—espaces de Hilbert engendreé, par
t&., uelk s, &(x) = e'™<, dans l'espace L2 (R) oo p est la mesure
spectrale associee au processus (X(u)).

Notons par H2(E) le sous-espace de ﬁﬁ4ﬂﬂ) engendré par (¢,.ucE,

EC R}
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L'idée essentielle intervenant dans le probléeme de la prediction
est une notion "d'angle" de sous-espace h‘zt.,, -m) €t H2(.~_o,. le passe
du processus jusgu'a -a et le tutur du processus jusqu'a a.
Les techniques introduites dans ce travail pour résoudre le
probleéeme de 1la prédiction par rapport a une partie du passé font
intervenir un nouvel opérateur. 11 apparait comme une perturbation de

1'opérateur de projection lie a la prediction par rapport a tout le

passé (de -o ata).

Précisons : supposons que p = fdx avec fel'( [R) et

/"4’
(Log f(xyywx?>d.x > » et soit f = 1gl? avec ge H¥ (R, (g"analytique")
-;t H=(IR) 1'espace de Hardy classique. On pose b = eqg8’8, Q le

projecteur orthogonal de L= (R) sur H={®.

L'opérateur de Hankelvest defini par ye H<(R) - }{Qk ) = QW
y)e HZ=WR). La norme de cet opérateur mesure l'angle des sous-espaces
Hi s (- -a) et H,.,, (a w),

La projéction par rapport a une partie du passé fait intervenir,
comme perturbation, 1'opérateur (I - H#g, H,)"'.

Le probléme technique consiste a déterminer sous quelle condition
1'opérateur IIH4KII(1 de fagon a assurer l'existence de l'inverse.

Nous avons donné des conditions suffisantes pour que l'opérateur
H$; soit compact pour des densités particulierés. faisant intervenir
des produits de Blaschke infinis dans <_ (nous n'avons pas utilisé la
version continue du théoréme de Helson-Szego).

Le second volet de ce chapitre concerne un probléme d‘'extremum.

Partant d'une correlation R, donnée (fonction de type positif sur

R, noﬁs considérons la famille 4&» de corrélations coincidant avec R

sur (-2a Z2a), chaque corrélation donnant lieu & une mesure spectrale

(théoreme de Bochner);

On consideére pour s > a
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.
Sup <int e, -7 (7 dpce.
I3 C Zakeuu B
e f
< -
L'infimum est pris sur toutes la2g combinaisons Jineaires tinies
de {e'“:') ou U €-a a).

On montre alors que pour O ¢ & < a et i 1 ' est localement

sommzble et Qa,= 8/8 -¢%, est une fonction intérieure alors le supremum

\

pour upé¥ - est atteint pour f.dx.
<
Notons qu'apparait ici la notion de maximum d'entropie en liaison

avec la prédiction 1linéaire qui va faire 1'objet d'une étude

p—
approfondie dans le chapitreYXcas discret).

CHAPITRE I1I

Nous proposons dans ce chapitre une approximation unifiée et
générale des problémes d'extrapolation (Ch. 1) et d'interpolation.

Nous montrons grédce au théoréme spectral pour les opeérateurs
autoadjoints qu'il est toujours possible d'exprimer la projection d'un
élément de L=(R) sur H=(E) (voir notation au Ch. I) comme limite
d'une serie d'opérateurs (de Hankel) appliqués a cet élément sans

condition de norme pour 1'opérateur considére.

Précisons : le cas ou E = (-a a) (Ch. I) se traite avec une
condition supplémentaire sur f de sorte que Hc-aq» = Hc—ma>n Hi-aws.
Le cas ou E = (-o.b) U (+b @ correspond a 1l'interpolation d'un
élément X(), sel-b bl par rapport a X, € £ ). Les seules

conditions requises sont *

PR ad
fe L' et | Log f(x) d x > o
14x~<
= Vo

Le calcul des prnjections'fait intervenir 1l'opérateur de Hankel

H*h ou & = ¢y, 8/8., ce qui correspond & l'angle des sous-espaces
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Hi.00 L) et Hwo b) dans 1'espace th UKy, alors que l'extrapolation
fait intervenir 1'angle des sous-espace(H(-w «) dans Lﬁl(ﬁ§
l.a fonction sk <lg.1=1) qui permet de definir l'angie de sous-

espaces contient toute l'information concernant le processus.

CHAPITRE III, IV, V

Les théorémes limites de G. Szego.
Definissons d'abord le cadre du probléme. Soit f 2 O définie sur
WTfU?/Qz.VfO 211{. On suppose f et Logvf intégrables par rapport a4 la mesure de

Haar du tore T. On noﬁe par €dneyz et W@rdney respectivemeht les
coefficients de Fourier de f et de Log f.

On définit la matrice de Toeplitz associée a f et a un entier N
donné par Tn = (Cw = ») 0 ¢ m, n ¢ N.

Le théoreéme limite de G. Szego s'énonce

log det Tan = do N + J kldulZ + <(1).

B>

Ce theoreme dit théoreéme fin de Szego est défini actuellement
comme un développement asymptotique dont on peut tracer briévement
l'histoire. G. ©Szego établit tres tot (1915) (10)] 1le résultat
suivant

2> 1lim Qog det. Tw/¥ = g,
N

Ce théoreéme est 1ié étroitement au calcul de 1'erreur de
prédiction pour les processus gaussiens stationnaires.

Le théoreme fin dont on donne la forme en (1) est établi en 1952
4 la suite d'une gquestion d'Onsager ayant trait au modeéle d'lIs 3.

Ce theoréme correspond a 1'ordre 1.

L'analogue multidimensionnel de ce théoréme est etabli par H.

Vidom (12) 4 Linnick la méme année (197%) (8).
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Apres la lecture de i'article de Vidom (121 traitant du
(et multidimensionnel),

développement asymptotique dans le cas continu
j'ai pense qu'i! =tait possible d'etablir 1'analogue dans le cas
discret ¢z%). Les resultate obtenue font I'abjer du Chapitre I1I1. Le
développement est obtenu pour des fonctions de 1'opérateur plus
généralesque le logarithme.

Ce n'est qu'aprés avoir terminé ce travail que j'ai appris
l'existence d'un résultat analogue établi par Linnick (8].

La technique utilisée dans <ce <chapitre était cependant

susceptible de permettre une extension du développement asymptotique.

C'est ainsi que l'on obtient dans 1le chapitre 1V, un

développement asymptotique a tous les ordres pour une fonction f = 1/¢

ou P est un polynéme trigonométrique dont le support de sa transformée
: 3
de Fourier se trouve dans Z.) ( Z,: RN )

Un aspect remarquable du développement est 1'homogénéité des

termes d'ordre supérieur ou égal a 2 et dont la forme est nouvelle. En
d

effet, soitTwn = 1l €O Nj) un “multirectangle de Z<
j=1

(N = (N.,...,Na> est un multifentier). Soit@N le sous-espace des
polynémes trigonométriques dont le support de leurs transformées de
Fourier dansl ~ etTl~ le projecteur orthogonal de Lz("K'-A) surgj.‘.q, alors
Tndf) = Tn est défini par g:ap 2 TUn (fp). Soit Tw~' 1'inverse de Tw
(qui existe si f~' est intégrable), soit enfin V(N) = CardTw, On a le
résultat suivant, lorsque m{' N; = o=

Te (Tn™') = ac VAN 4+ ay (VAN) <=0 4 0 4 a | VAN '79 + a4 +
s (1).

Ce résultat est établi pour f = 1/IP12 ou P est un polynéme
trigonométrique dont le spectre (support de sa transtormée de Fourier)

d

se trouve dans T, =T ['0.1_1-') un "multirectangle" de Z‘J.
Jj=1
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Les coefficients awn,...,as du développement r1ont intervenir les
proprietes de 1 (symbole) de Log 1 et ae ls geamétrie du domaine
limite.

En etret, d'apres le mode de croissance des domaines U w, adopte
pour ie developpement asymptotique, les domaines 7 w/V(N) qui sont
plongés dans ;R'; tendent vers un domaine limite T.o qui est un
multirectangle de RS dont le volume est égal a 1.

Les coefficients du développement asymptotique apparaissent alors
comne des mesures positives dont le support est contenu, selon l'ardre
des termes (& partir de l'ordre 1), dans les "faces" d'ordre 1, les
“faces" d'ordre 2,..., les arétes et les somnets.

Le chapitre VI est une généralisation du travail précédent ou le
symbole f = 1/1PI= est remplacé par f = Igi® oi g est analytique.

Nous précisons ainsi les termes du développement & partir du 2
ordre en mettant en évidence un phénoméne inattendu : la divergence
des termes d'ordre supérieur ou égal a 2 lorsque 1/g n'est pas un
polynéme trigonométrique (i.e. la transformée de Fourier de 1/g un
support non borné danthﬁ).

Il ‘est nécessaire pour obtenir des termes finis, d'approcher 1l/g
par une suite de polynomes trigonométriques P. de spectre contenu dans

T = ﬁ (o4l et\MﬁLb + @, puis de normaliser par une fonction du
j=1 )
cardinal deT ..

Les termes d'ordre supérieur ou égal a 2 qui seront finis
dépendront alors du mode de croissance d‘'une part deTnw, d'autre part
deT ..

Ce type de développement est tout a fait nouveau.

Le but de 1'auteur est de donner la forme du théoréme limite de

Szego dans le cas d-dimensionnel comme un développement aéymptotique a

l'ordre d pour le déterminant de la matrice de Toeplitz.
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Ce travail est en cours et sera une conséquence des chapitres 1il, 1V

et V.

CHAPITRES VI et VII

Ces deux chapitres portent sur le principe du maximum d'entropie
apparu d'abord en thermodynamique (Bolzmann) et en théorie de
l'information (Shannon) (Jaynes [5]).

Son intérét apparait actuellement dans 1l'extension de son
utilisation dans les problemes de reconstruction en physique et en
cristallographie (problémesinverses) ainsi que dans les problémes de
reconstruction de 1'image, épectrographie. geophysique.

Notre but est de développer un cadre mathématique de ce principe
et de proposer des méthodes plus éelaborees en vue d‘applicationj.

La notion d'entropie revét actuellement deux formes différentes
(au nminé) dans les problémes d'application. En effet, soit p une
fonction représentant un objet a reconstruire a partir d'informations
partielles. La fonction p peut représenter une densité électronique
(en cristallographie), une fonction de brillance en image, une densité
spectrale pour les processus gaussiens, etc...

Si p est une densité de probabilité, l'entropie de p est alors

+®
-[ p(x)log p(x)dx.

-

Une autre forme d'entropie est donnée par 1'expression

+o
( Log p(x)dx.

—
L'une et l'autre forme d'entropie ont donné pour des domaines

specifiques des résul tats significatifs, sans pour autant
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qu'apparaisse clairement, pour les applicateurs, le choix a faire dans

chaque situation [(9].

4
Du point de vue;h»ynwdbabilitea (ainsi de la theorie de
. ’
l'information) -\p log p(x)dx apparait comme une iorme particuliere de
-

1'iniormation de Kullback entre deux lois de probabilité {3 }J. Cette
tonctionnelle apparait la plus adaptée pour mesurer l'écart entre deux

lois.

-t

La forme .fLog p dx ((1)), n'est pas a proprement parler une

-0
entropie. Lorsque f = p est une densité spectrale d'un processus

[~

gaussien stationnaire, alors Jlog f(x)Xdx x représente 1l'entropie du
- «J

processus au sens de Kolmogorow Cette interprétation se trouve dans

un article de Chovev (2], 1961) et qui semble avoir été ignoré par

les applicateurs jusque-la. Les chapitres V1 et VII portent sur les

propriétés de convergence des solutions obtenues par 1'une ou 1l'autre

entropie.
v oL
Les résultats concernant 1l'entropie —Ip log p(x)>dx sont encore
- 60
élémentaires. 11 reste un travail important dans 1le cadre de

l'utilisation de «ce principe en reconstruction de phases en
cristallographie [(3].

Les résultats concernant 1'"entropie" J Log p d x sont tres
- P )
élaborés et +trés précis, mais 1l'application en est restreinte aux

seuls processus gaussiens stationnaires.
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(41

(9]
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 282 (26 avril 1976) Série A — 895

THEORIE DES PROBABILITES. — Prédiction d'un processus stationnaire
du second ordre connu sur un intervalle fini. Notc (*) de M. Abdcltatif Seghier,
transmise par M. Robert Fortet.

Soit X (7)) un processus stationnaire du deuxiéme ordre connu sur [— a, + a], on suppose qu’on
peut lui associer une infinité de corrélations R (.) coIncidant sur{— 2 a, 4 2 a]. On se propose d’une
part, de prédire X(s), pour R (.) donnéc, par rapporta { X («):; u s a} etd’autre part de déter-
miner la corrélation R qui donne la plus mauvaise des prédictions.

1. Soient : r (.) une fonction continue définie non négativesur R;ae R,a > 0; ® (r ] a).
la classe des fonctions R (.) continues non négatives, identiques a r (.) sur (—2 a, +2 a).

Soient : R(.)e R (r |a) et X (.) unc fonction aléatoire stationnaire du second ordre,
admettant R (.) comme fonction de corrélation; nous étudions les problémes suivants :

1° Calculer la prédiction linéaire optimale de X (s) (s > a)., par rapport a
{X@), |u;Sa}.

2° Déterminer pour quelle R (.) e 22 (r [ a), la prédiction ci-dessus est la plus mauvaise.

2. On pose
(1) R(l)=f_ e” " dp(x),

ou u est une probabilité sur R.

(1) Permet d’interpréter, par l'isométrie X (u) — e, [avec e, (x) = ¢™*], I'erreur de
prédiction comme la distance de e, au sous-espace fermé Hy_, ., de Lﬁ (R) engendré
par les exponentielles ¢, , |u | < a.

La question 1. I1° a été considérée dans (), ol la solution passe par la résolution d’équa-
tions intégrales. L’approche qui en est donnée ici utilise les propriétés des fonctions ana-
lytiques sur le demi-plan. Outre les résultats explicites qui sont obtenus pour une famille
de mesures associées au processus par (1), cette étude permet de répondre a la question 1.2°.

3. On suppose p = fdx et
+ 00
f (Log f(x)).(1+x*) " 'dx > — .

Une fonction positive presque partout, sommable et vérifiant l'inégalité ci-dessus peut
s"écrire :
f(x)=|gx)|*p.p.» avec geL*(R) ct g=Fg

[# étant la transformation de Fourier de L? (R) sur L? (R)] vérifiant g () = O pour
presque tout ¥ < 0. On note par H** = { he L? (R)/i; (1) = 0 pour presque tout v < 0 }
et par H*- = {helL? (R)/l'z‘(v) = 0 pour presque tout v 2 0}. On note par H,,,
—00 £ b <c= +00, le sous-espace de L} (R) engendré par les exponentielles e, ,
b=u=z=c.

On peut choisir g telle que H** = g Ho,, (H?™ = g H _,,)). ¢ est dite extéricure ().
Soit P le projecteur orthogonal de L? (R) sur H2* ¢t Q le projecteur orthogonal de L? (R)
sur H2~, on note par M I’opérateur linéairc de H?* dans H?~ défini par

M: 0-Q(egg '0)
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 282 (26 avril 1976) Série A — 897
Démonstration. — Soit b, la fonction définie par b, = —P (ge,_,).

I° Si P, (e,) coincide avec la projection de e¢; sur H_,, alors M (b,) = 0 (pour
tout s = a). En cffet dans lec lemme 1 il suffit de tenir compie du fait que P, (¢;) —e¢, cst
orthogonal &8 H_,,, = ¢, g~' H*™ implique 0, , = —b, pour tout n et

Ol.n =__M02.n = M(bs)=0

pour tout .
2° Si M (b,) = O pour tout s = a, c’est-a-dire ¢, gg~ ' b,€ H?* pour s 2 a, alors
Cra 88~ ' M € H2Y avec .# le sous-espace fermé engendré par b, , s 2 a. D’aprés la forme
de b, ce sous-espace coincide avec H?*, comme |(e,, gg7") (x) | = I c’est une fonction
intérieure d’aprés un théoréme de Beurling.
3° Si e,, g8~ " est une fonction intéricure il est facile de voir que c,, gg~"! b, € H2*
c’est-d-dire M (b,) = 0 (s = a).
4° Si M (b) =0 pour s = a d’aprés 2° c¢,,gg” ' 0e H?>* pour tout 0 e H?>* donc
M () = 0. Il s’ensuit que dans le lemme 0, ,=M®0, ,=0 ect 0,,=—56, et
P, (e,) = e;—e, g~ ' b, c’est-a-dire la projection de e, sur H _ ...

Exemples de calculs de projections :

Exemple 1. — Projection de e, sur H_ .y " H_,4 x)-
Soit
1 (x—1)°
fx)="—— .
) r (x2+1)?

on obtient pour s > a :

Pa(es)(x) = (] -+ i(i— l) X —; (s_a)e“ (S"‘d)) eiax-
_\‘—
Exemple 2. — Projection de e, sur Hi_, 4, :
2 x?+4
f(.\') =

5r (x2+1)2°

S 7' (x) étant localement sommabile, la projection de e, sur H _, ., est aussi la projection
de e, sur H _ .,y n H _,, ., et les calculs donnent, pour s> a :

Pa(es)(X) = A(S)SL_%:E_'.I”-F ((_’_ (S_a)(l +(s—a) x—i ) +B(S)(x_i;)_-.)ei"“,

x? x—2i x2+4

ou
36 (s — —(s—a)_,—4a _ ,—3da
A(s) = — 8G—ae N et  B(s)=—2 - A(s)
S8l —e™ " g

4. Considérons A,y = { . # = R,Re R { r|a }etsoit H'_,, , le sous-espacc de L] (R)
engendré par I'exponentielle ¢, , pe A, ]u | < a.

PROPOSITION 5. — Soit 2 : 0 < o << a. On suppose que g g~ " e, est une fonction intéricure
et [ 71 localement sommable. Alors pour tout s compris entre a et 3 a—2 x, la distance de ¢,
a H® H € Ay st maximale pour la mesure f dx.

(—a+a)y
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et par M* I'opérateur linéaire de H2~ dans H2?* défini par
M* : Y- P(e_,,g2g8” ")

On note enfin par P, lc projecteur orthogonal de L}(R) sur H_ .., " H_, 4y et

par || ||, la norme dans L7(R) et || || la norme dans L* (R).

LEMME 1. — Pour tout s > ail existe deux suites (0, ) et (0, ), n = 1,2, ..., dans L* (R),
telles que :

(i) 0, ,eH*” et 0, ,eH". n=1.2 ...;:

(i) P,(e)=e,+ lim (e_,g7'0, ,+e,27'0; ,);

n— 4+ x
(iii) lim (6, ,+M©0, ,)=0:
n—e+
Giv) lim (M*0, ,+0, ) =—P(e,_,2)
n— 4+ x

ProPOSITION 1. — On pose b, = —P (e,_, g) et on suppose que 1 —M* M est inversible

(i) P,(e,) =e,—e_,g '"M[(UI—M*M) " 'b]+e, g7 "(UI-M*M) ' b;

(ii) HPa(ed ||7=1+|[M[A=M*M) ']’ —||=M*M) " b_||>.

La proposition qui suit donne une famille de mesures fdx pour lesquelles I —M* M est
inversible. On note par z — g (=) la fonction analytique sur le demi-plan Im z > 0 qui

coincide sur R, presque partout avec get z —>g(z) = g (z_) la fonction définie sur le plan
complexe et qui coincide avec g (x) sur R.

PROPOSITION 2. — On suppose que =z — Y (z) = e (gg~ ") (z) est une fonction méro-
morphe dans le plan complexe et n'ayant qu'un nombre fini de zéros dans Im z > 0. On
suppose de plus qu'il existe une constante K positive telle que |V (z) | < K pour | z | assez

grand. Alors :
(i) dim (M* M) H2* < +oo;
(ii) (I —M* M)~ ! existe et est borné sur H2*.

PROPOSITION 3. — On suppose 1/ f localement sommable. Alors pour tout a > 0 :

H(—ta)nH(--'too) = n }—{(—a—:a-}c) = H(—a+a)'

>0
C’est un corollaire d’un résultat de Levinson et McKean (*) établi pour a = 0 ou I’0on a

H-200P Heo+x) = () H—cso)
c>0
On dit qu’une fonction ¢ définie sur R est une fonction intérieure si clle est la restriction
_presque partout d’une fonction analytique z — ¢ (z) sur le demi plan Im z > 0 et telle que

"P(Z)lélq’('\')l =1,~ Imz=0.

PROPOSITION 4. —  Pour que la projection de W _,, ., sur H - 2.y coincide avec

H o O Ho_uvwy. i faut ct il suffit que gg v e., soit une fonction intérieurce.
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COROLLAIRE. — Soit
|

foy=— 1,
R YS)E

oit Q (2) est un polynome n’avant pas de zéros dans Imz > 0, d Q = |. Alors la distance
de e, a HY_,_,,). B € A,y st maximale pour la mesure fdx et pour a £ 5 < 3 a.

ProrosiTioN 7 (1). — Soit S dx une mesure de probabilité vérifiant
+ 0
J. (Log f (x)).(1+x*)"'dx > 0.

Alors il existe une iifinité de mesure de probabilité p vérifiant i (u) = f(u), |u| < 2a,
et pour tout a > 0.

L

Exemple. — Supposons r(t) = e~ ‘i, pour |t| =< 2a. On peut la prolonger par
R (1) = e~ * sur tout R. La mesure spectrale associée est f(x) = (n (1 +x2))" ! dx.
Il existe une infinité de prolongements en dehors de [—2a+2a]. La plus mauvaise
prédiction pour les corrélations Re R { r|a } est atteinte pour R(t) = e~ ', si s est
compris entre a et 3 a. Considérons la correlation F (t ) définie par

F()=e "], |t] <2a;
F(1)=--2"2t+e 2°(1+2a), 2as|t|=s2a+1 et F(t)=0, |t|=2a+1,

alors la distance de ¢; a

~ + oo .
Hf_‘,h,,(F(t):J e"“‘F(t)dt)
- ao .
est égale a 1 pour s > 4a+1, et strictement supérieure a la distance de ¢, 3 H_;44
[qui vaut (1 —e~2¢"?)'/2] Cet exemple montre que la propriété ci-dessus de corrélation
R (1) = e '*' cesse d’étre vraie pour s = 4a+1.

(*) Séance du 16 février 1976.

(') D. DACUNHA-CASTELLE, Comptes rendus, 259, 1964, p. 4480.

(3*) M. G. KRrEIN, C. R. (Doklady) Acad. Sc. de 'U.R.S.S., 26, n® 1, 1940.

(®) M. G. KREeIN, On Basic Approximation Problem in Theory of Extrapolarion and Filterin Process
(traduction anglaise dans Selected Transl. Math. Statist. Prob., 4, 1964, p. 127-131).

(*) N. LevinsonN et H. P. McKEAN, Jr., Acta. Math., 112, 1964, p. 98-143.

1, square Gabriel-Fauré,
92160 Anrony.
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PREDICTION D’UN PROCESSUS STATIONNAIRE
DU SECOND ORDRE DE COVARIANCE
CONNUE SUR UN INTERVALLE FINI

PAR
A. SEGHIER

Soit X (t) un processus stationnaire du 2° ordre connu sur ( —a, a), on sup-
pose qu’on peut lui associer une infinité de corrélations R coincidant sur
(—2a, 2a). On se propose d’une part, de prédire X(s), pour R donnée, par
rapport a {X(u): |u| < a} et d’autre part de déterminer la corrélation R qui
donne la plus mauvaise des prédictions.

Introduction
1. On se donne une densité de probabilité f vérifiant:
f*‘” Log f (x)
J_o 14 x?

Soit L}(R) I'espace des fonctions ¢, définies sur R et a valeurs complexes,
telles que | ¢(x)|? soit intégrable par rapport a la mesure f . dx.

Soit a, b, —c0 < a < b < oo, on note par H,;,, ’espace de Hilbert engendré
dans L%(R) par I’ensemble des combinaisons linéaires

dx > — o0.

N
> a,e™™, a,eC,t,eReta<t, <b,
n=1
ct soit ¢, la fonction x — €%, e¢; € L}(R).

Dans la premiére partie on déterminera la projection de e, sur
H_yo O H_ 405> a

Avec une condition sur-le poids f, on calculera dans la seconde partie,
la projection de e, sur le sous-espace H_,, (qui coincidera avec
H _wa N H_y0),a>0)

On donnera dans la troisieme partie des exemples de calculs de projections et
une application a un probléme d’extremum, a savoir, connaissant la covariance
d’un processus stationnaire du 2° ordre X (t) sur lintervalle (—a a) trouver
parmi tous les processus stationnaires ayant la méme covariance sur (—2a 2a),
celui qui donne la plus mauvaise prédiction pour s > a.

2. Le probléme de la projection d’un élément e, sur le sous-espace H_,,
a ¢té étudié par M. G. Krein [8]. La solution qui en est donnée nécessite la
connaissance de solutions d’un probléme de Sturm-Liouville inverse.
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Y. A. Rozanov [10] a étudié ce probléme et donne une solution explicite dans
le cas ou le poids f est une fraction rationnelle. Enfin Dym et McKean [2]
obtiennent la solution de ce probléme (pour une large classe de poids) en
utilisant la théorie de de Branges des espaces de Hilbert de fonctions entiéres.

LLe but de ce travail est de montrer que ’étude de la structure du sous-espace
H _oa N H_,, donne, entre autres conséquences, une solution explicite de
la projection de e, sur H,_,, pour une trés large classe de poids f. Ce qui
constitue la généralisation de la solution explicite donnée par Y. A. Rozanov
pour des fractions rationnelles. Les méthodes, toutefois, sont différentes.

Celles que nous utilisons sont basées sur les propriétés des fonctions
analytiques dans le demi-plan et un théoréme de Paley-Wiener.

3. Relation avec la prédiction d’un processus stationnaire du 2°€ ordre. (Voir
Dym et McKean [2, p. 300-302}.)

Soit X(t), t réel, un processus du second ordre stationnaire de corrélation r:
rs—t)=[ X(©X(s)dP, r(0)=1.
Q .

On suppose la corrélation ¢t — r(t) continue, on a r(t) = [12 e~ dpu(t), ou u
est une probabilité.

La représentation obtenue nous permettra d’interpréter la prédiction de
X(s), connaissant X(¢), t€ T et s ¢ T, en termes de projection de e, sur le
sous-espace H_,, avec T = (—a a).

Un processus sans partie déterministe est caractérisé par les mesures
dpu=f.dx et

[ e Lng(x)

[ 2 Fdx> —oo avecS(x)=f(-x)>0pp.

Le sujet de cet article a été proposé par Monsieur le Professeur
Dacunha-Castelle.

I. Projection de e, sur H _ ., N H_

a o)
Soit f(x) > 0 p.p. et vérifiant
e = Logf(x)
1 dx =1 —— dx > —
(1) J_w S(x)dx et J‘w T+ %2 dx > — o0

On note par i = Zh la transformée de Fourier de h € I2(R) et définie par

. +A
h= AETQO Y. dans I*(R), avec Y (x)= ﬁ J_A h(t)e™i** dx
et par g la fonction
x — g(e™).
On sait que & est une isométrie de IZ(R) sur I*(R).
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H?* et H*- sont des sous-espaces fermés de I?(R) définis par
H?* = {h € I2(R), h(u) = 0 p.p., u < 0},
H?*- = {h e I>(R), h(v) = 0 p.p., v = O},

On a d’autre part I?(R) = H*>* @ H?*-.

Les deux propositions suivantes sont classiques.

PROPOSITION 1 [3, p. 18-20]. Soit f une fonction vérifiant les conditions (1)
ci-dessus. Alors il existe une fonction g (dite exterieure) verifiant,

(i) |g(x)]* =r(x) p.p.
(i) ge H**,
(i) g.Hox =H?".

-1

Soit .# la transformation de Fourier sur I?(R), & ~! sa réciproque et 1g_

I'indicatrice de R_ = {x € R, x < 0}.

PROPOSITION 2 (Szegd [6]).  Soit g, avec |g |* = f, verifiant les conditions de la
proposition 1 et ¢ la projection de e;, s > 0, sur H_ o, oy = g~ 'H?-, alors

¢, =g 'F N (F(eG)r.)

Deémonstration.  La projection ¢ de e, vérifie

L+ . too
| lé— el gl(x)dx= min | |¢— el (x)|g](x)dx
C - x ¢eH -0 ' —w
ou encore, en tenant compte de H_ .o, =g 'H?",
L+ x . +oo
| 1¢-F—e-glP(x)dx= min |  |¢.g— e .F|*x)dx
Y- x §g-¢€H2- * —©

La derniére expression montre que ¢, . g est la projection (dans I?(R)) de
¢, . g sur H>-. -

D’aprés la définition de H?- et du fait que & soit une isométrie de I*(R),
on a

F (¢ . g) = projection de F (e, . g) sur F(H*")= F(e, . g). ln_

d’ou la proposition.

La proposition 2 permet de résoudre le probléeme de la projection de e, sur
H ., o (ct plus généralement sur H_ . ,, a =0, s > a).

I1 reste a étudier le cas de H(_ 4 N H(_, o)-

LEMME 1. Soit f donnee et g associee a f par la proposition 1. Soit P, le
projecteur orthogonal de LZ(R) sur H_ 4 o N H(_ 4 o)
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Alors, pour s > a, il existe deux suites (0 ,)ns0 €t (02.4)ns0 dans I*(R) telles

que

(i) 0,,€e H* et 0,,€e H**,n=0,1,2,...,
(i) P,e,=e,+lim, o (e—o-97'.0,,+ €. '60:,)

Démonstration. On a la relation d’orthogonalité suivante:

(H(—oo ay m I_I(—aoo))l = (H(l—oo a) + HiL—a oo))'

P,e, — e, étant orthogonal @ H(_ o, o N H (-, ), 1l €xiste une suite
(Rindnzo> My € Hi- o 0
et une suite
hz.m hz.n € H(l—a )

telles que

P,(e) — e, = lm (h,,+ hy,)

n— + oo
Dr’apres la proposition 1:
H(—ooa) = €4 . H(—onO)"__ €, - g—l . Hz'_
H(—aao) = €_g - H(O o) &= e_ag_l . H?+,
Donc pour tout n,
(hl.nEHiL—coa)) had (hg,n-e_a-gEHz*’)
et

(hZ.n e}{(Jh—aoo‘) had (hz.n'ea°geH2—)

En posant 0, ,=h,,.e,.get 0,,=h,,.e_,.g, on obtient (i) et (ii).
Nous allons établir deux relations qui caractérisent les suites (0, ,),>0 €t
(OZ.n)nzO'

LEMME 2. Soit P (resp. Q) le projecteur de I*(R) sur H** (resp. sur H*"),

(01 ns0 € (03.,)ns0 les deux suites du lemme 1 et s > a. On a les relations
suivantes:

lim (Gl.n + Q(eZa -g- [g]_l * 02.n)) = 0’

n— + oo

hm (P(e—la . (7 . [g]_l . Hl.ni'*' €s—a - g) + 02.:-) = 0

n— + oo

Démonstration. Soit P,e; € H - o . N H_,,, 1a projection de e, sur cet
espace, on a

P,e,ee,.g"'.H*- et P,e,€ce_,.g '.H?**
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d'apres la proposition 1, d’ou
P((P,e) .e_,.g)=0 et Q((P,e).e,g)=0.

On a d’autre part, pour s > a, Q(g . ¢,,) = 0. En remplacant P_,e, par son
expression du lemme 1, on obtient les deux relations annoncées.

Remarque. Dans le cas s < —a, on obtient des relations analogues en
remplagant 0, , par 0,, et vice et versa.

Introduisons quelques notations: Soit M l'opérateur linéaire de H?* dans

H?- défini par
M:0-Qeza-9-[g]"".0)
ct soit M* lopérateur linéaire de H?- dans H?* défini par
M*: 0> Ple_5,.9-[g]"'.0)

on notera par |[h|| = (3 |h(x)|? dx)? et |k| ;= ([ZZ |k(x) > (x) dx)'2

PROPOSITION 3. Soit by= —P(g . e,_,), s > a. On suppose I — M*M inver-
sihle. alors:

(i) Poey=e,—e g7 . M(I — M*M)™ ‘b, + e,g~ (I — M*M)™'b,,
(i) |Pae,l=1+1M. (1 —M*M)"1b, |2 = (T — M*M)~ b,

Demonstration. Montrons (i). P,e, s’écrit, d’aprés le lemme 1,

Pa()s = eS + lim (e—a hd g_ 10‘." + eag— 192.'!)

n—x

outl,,e H* et 0,,€ H** pourtoutn=1,2, ....
Draprés le lemme 2, on a

lim (01_,, -+ M()z‘") = O, lim (02_" —_— M*Ol.n) == bS’

n-— oo n— oo

sOil encore

6,,= —MO0O,, + a, pourtoutn aveca, € H>- et lim a,=0

1.n
n— +oo

0,,+ M*0,,=b, + B, pour tout n, avec 8, € H** et lim B, =0,

d’ou
(I — M*M)8,, = b, + B, — M*a,.
Comme (I — M*M)~ 1! existe et est borné sur H?* par hypothése,
lim 0,,=(—-M*M)"'b,+ lim (I — M*M) (B, — M*a,).

n— + oo n— + oo
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On a d'autre part |[M*|| = |[M|| < 1, il s’ensuit que
lim (B8, — M*a,) =0, lim 0,,=(I— M*M) b,
n— + xc n— + oo
et
lim 0, ,= — lim M6@,,= —M lim 0,,.

Prouvons (ii). Posons 0, = lim,_. ., 0, ,¢et 0, =1lim,_, 6,,,0ona
IPaes — esl|f =1 — ||Paes|}
= lle-ag™ 10, + €.g~ 10, ||}
= {16, | + [[02]|> + 2R.(6,, 02 €2,9[7] ")

Comme 0, = —Q(0,e;,-9-[g] '), on obtient R0, 0,e,,9.[g]" )=
— 110, |* d’ou
IPaesl|7 =1+ 106,]> — [62]*

ce qui donne (ii).

Dans ce qui suit nous allons donné des conditions suffisantes sur le rapport
g.[g]”' pour que M*M soit inversible. Soit b >0, supposons que
g.[g) '=e,JB™' ou J est une fonction intérieure et B un produit de
Blaschke donné par

. 1 — /A \*!
B(2) =11 (; — lﬁ;")

avec Im 4, > 0, p, des entiers positifs ou nuls,n =1, 2, ....

Soient 0 un élément de H?-, @ la projection orthogonale de J@ sur
H?*- © BH?*- et R lopérateur de H?- dans H?*© BH?* défini par
R.0=B.0.

Posons a’ = 2a + b et U, lopérateur de H>* © BH?* dans lui-méme défini
par U,y = P(¢_ 20+ ¥) OU Y € H?* © BH?* et P la projection orthogonale
de I’(R) sur H?*. Soit M* 'opérateur défini précédemment par

M*0 = P(e_,,§-[g]"'.0)= P(e—, . J 'B.6),

on vérifie que M*0 = U, RO pour tout 0 € H?*.

Notons par A I'ensemble de zéros de B (4,,n = 1,2, ...), [}(A) le sous-espace
de I2(0 20) engendré par les fonctions &, définies par &,(x) = xPre** (x > 0),
n=1,2,.... Notons enfin par T, I'opérateur de I?(A)dans lui-méme défini par
(T, 3)(x)=¢&(x + a') pour x =0 (@’ > 0) et (T, &)(x) =0 pour x <O.

D’aprés la remarque de P. Lax [7] I'image de I?(A) par la transformation de
Fourier, notée .#, est 'espace H>* © BH?>*.Onad’autrepart U, = T, % ..
Comme Z est une isométrie de [*(0 oo) sur H?*, U, est compact si et seule-
ment si T, est compact.
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Nous avons ainsi le théoréeme:

THEOREME (P. Koosis [7]). L'operateur T, est compact pour tout (@’ > 0)si et
seulement si

lim (p,,+1)ImzA,,____0, o réel et lim Im A, = oo.
le]l = 'ln - O'I n—oco

COROLLAIRE. On suppose que les zéros de B(A) vérifie les conditions du theor-
eme précedent. Alors

(i) M*M est un opérateur compact de H**,
(ii) ||[M*M| <1 et I — M*M est inversible.

Preuve. (i) D’apres le théoréme de P. Koosis T, est un opérateur compact
donc aussi U,., d’autre part M*M = U, RM ou RM est un opérateur continu
(IRM|| < 1)de H?* dans H?* © BH?*, donc M*M est un opérateur compact.

(i) M*M est un opérateur auto-adjoint positif. Comme c’est un opérateur
compact sa norme est égale a sa plus grande valeur propre. On aura donc
|M*M| < 1 si toute valeur propre de M*M est strictement inférieur a 1.

En effet, soit ¢, € H?>* et supposons que I'on ait

”M¢o " = "Q(e2ag . [g]-1¢'o)“ = "¢o "

Comme Q est un projecteur orthogonal, cela implique que
0= e,5,9[g] '¢o € H>-. On a alors

(@0)" (u) = (e2, - gbo) " (u) = (9¢o)" (u — 2a)=0

pour presque tout u > 0. On a d’autre part (g¢o)” (v) = O pour presque tout
v <0, d’ou (g¢o)"(v) =0 presque partout. Comme g. ¢o€ L(R) et g+ 0
presque partout on obtient ¢, = 0 presque partout. On adonc |[M¢| < ||@| et
IM*M¢| < ||¢| pour tout ¢ € H*+,

II. Consequences de I

PROPOSITION 4. Pour que la projection de H,_, o, sur H _ , 4 coincide avec
H_ oo N H_,w il faut et il suffit que g . [g]~ e, soit une fonction intérieure,
i.e., la restriction sur R d’une fonction ¢ telle que

(i) z— ¢(z) soit analytique dans Im z > 0,
(i) [(G)] =< |6(x)] = |glx). [7]7*(x)e**| = 1 p.p. avec z=x + iy et
Im z >0, et ¢(x)=lim,_o ¢(x + iy) p.p.

Démonstration. 1. Soit b, la fonction définie dans la proposition 3 par
b, = — P(ge,-,). La condition M(b,) = 0 pour tout s > a est nécessaire pour
que la pro;ectxon de H( —aw) SUr H(_, 4 coincide avec H(_ 4 o N H(_ 4o il
revient au méme de voir ce fait pour un ¢lément e, s =a.
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Supposons que P,e, coincide avec la projection de e, sur H(_ o, (s = a),
alors M(b,) = 0. En effet en tenant compte du fait que P,e; — e, est orthogonal

a H_,,=e,-g 'H>-, on obtient 0,,= —b, pour tout n et
0,,=—MO0,,=M(b))=0 pour tout n, (6,, et 0,, sont les fonctions du
lemme 1).

2. Supposons M(b,) = 0 pour tout s > a, alors g . [g] ™ 'e,, est une fonction
intéricure. En effet la condition M(b,) = Q(g[g] ™ 'e..bs) = O implique

(1) g .[g] 'es.b, € H** pour tout s = a.

Notons par .# le sous-espace ferme de [?(R) engendré par le systeme {b},,.
Ona.# = H?**.

En effet, par définition b= —P(g . e,_,) € H**, donc .# = H?**. D’autre
part soit ¢ € H>* orthogonal a .#, on a

) (bys $) = (Fes-a $) =0 pours >a

Mais comme g est extérieure, le systéme {ge,} u < 0 engendre H?-, d’ou
(G¢u, @) = 0, pour u < 0. Il s’ensuit de (2) que (ge,, ¢) = 0 pour tout u € R,
c’est-a-dire (g . ¢)" (1) = O pour presque tout u,comme g . ¢ € ['(R)etg + 0
p.p..on a ¢ =0 p.p.,, d’ou A = H?*.

D’aprés (1) on a aussi

g.[g] 'era. M =g.[g] 'e:aH?* = H*.

Comme |(g . [g] 'es.)(x)| = 1 p.p., d’aprés un théoréme de Beurling, c’est
une fonction intérieure.

3. Sie,,g.[g]™ " est une fonction intérieure alors M(b,) = 0 pour s > a. Il
suffit en effet de remarquer que e,, . g[g] ™ 'b, € H?*.

4. Supposons que M(b,) = 0 pour s > a, d’aprés 2, e,,.g .[g] '60 € H**
pour tout 0e€ H?*, donc M(0)=0. Il s’ensuit d’aprés le lemme que
Orn=—M0,,=0 et, 0,,= —b, et Pe,=¢e,+ e][g] 'b,, clest-a-dire la
projection de e, sur H _

En résumé on a:

(i) la projection de e, sur H _ , coincide avec P, e, pour s > a,
(i1) M(by) = 0 pour tout s > aq,

(i) e,,g.[g] ! fonction intérieure,

avec (i)<=> (i1) < (iii).

o a)*

Remarque.  La proposition 4 constitue une généralisation d’un résultat de
Levinson et McKean [9].

ITTA. Quelques exemples de calculs de projection

Dans cette partie, nous allons donner des résultats explicites de calculs de

projections sur le sous-espace H_,, pour des conditions assez faibles sur le
poids f.
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Nous noterons par M_ I'opérateur M de la partie I, (c > 0), i.e.,
M. 00— Q(esg-[g]".0)
THEOREME (H. Dym [4]). Soit f ~! localement sommable, alors

(1) H_waoN H_oey= () H—g-—ca+ey pour tout a=0.

e>0

Si de plus |M_|| < 1 pour un nombre c = 0, alors
(2) H_pa N H_4,0y=H_,, pourtouta>c.

Ce théoréme est la généralisation d’un résultat de ’'auteur dans un manuscrit
non publié.

COROLLAIRE 1. Soit f(x)= |¢p(x)|" % ou g =e ™' est une fonction exter-
ieure et ¢ une fonction entiere de type exponentiel < c. Alors pour tout a > c, la
projection de e; (s = a) sur H_,,, est donnee par

Paes =€ — €5_¢- &P(es+c—a$_1)s

IPa2=1— [  [(esre—a® )" ()|? du
‘0

Preuve. g .[g]™! = e,. @/} est une fonction intérieure d’aprés le lemme 2.1
[5]. D’apres le théoréme de Dym [4] et le corollaire du théoréme de Koosis, on
a'H(_00 N H_ 0= H(_.,,.a,. L’expression de la projection de e, sur H_,,
découle enfin de la proposition 4.

COROLLAIRE 2. Soit f(x) = |R(x)/@(x)|* ot g =R .[e.p]™ ! est une fonc-
tion interieure, ¢ une fonction entiére de type exponentiel < c et R un polynome
dont les zeros wy, ..., w, sont dans le demi-plan Im z <0, de multiplicites
Fiveens Fo.

Alors pour tout a > c, la projection de e, (s = a) sur H _,,, est de la forme

iax
e

Pole)(x) = € — — (P - (Fes-a)(x) + le — 0, (x = ))

x—wk Wk
e—iax n 1 1
R
M g(x) Zx:x—wk k(x"wk)

Preuve. g.[g] ' =R .[R] 'e;.d/d ou R[R]™! est l'inverse d’un produit
de Baschke et e,.¢/¢ est une fonction intérieure d’aprés le lemme 2.1 [5].
D’aprés les mémes remarques que dans la preuve du corollaire 1 on a
H . N H_ .0 =H_,, e¢tla projection de e, sur cet espace est donnée par
la proposition 3. L’expression de la projection dans le corollaire s’obtient enfin
par un calcul de résidus.
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Exemple 1. Projection de e, sur H_ ., 0 H _, o,

1 (x — 1)
fl)=— TP
on obtient
X — ; (S . a)) e~ 5 aiax

P,(e)(x) = (1 +i(i — 1)

X

Remarque 1. Onadanscecas H_yqa N H(—aw) F H(—aa» car P (e;) n’est
pas analytique (on sait que tous les éléments de H,_,,, sont de type exponen-
tiel, de paramétre inférieur ou égal a a; voir [9]. Cela est di au fait que f = '(x)
admet un pole en x = 1 (donc non localement sommable).

Exemple 2. Projection de e, sur H_,,
2 x*+4
T Sm(x2 +1)%°

/7 !(x) étant localement sommable d’apreés le corollaire 2 la projection de e sur
H _,, est aussi la projection sur H_, , N H_, . les calculs donnent

Pales)(x)

S (x)

(x +1)* _, (__ x—i (c =i\
= A . ixa (s—a) — . 1. ¢*a
(s) 24 °¢ + le 1+ (s a)x—2i + B(s) earyy Bl
ou
36(s —a)e "D, g% e e
A(s)= — S — =% et B(s)= — 5 A(s).

IIIB. Application a un probléme d’extremum

(1) Position du probléme. Soit f une fonction positive presque partout,
sommable telle que f dx soit une probabilité sur R et telle que

" " Log f(x)

dx > — oo.
Do 14 x?

On considére une famille de mesures de probabilités u sur R, vérifiant

.+ . +oo

(i) | e ™ du(t) = | e ™f(t)dt, |u| <2a,a>0.
- & — o0
De telles mesures existent et différent de f'. dx, un procédé de construction
est donné dans [1], on ne les obtient pas toutes cependant.
On note par H{_,,, le sous-espace fermé de L}(R) engendré par {e,, |u| < a}
(e,(x) = ™). Un nombre s > a étant donné, on cherchera parmi les mesures u
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vérifiant (i), celle pour laquelle la distance de e; a H{_,, dans LZ(R) est
maximum.

Des résultats peuvent étre donnés pour une famille particuliere de poids et
pour s, a < s < 3a.

(2) Drapres la proposition 1, si f vérifie

l' "> Log f(x)

T+ %2 dx > — o0,

alors il existe g telle que |g|*(x) = f(x) p.p. et g(u) =0, u < 0.
La norme d’un élément  de Li(R) sera notée ||y,

PROPOSITION 5. Soit ¢, 0 < ¢ < a. On suppose [~ ! localement sommable et
g . [g] ™ 'e,. une fonction intérieure. Alors pour tout s tel que a < s < 3a — 2c la
distance de e, a H{'_ ., est maximum pour f . dx.

Démonstration. 1. L’hypothése g[g]~ 'e,. intérieure entraine que l'opér-
ateur M_est nul sur H?* (autrement dit |[M_ || = 0), comme de plus on suppose
/7! localement sommable, on a, d’aprés le théoreme de Dym [4],

(1) H_,ny=H_4 o N H_,, poura>c.

D’apres la proposition 4, g[g] ™ 'e,, étant aussi intérieure (a > c), la projec-
tion de e, sur H _,,, est égale a la projection de e, sur H _  ,.
2. Solenta,0<c<a<aets=>a;ona

min e, = dly= min e, — &l
e H_gq deHg-214q
In cffet d’apres 1, _
min "es - ¢”f = min ”es—a+a - ea—a¢”f’
e Hga-21a ex—gp€H(_1 43
min les—a-a — €x-a®| ;= min lles — eaa|l,-
ex-a-d€EH_ « 3 ea-2 €H(-x g

Ce qui donne toujours d’apres 1,

min e, — ¢ll, = min [e, — o],
dpeHi -« a peH(-ga
Il s’ensuit que la projection de e, sur H _,,, est égale a la projection de e, sur
I—I(a_ 21 a).

3. La distance de ¢, a H{_, ,, est maximum pour f.dx. Soit0 < c < a < a.
On a, pour a < s < 3a — 2«,

N
Z a,é,, — €

n=1

u

N
Z a, €, — €

n=1

!
avec a,,...,ay€Ceta—2a<t,<a,n=12,...,N.
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En effet
N 2 N 2
Y a,e,— el = || 2 ane, +1—2Re(2ae,"
n=1 ) " n=1 " n=1
Comme ji(t) = f(t) pour |t| , on a d’une part
2
Z ape, || = Y a,a,put,—t,)
n=1 u 1<n<N .
1<m<N

Z a,a,, f([n - !m)

<n<N
<m<N
2
= Z a,e, || ;
n=1 i
d’autre part,

N N
(Z a,e,., es) = > a,p(t, — s)
n=1 u =1

s| < 2a par hypotheése, donc i(t, — s) =f(t

w—S)n

avec

n

n=1

cc qui prouve I'égalité ci-dessus
D’apres 1, on a

N
min ||¢ — e, =min || > a,e, — e
peHi_gq n=1 S
pour toute suite de nombres complexes ay, ..
de nombres vérifiant a — 2a <t, <a,n=1

< ,n=1,..., N.
Tenant compte de I'égalité ci-dessus on obtient

min || — &, < min
€ Hi-qaa*

”¢ — € ”f
PpeH(_ga

pour toute probabilité u vérifiant j(t) =f(t), |t] <
proposition.

COROLLAIRE.

1, ..
N N
n=1 n S

ay et pour toute suite t,,

).

., N et

co N

2a, ce qui prouve la

Soit f(x) = 1/|Q(x)]|?, ou Q(z) est un polynome de degré super-
ieur ou egal a 1 et n’ayant pas de zéros dans Im z > 0. Alors la distance de e a
H{_ .4, . A

S
pour toutes les mesures de probabilite verifiant p(u) = f (u), |u| < 2a, est
maximum pour la mesure f . dx et pour a <s < 3a

Exemple.
sur (—

Soit r(t) = ¢! la corrélation d’un processus stationnaire connue
2a 2a). On peut la prolonger par R(t) = e "! sur tout R. La mesure
spectrale associée est f(x) dx

n(1 + x2)~ ! dx. Il existe une infinité de prolon-
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gements de R(t) en dehors de (—2a 2a). La distance de e, a H{_,,, ou u
parcourt I'ensemble des mesures vérifiant i(t) = e~ !, |¢| < 2a, est maximum
pour la mesure f . dx.

Soit maintenant une autre corrélation F(t), prolongeant e~ " sur (—2a 2a) et
définie par

F(t)=e™", [t| < 2a,
=0, [t] =2a+e¢,
=—e 2|t| +e ?e+2a), 2ax<|t|<2a+ec

Pour s > 3a + ¢, ladistance de e;a H{_,,, (F(t) = [*% e~ *F(x) dx) est égale
a 1, donc strictement supérieure a la distance de e, a H{_,,. Cet exemple
montre que la propriété ci-dessus (corollaire) cesse d’étre vraie pour s > 3a + ¢.
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PROBABILITES. — Prédiction linéaire et opérateur de Hankel. Note (*) de Abdellatif
Seghier, transmise par Robert Fortet.

Soient p = f.dx une mesure dc probabilité sur R, E un sous-ensemble de R et ) le sous-espace de Hilbert de

L2 (R) engendré par la famille d’exponenticlles { ¢,; re E}. On suppose

J (Log f (x))(1 +x2?) " 'dx> —o0.

Le projecteur orthogonal Pg de L2 (R) sur .  est explicité en fonction d'une série d*opérateurs de Hankel dans le
cas ou
E=]—oo, —blulb, +0[ (b=0).

Let p= f.dx a probability measure on R, E a subspace of R and X ¢ the Hilbert subspace of L2 (R) spanned by the
set of functions {e,, te R}, where e, (x)=e¢"*.
We suppose that

J (Log f (x))(1 +x?) " 'dx> —oo.
The orthogonal projector from L2 (R) on X¢ is given by .an expansion of Hankel operators, when
E=]—oc, —b]u|[b, oof (b=0).

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS. — Soit L2 (R) I’espace des fonctions p-mesurables définies
sur R, a valeurs complexes et de carré intégrable. On notera L2 (R) lorsque p=dx est la
mesure de Lebesgue sur R [lorsque p= f.dx, on note L2(R)=LZ2(R)].

La fonction f vérifiant la condition

J 00[Logf(x)](l +x2)"'dx> — oo,

peut s’écrire :

S (x)=1gx)*p.p.

avec ge L2 (R) et g=% g; g(u)=0 pour presque tout u<0 [F étant la transformation de
Fourier-Plancherel sur L2 (R)].

On note par H?*={heL?(R)/A(u)=0, pour presque tout u=s=0} et par
H?~ ={heL?(R)/A(v)=0 pour presque tout v=0}.

On peut choisir g telle que H?* =g.5¢, ,, (resp. H?" =g # _. ). Soient P; le
projecteur orthogonal de L% (R) sur 5# ., P le projecteur orthogonalde L? (R)sur H2* et Qe
projecteur orthogonal de L?(R) sur H?~ (voir [2], p- 82-120 ou [3)).

Soit ® € L= (R), I'opérateur de Hankel HQ associé a @ est défini par un opérateur de H?*
dans H?~

06 ->H,(0)=0Q(?D.0), VOeHZ*.

On d¢finit par Hg (I'opérateur « conjugué » de Hy) de H2~ dans H2* par

¥ - Hz(W)=P(@.V), VWeH?.

On notera ¢, la fonction x — e, (x)=e"*.
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2. On considérera I’'opérateur'1 —Hg H, qui sera auto-adjoint et positif sur H>*, et un
inverse de « type faible » de cet opérateur permet de résoudre le probléme de la projection de
L2 (R) sur ) ; E=]— o0, —bJu[b, + oo[. Nous allons d’abord établir un lemme sur une
propriété d’opérateurs auto-adjoints T sur un espace de Hilbert, opérateurs qui seront
bornés et tels que I — T soit surjectif.

LEMME 2. 1. — Soient 5 un espace de Hilbert, T un opérateur auto-adjoint, borné et tel que
I TH =1. On suppose que ’'on ait || T® || < || ®||, pour tout ® #0 de . Dans ces conditions,

onu
lim |I-D(I+T+...+T")®—-®|| = lim || T"*" ' ®|| =0

n— n—

pour tout ® de . ‘
Si || T} <1, cette propriété est vraie et facile 3 démontrer.

3. PROJECTION DE L#(R)sur #;,avec E=]—o00, —b]uU[b, + o[, b>0. — On remarque
d’abord que s . =H,_, _,;UH, -

Signalons dans [2], une approximation de I'opérateur P par des puissances d’opérateurs
Q", n— oo.

On a le lemme suivant :

LeEmMME 3.1. — Soit ¥ un élément de L}(R). Pour qu’un élément de 3 ¢ noté P, (¥) soit la
projection orthogonale de W sur ce sous-espace, il faut et il suffit qu’il existe deux suites
(01.n)u2, €t (03,,),2,, avec 8, ,€e H?>™ et 8, ,e H2" telles que :

(i) lim (e-,g97'0, ,+e,g™ 10, ,) existe dans L% (R);

n-— a0

(i) lim (92.n+P(e—2bg§_l'el,n)=P(e—bgq’);
(iii) lim (el,n"‘Q(ezbég_laz.n)=Q(eb§‘P)-

n — ¢

Dans ces conditions la projection est donnée par la limite dans (i).
On notera

O,=e,;, 99 et He,: Q(®,8)=H,, (6), 0eH2*
I’opérateur de Hankel associé, on a le résultat suivant :

ProrosITION 3.1. — Soit du= f .dx, ou f vérifie les conditions dans 1. Alors le projecteur
orthogonal P, de L%(R) sur 3¢ est donné par le développement suivant :

P,(¥)= lim (e_,g ' W,(¥)+e, 97 ' W,(¥)), YeLI(R),

n — a©

ou W,(¥)=Q(e;g'¥)—H,, (W, (P)),
W,(¥)=(I+... +(Hz H,)")G(¥)
et G(\W)=P(ge_,'¥)—H5 Q(ge, V).

CoRrOLLAIRE 3.1.1. — Si || ﬂa. He Il <1, alors I—f—l;n H,, est inversible et la projection
d’un élément ¥ de L} (R) sur 3¢ est donnée par

P,(¥)=e_,g ' W(¥)+e,g7 ' W(P),
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ou

W(¥)=(1-Hg H,, ) "' (G (¥)),
W) =Q(e,g ¥)—H, (W (W)

et
G(¥)=P(e_,g¥)—Hg (Qle,g V).

CoRrOLLAIRE3.1.2. — Si®,=e,,gg~ ' est une fonction intérieure alors H, =0 et pour tout
Y eLZ(R), la projection de ¥ sur # ¢ est donnée par

P,(W)=e_,g 'Qe,g¥)+e,g ' Ple_,g¥).

Remarque. — Nous ne pouvons, faute de place, donner des résultats analogues concernant
la projection orthogonale sur ¢ _, ., N _, o) De tels résultats généralisent et
complétent la solution du probléme abordé dans [3].

(*) Remise le 21 avril 1980. )
[1] V. M. ADAMYAN et D. Z. Arov, Theory of Probability and its Applications (traduit du Russe), 13, 1968.

[2] H. DyM et H. P. MCKEAN, Gaussian Process, Functions Theory, and the Inverse Spectral Problem, Academic
Press, New York, London.
[_3] A. SEGHIER, Ill. J. Math., 22, n° 3, septembre 1978.

Université de Paris-Sud, Centre d’Orsay,
Mathématique, Bat. 425, 91405 Orsay.
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PREDICTION LINEAIRE ET OPERATEUR DE HANKEL

A. SEGHIER

Let y = fedx a probability mesure on R, E is a subspace of R and HE the

Hilbert subspace of Li (R) spanned by the set of functions {et, t € E} , where
_ itx
et(x) = e + o

We suppose that J (Log £(x)) (1 + xz)_1 dx > - ©» ., The orthogonal projector
- ©0

from L; (R) on Hp is given by an expansion of Hankel operators, when E = ]- © -b]
U b+, b>o0.

Soit Y = f*dx une mesure de probabilité sur R, E un sous-ensemble de IR, HE

le sous—espace de Hilbert de L2 (R) engendré par la famille d'exponentielles
{et, t € E} , ou et(x) - eitx |

On suppose t: (Log £f(x)) (1 + x?')--1 dx > - ©. Le projecteur orthogonal Pp

de L2 (R) est explicité en fonction d'une série d'opérateurs de Hankel, en par-

ticulier dans le cas ol E = ]- © - b] U E) + °°[:, b > 0.

I. - NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit L2 (R) 1l'espace des fonctions p-mesurables définies sur R a valeurs complexes
et de carré intégrable. On notera 12 (R) lorsque J} = dx est la mesure de Lebesgue

sur R (et lorsque u = f*dx, on notera Lﬁ R) = L; R).

=00
. . -1
La fonction f vérifiant la condition J_w (Log £(x)) (1 + )l ax > -

peut s'écrire £(x) = |g(x)|? PP

avec ge L2 (R) et g = ETQ ; 8 (u) = 0 pour presque tout u < 0. (ﬁ) étant

la transformée de Fourier- P lancherel sur L2 (R)).

On note par u?t = {h € L2 (R) / h (u) = 0, pour presque tout u < 0} et par

{h € L2 (R) / h (v) = 0, pour presque tout v < 0}.

2- -
On peut choisir g telle que H2+ = g'H(O ) (resp. H® =g H(_°° 0)).
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Soit PE le projecteur orthogonal de L; (R) sur HE’ P le projecteur orthogonal

de L2(R) sur Hz+ et Q le projecteur orthogonal de L? (R) sur Hz- (voir [2] pa-
ges 82-120).

Soit maintenant ¢ € L’ (R), 1l'opérateur de Hankel H, associé 2 ¢ et défini par

¢

un opérateur de H2+ dans Hz- :

2+

6 ~>H, (8) =Q (¢.9), ¥6eH

¢

On définit par H$ (1'opérateur "conjugué" de H¢) de Hz— dans u2* par :

. ﬁ$<w>=p($w), v oy ent.

. . it
On notera enfin e la fonction x = et(x) =e'™, t eR.

II. - On considérera l'opérateur I - H$ H¢ qui sera auto-adjoint et positif sur

+ . .
H2 , et un inverse de type '"faible'" de cet opérateur permet de résoudre le pro-

bleme de la projection de Li (R) sur E ; E = ]—w - bl U [B *w[ et E = (-a, a)

avec une condition d'inversibilité forte (extrapolationm).

Nous allons d'abord établir un lemme sur une propriété d'opérateurs auto-adjoints
sur un espace de Hilbert, opérateurs qui seront bornés et tels que I - T soient

surjectifs.

-———— — ——

Soit H un espace de Hilbert. T un opérateur auto-adjoint borné tel que ||T|| = 1.
On suppose que l'on ait ||T¢ll < ||#]| pour tout ¢ # 0 de H. Dans ces condi-
tions on a :

n+l

Lim |[(I-T)(I+T+. ..+T)¢ =¢|| = lim [|T7 ¢|| = 0

n->o n->o
pour tout ¢ de H.

(si IITII < 1, on sait que cette propriété a lieu uniformément par rapport

a¢).



Preuve :

Le fait que IITII =1, i.e. I + T non-inversible sur H, prouve que +1 et -1
appartiennent au spectre de l'opérateur (qui est auto-adjoint). D'autre part,
la condition ||T¢|[ < ||¢]|, pour tout ¢ non nul entratne que les valeurs

propres de T (s'il en existe) sont en module inférieurs strictement a 1.

Une version du théore2me spectral [ ] établit l'existence et l'unicité d'une
résolution de l'identité {PA}’ A € o(T) (spectre de T) telle que l'on ait pour
tout Y et ¢ € H :

(T ¢,9) = jO(T) Ad (By ¢, V)

ou d (PA ¢, V) est une mesure complexe de support 0 (T). Nous avons en particulier :

(T ¢,9) = J Ad (P ¢, ) et
o(T)

17 o112 = (1 o, @ = J X4 e 6,0).
o(T)

ou d (PA ¢,0) est une mesure positive.

Comme -1 et +1 ne sont pas des valeurs propres de T, on a PA({I}) = PA({-I}) =
[4, 1, ce qui veut dire que pour tout ¢# O, les points {+1} et {-1} sont des

mesures nulle pour d (PA d,9) .

Ainsi, 0(T) c [-1 +1]7 et A2 tend vers 0 presque partout, par rapport 2

d (P ¢, ¢) quand n > . D'autre part la constante 1 est intégrable sur o (T)
par rapport ad (P d,9 ) et |A2n| < 1 sur 0 (T). Le théor2me de la convergence
dominée de Lebesgue s'applique et on a pour tout ¢ de H :

n-»o

lim J A2 g Py ¢, ¢) =J (lim A%®) 4 (R, ¢, &) = 0
o(T) o(T)
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on en déduit :

lin |[JA-D(@+..4™ ¢ ¢]] = 1im |76 || = 0

ne n->e

pour tout ¢ de H. Ce qui prouve le lemme.

III. - PROJECTION ORTHOGONALE SUR H nH .
(- a) (-a »)

On suppose que la mesure spectralef&nvérifie J §°+ :(X) dx > - = et soit a =2 0.
On peut écrire d'apras 1 :

-1 2+ -1 2-

H(—a ) = e_a g H et H(_w a) = e, 8 H .

Le lemme suivant caractérise la projection d'un élément y de L; (R) sur

. 2 -
H(dm a) n H(-a w)* On notera Pa le projecteur de Lf (R) sur le sous-espace.

Lemme 3.1.

oy - 2 ' '
Soit Y un élément de L (R). Pour qu'un élément de Hi ) M Hog 4) Qu'OR

notera PaCW), soit la projection de Y sur ce sous-espace, il faut et il suffit
e . . 2 . 2" ) 2"’
qu'il existe deux suites (el,n)’ (Gz,n) dans L* (R) ; el’n e H® , ez'n € H,

n=1, 2,... telles que :

-1 —1

(i) lim (e__ g 6 te g 0, n) existe dans 1.2 (R)

(i) lim @, +Q(e,, 88 8, ) =-Q(e, g ¥
o » ’

Yo, )48, D =-P (e BV

(iii) lim P (e_2a g g 1,n

oo
La projection de Y est alors donnée par :
-1 — -1

Pa(W) = § + lim (e___a g O +e g ¢
oo
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Preuve :
a) La condition est nécessaire :

Supposons que Paw) soit la projection orthogonale de § (dans

~1 -1

2 —_ 2+
I..f (R)) sur H‘(—cn a) n H(-a o) = (e_a g H ) N (e_a g H2+), ou encore

-

que Pa(W) appartient 3 ce sous—-espace et Pa(v)-ﬂ; appartient 3 son orthogonal.

o . .
Comme (H(-m a) n H(—a oo)) = (H‘E_(D a * HJ('_a m))’ il ex1ite deux
suites (b, ), (h, ) de 12 (), hy L €H g o = (e, B ER" Can NaliNs

1 -1 . 2+.1

hz,n = H(-a @) - (e_a g H )Y , n=1,2.,. telles que
P.(§) =¥ = lim (hl’n + hz’n)
mo
] ot 2+
Mais on a (hl,n € H‘}'_m a)) ® (hl,n e ,8C€H ) et
2«
(hz,n € HJ(—a oo)) ® (hZ,n €a 8 €H ).
En posant el,n = h2,n e, 8 et ez’n = hl 0 e ,8, ona la condition
(1).
Montrons (ii) et (iii) .
Coae s . . -1 — -1 A
D'aprés (i), Pa(W) y + lim (e_a g Gl’n te g Gz,n), mais Pa(W)
- -] @ -1

e g H2- et 3 H H2+ ce qui é&quivaut

(-0 a) = €3

2+ - 2~
a e, 8 Pa(w) €H et e_ g Pa(lll) €H .

appartient 3 H (-a )~ 2a8

En tenant compte de 1l'expression de Pa(l{() on a :

- - A - -1
O=7p (e_a g Pa(lb)) = P (f_aw g) + t:: P (e-2a g g el,n + ez,n)‘

. -1
L )
n-]: ( 1,n +Q (eZag 4 92, )

0=Q (e, g (¥)) = Qe yg)+

On obtient ainsi les expressions (ii) et (iii).



La condition est suffisante :

Supposons qu'il existe deux suites (el,n)nzl et <92,n)n21 vérifiant (i), (ii)

et (iii) alors :

} , -1 -1
o) Pa(w) P+ ii: (e_ag 61’n+ e E 62’n) est dans H(_o° a)" H(-a o) ?

en effet :

-1
Qe8P0 =Q (e, g W) +Q (Lim (O, + ey, 88 0, )
et comme Q (ea g Pa(W)) =Q (e, ¥ g) + Li: (el,n + Q(e2a g8 ez,n))‘
De méme on a :
P (e_#E Pa(w)) = p (e—a ¥ g) + lim (P(e_2;§ g_l el;n) + ez,n).

n-o
D'apras les conditions (ii) et (iii) du lemme, on a :
Q (e g P, (y)) = P(e_aEPa W) = o

2+ 2-

ce qui équivaut 2 e 8 Pa(w) €cH ete_g Pa (P) €

On a vu dans (i) que cela équivalait a P W) € Hi o a) " H_a o)

B8) Pa(w) -y est orthogonal 2a Hi o g) " He_, w)
ffet, P_(Y) - ¥ = lim ( B 1o )
Fn effet, a Y Y = ni: e_, 8 1,n e, -3 2,n? or
-1 -1.2- _ 1 —1 —1 24
e_ a8 e1,n ce g8 H =H oetegs e2,n € €.t = H%;w a)

e .

donc Pa(¢) -y = H%' (-a ) (H(aw a)" H(-a )

—o  a)

ce qui achéve la démonstration du lemme.
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Nous allons établir une proposition qui explicitera l'opérateur de projection

de l'opérateur de Hankel et de son conjugué, soit :

Q (eZag-z_l V), ¥y et

H at(q;) Q (¢oq W)

¢

2-

H, (V)

on P ($, V)

P (e_Z;Eg—l V), ¥y ecH

Proposition 3.1.

2
2 @)

: ]
sur H(_w a) n H(-a o) est donné par un développement en série d opérateurs.

La mesure dy = f.dx vérifiant les conditions dans 1, le projecteur Pa de L

PY) =+ lim (e_g " U (Y +eZ VW), ¥y el ®,

n-o
ol Un(w) = - H% (vn(w)) -Q (ea g.y)
= = - : . - n
et v () =-(1+ Ha?an% +.. ...+(H$a H%) ) (b(¥))

et on b (Y) = H%(Q(ea gV) -P (ge_ V).

Preuve

P, (y) est la projection de Y sur H NH_ . ) si et seulement si les sui-

(=0 a)

tes (el,n)nzl = (Un(w))nZl et (ez,n)nzl = Vn(w) vérifient les conditions (i),

(ii) et (iii) du lemme3!Remarquons que puisque |¢a(x)| =1 p.p., IIHQE’H¢QIISI.

H- H =1.
Etape 1 Supposons que || Fa ¢d|l
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L'opérateur I - H¢b H¢ (qui est auto—adjoint positif) n'est pas inversible.
a

2+

Mais on a , GII <||8]|| pour tout 6 de H“",6 # O, en effet supposons

[N

qu'il existe un élément 60 de H2 tel que IIH— H 6 II = ||6 ll Comme
Heo” = HHE& H¢a 60” s ”H¢ﬂ. eo” s Heo“: on en dédult que ”H¢aeo”=”eo”
ou encore ||Q(¢a Go)ll = ||¢a eoll. L'opérateur Q étant un projecteur orthogonal

de Lz(R) sur Hz-, on obtient 6 = ¢a 60 e H2™. Comme d'autre part ¢ = e2ag.§r1

A A - A -
on a (e, & 60) (u) = (geo)(u—Za) = (g 0) (u) , or pour tout u = 0 (ge)ALd7.=O

(car g € Hz_ et 6 € Hz—). 11 s'ensuit que (geo)/\(v) = 0 quel que soit v = -2a.

D'un autre cdté, comme g et 6, « H2+, on a (g6 ) A (v) =0 pour tout v < 0 ;

il s'ensuit que (ge )N (v) = 0 pour presque tout v € R. Enfin comme g8 ¢ LIGR)
et g # O presque partout, car g € H2 , on obtient 60 = O presque partout. On a
ainsi 1' 1négallté stricte annoncée ci-dessus.

L opérateur H¢ . vérifie donc les conditions du lemme (2.1.) (H = u?* et

a
Hw, og - "

Etape 2

Posons maintenant pour tout ¥ € Lé GR) et n > 1.

~

-1+ ﬁ¢hu *or iy B (R(e_gY) - By (Qle,g¥))

vn(w)

U =-H, VW) -Qe, gV

a

a

Par construction, la suite U (Y) vérifie :

Un(xp)+n Vn(w)=Q(eagw), ¥n2>1

ba
Cela est vrai quand n tend vers l'infini et la condition (ii) du lemme est

vérifiée (Un W) = el,n’ v W) = ez’n).
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Considérons maintenant pour tout n > 1, l'expression

v.(p + B = (1-R - H
W)+ % u () = (1 u% u%)vn(w) Hm_aQ(ea gy)

En remplagant U (W) et V (W) par leurs expressions ci-dessus et en appllquant

le lemme 2.1. 2 H$§ ¢a on obtient, en posant b(y) = - P(e g ) o+ Hm& Q(eagw)

. ~ . ‘ _~ ~ q _~
;i: (Vn(w) + Hﬁﬁ Un(w) lim (I H¢5H¢E?(q§°(H¢h H¢ﬂ) b(Y)) HﬁaﬁQ(eagw))

. o~ n+l,.- =
lim (I -CH¢5H¢Q) ) - Hqs.q(Q(ea g V)

n-o

~

b () - Haﬁ (Qle g¥)) =P (e_& W)

la condition (iii) du lemme est donc vérifiée.

Pour montrer que Pa(w) est la projection de ¥ il reste 3 vérifier la condition
. - 1 - =
(i) du lemme (ot l'on pose 0 n Un(w) et ez’n Vn(w)).

Etape 3

La limite de la suite e_, g—l Un(w) + ea'é-l Vn(w) existe pour tout Y € L; R).

En effet, remarquons d'abord que la limite de suite ci-dessus et

lim (Un(w) + ¢a Vn(w)) existensimultanément dans L; (R) et dans L%(R). Comme
n-o
par hypothése Un(w) + Ho, Vn(w) =-Q (ea g ¥), quel que soit n la deuxidme limi-

te considérée ci-dessus existe si et seulement si lim P(¢a Vn(w))existe.
n-re

Montrons que lim P (¢a(Vn(w))) existe (pour chaque ¥ € LZ(R)).
n-o '

Soient m et n des entiers positifs quelconques (on suppose n > m pour fixer les
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idées), on a :

[1e Co, v () =BG, v OW]* = [[8,(v, = v yl]? - ||ao, (v - v IW)]|?

Remarquons que :

[1QCo (Vv -V I | |2 = |8y, (v, - VIW]]? = (Hy (V. -V )W), Hy (V. =V I(P))

((vn - Vm)(w), H¢a H¢a (Vh - vm) W)

Il s'ensuit que :

[[2Co, v, 00) = By v WD[|* = ((V =V ) (0), (T-By Hy )V, = ¥ )(¥))

n _ ~ n .
= (2 HDOWBDW,@-n 81 )CE W " DD b W)
m+1 Pa 94 Hmé ¢a m+1H$é'¢a

D'aprés le théor2me spectral sur les opérateurs auto-adjoints sur un espace de
Hilbert [ 3, pages ], on peut associer 2 l'opérateur positif H¢3H¢a (auto-
adjoint) une fonction h € L: (X) (ot H%Y est isométrique 2a Lﬁ (X),v étant une

mesure positive),avec 0sh<l V.p.p Car an- H¢ 8ll< 9, Vo € H2+ et #0 .
a a

. + . .
associe 3 la fonction b (V) de 1%t son image dans LS (X), notée k, par 1l'isomé-

trie du théor&me spectral. On a alors :

n+l hm+1

IIP (¢a Vn(w)) - P (¢a Vm(w))llz = Jx (E—T—:fﬁ————)z lkl2 dv

h2(n+1) h2(m+1)
s 1 -h Iklzd\) + _'i—._T’Iklz dv
X , X
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Comme O <h <1V - pp, lim hl =0 vy - pp.

q-)oo

2
Si J lfﬁ dv < + ®, alors le théoréme de la convergence dominée, les deux
X

derni2res intégrales tendent vers O lorsque m et n tendent vers 1'infini et donc

lim P (¢_ V (P)) existe.
ni: ¢a " Y)) existe

Etape &4
2
On a J-—ll.-l-:-ill—d\)<+°°
X

e s ' 2 -
Comme la projection d'un élément WJch (R) sur le sous-espace H(_‘m a) " H(-a )
existe (théordme des projections). La condition nécessaire du lemme 3.1. établit
1l'existence de deux suites qu'on notera ici (9 ) et (6 ) et qui vérifait les

conditions (i), (ii) et (iii). En particulier, on en, dédu1t que lim P(¢ 62 n)
existe, c'est-a-dire : e

~ -~ ~ ~ ~
) . 2 _ o - -
(*) iLmIIP(¢862’n) - P(¢aez,m)|| = ilm (ez,n % m ,(I- uw H )(e ez’m))
m> m>®

En associant o € LS (x) a 6, , le théortme spectral transforme 1'expression
]

(x) en :

(**) lim jx o, = a | (1-n)dv =o.

n-e
m>®

Ce qui signifie que o (1-h) 1/2 tend vers une fonction w dans L2 (X). I1 existe

donc une sous-suite {a (1 h)l/z} qui tend vers w V- p.p.
’

D'autre part les conditions (ii) et (iii) du lemme impliquent que

lnm II(I-H$ H ) 9 -b (Y||* =0, avec b(Y) = ﬁ$ Q(eagW)- P(g e_, V)
a
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ce qui se traduit par :

lim J | (1-h) a -k[2dv=o.
X

n->o

Il existe donc une sous-suite (1-h) o1 tendant vers k v = p.p. (on peut, en
k

fait, extraire la sous-suite (an, ) de la sous-suite (an ).
k k

En conclusion on a le résultat suivant : il existe une sous—suite o de

L2 (R) telle que : k

£
. 1/2
%12w an"k (1-h) / = k/(l—h)l/z V - p.p.
n
k
et . 1/2 _
&lm an"k (1-n) =w, V- p.p.
n', oo
k

Cela entraine que k/(léh)l/z = westdans L% (X) ce qui achave la démontration et
1l'expression de Pa (V) donnée dans la proposition est bien la projection ortho-

gonale de Y sur H(_‘Do a) n H(-a ) *

Corollaire 3.1.1.

Soit Y un €lément de H(a ) ? la projection de Y sur H(_m a) N H(-a w) est donnée

par @
Pa W =v :i: (e'a g-l Un(w) * ®a EFI Vn(w))
ou u ) = - H¢a v ()
= = 5 n =
et v (p) = (1 + H$a H¢a +...+(H$3H¢a) ) Ple__ & )

D'autre part :

- 2 o 13 -
|le ) wllf-rll_x): v [ - ey v @[],

a
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Preuve :

L'expression de la projection d'un élément Y de H(a w) S€ déduit immédiatement
de la proposition 3.1. précédente, aprés avoir remarqué que Q (eawg) =0

(si ¢ € H(-a o) N H(dw a) OB retrouve évidement Pa(w) =y).

On a d'autre part :

lim (|||Pa(w) -l - lle_, g ! U () +e, ik vn(w)lll
n-co

<lim |2, -v-e_ gl u -l vw]|=o.

n->o

Cependant, en tenant compte de

W, W), e, 8 T V(W) = (U (V), Qle, g8 'V (V) = (U_(V), Hy V(W) et de

a
u (W) = - H¢a V_(¥) (par hypoth2se), on obtient :
e ™hu ) + e @ Vo |12 = [y, ]2 + [V, [|2 + 2Ra(U (W) e g8V, (1))
et

ey - yl12 = tim |12 = |l V0112 = tim [leco, 7,011

n->o

ce qui achdve la démonstration du corollaire.

Corollaire 3.1.2.

~ ~ -1 . 2
Si H <1 1 I - H, ) existe et on a pour tout € L (R) :
i IIH¢a ¢a|| , alors ( Hmé 6, P 7 £

P, W) =y + e_, g-l u(y) + e, grl v(yp)

- _.~ -1 o —~
up) = - H¢a V(Y) et V (P) = (I H58H¢a) ((BCe__gy)) H¢a (Qle, g ¥)))



D'autre part, si J ¢ H(am) ; on a une expression simple de la norme

[ ) = wllE = [Ivan [|* = [|ay, v [|* = |[p¢o, v D[]

a

Preuve

~

n
X (H$ H¢ )q converge vers
=0 a a

Si HH¢ H¢ || <1, la série d'opérateurs

a a q

= -1

1'opérateur (I - H,_ H, ) .
P ¥, ¢

a a

L'expression du carré de la distance, si | ¢ H(a ) ? s'obtient en combinant
la remarque ci-dessus et le corollaire précédent. Il est clair que l'on pour-

rait considérer le cas Y € H on en déduirait des résultats analogues

(- -a)
en échangeant P et Q, e, g et e_, & etC.ocecs s

Projection sur H

(-a +a)

' . L . c . . .
On a l'inclusion suivante H(—a +a) H(_m a) n H( mais on a pas toujours

- ®)?

2
1'6égalité (par exemple £(x) = ¥ /(1+x2)2,

Dans un précédent travail, on donne des conditions suffisantes sar f pour

obtenir 1'égalité (f localement sommable et une autre condition) (5).

Des que l'on a 1'égalité entre ces deux espaces, on obtient d'aprés ce qui

précéde la projection sur H(-a +a) *

Dans le cas ot 1'onna pas 1'égalité, on peut encore déduire la projection sur

H(_a +a) a partir de celle de H(__‘J° a) n H(-a +00) U mOins dans le cas ou f

est rationnelle.
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IV. - PREDICTION DANS LE CAS E = (== - b) u (b =), b>0

(Interpolation)

On étudie le projecteur orthogonal de L; (R) sur le sous-espace HE engendré par

{et, |t] = b}, on a aussi :

Hp = Hi o p) * Hip 4e)-

L'étude qui va suivre est analogue 2 la précédente, cependant 1l'opérateur de Han-

. .. . . o _ -1 A
kel H¢b qui apparait fait intervenir la fonction ¢b = e, B8 (alors que ¢a—e2agg ).

Nous noterons Pb’ ce projecteur. Remarquons que Adamyan et Arov [1] ont étudié
le probléme de la détermination de Pb' Le résultat est une approximation de Pb par
une suite d'opérateurs. Ici, le travail est plus précis et on obtient Pb comme un

développement en série d'opérateurs.

Lemme 4.1,

Soit Y un élément de L; (R). Pour qu'un élément de HE noté Pb(¢) soit la projection
. . . '0 . .
orthogonale de y sur Hy, il faut et il suffit qu il existe deux suites (el,n)n > 1

2- 2+

et (ez,n)n > 1 avec el,n € H® et ez,n € H° telles que :

(i) lim (e 1o +e glo ) existe dans L2 (R)
m ¥p8® "1nT% & 2 £ .
n

ii 1i 0 + 6, ) =P )

(ii) niz ( 2,n wa 1,n (e, g ¥

(iii) 1lim (8,  + H, 6, L= (e g W
n-o H b ’

Dans ces conditions, la projection est donnée par la limite dans (i).
Preuve :

a) La _condition est nécessaire.

Soit Y un élément de L; (R) . L'espace Hy étant 1'adhérence dans L; (R) du sous-espace



-1 2- -1 2+ . 2-
e H + 1 i U
3 B e, 8  H, il existe deux suites (el,n)nzl et (ez,n)nzl ol el,ne H
2+
et Gz’n € H  telles que :
5 S =1 -1 2 R)
P (Y) = lim (e_b el’n B+ e eZ,n g ) Heans |.{L
n-oo
D'autre part, EbCW) - { est orthogonal 2 Hp, il appartient donc a l'espace :
-1 2-.1 -1 _2+,1 _ -1 2+ -1 .2-
(e_bg' H" )7 n (e, 8 " H ) = (e__b g H ) n (eb g H ).
Ainsi :
B (- Te, e et B (Y)-y) ge, en
b b b gy
Ces deux propriétés jointes 2 l'expression ci-dessus de Eb(W) donnent les condi-
tions (ii) et (iii).
b) La condition est suffisante.
Supposons qu'il existe deux suites (6. ) et (6, ) ] e et B, ¢ w?*
1,n"nx1 2,n"n21° "1,n 2,n

telles que les conditions (i), (ii) et (iii) soient vérifiées : Posons

x . -1
P =1 0 6 :
() nﬁz (e, 108 *& % g), on a
P,V g ey =e gy =1lim (6, + [ O ,n) “Bep ¥
n-e
= i:z [(92’n+P(¢b61’n) -P(g e Y] +
lim (Q(§ 91,n))‘ Qg e, ) .
n-o
. - . -1 -1
Par hypoth2se lim (ez’n + ¢y el,n) =ge_ lim (e, el,n g + e eZ,n g )

n-o n->o
existe et d'autre part, d'aprés (ii), la premidre limite dans la troisidme eggalité

tend vers zéro quand n*» , donc lim [Q(d_ 6. ) - Q (ge . ¥)] existe dans w2~
b 1 -b

n-oo 1
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ce qui implique :
P W ge, ~YPge, € u"
b -b -b ’
On obtient de la méme manilre :
Py W g ey ~ Vg e, € H .

Ces deux conditions sont équivalentes au fait que Eb(w) - Y est orthogonal 2 la

famille {et, Itl > b} ou encore 2 HE et le lemme est démontré.

Notons par G(y) =P (g e b v) - ﬁmb Q (g ey Y) pour tout Y € L; (R). La proposition

suivante résout le probl2me de l'interpolation dans L% ®).

Proposition 4.1.

: 2+
Soient du = f.dx, £ 2 0 et J Log f(X)/1+x2 . dx > 4”) g € H , |g|2 = f
R

2+
et g.H(o ) =H .

Alors le projecteur orthogonal Pb de L% (R) sur HE est donné par une limite simple

d'opérateurs :

B, (1) = lin (e, T W) ey g T W W), ¥yl ®,
od W) =Q (e, BV - Hy (1, (0))
= o T n 2
et W (W) = (1 + H% H¢b+...+(H$b H¢b) ) G, ¥ Y € Lt tr)
n=1

Preuve

La limite dans la proposition donne la projection de y sur HE si et seulement si

les suites (wﬁ (lp))n > 1 et (wn (w))n 51 vérifient les conditions du lemme 4.1.

La démonstration de la preuve 2 partir de l'étape 2 est identique point par point

3 celle de la preuve de la proposition 3.1l.
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Etape 1

On suppose que ||H$b H¢ || =1, c'est-a-dire que 1l'opérateur auto-adjoint
~ b

1 n'est pas inversible.

- H&-)-b H¢b

2+ . s .
Le sous—-espace H s'écrit comme somme Rilbertienne :

2+ _ ' = =
H = Ker (I H$b H¢b) + Im (I H$5 H¢b).

~

Posons H =Im (I - B H, ), la restriction de By H, 2 H vérifie les conditions
¢b ¢b ¢b ¢b

du lemme 2.1.

En effet, si 6 ¢ H2' vérifie ||1~1$ B, ol|= |le]| alors,
b %
[lel] =11 ;Igb H¢b ol < HH¢b ol| < [le]]
(car H¢b 8 =Q (¢b-6) et (¢b) =1).
I1 s'ensuit que ||H¢b 8| = ||8]] et comme Hy, est la projection du produit

¢, * 6, on a H¢b 6=2¢, © d'ou :
Hab H¢b 6 = H$£ ¢,°6 =P (¢ ¢ 6) =P(6) =6

~

et O ¢ Ker (I - H+ H, ).
L'élément G (Y) =P (g e_p Y) - H$ Q (g ey V) est dans H, en effet d'aprés le
' b

lemme, il existe une suite (ez,n)nZI qui vérifie G (Y) = i:g (r - H$£ H¢b) Gz’n.
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Etape 2

Posons maintenant :

W = H— e n

Irl(q;) (I + H¢b H¢b+ +(H$b H¢b) ) G (¥
et W.(Y) =Q (e, g V) - Hy ()
On a :

~ W =~ — _"'_ " n
Hy G0+ W) = By (Qleys W) + (1 - By By )(Ls...elig By O™ 6 1)

n+l

=H (Qle, g V) + 6 - (L H, )¢
H$b b H¢S ¢)b v

Or d'apres le lemme 2.1.||(H$b Hy )® ¢ (V)|| tend vers zéro quand n tend vers
- b

1'infini (ot on a posé H$S H¢ =z T et G (Y) =1yY), d'ot :
b

lim (WnCW) + H.$

n-—>o b

Wn(w)) = H$b Q (eb 2VY) +G6WY) =P (epg V)
D'autre part, par définition de ﬁn(w)

lim (W_ (y) + H

W) =Q (e, 8 W
Lim ¢bnw Q (ey 8%

Les conditions (ii) et (iii) du lemme 4.l1. sont donc vérifiées par les suites

(ﬁn(w))n > 1 et (Wn(w))n > 1 construites ci-dessus.

Etape 3

Il reste 2 montrer que ces suites vérifient la condition (i) du lemme 4.1.,

c'est-a-dire :

. -1 = -1
lim (e_ 8 W . (y) + e &g

n->o

W (§)) existe dans L% ).



Elle sera alors égale a la projection P (w) de ¥ sur HE Remarquons d'abord
que lim (e_b T L3 (w) + e -1 Wn(w)) et .im (wn(w) + ¢b Wn(w)) existent simul-

n->o n->o

tanément dans L; (R) et L?(R). Comme par hypoth&se ﬁn(¢) + Q(¢b Wn(w)) converge
(vers Q(eb T P)), la deuxidme limite ci-dessus existe si et seulement si

P (¢b W (y)) converge dans u*.

Posons Wn(w) = Bn et soient m et n des entiers positifs quelconques (on suppose

n>m) ; on a :

[P Coy, 0,0 -2 (o 8)][% = |l (0, - 6)[1* - [la (¢, (6, -8)][?

||en -6 ||? -((8_ - 8.), HEb H¢b (6, -8))

n ~ n .
(Z (arH DPo),-m.H, )z (81, P ¢ ()
H$b b H¢£ b By 9y

m+l m+1

Comme 1'opérateur H¢ H, = est auto—adjoint positif sur H, le théoreme spectral
(3 permet d'assoc1er a cet opérateur une fonction h € L (X) (vetXx
sont déterminés par 1'opérateur H et 1'espace H), plus préclsément
B 0y
0<h <1, v p.p. puisque :

IIH¢ & V|| < ||wl|,¥ veH, et a G(Y) € H, une fonction ; de Li(X) telle que:

- e lpmth2 p2(n+1) p2(mtl) ~
“P(¢b Gn) - P(d)b em)ll '=Jx 1-%h |k| dv< F——h—h(l dv +J;{—I—:—B—|k| dv.

Comme 0 < h <1, v-p.p. hY ‘tend vers 0, V-p.p. lorsque q tend vers l'infini,
d'aprés le théordme de la convergence dominée de Lebesgue les deux derniéres inté-

grales tendent vers zéro quand m et n tendent vers 1l'infini,

~

2
si J —%El—ﬁ dv < + ©» , (car la fonction dominante 1 serait v-intégrable).
X



Etape 4 :

o2
On a : -JLL-d\)<+oo

1-h

X
Dans le lemme 4.l1. on établit l'existence de deux suites qu'on notera ici
6, o et 6, o vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii). On en déduit en parti-
] ] ~

culier que P (¢b 6, n) converge.
9

~

Si on pose donc Bn = Gz’n, on a :

~ ) ~ 2 _ 3 = -
() ||pCo, 8 - P (o 6 )]] (6 -0 ,(I Hﬁb ¢b) (e 6 ))
expression qui tend vers 0 quand m et n*> ©

~

Remarquons que Gn n'appartient pas nécessairement 3 H = Im (I - H$b H¢b), mais

si nous notons PH Gn sa projection sur H, 1'égalité ci-dessus devient :

(x) =(p,, 6 -P_06, (I - H

H'n "H 'm’ H$b ¢b)(P e - By 80

nous pouvons ainsi, de nouveau, utiliser le théor&me spectral.
En associant Bn € LS (xX) a Py 6> 1'égalité (x) ci-dessus devient :
= - 2 -
(*) jx |8 - 8,1% (1 -n) av

et cette quantité tend vers O quand m et n tendent vers l'infini (par hypothese).
Ceci équivaut au fait que B (1-h)1/2 tend vers une fonction w de L2 (X). Il exis-

te donc une sous-suite B (1 h)l/2 qui tend vers w V-p.p. .

D'autre part, 1'hypothese lim |[(I - H.$ H¢b) 6 -c¢ W2 =0

n-ro

se traduit par : lim J (1 - h)Bn - k|2 av =0.
ndo ‘X
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~ ~ ~

(Remarquons que (I - H¢ H¢ ) En = (I - H$ H¢ ) Py 6.)).
b b b b

I1 existe donc une sous-suite Bn.kv(l--h)l/2 qui tend vers K (qu'on peut extraire

de (Bnk)).

En conclusion, on a le résultat suivant, il existe une sous-suite (Bnu ) telle
k

que :
(l-h)]'/2 Bn" *'———E—T7§ V-p.p. et (l-h)l/2 Bn" +w V-p.p., quand
k  (1-h) k
n" - o,

ar _ -~ 2 .
Cela entraine que k/(l—h)l/Z = w, V-p.p. donc &'/(1-11)1/2 e L) (X). Ce qui

achéve la démonstration de la proposition.

Corollaire 4.1.1.

Si ||H$ H || <1, alors I - Ha H¢ est inversible et la projection d'un élément
b ¢b b b

Y de L% (R) sur H, est donnée par :

P =e E W W) e, gt W W

ou
W) = Q (eb g2y - H¢b W (P))
= -1
W) = (I - H, ) G (V).
AN
Preuve

L'hypothase ll;— H, || <1 implique que I - H
% % %,

ﬁ$£ H¢ est auto-adjoint (positif). On a d'autre part, une convergence dans 1l'es-
b

H¢ est inversible car l'opérateur
b

pace des opérateurs :
n

~ -1 ~
(I -H. H, ) =1lim I (& H )P
H$B ¢b nsco  p=o0 ¢b ¢b

(série de Von- peumann), ce qui donne l'expression de la projection dans le

lemme.



Corollaire 4.1.2.

. - -1 . . .
Si bp = €,, 8 8 est une fonction intérieure alors H¢b = 0 et pour tout

Ve L% (R), la projection de ) sur Ho est donnée par :

~

P (y) = ey §r1 Q (e T ) + ey g-l P (e_b g Y.

Remarque :

On peut donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la prédiction

soit parfaite ou ce qui équivaut au fait que H_ coIncide avec L; (@R). De telles

E
conditions sont connues ([2] pages 136-145). Nous donnerons ici une condition
nécessaire et suffisante dont 1'application est aisée dans le cas de fonctions

assez réguliéres.

Proposition 4.2.

Les quatres assertions suivantes sont équivalentes :
(i) la prédiction est parfaite : HE = L; ®),

(ii) 1'opérateur de Toeplitz associé 2 $£, défini par T#b : 6 > P(¢b 8), est
injectif.

(iii) 1l'opérateur I - H¢b H6 est injectif.
b

(iv) 1'opérateur de Hankel associé 2 $£ H$ vérifie HH$ ol < ||e]|
b b

quelque soit 0 € H2+.

Preuve :

Par définition, H, = H(_m ) * H(b ) *

. 1
La prédiction est parfaite <> Hp = L% (R) <= Hp = {o}

2- 2+
L H 1
g

H

L

Or HE

L 1 —
H o ) n B o) = (e

-1 2+ -1 2-
(e_b T H) g (eb g 12 ).
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2-

Supposons que Hg # {0}, il existe donc wl e H , wz € H2+ tels que

e

e
- _b = . &
wz . wl’ ou encore wl € _op z wz.

g

On aura ainsi :

a) Hﬁs (wz) =y, ou encore B8) i¢b HEb (wz) = wz. On aura de méme Y)T$$(¢2)=P($b¢2)=0

Inversement les conditions o), B) et Y) sont de manidre évidente équivalentes entre
elles et entrainent ﬁ; # {0}.

les quatres assertions sont donc équivalentes.

Corollaire 4.2.1.

La prédiction est parfaite si $£ =e 5 % est une fonction intérieure (car dans

cas H¢ = 0).
b

V. - QUELQUES APPLICATIONS

Exemple 1 :
. 2 2ix -2ix
. sin"x e -1 - l-e
Soit f (x) ol g(x) = 50— , &(x) e

¢b(X) - eZibx E g_}(;) - eZ(b-l)ix

1.81 0<b=s1, $£(x) = e2(1—b)1x est une fonction intérieure, la prédiction

est parfaite d'apr2s le corollaire, i.e.

-~

L) =y, W e.L; ).

2.8ib=21, ¢ est une fonction intérieure et d'apr2s le corollaire 1'ex~

pression d'un élément Yy = e |s| < b est donné par :
. ) (a=2)ix . (B+2)ix
Pole)x) = e7ibx Ao, obx der
b s 1 -2ix 2ix
-e e -1
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avec oo = b+s, B = -b + 8, s8i b < +2 et lsl <2 -b.

On obtient aisément les autres expressions de gb(es) lorsque 8 2 2 - b, et

8 <b -2, ainsi que

En particulier, si s

P (1)(x) =
Enfin lorsque b = 2, Pb(l)
Exemgle 2
sin2 x
f(x) = 17
1+x
¢b(x) - e21bx<-g-

b

0, (e
_ sin(b-1) x

2 2,

lix 1) on apour 1 <b < 2.

8ln X

1_e21x

g~ 1+1ix

-1 _ e—2(b-l) ix 1l+ix
g l1-ix

1.8 0sbs1, $£ est une fonction intérieure d'aprés le corollaire

Eb(W) =y, W € Li(R) (prédiction parfaite).

2. 8ib21, ¢ est intérieure et 1'expression de P (es) est donnée par

le corollaire et dans ce cas aussi les calculs sont aisés a mener.

En particulier pour
a) 1<bs2

P, (1) (x)

B) b=22

P, (1) (%)

=0, (e, = 1) on considérera deux cas :

-b sin (b-1)x
—e —————— e ——

sin X

(e2-1) &in (b=1) x
sin x
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Remargue :

Ces deux exemples sont traités dans [Z]pages 321). On y obtient par des méthodes
différentes 1'écart quadratique ||1 - Pb(l)llz'

On remarquera ici, l'analogie des expressions entre les exemples l,et 2 le

facteur _—l——i ayant entrainé la multiplication de 1l'expression 3&2,&2:125
1+ x sin x

par le facteur e-b, l1<b<x<2,
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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Inrersion de la matrice de Taplitz en plusicurs
dimensions et théoréme de Szegé. Note (* ) de Abdellatif Seghier, transmise par Robert Fortet.

On dchinit la matrice de Tarplitzassociée & une tonction positive dans L (i ° ) comme ta matrice d un operateur sur
un espace vectoricl (de dimension linic) de polynomes trigonométriques de # variables. dont le spectre est un sous-
cnsemble lini de £°. . B

On donne un déycloppement asymptotique de la trace de Pinverse tavece des conditions sur / ). On montre que ce
résultat est équivalent a la torme classique du théoréme de Szego relatif au développement asymptotique du
logarithme du déterminant.

A Tapluz mairix ussociated 1o a positve funciion in L' (1) is defined. A new computation of the inverse of this
Tapliiz matrix s given.  We give a timit theorem and we show that it is equiralent 1o Szega's limit theorem.

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS. — (¢) On sc limitera sans niuvire a la généralit¢ & n= 2. Soit
T*=TxT le bi-tore. feL"(T?)et f20et Z3 ={(k, )eZ*, k20, 120}.
Soient M ¢t N deux entiers positifs, on note par .

tu.n=1(k,)eZ /0Sk=M,0=I=Nj

un rectangle de Z3. On désignera par E, n le sous-espace vectoriel des polynémes
trigonomeétriques a spectre dans 1, n €t Py n le projecteur de L' (T ?) sur E,, n défini par :

PM.th Z C!m. nX'l"XSQ am_nec'

tm. e "NI. N
ou :
Xy (e)=¢e", Xa(e)=e", (s, )e R?

et :

h~ 3 o WXV X5
. L€ E°
Lu matrice de Taplitz associée a f et au rectangle Ty n est définie comme la matrice de
I'opc¢rateur :

VpeEy no Tun(/)Pp=Py x Ip

(b) Dans L*(T?) on notce :
H*' ={helL>(T?). h~) «,, ,x7'x3. (m, nyez? |

et P le projecteur orthogonal de L?(T?) sur H>*
H2 =y, x-H>" ¢t Q lc projecteur orthogonal de L7 (T7) sur cet espace:
H2- =L2(T?)© H*"* et P_ le projecteur orthogonal sur cet espace;
A2* =L%(T?)© H?~ ct P, le projecteur orthogonal sur cet espace.

2. INVERSION DE LA MATRICE DU T PLITZ. — (a) Soit f e L} (1) pour inverser Ty ~(/)on
proccde de la maniére suivante. On construit dans L7 J (72) un sous-espace K de dimension
finic tel que pour tout 0e K 0/ f.e Ey, <. On décompose(1):Li ,(E*)=K @ K'.On observe
que L{ (T?)=L'(1?). Le sous-espace K = est alors composé de. fonctions Y e L3, (T?)
vérifiant (2) : Y (k, D=0, (k, ety .

C. R., 1981, 2° Semestre (T. 293) Série | — 45.
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Soit Py le projecteur orthogonal de L7, (T7) sur K ct g€ Eyy x. On écrit Py g = fp o pest
un polynome de Ly .
On décompose ¢ sur la somme orthogonale (1) de L3 g

g=fp+qg—Jp.

On a dlaprés (2). g=P q¢=Py x/P=Tux (/)P

Ceci montre que p=(Ty (SN yg=(1/1)Px(q).

(h) Onsupposcque | =|g~lavecy™' € H? " on construit alors un sous-cspace K décriten
«o.

Lismme 1. — Posons K=gH™ ' g7y "5 "H?

décrites en (a).

T e sous-espace K eérifie les propricéies

Remarque. — On peut éerire K=g(H? " gigzY ' x> ' H? )=g K. on note par Py 12
projecteur orthogonal de L2t% %) sur K,,. on a :

Pyg=g Px tq/y) et (Tu () Ty=1/9Px (q. g).

(¢) Explicitons (Ty, (/)" "=(Tu ~(lgl°N 7" avec 1/g polynome trigonométrique. On

A N -
pose @y =% """ %> "' y/g et on note par :

VOeH? ", Hey«:0—P_(py 0)eH?",
adjoint est donn¢ par
VoeH? . H’!“\:n—'P‘(G\,_\n).

v

On a unc proposition :

PROPOSITION 1. — On suppose [ =g i arecget 1'ge H 7 . On suppose en outre qu'il existe
un entier Lorel que Vo g= N B, .2V 725 ¢t B =0 dés que Sup (m. my= L.

Alors Fopérateur Ty, () est inversible et d'inverse :
.

(T_“‘N(f))—'(q)=£]/|y|l——l_;‘yP‘(c]/.(—/-)—l/yPq)_“._\» Z (HX H "l)?$}\i_x P(‘l/.‘—l—)

ONLON CNLN
A=0

pour tout g€ kEy «.

La s¢ric du second membre converge uniformément par rapport a (M. N) en norme
d’opérateurs dés que Sup (NI, N)=>2 L.

3. COMPORTEMENT ANYMPIOTIOUE DE LA TRACE DE (Tyy (/)7 ' — On prend M= N.cton

posc ex=(%, .77 " ".

ProproOSITION 2. — On suppose g et 1/ge H2(T2)n C(T?) :

Vg~ Y Ba.zvz" it N m+m B, <+

bl e L i me
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Soit By (@)=Ty (/SN =P (1 /g P _(q/g)+ex,, Poles,,q)) pour tour qe Ey .
Alors
1 il existe un entier Ny, et nne constante K >0 1els que N2 N, @

OSTr(To (/) Y= Byx)SK Y m+miB,. .01°%

[T 2 TR DI

2" im I/N4+1TriT U N =T a(lin==2 Y (m+n)|B. .1°

Nex (LRI

Soit he L.' (T2). on note par C,,_,(h) le cocfficient de Fourier de h pris au point (m. n)e Z*.

TuroriME, — Soit >0 ¢t continue sur T2, on suppose que :
Y tmi+1nDIC, NP <+
G, whe &

Onua:
Lim(I/N+I)Tr(Tx (/)" ! =T n(1/f)=—=<CLog fLV/[>5, 2

- Y Umi+|n])C,, .(ogf)C. .(1/]).

(m. nte S
EQUIVALENCE AVEC LE THEORENE DI SZEGO.
COROLLAIRE 1 (thé¢oréme dec Szegd). — Soit [ >0 ¢t continue sur T2. On suppose que :

Yotml+nhC, <+ =

W sde L

Mors
lim (1/N+1)dog det T ~(f)—TrTy sog f))= Z (lml+1a|C,,. .tlog e
A m. nje i°

Généralisation a une fonction analytique :
Soit C le corps des complexes.

COROLLAIRE 2. — Soit F une tonction de C dans . analytique au roisinage de 1 ;o

Fiz)= Y agtz— 1), @, eC et el
A:- 0

Kk entier @ h est une jonction qui veérifie :

osh<l et S (m|+1nNCp it <+ .

PR AP

Soit 7.€[0. 1]. on pose :

ors
. , . . | e

N -7

. - . - l * .k

(11) lim (1I/N+ 1) TrF(To. s —2m) =Ty s(F(l =2 h)= z ;:.",( f;"‘-‘ Q’)(O)'~‘~
A=0 AN 2

N-=»x

1 pour tout k dans un voisinage de @ concenablement choisi.
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Remarques. — (a) Diverses extensions de ces résultats seront données dans une prochaine
Note, par exemple J non réelle, le spectre A des polyndmes ne sera plus un carré, mais un
sous-ensemble fini quelconque, ctce.

(h) Les formes géncrales du théoréme limite de Szegd ont éie ¢tablics par Widom [2] dans
le cas de R" et par I. Linnick dansde cas de T".

(¢) Lec licn entre la trace de l'inverse et le logarithme du déterminant est utilisé par H.
Widom. Ce travail, en donnant une approximation systématique et plus précise de I'inverse,
permet d’éclairer la structure sous-jacente du théoréme de Szegd, de redonner des
démonstrations simplifiées et de permettre des généralisations.

(*) Remise le 16 novembre 1981,
1) 1. Jul LiNnsick, Math. US.S.R. 12 r, 9, 1975, p. 1323-1332.
[2] H. WiboM. Publ. Math. 1 .H.E.S., 44, 1975, p. 191-240.

E.R.A. n® 532, Siatistique appliquée, Batiment de Mathématique n® 425,
Université de Puaris-Sud, 91405 Orsay Cedex.
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INVERSION DE LA MATRICE DE TOEPLITZ EN PLUSIEURS DIMENSIONS

ET THEOREME LIMITE DE SZEGO : GENERALISATIONS

A. SEGHIER

Soit I@ le tore a deux dimensions, f une fonction positive

dans Ll('][‘z) et Cm n(f) = Cm n les coefficients de Fourier de f .

bl

Soit A wune partie finie de Z?
(i(m 61 + n91) 2
FA(f) = j 9 |z m,n e | d(61,62),(,m,n e C)
T (mnaje A

La forme de Toeplitz associée & f et T,(f) = (Cm-m',m-n')/

((m,n),(m",n")) € A x A sa matrice : on l'appelle matrice de Toeplitz.

/

1. On étudie, lorsque A = [O,N] X [O,N] est un'Carre de Zz , le
comportement de Tr(TA(f))_l (2 condition que 1'inverse existe), quand
N —— (Tr = Trace).

Dans le cas du tore T , G. Szego [6] établit le théoréme suivant

(avec quelques conditions restrictives sur f) :

i1 8

2
Lim (Log det Ty (f) - T T (Log £)) = [n] ICn('f)l

N n=1

(og V3 det : u’)‘(i"erm.nanr
Le principal résultat établi ici est un théoréme limite portant sur la
trace de (’TA(f))—l dans le cadre du bi-tore '11‘2 (le passage de n=2

4 n queiconque n'offre qu'une difficulté d'écriture).
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Soit f > 0O et continue sur 'IF2 et z (|m|+|n|c (f)l2 < oo
m,n
(m,n)E:Z2 ’
on a :
lin T, £ (T, -1, = I, (ml+labc, DT _(Log(£))
N-»o0 (m,n)ez > >

2. Le comportement asymptotique de Tr(TA(f))— ! permet d'obtenir
le théoréme limite de Szego, ainsi que cela a été fait dans un article de
Widom [2] dans le cadre du tore T et de R"

Cette idée est naturellement reprise ici et on obtient bien le
théoréme de Szego sur les déterminants pour Tz (ou Tn) relativement

a des carrés (croissants). Cependant le fait que le second terme du

développement de Tr(TA(f))_l (le premier terme étant
T T (19 =N%.¢ (l9=N2 £l d(6,,6,)) soit explicité&, permet
r Af "“o,0 f 2 1°72 ’

T

d'établir le lien entre les deux développements par des dérivations de

normes dans une algébre de Banach A = {f ¢ CCEZ), Z(|m|+|n|)|Cm n(f)|2<:*”}a
3°

Cette algébre a été introduite par H. Widom -dans le cas de T et nﬁ?pﬂ .
Le passage du théoréme sur les traces & celui. sur les déterminants se fait
alors d'une maniére courte et naturelle.
On peut de plus avoir 1l'expression explicite de 'I'A(f,)—1 (on le fait
dans le cas ot ~% est un polyndme trigonométrique).

3. Le théoréme de Szego sur les déterminants généralisé i ™
(et 3 R™) a &té &tabli par I. Linnck [3] avec £ >0, Z|m| lCm(f)l et

Z|m]| |cm(f)|2 < 4+ aveg
m = (ml,...,mn) et Iml = Imll + ...+ laneroﬁ les sous-ensembles A

croissent 3 1'infini selon un certain mode (ce résultat a été obtenu presque

Simuilanement
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avec celui de Widom en 1974-1975).

4. Les méthodes introduites ici pour le calcul de la trace nous
permettent de généraliser le théoréme de G. Szego en établissant une
expression explicite de :

1
lim =T (F(T,) - T,F(f)) ,
ool 2 & AL
oi F est analytique au voisinage de 1.

Ainsi les deux limites 1 correspondent 3 F(f) = %- et
F(f) = Log £ .

Cette question a &té posée dans le livre de Grenan der.et Szegd [2]
et reprise dans 1l'article de Widom [ﬁ]. La réponse qui en est donnée ici

découle sans difficulté du théoréme principal.

5. Le champ d'applications de tels résultats est important, il
suffit de se référer 3 1l'abondante littérature concernant le théoréme
limite de C. Szego. Signalons toutefois une application aux statistiques
pour étudier la qualiteé .. 3 1'approximation due & Whittle, de la vrai-

semblance d'un champ aléatoire gaussien.

6. Dans un prochain travail diverses prolongements des résultats
obtenus ici, seront donnés dans ’En, A ne sera plus un carré, mais
quelconque (dans une famille filtrante de ‘En) , £ complexe, etc ...

On résoudra dans ]Rn, 1'équation de Wiener-Hopf attachée a des
parties bornées de R" et on donnera des résultats asymptotiques analogues

. "
a ceux o\pt‘enys °|3"S B
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Les méthodes utilisées se basent sur des idées géométriques simples :
intersection de sous-espaces de Hilbert, angle de sous-espaces. Elles seront
d'ailleurs utilisées pour résoudre des problémes de prédiction de processus
stationnaires, comme cela a été fait dans le cas de R [5] .

En fait nous traitons le cas de ﬂg plutdt que T par simple
commodité d'écriture. Le cas TZ (ou ﬂp) est beaucoup plus complexe
que le cas T, a cause du fait que les fonctions analytiques dans le disque
unité correspondent (en gros) a des séries trigonométriques 3 spectre
dans z, (entiers relatifs positifs) ; alors que les fonctions analytiques
dans le bi-disque correspondent i des séries trigonométriques dans Zi

avec Zi = {(m,n) € Zz, m > O, n >0} .

Notations et définitions

a) On se limitera comme cela a été dit ci-dessus & n = 2 .,
1,2
Soit £ >0 et f € L (T7) .
2 o
Soit A wune partie finie de Z,, on désignera par EA le sous-
espece vectoriel des polyndmes trigonométriques 3 spectre dans A et PA

le projecteur de LICEZ) sur EA défini par :

v hel'(r): Pph = I a x‘ln)g;

(m,n)el m,n

N 191 161 162 162 2 n o
o x,(e ) =e » Xple ) =e P (6,, 8,) eR ) eth~Z a X7 Xg

(éérie de Fourier de h).

LY



On peut aussi définir la matrice de Toeplitz associée a2 f et

a la partie A comme la matrice de 1l'opérateur

Y Fé E/\ , TA(f)P = PA'f P

b) On note dans Lz('n'z) :

H2+ = {h € Lz('n‘z) s hvXa XT szl » (m,n) € Zf_}

m,n

et P le projecteur orthogonal de L2('I[‘2) sur H2+

2- +

H = Xl X2 H2 et Q 1le proj. orth. de LZCII'Z) sur cet espace
-

H = 1L2(¥?) Ou®* et P =1-7p

r\" —-—
B2t = 12r®) ©u%" et P

!
H
|
O

+

Inversion de la matrice de Toeplitz

A.- L'idée générale pour inverser TA(f) peut &tre la suivante :

on construit dans lelfC]I‘z) un sous—espace K de dimension finie tel
que pour tout 6 € K, 6/f € EA . On considére la décomposition suivante :

L

2 (11'2) = K®OK .

Ly/e

1
1/f

1'inégalité de Schwarz. Le sous-espace KL est alors composé de fonctions

On observera que L (’I‘Z)C Ll ('11‘2) , du fait que £ € Ll(’l[‘z) et de

Y € Lzl'/f(’l[‘z) vérifiant :

(2) Pk, =0 , ¥k, el

.

En effet soit wE:KJ' et 6K, ona



j 0 o %—dc =0 (0 mesure de Haar sur 'EZ)

D'aprés la propriété ci-dessus 6/f est un polyndme de

relation (2) s'ensuit .

Soit PK le projecteur orthogonal de L

On écrit PKq = fp ol p est un polyndome de E

1/fCE ) sur K

A C

On décompose q suivant la somme orthogonale (1)

q=fp +q - fp .
1

Ceci montre que p = (TA(f))— q-=

On a d'aprés (2)

TA(f)p

1/f P -

E

A et la

et q € EA .

- . . R 2
b) On notera dans la suite H™* 1'espace des fonctions définies sur v
et qui sont limites au bord de fonctions ana]yt1ques dans le bi-disque unité

et bornées (voir U4)).°On suppose f=

A:

|g\ avec g- UK ) on prend

Lo,n) xLo,N) et on note EN o Ex
’
= 2+ M+1 _N+1 _2-
Lemme 1 : Posons K=gH N X3 X5 H .
Le sous espace K vérifie alors les propriétés décrites en a) .
Preuve :
+ - —_ - -
Le fait que g—1 € H implique g 1H2+= H2+ (et 1H2 = H2 ).
¢ __9 ) e L g2t 1L ML N+1 2-
Soit ¢ € K, alors 3 > et e (\ =X Xy EM,N .
lel lg]? g
Remarque
On peut écrire K =.§(H2+ g ?+1 xg+1 Hz—) = E-Ko, On note par

PK le projecteur orthogonal de

(o]

Pela) = & PKO(

) et (TM

®||a

g
L2(T2) sur K0 , on a

-1 1
g (E) (q)=—PK( ).

¥ q € EM,N
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c) Il ne reste plus qu'ad expliciter P

M+1 N+1 q

K
(o)

Posons ¢M,N = Xl XZ E' et explicitons la projection orthogonal
PKo de LZ(TZ) sur K0 = H2+(\ ¢M,NH2 .
L'orthogonal de Ko s'écrit
n N
K = A . w2t
N _ N
Si on pose LM,N = H2+f\ (H2+ () ¢M,N Hz—) , on a aussi
gy _ — 5T
K =H + ¢M,N LM,N . On remarquera que LM,N = P+(¢M,N H™ )
Ainsi, pour tout Y € L2(T2) on a
(1) Pp () =¥ - 1lim (8 + &\ P (b 8, )
o n->
Avec ¥n > 0 , 61 € ’1\112- et 6 € H2+ ( De N = ensewmbdle .—}..,e.h'cu)
o, 2,n

Nous allons donner un lemme qui caractérise cette projection.

Lemme 2
Soit Y un élément de Lz(TZ). Pour qu'un élément de KO noté

PK soit la projection orthogonale de Y sur e sous-espace ,
o

L}
i1l faut et il suffit qu'il existe deux suites (el,n)ne N

n
6 € Hz— et O € H2+ telles que :

(® ne N’ 1,n 2,n

)

2,n

0 ) existe dans Lz(ﬂz)

(1) Lim (8, +dy PO x%,n

n—>oo

(11) Lim (P, (8, 1,0, ) + P (B, 1,0, ) = P (B W)

n>o

(ii1) Lim (8, + P_ ¢y P B 0 0) )
n—>o°

et la projection est donnée par

P () =0 - im0 by BTy 0y )
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Preuve

a) Les conditions sont nécessaires : si PK (Y) est 1la
projection de Y sur Ko €a relation (1) dan: c) implique (i) :
on obtient (ii) et (iii) en é&crivant que (w) € H gr.P (N0€¢ .

b) Les conditions sont suff}santes :

La condition (i) montre que si on pose PK @ =9 -

6

Lim (8,  + Sy n Ps M~ 92,0’

n-r-oo

alors ¢ - PKO(w) € Ko et les

conditions (ii) et (iii) montrent que PK W) e K0 .
o

Les équations (ii) et (iii) du lemme impliquent

lim (I - P, (bMNP d’MN)P (¢MN 2n)=P+$M,N PQY) .

n->oo
Remar L = (-7 ¢, . P o yu*t a
emarquons que Ly + SN Pl Oy , on
P, ¢M,N P_ ¢M,N LM,N C.LM,N . Notons par H¢M . La restriction de
]

Yy — fL¢M N Y a Ly y + La restriction de 1'opérateur
? ]

*
@ —— P ¢ P ¢ 6 a est égale a3 H H .
+ ( Ly, N N

Proposition 4

2 +1 oo
On suppose f = Igl avec g € H . Alors

(1) 1I1 existe une constante positive o telle que :

¥ (M,N) HH¢M NH ga<l.

L = 1] .
(1ii) L'opérateur TM,N(f) est inversible et d'inverse : ¥q € EM,N )

(1-iy Hy, )"P Oyn? P .
g

-1 q
(T,, «(£)) (@ = -
M,N M,N

1
lgl> & ~
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Preuve
a) Montrons que pour tout (M,N) e Zi/]]H¢ ]] <1 .
M,N
Posons ¢M,N =¢ . On a |]HZ-H¢I| = []H¢]]2 . Comme H; H¢ ot wu£5a86mkr,
dire que IIH; H¢|] < 1 é&quivaut 3 dire que (I - H; H¢ est inversible).

(Voir par exemple : legons d'analyse fonctionnelle, page 264 ,RIESZ et NAGY).

*
Ainsi le fait que IIH¢ H¢!f <1 é&quivaut 3 Im(I - H; H¢) fermée.

. N
Remarquons par ailleurs que Im(I - H; H¢) = (I - H; H¢)LM N= P, $'P¢}42+.
L]
"
En effet, soit U € H2+ » On a P+-$ Po ¢

P, (I - PO ¥ =

n,
Y -P, ¢P_ ¥ ,or Im(I-H, H) = (I -P, § P_ 3 Al

*
H
$ ¢
m2+
H

Montrons que P+ ¢ P ¢ est fermé.

\
Le sous-espace P ¢ H2+ est 1l'orthogonal dans H2+ du sous-espace

+ _
H2 N (0} H2 » cela est clair. Mais par construction

2+ 2- 1 2+ M+1 _N+1 _2-
= = 1 = g
H N ¢ H g(= H r’~.X1 X2 H™ ) g EM,N (ot EM,N est

composé de polyndmes trigénométriques 3 spectre dans Eyﬁl x [bu] . Ceci
n

implique que dim(H2+r\ o) HZ_) = (M+1) (N+1) est finie. Ainsi P ¢ H2+,

étant 1l'orthogonal d'un sous-espace de dimension finie, est fermé .

n,
Le sous-espace P;$ P ¢ H2+

n,
(I1-Q) ¢ P ¢ H2+ est fermé, si la
n

norme du projecteur Q restreint i E'P ¢ H2+ est Inférieure stricte-

2+

ment 3 1. Notons par Q¢ l'opérateur 8 —— Q ¢ 6 de H dans Hz- .

Ecrivons H?'+ = Ker(I - Q; Q¢) ® Im(I - Q; Q¢), mais nous avons :

211 o) H2~ qui est de dimension finie. (Voir ci-dessus)

Ker(I - Q; Q) = H
et comme précédemment on conclut au fait que Im(I - Q; Q¢) (dont
1'orthogonal est Hz}\ ¢ HZ—) est fermé. L'opérateur Q; Q¢ restreint

a Im(I - QZ Q¢) =P ¢ ;2+ est de norme inférieure 3 1 et est égale au

n
carré de la norme de Q¢ restreint 3 P ¢ H2+ .



*
Ceci démontre que P, ¢ P ¢ H2 est fermé et donc IIH¢ H¢[l < 1.

unr hombra

b) Il existe¥ o positif tel que V(M,N)/ | |u || €« 2 <1 .

¢

M,N
Posons p = l’H ]] , nous avons vu dans 1) que pour tout
M,N )
M,N
2
< -
(M,N) € Z+ . pM,N 1. Supposons que pM,N ne soient pas uniformément

bornées par a < 1. Il existera alors une sous-suite infinie (Mk,Nk)

2
de 2 et une suite wk € Ly N, ° llwkll =1, telle que
k> 'k
(1) 1lim HH¢ wkll =1
k Mo Nye
N N
Posons wi = ka sz wk € H2+ = Ker(I - H: H¢ ) ® Im(I- H: Hcb )
1,1 °1,1 1,1 ®1,1
. ' L o L U .
Projetons wk sur le noyau et 1l'image : wk wk,l + wk,Z , On a :
= = LI \J ]
Hy, W = P_ by = P_oby g Ve = P_by g Ypq TP 9y Yoo
M LN Kk
* 2+ 2
] - = -_— -
Comme wk,l € Ker(I H¢ Hcb ) H O ¢1,1 H , on a
1,1 1,1
’ . \ ]
P_d11 Y, T 1,1 Yk, et dome
' 2 _ 1112 ' 2 ' '
ITe_ o) 4 vy ! HAA N R D SRR MDY | R C AL MIPTIR SR PY)

mais (&) 1 Vi,1 0 Po 1 Vg2 T @ Y o 1 V2 T 0

et 1'hypothése (1) devient

2) Lin (1 - e (112 = 11e_ 6y | v ,11% =0
En posant 1 = [log 4 11% + Jlup o112 = Tlwgl1® on a
' 2 ' 2
(3) Lim g 15 = Tle_ 0y ) v LD =0

Montrons maintenant que pour tout k, flwé 2][ # 0
9
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En effet supposons le contraire, c'est 3 dire que

e — Vo
'€ H H ' = = =
b n %1 » on @ alors P_6) 4 = P_ by Y = by ¢ Uy
' Vo, mz_ 4
v 1] . 4 =
¢1’1 wk . Cela n'est possible que si wk € H A ¢M,N H (LM,N) .
Comme wk € LM,N » ceci implique que wk =0 or Ilwkl[ =1 par
construction/l'hypothése faite est donc absurde et on a bien Ilwilzl‘ # 0,
pour tout k. Nous deduisons de (3) la relation :
(4) lim ||P ¢, , (¥ , Y| = 1im ||n N VS

. ' -
pour une suite (wks2/+IWi 2'|)k>0 dans Ll,l . Mais cela équivaudrait au

fait que HH¢ II = 1. Ce qui est contraire a ce que nous avons &tabli
1,1
dans 1).

Montrons (ii).

Nous allons utiliser le lemme 2. Posons :

Hy )52, ¢ 0 PO
v FC

Les sommes wp vérifient les conditions du lemme 2.

- = a_
Posons P ¢M,N eZ,p wp et el,p P_(gj P-<¢M,N wp)

* +
(comme wp € Im(I - H H ) , © € H2 existe pour tout p).

¢M,N d)M,N 2!p

Les sommes ¥ convergent d'aprés (i), il s'ensuit que les conditions (1)
et (ii) du lemme sont satisfaites.

Etudions la condition (ii) du lemme, on a :

6, )+ P (b, 40, )=

P+(¢M,N 1,p M,N "2,p
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12
On a, par construction de wp :
— * +1
(T - P dy o P&, DU = (-(-B, H, P "Hp ¢ P .
+PM,N M,N’ *p dv.n Py, + °M,N "¢
Le fait que I]H: H¢ |[ < 1 , implique (en tenant compte de
M,N *M,N
P =1-P):
;i:no (P+(¢M’ 1,p ) + P (¢M N 2 )) - +P+(¢M’N V)
ce qui est la condition (1) du lemme 2.
En tenant compte enfin de la relation :
-1 1, 4
¥q € By s (Ty (8D g = 2B ()
° g
on obtient 1'expression annoncée de 1'inverse de T (f). Le prochaine

M,N

étape sera consacrée a 1l'étude du comportement asymptotique de la trace

-1
de (TM,N(f)) .

Comportement asymptotique de la trace de 1'inverse

On pose M=N,e/"0‘f\h~9"€— Z_wlw e

Proposition 2

+

On suppose toujours f = lg]z avec g—l € H°° . Soit PN N
9

projecteur orthogonal de L2(Tz) sur EN N On pose pour tout
’L

9¢€Ey N ¢

: 2
e’ o0 XN =l 27, .

_ 1 1 CN+1,N+1 CN+1,N+1
BN’N(q) = TN’N(f)(q) + PN,N(g - P.( ) P.( =
g g
Alors :
(1) Lim —— T (T (f))‘1 -B..)=0
N+1 r'N,N N,N

N->co
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(ii) si Bm n est le coefficient de Fourier de é— au point
’
2
(m,n) € Z+

e (@) = -2 I (e [B [P

. 1 ' -
Lim ~——-Tr((TN’N(f)) LNILY
(m,n)ez+

>0 N+1

(la somme du 2é&me membre peut &tre égale & -«) .

Preuve

Montrons (i).

. - 4 5y p L 8,1 T ped
Posons : AN,N(q) PN’N(Ig 2) PN,N(g P_(§)+ 2 P ¢N,NP+¢M,NP(§))

2
et ep. e~ XT X, - On a d'aprés la proposition 1 :

1 1

T, ((Ty ()7

-Aq ) = % (Cﬁiﬂ ()7 -ag ey, 00 2k, 0)

(k’Q)EIﬁ,N

co . _ e . e
= % hX (H: H¢ ) J P+¢N NP —li_i_&) > P+¢N N P (—l'(_—_,':&) )
(k,2) ety o j=o N,N 'N,N ’ g > g

e
< C = Iu, 11 5 1lP ¢y P B o P(—2Ey)?
1sjce  ON,N (k, ety o N,N '+ 'N,N 2

a) N'aprés la proposition 1, VN, z [[H¢ "jgx < 400
1€j<> N,N

(K constante positive).

Etudions dans le terme de droite de 1l'inégalité ci-dessous 1la

r'd
somme e€etendue au '"'carré" Ty N °
]

Soit Bm n le coefficient de Fourier de é- au point (m,n) .

Posons ¥ = pX B Xy X5 3
¢/ (m,n)e[O,LJz m,n 1 "2

e
gll)“z
g

6L < N) et A o= llP_¢N’N P+$&’N P(



On a

_ e
RESE N Owpedt L5112

)

z
(k,2) e [o,N]? (k, z)e[o N] \[L n]? He, 2

z A + I A
(k,z)e[L,N-L]z k,2 (k,z)e[L,N]z\[L N-L]2 k,2

a) Etudions la premiére somme du second membre :

'g'P(

e
k,2 2
N+1,N+1 g —> 11

on a : Ak,l < lIP+ e 5

e e

2 pkalyy _p T Tkt b T g o Ck,2
et P (e. 2 P( )) P+eN+1,N+1 _g P+ N+1,N+1 g P ( g —2)

e
— 1 _1.— k, 2
P oener,n+1(g gL)g P_( E)

Remarquons que si (k,2) € [b, N-L]2 alors le spectre de
- e —
& p ( k, 2 €
g, - g

On note par R, = [oIN]Z\[L,’le » Ry = EO’L]-X [N-L,N] et
[N-1,8] x [o,1]

- 2 g k,%
) est contenu dans [ w,N] et donc P+eN+1 N+l gy P_('E

)=0 .

1 e 1
ka2 k, 2y 11242
Ep =31

(  |lre )1])5<<z P_ (e, —
(k,%)eRo +eN+1,N+1 g g (k,&)eRb +  N+1,N+1 2

— 2 ek, 2112
+( Ilp, = Ep ()15
(k,2)€R4}JR2 + ON+1,N+l g - g

N[

p—n

+ (Zz
(k, %) ERO\ RjUR

—= °k, 2
IlP+ N+1 N+1(g - __0

2 fL B

Nous allons majorer chacune des sommes du second membre de 1'inégalité

ci-dessus :



(k,

(k,

(k’

on

on

on
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e e
. k,2112 k, 2 2
2 |le, (e ——=[]° = z |12, Ce, —3 ]
2)eR N+1,N+1 (k,2)eR.U R N+1,N+1
o 1 2 o
k,2 2
L X k)2
: N+1,N+1 g ’
(k,) ERO\ Rlu R2
— . e, e
z e, EN+1,N+1 Er ( K_’_z)”z < z [1p_ “.1}& [ )
eR. U R > © g (k,2)ER.U R g
1 2 o 1 2
— 1 1 — 2 2
L enetne1(g = g8 P
2)ER\ RjUR, L g
~1
< 2(N+L>(L+1)l|* - -H Me "1, Hell,
b) Ftudions la troisidme somme du second membre de (1) R
écrit
(= _;E_Pek,z)_P(-~ "fk,z)_P— EP(KQ)
+ e?‘H»l,N'Ll g -~ T eN+1,N+1 5 + CN+1 ,N+1 g g
®x, 2
a specire de P (eNtl N+1 é —29 C [k—Njoo] X [2.~N,+oo1) dés que k > L,23L,

e
i = k, L i~ )
aura aussi SP(BN+1,N+1 % P+(eN+1,N+1 --—-é-—))C[k-L,m] X L,Q,._L,oo]c z:_

_ gL ek 9 2
et Pw(eN+1,N+1 E—— P+ eN+1,N+1 —2—) = 0 dés que (k,) € [L,N]
g g
L
On obtient 1'inégalité suivante en notant par ., = L,Iﬂ \[11\1 L, N
. 1
., )
( Lo lr_oyg yPLby y (25 192
(k,JL)aR ’ g 1 1
= e L
k b 2 k,2112,2
< o |le_ <—— Lye g P,e L S e R T EA L B
('k?Q')eR‘a 8y, N+1 N+1 + N+1,N+1 g (k,!l,)eR3 2
' 1 1
= e 3
-1 ky,£112,2
< QD a1 - = Hell e T, + @ el E2X1%
L (k, %R,
¢) Etudions la deuxidme somme du second membre de (1)
1 1
2 K, 2
( = A, D = ]l e, P (»——~«~P<'>H
2 M,N +"M,N -
(k,l)e[L,N~L]2 ks (o, n-c? g 1 8 1
Ci, 2y 11242 2,2
|le, Lh11H2 4 2 )3 L)%

£ (Z
(k,2)e[L,N-1]? Crst, e g (x,elL,N-L]2 T
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d) Nous allons montrer que chacune des sommes &tudiées en a),

b), c¢) divisées par (N+1)1/2 tendent vers O lorsque N =+ o , On

remarque d'abord que

e, , €K, 20,2 _
(1) I, e KEAN2 - L _2”P+ SR S hraa
(k,2)e|L,N-1.] g (k,2)e|L,N-L]
S oz N
-2 ) R
(k,l)a[i,N—LJ [m,n)EZf\Tﬁ;z m,n
“Kk, 2112 ; - “Kk, 2112
(2) L Jle_ =217 - 2 Ilp, e BLIEI) Ea
(k, ) €R, 2 (k,SL)e:RO\ RS Rzi v ON+ILN+L g
- > > s, . I°

m,n

(k,i)eRB (m,n)szg+\1g 2

. e 2 — e
(3) 5 [e_ X117 < z P, gy may —22117 =
(k,2)eR U R, o (k,2) R U R AR L g
1 2
- 5 K

XZZ m,n
(k,l}ngJ R, (m,n)e +\Tk,2 ’

2

g}@n%n)tntéressons nous i la troisiéme somme.

On a

i . 1
(o b HZ x| eb)3?
(k,!L)e:RlLl R2 g (k,n)eRlu R2 gy

A= e 1 el
®x,2012
Evaluons la somme X ,IP_ ~£}—1l = le nl
(k,2)eR U R, gy (k, R,)eR U R, (m, n)ezz2 \"x. 2

avec la convention que B = (0 dés que m 2 L ocu n >L.

m,n
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Ecrivons :

L k
z, Banl® =% e, 12wz 2 o, 1P+z I8 I
(m,n)€2+\\Tk 2 ’ j=o nuhﬂ’J i=In>2+1 > mkee 2
> n>,e*1

Dans le second membre on note par Ik,R la premiére somme, ~jk,2 la

seconde et H la troisiéme. On a, N > 2L)/

k,2

z I = A car si (k,2)e R, B . = O dés
(e, er U Ry Ko F (k,0er, F 2 /m,]
que m > k+1 > N-L >L , et
N L N 2 L
(kP)ER Te,o =, 2 > Tye= r (X I I N
2HIERL B gaNeL k=0 " 2=N-L j=o k=0 m>k+l »J

Comme £ € EN—L,&] et que B = O dés que j 2> & > N-L > L , 1la

m, j
somme étendue de j = 0,...,2 se réduit a la somme &tendue de
= 05000, T, d'oii :
N L L 2
T I o= L (I 1 I 8 .19
(k,2)EREIR, > R=N-L j=o k=o myk+l »J
L 2 L 2
Mais, comme z z I8 .| = = k lBk N .
k=0 m>k+1l m,J k=0 -3
on obtient :
Il L 2
T I o= 0+ I T kB, jl
(k,Q)ERfJ R2 ’ j=o k=o ?
On a de maniére symétrique :
L L 2
X Jp, g = (41 T I 2 '81,2'
i=o 2=o0

(k,l)eRfJ R,

On remarque , en outre que Hk g =0 si (k,Q) € Rlu R2 et la somme
b4

cherchée est égale 3 :



/7

e 2
5 e, 22 {| o en ) G2y 18, 12
(k,2)eRU R, g (x,2)e[0,1] ’

La méme technique permet d'évaluer les sommes (2) et (3), on en

déduit ainsi en faisant tendre N vers l'infini puis L vers 1l'infini

que
1 I - ®x, 2 112
Lim —— X P ¢ P ¢ P(—) =0
avec 1'hypothése z (m+n) |8 |2 <+ 0 et donc que :
(m,n)eZ m,n
+
Lim Nil T (T N(f))-l - AN <O
N__)m r ? 14
1 =
e) Montrons enfin que ;i: ﬁIT'(Tr (AN,N - BN,N)) =0 .
CN+1,N+1 ZN+1,N+1 1 - q
On a BN,N(q) - AN,N(q) = PN,N( < P, 2 - Ebe,N P ¢N,N P(é?)
r N,N ,N (k,l)e[O,N]z + . g k,2 +"N,N E

e
N+1,N+1 q
—t - gk
P (P+ q) PN,N P+ ¢N,N P(g))

Posons WN(q) = UN(q) - VN(q) N,N g

- q
PN’N(P+ dy,n P- (29)

ona T (By g=Ay ) = IIUNlli. - ]‘VNllg.s < (IIUN"H.S—"VN'!H.S)

0

(!l"Nl'H_S+IIVNl'H.S)

(H.S = norme de Hilbert-Schmidt de 1l'opérateur).
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e
Notons que e k,% ‘2 = )X HP :EfHZ
g

z HP e —
(x,efo,N]?  + NrL.N+l g x,0efo,N]?

= T . b I8
(k,Q,)E[O,NJZ ((m,n)sz%+ \Tk 2 m,n

et les mémes techniques de sommation utilisées dans d) pour &valuer

la somme (3) ét 1'hypothé&se I(m+n) 'Bm nlz < 4o donnent
1 2 2
Lim TSN o z IB = (m+n) IB |
Neo N 0)ef0,8] mumyez?\ T, T (m, n)e¥ m,n

Cela nous permet de dire que :

1
Lim [u 1] (m+n) B
N-sco (N+1)1/2 N''H.S m,n) E:ZZ 8

(on Ecrit P % = % - P_(g-) et on utilise les majorations analogues a
g g g

celles utilisées en a), b), c) et d))

Par ailleurs HUN”HS - HVN”K5< ”WN”HS s
2 k,2y,2
or Mw 15 = z e, &, 2 —=||
N''HS (k,z)e[o,sz + TM,N T- o
eN+l N+1 <

N
+

e
e Rl L ¢N,NP("TZJ-&)”2)

2
[LN] HP< = 251

+

Les mémes techniques de sommations utilisées ic-dessus nous permettent de

montrer que Lim L HWH =0 .
N+1
N-»o0
1
On obtient alors lim Y T (AN N~ BN,N) 0

N-»0
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Montrons (ii)

(m+n) |8 1°

m,n

On suppose toujours < + o

(m, n)eZ2

Comme nous 1l'avons remarqué plus haut et du fait que les traces des

e e .
< 1 g, N+1,N+1 N+1,N+1.
opérateurs q —> PN,N(g P_(_)) et gq —-——->-PN’N 2 P+( c1)

g g g
CK, 8112
sont égales respectivement 3 z IIP_(——fTQII et
3 (k, D) ety g
e
z HP+ _§ilgﬂii.q¥’2 dont la valeur commune est
(k,)eT g
’ N,N
z ]Bm nlz et tenant compte de (i) nous obtenons
(k, ety o (m,n) ef \T
1 -1 1, 2
Lim +— T ((T (£)) - T (—0)— -2 (m+n) |8 |
Nooo N+1 r N,N N,N'f (m, n)eZZ m,n
On suppose maintenant I (m+n) |B lz = oo
2 1
(m,n)eT+

D'apr@s l'expression de (TN N(f))—1 dans la proposition %/ On a
’

-1 €x, 2 112
T_((Ty o (F Ly . enhH = = le_(—>1]
N,N*f N,N (k,l)e[O,N]z -

® * k.. — k.2
+ pX T ((H H YPP b P(—=2)P ¢ P(—=2))

(k,0e[0,N]? B=o Sy,n Onn P NN g NN g

Autrement dit :
1 -1 2
(T (Ty @ -Ty yENT > T z 18,

(k,0elo,N]? (m,n)ed’ \1, ,

Mais comme Lim ﬁ:T ( z z '2) = E(m+n)|B

N-» (k,l)e[O,N]Z (m,n)s?li\'rk JLBm,n (Mn)ez‘m’
’ i ¥

e
(Nous avons établi ci-dessus cette égalité lorsque la somme du 2 membre

est finie. Lorsque la somme estwfinie, on la consid&re comme limite de



sommes

z (m+n) |[B
(m,n)e[b,Ll2 m,n

On obtient alors :

1 1

Lin T gy (Ty @ - (TN,Nm)‘l) = oo

N-+oo

ce qui démontre complétement (11).

Dans ce qui suit nous allons donner une forme plus intrinsé&que

a la proposition 2

Théoréme
Soit f > O et continue sur 11‘2 .

Alors :

1 -1
tn fr T (@7 - 1y @)

2 (ml+|al) c, (Log ©) T, _ @
Preuve :

Lorsque f est semi-continue inférieurement positive et bornée Su T2
(§ur T" en générale), on peut trouver une fonction .g telle que
f = lglz, la fonction g étant définie comme limite p.p. sur I?
d'une fonction analytique E dans le bi-disque U2 ([4] Théoréme 3.5.3.,
page 55).

Comme en outre f est continue alors g-1 est limite au bord

1

+
de = , c'est ainsi que g € H et f vérifie les conditions de la

g
proposition, donc la limite du premier membre est &gale &

(m+n) |Cm,n(°é‘) 12.

z
(m,n)ez?
+
Pour démontrer le théoréme il faut établir 1'égalité entre cette

expression et 1l'expression du second membre de 1'égalité ci-dessus.
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Soient wl’ wz € Ll(lz), on note par

<P ,P,> = L (m|+|n]) ¢ _@,).C_ _W.,)
1°72 (m,n)eZ? m,n 1 m,n 2

1
2,5‘
i6 i6 i6 i0

On pose wr(e 1,e 2) = % (zl,zz) = (re “,re ) avec r <1 .
g

0 2|

2 d 9
12 ) = <G+ 5o

On a ”¢£ s ¢r>2 (produit scalaire dans Lz(lz)),

comme wr(eie) # O pour r <1, on a aussi :

2 ) 9 2
H.wrll2 1T G 5 ey 7 e
*2 r

On procéde de méme avec wr et la somme des deux expressions donne :

2 2 2 2. = 2
2 [lw 17 | = <voglw_ |7, |v_| 1 n)§22<|m|*'“|>cm,n<L°g| S I TN ¢ I8 b
’2 3

1 r
2,2

I1 faut noter que

2
Log|v,_|

— Log

1 __ 1
7 = Log £ P-P-.
s

(ﬁ;théoréme 3.5.3. page 55 et théoréme 2.3.1 page 24).
Comme d'autre part Log|¢r| est bornée pour tout r < 1, le théoréme

de la convergence dominée implique :

- L
Lin Cp,nLosl¥ ) = ¢  (Log(p))

En utilisant les mémes arguments, on obtient

2 1
i, (v, 1% = 0 &

et le théoréme se trouve démontré.
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Equivalence avec le théoréme de Szegd

Corollaire 1 (Théoréme de Szegd)

Soit f positive strictement et continue sur ‘Ez et Hfll ] <*®
2,5
Alors

1
Lim —— Log(det T (f) -T_ T (Log £))
N N+1 N,N r "N,N

2
= L, (mf+|n]) fc_(Log £)]7 = ||Log £]|
(m,n) e2” m,n 2,2
Avant de donner la preuve du corollaire, nous aurons besoin d'un lemme.

Soit N(f) wune norme équivalente i

£— J£] | = ( $_(ml+|n]) Jc &) H/?

2,%- (m,n)ez m,n

< 4+ , que nous

Preciserons dans la démonstration du lemme et soit

A= 1{fe L°°('1r2)/ HfHA = ||£]l, + N(f) < + =}

Lemme 5

(1) A est une algébre de Banach
2 S B o
(ii) Soit f = |g] telle que g~ € H A, soit he Hp A
2
dans un voisinage de O (dans A) tel que Ty N(|g+h[ )  soit

. BE 2,y-1 _ .
inversible. Posons wN(g) T ON+1 Tr((TN,N(lgl ) TN’N( ISIZ))

Alors il existe une constante K > O telle que ;

)

[bgCe+h) = Yy (e | < I<<Ilhl|°<,+llhll2 1
’2



Preuve
Nous n'allons pas donner ici la preuve de (ii) qui est purement

technique et dont la propriété n'est pas utilisée dans la suite.

Prouvons (i)

Considérons la quantité suivante :

| £ (8+x) -£(8) | %

Nz(f) = J'Z de - dx

R J[o,zﬂz x| >

e s . 2 v i .
(on identifie f définie sur le bi-tore T et f(®) = f(e") ou f

est périodique sur ]Rz)
En suivant la méthode employée dans [6], paget§) , on a d'aprés 1'égalité

de Parseval

-~ i<(m,n),x>
Nz(f) = b 2 lf(m,n)l2 J 2 € 3 1 dx
(m,n)e2 R Il = ||
et 1'intégrale du second memebre est égale 3 C(m2+r12)1/2 oi C >0 ne

dépend que de la dimension de l1l'espace.

Ceci montre que les normes N(f) et |[|£f]| ; sont équivalentes. Il est
2,5
clair alors que 2

2

o]

2 2 2 2
N2 LE,) < N e 112+ wPae) e 12 < anee g Nl +neey) (£, 11

On en déduit que
e £, 1l + NCEJE) < (NCED + [[£ 1) (NCED+ (£, 1l,)

et avec l1l'inégalité établie ci-dessus DQ- est une algébre de Banach.



Preuve du corollaire

a) Etablissons la relations suivante :

Soit h une fonction positive et continue sur sz telle que
Infl <1
1 —
(1) Log det T (1 -h)-T TN NLog(l-—h)=-—J (T (T (I—Xh)) -
o]
Tn NG“'_ﬁ) %

1-\R

En effet on a la propriété suivante :

-1

Log det Ty ((1-Ah) = -T_ T  (h) (T, , (1-Ah))

d
ax
et d'autre part

d
i Ty Ty g(Les(1-AD) = - T_ T

i
=
=]
~

1-Ah
On en déduit

d -1 |
n (Log det TN,N(I—)\h) - TN,N Log(l-Ah)) = 3 Tr((TN,N(l Ah)) " -T (————

N,N ))

1- Ah

et la relation s'obtient par intégration sur 1l'intervalle [O,IJ

b) Etablissons la relation suivante :

(2) Li 1 T (T. . (1-Ah)~! 1 5y ax
Now Jg NI TEUN,N Ah
1 1 -1
= J Lim -ﬁ-_-;i— Tr(TN’N(l—Ah) TN N(l Ah))d)\
o N
1
1 ax
= 2 jo <Log (1-Ah), T:XE'>2 l.jx—

2



En effet pour tout A € [Q,l] le théoréme 1 implique que 1'égalité entre

1 deuxiéme et troisieéme expression ci-dessus.

1

D'autre part le calcul de la trace de ((TN N(l—Xh))— -
’

1

N+1

TN N(T:%E)) tel qu'il a été fait pour prouver la proposition 2, montre:
b

que 1l'on a:

1 -1 1 1
—_ - - G . - >
Vv, g T (T y(-A0) Ty, NG € 2 <log(l-Ah), 5y , 1
*2
Comme d'autre part la fonction A — <Log(i-Ah), Tgiﬁ > 1 est

0 2,_2.
intégrable sur [b,l] (;Blle est C a cause de 1'hypotheése |lh” <1 ,

le théoréme de la convergence dominée justifie 1'égalité entre le

premier et second terme de 1'égalité (2), ce qui prouve (2) complétement.

¢) Montrons que

1
2 1
(3) lILog(l—h)” 1= 2 I <Log(l=-Ah), 156 > dA

1
2;5 o 2,5‘

od ce qui revient au méme

d ; 2 __2 _ 1
o Log(1-An) || , = <Log(1-Ah), 5% >2 X
2 ’2

N |

Le fait que l[huﬂ < 1 , nous permet de montrer (3 1'aide d'un dévelop-

pement en ,5er}eentiére)comme ila &tre suggéré dans (1)/de Log(l-Ah)

et TSXK en fonction de Ah) que :
d 2 _ h
TN HLog(l-Ah)Il2 1 = Re<Log(1-AW), 5% > 2\,
2
= -2 <Log 1-Ah, —B— > ]
> 1-Ah

1
2,2



(4]
(@)}

En écrivant - = Xv-i Xh) , on obtient

, 2 2
. —AT = - — < — —————
|| Log (1 MHZ 1 % <Log(1-Ah) , 15 >2 1
2 ’2
En réunissant (1), (2) et (3) , on a :
Lim —l—-(Log det T (1 h)-T T, Log(l-h)) =[[Log(1-h)”2
N+1 N,N 1
N->o0 2,5
2
2
e) Si f est positive et continue sur T~ et |[f || 1 St

2
alors en divisant f par une constante convenable, et en écrivant

f = 1-h avec ||n]] < 1 , on se raméne au cas précédent et on obtient 1la
forme générale du théoréme limite de Szegd.

Nous étendons le théoréme de Szegd, dans le sens que nous
remplagons la fonction logarithme par une fonction analytique au

voisinage de 1.

Corollaire 2

Soit F une fonction a valeurs complexe, analytique au voisinage

de 1 : F(z) = ¥ a zn , a_ €€ et z e € .
n n

Soit f(A) = 1-2h ot h vérifie O < h < 1

et E(Im]+|nl)lcm n(h)l2 <+w , XAe |0,1] . On pose

1 =~
d(A) = <Log f(A), —f-—(jk—)— /2 1 .
%)
Alors
1, - 1 ,dk
(1) giﬁ ﬁ:T‘T (T (h) T (h )) = K1 (dkk ¢) (0) (k entier)
®© a
(ii) Lim N+l (T, (F(Ty ((1-AR) =Ty (F(1-AR)))= T -E%‘- —‘-1}5- $) (0) .AK
N-»0 ’ k=0 dk

pour tout A dans un voisinage de O convenablement choisi.
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Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4

' 2
Soient f1 et f, dans LlCE“), on suppose que

2 2
= < i =
el 2 2, (nlslable, (@pfP < v = 5=,
2,5- (m,n)e
On a
1 3 - P - ~ Al
(1) Lim N+1 Tr(TN,N fl f2_'TN,Nf1§LTf2>'_ z 2(lml+inl)cm,n(f1)cm,n(f2’
(m,n)eZ
(ii) On a pour tout N
1 = =
2 - <
no1 U Tyonfi-fs R Ty.nfally <llEl eIl
2 = 2,5
2 2
C ”1 = nporme nucléaire d'opérateurs).
Preuve i Lemme
(i) On a :
(1) T.7T. f f_ = T (Ty of,E, € gre )= z (f.e, ,,f,e )
r'N,N1°2 (k,z)eLo,N]z N,N 172 “k,2°%K,2 (k,SL)E:[QN]z 2%k, 227 1%,
(2) T T £, T £ = z (P f. e R . e )
r' N,N1 "N,N 2 (k’g)e[quz N,N "2 “k,% 1 “k,2
P . . 2. 2
(p désigne la projection de L (') sur le sous-espace E des
N,N N,N

polyndmes de spectre dans [bN]z).
La différence de (1) et (2) donne :

* % ((1-P

: . YE. e, ,,f e ) =
(k’g)eLquz NN’ 5 2%, 27 1%, 2

z 3 X C (f,e ) C (f.e ) .
(k,Z)e[QN[Z (m’n)822\ﬂp”2 m,n 1 k,% m,n 2 k,%
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On obtient le résultat de (i) par des calculs analogues i deux

effectués dans la proposition 2

- 1 = =
ii) En £ 1' - =
(ii) En fait opérateur N+l (TN N 1f2 TN,Nfl TN,NfZ) SN,N
se présente comme un produit d'opérateurs sur EN NG
b
S = P * -y tout € E
N,N N,N KN,f1 KN,f2 » avec pour tout p N,N
=) =— (a-p, JD(EP), F=1,2.
KN’fj VN+1 N,N" "3
Les opérateurs KN r3 sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H2+ .
>f.
J
On a ainsi :
et Ty 1 Fp =Ty T2 1y € Bl I 7 s Ml 2
N+1 ""N,N 172 NN1NN2 1 S N,N KNle KN H.S
1 = 1/2
1 T T, . e (Fel IO .
N+1(k,2)€[QNJ2 (m,n)ezz I_O,NJZ m,n 1 k,%
1 2,1/2

2 E,e, )15
N+L SL)E:[ON] (m, n)ezz\[omj “m,n 2%, 2

D'aprés des calculs analogues 3 ceux faits dans la proposition 2 et

1'hypothése Ilfjnz , les expressions du second membres de 1'égalité

1
2.2
. . 2

en restant majorées vers/ ||f1”

2
et ||£, ]|
! 2 27,

ci-dessus tendent 1 1
2 *2

d'ot 1'inégalité de (ii).

Preuve du Corollai:e 2

Montrons (i) , pour k=2 , on a :

-1 1
Tr N+1 I(T (I-Kh)) - T R (l-kh)I

[}
3

2,2 3
e oy AP -ty 0 2%y () (@A Ty ()T -T DT G

’

1 Ah

))
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La fonction A — ¢(A) est dans Cw([o,l]) 3 cause de 1l'hypothése
[In]l < 1 . En tenant compte du fait que ¢(0) = O et en faisant tendre

N vers 1'infini, on a

1

¢ = $(0) = A ¢'(0) = A® Lim T (T () = Ty (b))

N+1 r N,N

N->oo
= 23 @im = T (T_(T) (B (T (1-AR)) It (h3)T W)
Nooo N+1 N,N N,N N,N
Les quantités N+1 IT (TN N(h) - TN N(h) TN N(hz))l et

[(T (h) TN(hZ) - TN N(h3)| sont majorées respectivement d'aprés

N+l
le lemme ci-dessus, par Ilh”q).llh”% et llh” I[h ” 1 d'autre part
2 2 2:3
. ~ ~ -1
en utilisant 1'égalité lﬁ:T-T (T (I—Xh)) - TN NCT:XE)I
1
< 2 Sup |<Log 1-Ah , > I on remarquera que
refo,1] R
Hh ”2 lé Kl( Hh“m + ||h||2 l) » comme il a &té vu plus haut (_K‘zc.y,imﬁawiﬁ'
2 >2

On obtient ainsi

. 1 2 <b"(O)
Lim 57 T, (Ty

N>

() = Ty ) =

On établit (i) pour tout entier k, par un raisonnement par récurrence

et par le méme procédé que celui utilisé ci-dessus.

Montrons (ii)
Remarquons d'abord que pour un choix convenable de A au voisinage

de O 1les séries

(h) et L a, A T (h™)
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Convergent pour tout N en normes d'opérateurs

k
(en effer ||y (| <[[n]lS et g @91 < 110l

D'autre part il existe une constante C' telle que : (k > 3)

)k

1
2,2

(1) Wt T Ty g ® - Ty y@9) | < e Clinll s I

En effet, on a

k-1 k-1

k
N+1 [T, (T N - Ty (W] < N+1|T (T, (B) Ty (B = Ty p(B) Ty () |
+ el T (T Ty (T -1 (hntTh |
1 k-1 k-1 k-1
< IITN,N(h)” ITrm(TN,N(h)-TN,N(h AR LY N | L o
2,5 2,5
2 2
or Hhk | k-1 (cela se déduit de la

k-1
gc ]l +nll
2.‘/7 2"5
démonstration du fait que A est une algébre/ voir ke Lemime s)en prenant

C' > 1, et en utilisant une hypothé&se de récurrence sur k-1 , on

4
obtient 1'inégalité (1), dé&s qu'on 1'a montre. pour k = 3., On a

T, o = Ty (] < Inll, g | ag -t (@D RIn g 6%

N,N

N 1
+1 2’_2_

L'utilisation du lemmehet les mémes remarques que ci-dessus permettent de

montrer 1'inégalité ({) ci-odessus ‘r\aur k=3
e la v w2
L'inégalité (Z)fous permet .+ ., pour un choix convenable de A au

voisinage de 0 . d'u Ffhoer La ng\\,ugmq T fmm prows ttenic .
o0

k 1 k k
1im (£ a, A7 == T (T, (h) - T, .(h?)) .
Moo koo K N+I “r N,N N,N



91

[e o]
k 1 k k
= X a A lim = (T.(T (h) - T (k™))
ok ow N1 N,N N,N

et le corollaire est démontré.
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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Inversion de la matrice de Toeplitz en  d
dimensions : développement asymptotique de la trace de Uincerse a Fordre d. Note de
Abdellatif Seghier, présentée par Jean-Pierre Kahanc.

Lopérateur de Toeplitz associé a une fonction positive f de L' (TY) et a une partie finic A de 7 est le
produit de la multiplication par f ct de la projection sur I'espace E des polynémes trigonométriques a spectre
dans A. On le restreint @ E,. Supposant /= | P| "2 (P : polyndéme trigonométrique) on donnc un développement

asymptotique a Fordre d de la trace de I'inverse quand A tend vers Z*“. Dans une précédente Note [1] nous
avions indiqué le développement a I'ordre 1 (deux termes).

FUNCTIONAL ANALYSIS. — Inversion of Toeplitz matrix in d dimensions: asymptotic development of
the trace of the inverse operator of order d.

The Toeplit= operator associated with a positive f € L*(T?) and a finite A =7 consists of multiplyving by [ and
projecting the product on E,. space of trigonometric polynomials with spectrum in A.  Considered as a mapping
Jrom E, to E.. it can be inverted, and we study the trace of the inverse operator as A tends to 274 Assuming
[= ] P! =2 (P: trigonometric polynomial) we give an asymptotic expansion of the trace to the order d (in a previous
Note [1] we had the expansion to the order 1).

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS. — (a) Soient >0, feL'(TY), d un entier supéricur ou
égal a 1, A une partic finic de :
Zi={m=(m,, ...,m)eZ’ Vj=1, ....d m;=20}.
On désignera par E, lc sous-espace vectoriel des polyndémes trigonométriques a spectre
dans A. On posc pour :

m=@m,, ..., my)eZ! et (0,. ....0,)eT.
d
Xm("m', e, em‘)=e'j§1 ("U'.oj)’

et, pour he L' (T?), h~ Y h(m)x™ (série de Fourier de h). On pose n,h= 5 h(m)x™

ez? meA
On définit la matrice de Toeplitz associéec a f et a la partic A, qu'on notera T, (/).
comme la matrice de I'opérateur :

VPpeEL, TA(S)p=m4 Jp.

(b) On note, dans L*(TY) :

H2+={heL*(TY, h~ Y h(n)x™, meZ4 }
et P le projecteur orthogonal de L2(T9) sur H2~.

H2- =y H2+ ct Q lc projecteur orthogonal de L2(T%) sur H2- ct enfin :
HZ-=L*(T90H?2 ct P_.=1-P:
H2+ =L2>(TY)0H?- ct P,=1-Q.

(¢) Dans unc précédente Note nous avons indiqué une fagon d'inverser la matrice de

Toceplitz. Cela est faisable a I'aide d’opérateurs quec nous allons définir.
Soit N=(N,. ..., N;) un multi-enticr. On note par ¢=%x"*"!g/g et on définit :

voeH?-, H, . : 0P (¢pun0)ecH?-.

oN
0249-6321/85/03000539 § 2.00 © Académie des Sciences
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L adjoint cst donné par :

VvneH?-, H),: n—->P,(pyn)el?-

2. On rappelle, en la généralisant. la proposition obtenuc dans [1]. On prend

A= 10, ..., Nj} et on note Ty(f)=T,(f).

J
1

™M =

J

PROPOSITION. — On suppose f = |g|?, avec g et 1/geH™.
Alors :
(1) Il existe une constante positive K telle que :

VN, [Heull =K <1.

(ii) Lopérateur T([f) est inversible et d'inverse défini, pour tout qe Ey, par :

. 1 1 -
(Tx (/N (= s — - P— (5') — = PolI=HE Ho) 7' P by P('—i).

lg|®> =& g g
2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE (Tn(f)) ™' A L'ORDRE 1. — On suppose que :
. N;
lim il =a;>0.
inf Nj — » 4 1id
1sjsd ( l—[ (Nl+ l)>
k=1

On notc par ny le projectcur de L2(TY) sur Ey. On obtient un théoréme qui généralise
cclui de la précédente Note, en cec sens que la variation du volume du « rectangle »
d

= [] {0. .... N;} dépend de toutes les directions de Z% quand inf N; — oc.
ji=1
THEOREME 1. — Les hypothéses sont les mémes que dans la proposition ci-dessus. On

suppose en oulre que :

>

me 2%

l 1\ . . :
( ) (m)l <+, (( -—) (m) =coefficient de Fourier au point m)
4 £

. d - 2
> ( > mk)l(l) (m)| < .
me'l_'l* k=1 g

On pose pour tout geLEy=E, :

el :

. 1
Ax olq)=T1 N(‘f)(q)‘

1 x!\'#l XN*’I
AN_,(q)=nN<—~>P <‘_l_)+ s P+(-«~-~ »—q).
£ g £ g
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Alors :

(i) lim e T, (T (D "' —An o — An, 1) =0.

rnj- o [ 1/d
'légéd, ( I'T(N '*'l))

G)  lim — ((TN(f>)°*—TN( ))
inf Nj — o ) S

isjsd [T(N:+D

i=1

=-2 3 5: '_"_E)

mezd \k=1 Ax

(-‘—) (m) :
£

3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE(Tn(f)) ™' A L'ORDRE d. — Pour d 22, nous suppo-
serons que f = |g| avec 1/g polynéme trigonométrique. O#t rappelle que :

- g g- g
Ho, Po “’ZL"(E) =p-2TP. ;’"“‘(P(;»'

Soient ¢ et ¢’ deux sous-ensembles de {1, ..., d} tels que cNc'=. cardc =k <d,
card¢’=d—k. On pose :

Qe Y=o, ..., L;} 1 fL, ....2L,+1} ] {LL,}

iec jetl.....d}/lcuc) lec

et :
Z)={(m, ..., m)eZ’ Jiel, m;<0}:

H2  (c)= {hefA*", h(m)=0. si me¢Z(c)}

ct cnfin 'opérateur P. qui est le projecteur orthogonal de L2 (T9) sur H*~ (¢).
On définit alors I'opérateur :

THEOREME 2. — Soit [=|g|% g*' e H™. On suppose que 1/g est un polynéme trigonomé-

ELBq b d P‘. Hsz P+ (p’l. p(

RIS

On pecut énoncer le théoréme suivant.

lru]ue de spectre contenu dans t = n {0. L;].

i=1

Alors pour k=0, ....d:

(1) lim —_—
infNj = « (V(N”l—(k:dl

k
Tr[(TN(f))— t— Z AN_,] =0.
1=0
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(i) L.es limites suivantes existent : (k=2) :

1
a, = lim T, (AN k)

T e
inf N; — » \',(N)‘ i

-— C
Z ( n %) Z Z " P, HQ:L P, @, P(':.)
c’<il.....d] lec’ cctl,.....d¥c’ hefQQ(c.c’) Y
cardc’ =d -k

2

[ N
d
TATN()) '=ao [T (N;+1)
i=1

d @—1)d 4
+a,( TN+ l)) +...4a._ | []T(N;+ l)”") +ay,+o(l).

i=1 i=1

Remarque. — (a) Le probléme du développement asymptotique a un ordre d=1 a été
abordé par H. Widom dans un cadre plus général (opérateurs pscudo-différenticls) englo-
bant les opérateurs de Wiener Hopf (anaiogue des matrices de Toeplitz dans le cas
continu).

Trois termes explicites ont ¢té donnés [2].

(b) Le développement asymptotique de la trace de I'inverse est équivalent au développe-
ment asymptotique du déterminant de la matrice de Toeplitz, et en procédant comme
dans [1]. il est permis de s’attendre a un développement a I'ordre d du déterminant. En
outre. une extension du cas f=1/|P|? ou P est un polyndme trigonométrique a f
quelconque (avec certaines restrictions) sera possible. Cela fera I'objet d’une prochaine
Note.

(¢) Le domaine sur lequel est tronqué l'opérateur de Toeplitz varie selon toutes les
directions de Z% (d paramétres) et non plus par rapport a un paramétre. Cependant la
géométrie du domaine reste encore simple (multi-rectangle).

Remise le 4 février 1985.
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Let / be an integrable function of the d-dimensional torus and let C,, be the
Fourier coefficients of [/ (m = (m,.... m,)e Z9). We denote by A =T1¢_, {ON,}:
(Ny.... N,)e Z4. A Toeplitz matrix associated to f and A is defined by

Tl(f) = (Cm -’ )v

(m,m’') = ((n,... m,). (m)... m,;))e Ax A. The asymptotic development (with
order o) of the trace of (7,(/)) ', as |A] = Card A4 tends to infinity is given when
/=1P|l ° and P is trigonometrical polynomial. We denote by Tr, the trace of the
matrix and we have the main result of this paper: Tr(T,(/f))"' =
fALaol )+ A1 D a (Y + - + A5 a () + - +aff)+o(1). «" 1986

Academic Press. Inc.

Soit T“ le tore a d dimensions, f une fonction positive de L'(TY),
m=(n,,...myeZet C,(f)=C,, les coefficients de Fourier aux points m.

Soit A une partie finie de Z“, on définit la forme de Toeplitz associée a f
par:

2
Y C, e\ do

meA

Faf) =

14

ou do est la mesure de Haar sur T
On note par T,(f)=(C,, _..), (m m)eAxA sa matrice: on I'appelle
matrice de Toeplitz associée a /.

1

Soit N=(N,,.,N;) un ¢lément de Z<¢. On étudie, lorsque
A=TT17_, {0.,.., N,}, le comportement de la trace de (7T ,(f)) "' (4 condi-
tion que l'inverse existe) quand inf N, tend vers l'infini. Dans le cas du

380
0022-1236/86 $3.00

Copyright ¢ 1986 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.
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tore T, Szego [2] établit le théoréme suivant (avec quelques conditions
restrictives sur f):

+ o0

lim (log(del TN(/) - Tr TN(Ing)) = Z |l1| lC,,(lOg/)'z

N—x n= —oo
(ou det = déterminant).
Nous proposons dans ce travail deux résultats:

A

Lorsque f=|g|?, avec g*'eH™, 3,..|(1/g) (m)<oo et
mest (Zd_ym)(1/g) “(m)]*> < oo, nous obtenons un développement
asymptotique avec deux termes, le multi-rectangle tend “vers I'infini” dans
toutes les directions de Z¢ de maniére différente. On note T, (1/f) la
matrice de Toeplitz associée a 1/f, et m= (m,,..., m,), on a:

lim (' [TV, +1) '/‘“Tr((TN(f))-'—TN(;',-_)))

inf N — T

1 <li<d i=1
(x, sont des nombres positifs caractérisant le mode de croissance des “rec-
tangles” A, quand inf N, tend vers l'infini).

B

Le deuxiéme résultat, qui est aussi le principal, est un développement
asymptotique de la trace a I'ordre d, qui correspond a la dimension de I'es-
pace. Dans ce travail, nous supposons /= 1/|P|? ou P est un polyndme tri-
gonométrique, une extension a f=|g|?> ou ge H™ est en préparation.’

d

-2y 32

r7167 k=1

ny

d d d - 1/d
Tr(TrN(/f)) l=ao I_I (N,+ 1)+ a, (H (N + 1))

i=1 i=1

d
+ - +a, (H (N, + l)'/">+a,,+o(]).

i=1
2

Le comportement asymptotique de Tr(7,(f))~' permet d’obtenir un
théoréme limite de Szego, sur les déterminants ainsi que cela a été fait dans
un article de Widom [7] dans le cadre du tore T et de R". Cette idée est
reprise ici, et I'effort portera sur le développement asymptotique de la trace
a tout ordre. En effet, nous avons donné, dans une précédente note [47], un
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développement asymptotique de la trace de I'inverse, avec deux termes, et
nous avons précisé le calcul qui rendait ce développement équivalent au
théoréme limite sur les déterminants (et plus généralement pour
Tr F(T\(f)) ou F est une fonction analytique telle ‘que F(T y(f)) ait un
sens).

Ce point de vue permet de s’attendre, dans le cadre de ce travail, a un
développement asymptotique du déterminant (respectivement de
Tr F(Ty(f))) a I'ordre d, comme conséquence du résultat énonceé en B.

3

Le théoréme limite de Szego sur les déterminants généralisé a T et a RY
(développement avec deux termes) a été établi par Linnick en 1975 [3].

La méme année, la généralisation a R“ de ce théoréme est proposée par
Widom [5]. avec des conditions plus générales sur f (transformée de Fou-
rier du symbole) qui permet de définir I'opérateur de Toeplitz.

4

Le champ d’applications de tels résultats est important, il suffit de se référer
a I'abondante littérature concernant le théoréme limite de G. Szego. Signa-
lons toutefois deux applications récentes:

(1) une application aux statistiques pour étudier la qualité de I'ap-
proximation (due a Whittle) de la vraisemblance d’un champ aléatoire
gaussien.

(i1) une interprétation de l'entropie en cristallographie a l'aide du
théoréme limite de Szegod (Entropie de Burg).

5

Les résultats les plus importants et les plus décisifs concernant le com-
portement asymptotique du déterminant sont obtenus par H. Widom
(1975-1981) ou le lien a été fait avec d’autres domaines et d’autres opéra-
teurs (opérateurs pseudo-différentiels) sont mis en évidence [5-7].

Ainsi, dans le cadre le plus général (variétés riemanniennes), Widom pro-
pose un développement asymptotique a un ordre quelconque et ou les trois
premiers termes sont explicités.

Il serait intéressant d’établir un pont entre les deux points de vue.

Les méthodes utilisées ici, dans le cadre discret, se basent sur des idées
géométriques: intersection de sous-espaces de Hilbert, angle de sous-espa-
ces, etc.

Je tiens a remercier particuliecrement le Professeur D. Dacunha-Castelle
pour I'intérét qu’il a porté a ce travail et pour les encouragements prodi-
gués au cours de la rédaction de cet article.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

d

Soient />0, fe L'(T¥), d un entier supérieur ou égal a 2, A une partie
finie de Z4 = {m=(m,,..,m;), m;=0, j=1,..,d}.

On désignera par E , le sous-espace vectoriel des polyndmes trigonomé-
triques a spectre dans A.

On pose pour m= (m,,... my)e Z% et (0,,..., 0,) e T“. x™ est définie par:

L. . . —d
XIN(()I(h’ ()IUZ’“., (,l(hI) — (,IZ,: 1 (nl,.(’,’),

Vhe LN(TY), h~3,.c ra2,, %" (sériec de Fourier de /), on pose
: P

m
n/1h= Z amX °

meA

ce qui définit n, comme projecteur de L'(T¥) sur E,.
On définit la matrice de Toeplitz associée a f et a la partie 4, qu'on
notera T ,(f), comme la matrice de I'opérateur:

Vpe E,, TYp=mn,/p.

b
On note dans L*(TY):

H** ={he LA(T), h~> a,,x",meZ"}

et P le projecteur orthogonal de L*(T“) sur H>*
H? =yH’* et Q le projecteur orthogonal de L?(T¥) sur cet espace.
Enfin:

A** = L¥(TY © H* et P,=I1-0.

A =LXT)© H** et P =I—-P,

INVERSION DE LA MATRICE DE TOEPLITZ

L'idée générale pour inverser T (/) peut étre la suivante: on construit
dans Lf,i,(T") un sous-espace K de dimension finie tel que
E,= {0/f:0e K}. On considére la décomposition suivante:

L} (T)=K®K" . (1)
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On observera que L} (T)<= L'(T¥) du fait que fe L'(T“) et de I'inéga-
lit¢ de Schwarz. |
Le sous-espace K* est alors composé de fonctions ¥ € L3, ([T) vérifiant

y(k)=0, Vk e A. (2)

En cffet soit y e K+ et 0e K, on a:
J.()-g,da=0 (6 mesure de Haar sur T9).

Comme par construction tout polynéme €E , s’écrit 0/f, la relation (2) s’en-
sutt.

Soit P, le projecteur orthogonal de I.f_,(T") sur K et ge E,. On écrit
P, g =/p ou pest un polynéme de E,. On décompose ¢ suivant la somme
orthogonale (1):

qg=f/p+q—Jfp.
On a d'apres (2).
g=P,q= P,f./)) =T (f)p=P,Pgq.

Cect montre que 7 ,(f) est un opérateur surjectif sur E£,. Comme nous
sommes c¢n dimension finie, il est inversible et:

p=(T (/) "g=(1/f) Prq.
b

On notera dans la suite H™ I'espace de fonctions definies sur T“ qui sont
limites au bord de fonctions analytiques et bornées dans le polydisque-
unité. On suppose /= |g|” avec g*'e H*. Soit N=(N,,... N,)eZ , on
prend 1= (1, 1.... 1. A=T1/_, {0... N;} et on note Ey=FE ;.

LemME 1. Posons K=gH ngyN*"H? . Le sous-espace K vérifie alors
les propriétés décrites en a.

Preure. Comme gt'eH” g 'H** =H>* et g 'H> =H? . Soit
$e K. alors ¢/f'=¢/|g|* et ¢/Igl*e(1/g) H** n(1/g) YV *'H? =Ey.

Remarque. On peut écrire K=g(H>* n(g/g) x"+*'H?> )=gK,. On note
par P, le projecteur orthogonal de L*(T“) sur K,, on a:

Vge Ex.  Pu(q)=gPx, (g)

<
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et

1
(TN(f))_l(q)=§ P (g)-

Il ne reste plus qu’a expliciter Pg,.
Posons ¢, =y * ! g/g. L'orthogonal de K, dans L*(T¥) s’écrit:

Ky =H* +¢yH**.

Sionpose Ly=H** n(A**04,H?* ), ouaussi: Ko=H> @pyLy.On
remarquera que Ly =P, (dy H?>*). Ainsi pour tout Yy € L*(T¥) on a:
(l) PK()(!/]):l/l_limrl—viv(ol.rl+¢NP+(¢’N 02.01))'

Avec Vn>0, 0,,€ H*> et 0,,€ H*>* (n entier).

LEMME 2. Soit Y un élément de L*(T“). Pour qu'un élément de K, noté
Py, soit la projection orthogonale de  sur ce sous-espace, il faut et il suffit
qu'il existe deux suites:

(O, ) nen< A* et (0,,),en< H?Y telles que:

(i) lim,_ ,(0,,+é~P, dn0,,) existe dans L*(TY).
(") limn—~ s (P+ (&Nol.n) + P+ (¢N02.n)) = P+(¢N‘/’)
(l") lim,,_,.,_ (Gl.n+ P ¢NP+ ¢N02.n)

et la projection est donnée par:

Pl\'n(w):w_ llm (Hl.il+P+ JNOZ.n)-

n — xX

Preuve. (a) Les conditions sont nécessaires: si P, () est la projection
de ¢ sur K,, la relation (1) dans ¢. implique (i) et on obtient (ii) et (iii) en
écrivant que

PA'O(‘//)GH2+ et PA'()(!/’)E¢NH2H'

(b) Les conditions sont suffisantes: La condition (i) montre que si on
pOSC. Pxo(lﬁ) = dl - limn—o oc(ol.n + ¢NP+ JNHZ.n) alorS ‘l’ - PK()(‘//) € KO et
les conditions (ii) et (iii) montrent que P, (¥) € K,.

Les équations (ii) et (iii) du lemme impliquent

lim (/— P, ¢nP_¢N) P (n0,,)=P_  dn PWY).

n — x
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Remarquons que Ly = (I—P,¢vP_¢y) H**, e on a
P,¢wP_¢nLycLy. Notons par H,, la restrictionde ¢y - P_¢yy a Ly.
La restriction de l'opérateur 6 - P,  d P_¢pn0 & L, est égale a H}, H,,.

PROPOSITION 1. On suppose que f=|g|* avec g*'e H®. Alors

(1) 1l existe une constante positive o telle que
VNez“, |Hyll <a<l.

(i) L'opérateur T \(f) est inversible et d’inverse: Vqge E

lgl> g

e 1 1 } q
(74\-(./)) (q)= il —— P (g)"§P¢N(I“H;~H¢~) 1P+¢NP<§>-

Preuve. (a) Montrons que pour tout NeZ%, ||H, |l <1. D'aprés la
définition de 'opérateur H,, ceci équivaut a montrer que H>~ + ¢ L, est
fermé pour tout Ne Z¢ . D’aprés ce qui précéde ce sous-espace est le méme
quc

A +¢ HB2*=H +§_X(N+l)i_’12+.
g

La fonction g*'e H™ par hypothése. Ceci implique que gA? = H? et

LN+ 1) 72+ SIN+1) 2+
2y H>* =y VH? .

Le sous-espace précédent s’écrit:
57['72" +gx(N+l) 1‘_"{2+ =ﬁ2— +X(N+l) i_‘i2+.
Nous avons alors:
1_72-- +X(N+I)i_"{2+ ____i’{l—— @ (X(N+I) H2*+ @ (ﬁ-~~ (‘\X(N+”ﬁ2+)).
Il suffit en effet de remarquer que:
Z(.\'+l)ﬁ2+ @(Flz mX(N+l)ﬁ2+)=H2+ @ENC(FP )'_L

(L \ est le sous-espace des polyndmes trigonométriques défini ci-dessus).
Ceci démontre que P, gy PpnH?* est fermé, donc

IHE H,, |l < 1.

(b) Il existe un nombre « positif tel que VNeZ4, |H, | <a<.
Posons py=|H,, |, nous avons vu dans a) que pour tout NeZ4,
p v < 1. Supposons que (p,) ne soit pas uniformément bornée par a < 1. Il
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existera alors une sous-suite infinie (N,) d’éléments de Z¢ et une suite
Y€ Ly, avec Y, |l =1, telles que:

lim [ Hyu Yl = 1. (1)

Posons Y = yMy,. A** =ker(I— HY H,)®1Im(I— H} H,). Projetons
Y, sur le noyau et I'image: Y, =y, + ¥, -, on a:

He v (Y)=P ¢/Y‘¢k=P S Wi+ P Yo

Comme ¢, ,eker(/— H* H,)=HA** ®$ , H> ,ona P ¢ Y, =¢ ¥, 1l
s‘cnsuit que:

1P ¢ billP= Wi, 1P+ 1P ¢ isll2+ (D1 Wins P 1Wks)
mais
(P ¥ias P i) =( Vi1, $1¥i2)=0

et I'hypotheése (1) devient:

Jim (1= Yii 2= 1P ¢:1¢ilI?)=0. (2)

En posant 1= [l%, 12+ Wi lI> = 14 1I% on a:

Jim (1 1= 1P ¢1¥ial>)=0. (3)

Montrons maintenant que pour tout Ak, |[{; .| #0.
En cffet. supposons le contraire, c’est-a-dire que ;€ H> "¢, H* ,ona
alors

P ¢|l/f;.~=P» ¢N,..!//k=¢NA'//k=¢ld/2r-

Cela n'est possible que si Yy, e H** ng,y H>™ =(Ly,)*. Comme par
ailleurs ¢y, e L,, ceci implique ¢,=0, or |y,|ll=1 par construction,
I'hypothése faite est donc absurde et on a bien |y, || #0, Vk.

Nous déduisons de (3) la relation:

Jim P ¢ (Pleo/ Wi DI = lim Hy (Yio/ IV DI =1, (4)

. - X

pour une suite (Y -/Il¥i-1)k >0 dans L,. Mais ceci équivaudrait au fait que
|H, | =1. Ce qui est contraire a ce que nous avons établi dans a).
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Montrons (i1)
Nous allons utiliser le lemme 2. Posons

r
=S (HX, 11¢~)kp+¢INP(§).

k=0

Les sommes Y, vérifient les conditions du lemme 2. Posons P, JN()Z.,, =y,
et 0,,=P (q/§)—P (¢n¥,). (Comme y,elm(I—H} H,,), 0,,e H**
existe pour tout p.)

LLes sommes y/,, convergent d’aprés (i), il s’ensuit que les conditions (i) et
(111) du lemme sont satisfaites.

Etudions la condition (ii) du lemme, on a:

- - - (4
P~((/’.\'()l.p)+P+(¢.’\'()2./»)=P+ ¢,’\’P é_P+¢NP ¢N¢’p+!!//)'

On a par construction de ¥ ,:

(I — P; Q;\P ¢\) (//,,:(——(I—H:;N H¢N)p+l) P+$NP(§)

Le fait que ||H} H, |l <1, implique (en tenant compte de P =7— P):
llm (P+ (¢—,\'()I./r) + P+ q;;\/()l.p)) = P+(¢;/~¢)
P s

Ce qui est la condition (ii) du lemme 2. En tenant compte enfin de la
rclation:

X 1 ¢
Vge E . (T(f)) 'g= ; Py, (é)

on obtient I'expression annoncée de l'inverse de T ,(f).
La prochaine étape sera consacrée a I'étude du compotement asymptoti-
que de la trace de (TA(/)) .

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA TRACE DE (Th(f)) '

1. Développement asymptotique a l'ordre 1

(a) Notations. Soit N=(N,), j=1,..,d, un multi-indice dans Z% (Z,
est I'ensemble des entiers positifs ou nuls, d entier positif fixe). On considére
tv=[1/-, [ON,J=Z% et on pose V(N)=cardty=T[1¢_,(N,+1). On

suppose lim(N,) = o, et limn) = o (N/V(N)) =0, 20, k=1,..,d.
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Le symbole Tr signifie trace d’un opérateur (les opérateurs considérés
dans la suite seront de rang fini). On rappelle enfin que E, est ’ensemble
des polyndmes trigonométriques a spectre contenu dans le multi-rectangle
Ty

(b) Résultar. On a alors un premier théoréme qui donne un dévelop-
pement de la trace de (To(f)) ' a l'ordre 1 (deux termes) et qui est
¢quivalent au théoréme de Szego sur les déterminants.

Ce résultat généralise un peu celui qui a été obtenu dans une précédente
note (4), en ce sens que le multi-rectangle t, varie difféeremment suivant les
directions de Z“ lorsque inf N, tend vers I'infini. Cependant la géométrie du
domaine reste simple pour l'instant.

THEOREME 1. On suppose toujours f=|g|* et g*'e H™. Soit B, le coef-
ficient de Fourier de 1/g au point m= (m,,..., m,) de Z .

On suppose en outre que 2mezd |Bml < +o00 et
Se 2t (4 my) B, 1P <00, Soit my le projecteur de L*(T“) sur E,. On
pose pour tout g€ E

1
Anolg)=Ty (7) (9),
1 N+ 1 =N + 1
Anvai(q)= —my ("P (Z)""X — P, <X q))
g g g g

() Nim e Tr(TW()) ' = Ao = Ana) =0,

. . 1 B 1

-2 3 (521502

mel‘i k=1 X g

Alors

Preuve . (Montrons (i)). Posons An(q)=nn(q/lgl%)—nN((1/g) P_(q/g)
+ (1/g) P¢n P, $nP(q/g)) et pour nety, e, =x".
On a d’aprés la proposition 1,

Tr((TAV( ) ' —AN) =Y ((TA(f) "'—AN) e, e,)

neTn

—_ z Zf: (H}, H¢~)"P+¢.~P(fg;>’P+JNP(%>>

newxnp=1

s(i uH,,,Nu") 3

p=1

2

P #nP.duP(2)
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D aprés la proposition 1, il existe une constante positive K telle que VN,
2o IH I < K.

Etudions dans le second membre de I'inégalité la somme étendue
a t.. On définit, pour L=(L,,..L,)eZ%, 1/g, =3 ce, Bmx"(t.=
7., [0L,]). Comme 1/ge L*(T“) on a lim;,¢,, . . I1(1/g)—(1/g,) ;=0 et
d'autre part la condition X |8, |< +oco implique lim;,, _ . lI(1/g)—
(Lig ), =

Ces deux limites nous permettront d’approcher 1/g par 1/g, dans la
suite. La preuve de (i) se fera en deux étapes.

Soit maintenant L= (L,,.., L,)et,, et décomposons 7, en deux sous-
ensembles: Ty =714, U(t\\ty, )00 Ty, =TT/, [L;N,—L,].

Etape 1. Majoration de (1/V(N)' V) 3, .o, IP_¢nP . nPle, /2>
Utilisant le fait que P=7/— P , on écrit:

SN+ 1
_ (’” Z (’"
P+ ¢.\' P<T>= P+ <——_ (),,>_—P+ &NP <__>
g g g

SN+ 1

X v ] 1 )— €,

= e, —P X (—__-— gP —

*( g ) " g gL g

Sinety, alors P, 7v*'(g/g,) P (e¢,/€)=0. En effet soit he H>* :

<P+7f-“+13 (‘) > < J ~+|gh>.
81 &g

Comme 1/g, est un polyndme trigonométrique de spectre contenu dans 1, ,
onay“*'g/g, ) Vhey ¥ 'H** et P (e,/8)ex"H* , mais H> = (H>*)*,
il s'cnsuit que le produit scalaire ci-dessus est nul pour n,<N;+1—L,
(/j=1... ) et en particulier pour net,,.

On a d’autre part:

P $P,FyF /"—)
\g

_p ¢ P (zNﬁ-le) P¢ P N+I(l l)_P (e,,)
— ¥ N + g n NE L X g g, g _ g-

on procede comme ci-dessus et on écrit:
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SN+ 1 ' SN+ 1
X 1Y _ X
P_ P ( e,,)zP~ (———)gx”*'P (—-e,,)
InPe g g & *\ g
= N+ 1
+P»—XN+I§—P+X_en’

g1 g

ct on remarque que P_y"*'g/g, P, (x"*'/g)e,=0,sin,>L,(j=1,.., d).
Ainsi pour n€ t,, on a la majoration suivante

> a<>
< 2

1 1 SN+ 1
neINL g gL g
1 1 e, |?
Z. Yt \e s g

netnNyg
.
lell ( Y + 2
* neETNyL

l l =N+ 1 2 > 2
< r. (o) » )
g neE TN g

On remarque que 1Py (XM e P =2czt ey 1Bal?  (T,=

g &L
[T/, [0n;]), n"=N—n, et
= Z l/}rnlz

g me Zd \1,

On obtient alors 3, c.,, 1P (XY '/8)eI? = pcen, 1P (e,/g)II*. On
peut d’ailleurs majorer ces sommes par des sommes étendues a 7, et on a:

T LI e G
<(lz=zl. 12 )Gmm==z|7 (%)

dans la partie (ii) nous montrerons que
» (%)

En faisant tendre inf N, et inf L, vers I'infini on obtient:

l ()"
wiAm O S P _¢nP.BNP (?)

neTN|

2

2

-

2

)

2
= cte.

mf}\!,nl o V(N)' V(N)' 4 Z

nezry

2

=0

ce qui acheve I'étape 1.
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Etape 2. Majoration de:

‘ 3

1 - 1/d
V(N) ‘ netn\ta.L

2

P buP.duP (%)

Posons ¢n, =(g,/8.)x"*"'. Ona
Ll s (§)r esr )Y
S(nmgwl. P ¢yP, NP (tg) P ¢ P.,FnP (;l> 2)1/2
ol s )-r s )

ik g

ne TN\TAY
e, e 2N\ 1/2
(T NP P b (3) =P tuiPdnr(2)])
g g1
(2.1)

nerta\tay.

tenant compte de [[gy —dn ol <211 /g 1(1/g) — (1/g.) |, . L'expres-
sion (2.1) ci-dessus est majorée par

(card( v\ )),/,< 1 1 +4”1 1 1 2)
T\ Tn A ffl——— - .
ML g &1l g 8. g1
On obtient la majoration suivante
e 2\ 1.2
( > P ¢~P+¢5NP(-T")" )
NnNeE TN NI g
e 2\ 172
s( Z P ¢/\ 1. P éNl ( ) )
neTN\TAN gl.
+ (card(t ))'/’O LY RPN N o . ) (2.2)
card(t\T 2 l— == —_— ) ]
ML g, &l 2. l- g &

Majoration dC Zne ta\TAL "P ¢N.LP+JN.I_P((en/g_L))Hz- QUC]qUCS remar-
ques d’abord, on écrit:

e, N+ 1 e,
P ¢N1 ( )=P+ (Xg en)_P+JN.LP—» (g. ),
L ' L

g
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<P (—fl), h> = <e,,,£> =0 sin,> L,
gL gL

de méme P, ((x V*'/g,)e,)=0sin,<N,—L,; (i=1,..,d).
D'autre part P_¢n, P, (x VN*'/g,.)e,)=0sin,>L, i=1,.,d En effet
soit he A*~

y(N 1 SN+ 1 —
<P--¢N.LP+ &_—t_—_)'en9h>=<P+L——(’ns X“(N+l)§-l;h>.
g1 gL gL

or Vhe A>,

Comme 1/g, est un polyndme trigonométrique de spectre contenu
dans T1¢.,[0L,], x ““*'“g./g ) hey W*"+*LH?>~, dautre part
P.((y “*”"e,,)e[“”*”*"H“ et les deux sous-espaces sont ortho-
gonaux si n, =2 L;, i=1,.,d.

On a aussi P, @y, P (e,/g,)=0,si n,<N,—L,. En effet, soit he A**,

(Podnep Z2ny=(p 2Eyrp),
l_

Comme ci-dessus on a P (e,,/g,_)e)("H2 et (g, /8. )xM+" hexV*
H** et ces deux sous-espaces sont orthogonaux si n, < N,— L,.

Ces remarques montrent alors que P (¢n, P, dn . Ple,/g.)) est nul si
n¢S... avec

S\,,-—r\\((]—[ [ON,— 2,10 [T [LN]))

J=1 Ji=1

L'étude de la somme précédente se réduit a ’'étude de la somme sur S, ,
et on a la majoration suivante:

(n € TN\ ]

On en déduit la majoration cherchée.

D/ (card Sy,)"? |—
__ P_¢ P,.dnP(En
(V(N)'—”" )3 l -Pn Py Ou (g_)

2) 1/2
ne TNy
1

< card Sy, \"? (card TN\TN.L>|/2
< |— — + T 174
g2\ V(N) V(N)

(I )

1
g1

P bl bns P(2)

g1

2

5

1 1

g 8.

1

+4 | —
gL

Y

g, 8

x



111

394 A. SEGHIER

Nous allons montrer que le 2° membre tend vers 0 quand inf;_,
et inf L, — oo.
Evaluons card Sp-:

Sva=i{n=n,.,n)ety/A,j),i#j;, (n,n;)e [OL;,Jx[N,—L;+ IN;]}

mais  card([OL,] x [N,—L; +N;] x TThsywipe=1 [ONL]) = L,L,
I T i) » ik =1 (N +1). Or Sy, est formé d’une réunion finie de tels sous-
ensembles.
On en déduit que
card Sy .» card Sy,
_—— li — = Q.
mfl\}n-l ” V(N)‘ hid mfN,rE't I_I,_| (N,+ l)lal/d

Calculons maintenant

lim card ty\Ta.

infN, — x V(N)l 1/d *
lim card(Tv/tns) _ lim n_;l= N+ 1)—=TT/_, (N,—2L))
inf .V, — » V(N)I o d inf Nj — x (I_I/"‘I(Ni+ l))l_l/d )

Les L, étant fixés il est clair que cette limite est bornée. On obtient
ﬁna]emcnt en faisant tendre aussi inf L; vers I'infini:
2
)=0

lim l/V(N)"“’( 3 P_¢NP+¢I~P(f’g£>

infl N, — x neTaN\TNL

ce qui achéve I'étape 2.
Les résultats des étapes 1 et 2 montrent que

lim 1/V(N) ' ¥ P_¢NP+$NP(§_'—’>

infN, — x

=0

nera\taL
ce qui prouve (i).

Montrons (ii). Calcul de limyy, . o« /V(N)!' V"%, I P_(e,/2)]. On
a vu précédemment que

-Gl -z (mmfom)

Soit £>0, il existe un élément LeZ9 tel que Zmen (X m)
|? <e.
my
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Ceci découle des hypothéses du théoréme, soit N tel que Let,. Soit a
étudier la somme

X X IBaln (1)

nety meZ \t,

Décomposons cette somme sur T, =71, U (TtA\7,), on obtient:

X X B+ X X 1B, (2)

nety meZ \1, Ca {l..... d} ne .o/N(C) "lEZi\t,,

oucard C=1et A(C)={nety,VleC,n>L,}.

Comme par hypothése 3, ¢ ;¢ |B,, |2 est finie et card 7, ne dépend que de
L, la premiére somme dans (2) est finie et ne dépend pas de
N=(Ny,.., Ny

Etudions la deuxiéme somme de (2). Nous avons:

S Bali= ¥ ( S Y (B 1)

me 79\, Be {1... ie B jeB
m;<n;g mp>n;

o B = {1,...d}\B.
Fixons C tel que card C=d—1 et B= {/,} = {1,..., d}\C et notons par
I(B, C) la somme suivante

I(B.C)= Y Y > oB.IP=Y > > 1Bml% (3)

ne.o/\(C) ie B =C myy,=n le C L) <m< N;—- Ly my, > ny,
] o o o

ny, < n; my< ny 0< ny, < l—l()

Pour »n fixé dans .7, (C), considérons la somme suivante:

Z Z l/}ml2= Z z Iﬂm|2+ Z Iﬁmlz- (4)

le C nyy > my my< L, nyy > ny, Li<m< N/nuo > ny,
ry<n 0 ny< 9“’0 O <y <y, 0<nyy< Ly,

La premiére quantité du second membre de (4) s’écrit:

Z ( Z ’71Iolﬂn1|2+(Llo+ 1) Z Iﬁmlz)

ny< Ly Nmy <y, my, > L’()

= Z ml() lﬁh1|2+(L/o+1) Z Iﬂnvlz

my€ 1y my, > "’0
my< Ly

. - 5
MalS (Llo + l ) Zmlﬂ > Lo.my< Ly I/gm I - S Zm/(, > L.z 0 r"lo lﬂm | T,
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. .« . 2 LY
Or L a été choisi de sorte que Z,,,IO>L,0_,,,,>0 m | B, <e. La deuxiéme
quantité du 2éme membre de (4) se traite de la méme maniere:

> Yo B.IP< Y ( )y |B,,,|2)

Li<mis Ny my>ny, O<my< Lo myy = ny,
0< npy < I./() Li<m<N;

< Z ( Z lﬁlnlz)S(L[o"l‘])ﬁ.

0< ng < L’O mpy = 0
IL;<m

Pour évaluer (3) il faut sommer (4) sur n €[ [,c[L,N,— L,]. Mais
toutes les quantités dans (4) sont majorées indépendamment de N. On a
alors

Y my, |/3m|2) card (n [L/NI])|

me 1y le C

|1(B, C)—(

gcard I—-I [L,N/] ) (LIO+ 2) E.

le C

Passons aux limites avec inf N, — oo:

lim (card I [L,N,])/V(N)l Sl

inf N, — le C

d 1 — 1/d
= lim ] (N,—L,)/(H(N,+l))

infN, — x le ¢ =1

=[] «,-

J#*lo
Il vient donc en faisant tendre inf N; et inf L; vers I'infini

d

lim (/(B,C)I/V(N) " Y=T]a 5 mlB.I%

infN, - x j.#llo me I'+
Examinons maintenant la situation ou B et C sont des parties quelcon-
ques de { 1..... d} et ne vérifiant que B C # . Soit toujours /, un point de
Bn C.
La modification dans I'expression /(B, C), que I’on notera alors 7(B, C),
dans (3) est la suivante:

Z |ﬂ'" | 2 deViCnt z |Bhl I 2

i = Mg mo > ny,
0O<my< Ly, Lig<niy< Ny,
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ceci griace a la définition de 2/, (C), expression qui est par ailleurs majorée
par Zm/ > L/o ny, lﬂmlz

L'expression correspondant a (4) est majorée par 3, .o Zm,o>%
m,, | B,. 17 qui est par hypothése inférieure a e.

Enfin l'expression correspondant a (3) est majorée par
(I'Tiegr..ayss(N,— L)) € et on obtient en faisant tendre inf NV, et inf L, vers
I'infini:

lim 1/V(N)'-Y[B,C)=0

inf N — o

Les limites qui sont différentes de O correspondent aux choix de
card C=d—1 et B={1,.,d}\C= {ly}. Il suffit de faire varier /, dans
f1...., d} pour couvrir toutes les situations et comme par ailleurs dans le cas
ou les limites sont nulles le choix de B et C est fini on obtient finalement:

()
neIn - g

= 2 (ZH ) )lﬁm. ..... mal

meZ i=1
F#k

2

lim 1/V(N) ~" S

infN; — x

Pour achever la démonstration de (ii), il reste a montrer que:

lim 1/V(N)' '~

inf/‘v’, — ¥

1 e XN+l 2N+l
x —Ppy P P{—=)|—~——P e,.e,)|=0. (5
(eZ <g PP Pu <g> g T g >) (3)

La somme dans (5) s’écrit:
2 =N+ 1 2
X
|- 5=)l) ©

Z (7o (3)

Posons, Vge E,,

SN+ 1

Comme P_=1I— P, on a aussi

W) =mn (PP (g))
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L'expression (6) devient alors

IUnls = IVallis=UUnlus — VA llus)(NUnllus + I VN llus)  (7)

(H.S = norme Hilbert—Schmidt de I'opérateur).
L'expression (7) est alors majorée en valeur absolue par:

IWnlasUIWallus +2 1V lls) (8)
avec
) Ve |? e\ |I?
uV,vua.s="§V P+(——g ) =Z P_ (E>
et
e 2
IWnllhs= 2 P+¢F~P~(§")

nerty

Il faut maintenant calculer

lim  1/V(N)' -V Vallis et lim  1/V(N)' Y Whllks

infN, — x nfN;, — x

La premiére limite, qui a été établie précédemment, est finie. Etudions la

seconde limite:
Dans (1) nous avons décomposé 1y =15, U(ta\Tn..) Pour net,,, on
g _ e
1)+ EXN+IP_<—;>
4

obtenait:
2N\ 1/2
8 )

1 1
Po(emm) e e (3)
g 8. | g/

L2,
< ( >

nerny
g— 2\ 1/2
(5 oo ()
ne TN gL 4
2\ 1/2
ezl (21~
g gl \, 5. g

On obtient alors, comme dans (i), lorsque inf N; et inf L, (L,<N;,) ten-

dent vers l'infini:
2
P+¢NP»- (e—."> >=O
g

lim 1/V(N)'~ W( Y

infN,
ANy — newy L
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Pour ne TA\Tn,, on approxime NP, dnP_(e,./g) par
\P,é, P (e,/g.)|, puis on évalue
e"
P.gr(3)

L

2

(9)

I/V(N)l—l/d Z
neTN\TNL
Comme précédemment, 1/g, étant un polyndme trigonométrique de
spectre dans t,, P, @, P(e,/g,) est nul sin¢ Sy, = tu,\(IT/_, [ON,—L,]
X r[;'l= 1 [L_,' N,] ).

L’expression (9) est majorée par:
2

b
)

card Syo/V(N)' ~ V4. | —

gL
quantité qui tend vers O lorsque inf N, , ,, comme cela a été établi ci-
dessus.

Ce qui précéde montre alors que la limite dans (5) est bien nulle, ce qui
acheéve de démontrer (i1) puis le théoréme.

I1. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE A L'ORDRE d= 1, DE (Txh(f)) !

Nous donnerons dans cette partie un développement asymptotique a
I'ordre d (d =dimension de Z“) de l'opérateur (Tn(f)) ' relativement au
cardinal de ty =[]{_, [ON,], qui tendra vers l'infini.

Ce développement comporte d + 1 opérateurs. Ceci nous permettra d’ob-
tenir le développement asymptotique a I'ordre d de la trace de (Ty(f)) .

Notations. Les opérateurs A, et A, ., k=1,...,d Pour tout polynome
trigonométrique g € £, on définit:

1 q
Apn =—pP N]———H*,Hv lP*_ NP(:).
(q) 2 ? n( SN ¢_) J z

Soit L=(L,,.,L,)eZ“. On suppose que 1l/g est un polyndme
trigonométrique qui s’écrit:

d
é => B.x" m=m,,...,met, =[] [0L,;].
- i=1
Soit N=(N,,..., N,), tel que Vi, 2L, < N,. On définit les intervalles d’entiers
I, par I,=[0L,— 1] ou I,=[N,— L,N,].
Soit B< {1,...,d} et card B =k <d, on définit les sous-ensembles T, de
T\ de la fagon suivante: Ty, =Uge (1..ay tax OU I, est le sous-ensemble:
lha={n=(n)ety:Vje B, n,el; et 3(I,!I')e Bx B, tel que

]I=[OL[—1] et 1,'=[N['_L1'+1NI'].
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Les sous-ensembles E,, de E,. On pose Syi=TnNi\Tnis+1 pour
2<k<d—1, et Sy,= Ty, et on définit E, , < E,, comme sous-ensemble
de polyndmes trigonométriques a spectre contenu dans Sy, et enfin les
opérateurs A, , sont les restrictions de A5 a E, ;.

L'opérateur E, 39— P._H,, - P, &, P(q/%).

On rappelle que H,, P, ¢, P(q/8) = P_(g/8)x*"*'P,(g/g) x> "'
P(q/g).

Soient C et C’' deux sous-ensembles de {1,..., d} tels que Cn C’' = ¢, card
C<k card C'=d— k. On pose:

Qc, cy=T] [0L.] I1 [L,+12L,] T] {L.}.

ieC jell...dN\CuC’ leC”

Soit maintenant le sous-ensemble de Z“ défini de la fagon suivante:
Z(C)={(m, .. my) Z% :3ie C,m;<0}(Z4=2Z\Z%)
c¢e qui permet de définir:
H>*~(C)={he A* ; h(im)=0,sim¢ Z(C)}

ct enfin I'opérateur P, est le projecteur orthogonal de L*(T¥) sur H?>~ (C),
ceci donne un sens a [lopérateur ci-dessus: (On rappelle que
F(N)=TTY_, (N,+ 1)). On peut énoncer le théoréme suivant:

i=1

THEOREME 2. Soit f=|g|? g*'e H™, on suppose 1/g=3,,c 74 B, x" est
wun polyvnome trigonométrique de spectre contenu dans t, =[19_, [OL,].
Alors pour k =0,..., d

(i) limjnen, 2 (I/V(N) =5V Te[(T(f) ™ =2k _o A1 =0.
(11) Les limites suivantes existent: (k = 2),

1
ag inf.’\},rﬂ . V(N)I — k/d Tr(A N.k)
- 2 (ﬂ 0‘/) >
[QEEIE 1) JORN di.card "=k \le Ca (... dINC”
€, 2
< T IPHWP. P (2)
neS2(C. ") g

el

d
To(Tu(f) '=ao [] (N;+ 1) +a,(JI(N,+ 1))@ 1vd 4 ..

i=1

+arl - |(”(N,+ l))l/‘l+ad+o(l)'
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Preuve du théoréme 2. Montrons (i). On a, par définition des opérateurs
An . pour k= 2:

k d
((TN(f))_"“ Z AN.I>= Z Any
/=0

l=k+1

Cet opérateur ainsi obtenu est la restriction de 'opérateur A4, sur le sous-
ensemble de E,, de polyn6mes trigonométriques a spectre dans T, ,.
Soit e, =" =y -+ x"%. On a:

d
Tr Z AN.I= z <AN€n’ en>

=k +1 neTnk+)

= ¥y wnHP+oup(Z) Podnp(2)) )
neTns+r p=1 g g
On peut majorer la trace dans (1), par:
2

an

d
T, 2 Aw< Y IH 7 X

I=k+1 ) p=1 ne TNk+1

rosr(3)

lére étape. Majoration de 3, 7.,., | P, dnP ((e,/ENI* (1)

D’aprés la définition de Ty, ,, €t 1y, 1l suffit d’étudier cette somme
SUr 7.4, (qui est fixe grace au choix de B<= {1,..,d} et card B=k + 1).

Soit C,, C,, C; une partition de {l1,..,d}. On suppose en outre que
C,uvC,>oB.

Soit n=(n,.., n,) € ty, vérifiant les conditions:

ViEC,,Ogn,-SL,-,VjECZ, N,—ngn,SNl

et w(n)=(n,,.., fi;) ou

et
VIE C3, ﬁ[=LI.

Montrons a]orS que ”P+ JNP((’n/g-)” = ”P+ JZL P(eu(n)/g—)”' posons

Aym)y=TT x TT xp=%*24 T1 xb=eum

ie C) Jje Cr le C3

Ay(n)y=TT 2= [T x"~ ™.

JjeC2 le Csy
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On péut donc écrire:

Comme par ailleurs

% — Z Bm I_I X —m;+n;

meTtL I<is<d

on a P(Z"/g):z:me e Crom<i Hm I—Il <is<d X"‘h "= P(Al(n) A2(n)/g) et

P(A w) Y B T xomrme T xmorre M 2b Tyt b

ie () le le C3

Comme A,(n) P(A,(n)/g)e H?*, il s’ensuit que

As(n) P(A|E”)>=P(A2(’7)‘Al(”))____l,(x_-").
g g g

Posons A ;(n)=TT,cc, x ™ sl [PPSO 2L0 et montrons que

(Bt (45)) s . (442

Comme ge H™ et que le spectre de 1/g est contenu dans [1¢_, [0L;]=1,,
cela entraine que @,, = (g/g) x>~ *"' appartient a (T4, x SCE ). H*. On

peut donc écrire:

_ A,(n)
(ﬁZI_P( l_ ): Z )nn ..... m; l—[ X"" l_[ :(ml l—,[ X;"'-

g < - lbmyslLjmps<s -1 ie C) Jje Cy le Cy

Soit Q=7/—P,.On a

(521407 (41)) 110 06, (412).

En effet:

A,
-;(II)&-,LP( ;")) 7 Y T 2N+ 2t

i< —l.misLjm< — 1 ie Cy

m my—m+ Ni+ L
< [T o TT agem e me e,

ji€eC le Cy
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Comme n,— (N,— L,) <0, le projecteur Q appliqué a I’élément ci-dessus ne
va modifier que les coefficients y,, tels que m,; < L,, on a amsu

A,
Q( i(n) @y P ( g(n)>)— Z P m l—[ X it 2L

< —-lm< —1l.m< —1 ie ()
m; ny—m+ N+ Ly
< TT o IT xi .
J€ Cs le Cy

D'autre part

< -lbm< -l.mys — 1 ie () Jje > le Cy

C

On observe ainsi que

i (06 2 (4) < (110 4 (442)

on en déduit la méme relation pour le projecteur P, =7 — Q et on obtient
I'égalité annoncée, en posant A,(n) =e,,,-

2éme  étape. Comme wu(n)e u(zN.,‘.) =[lice,[OL;] Tl,cc,[L,;12L;]
[/ ('J{L/} que card u(tns)=1liec, Li [1jec, L; €t que card(C, L C,) <d,
il existe une constante M indépendante de N telle que

1
VN, sup “P+ JzLP(S‘“‘éﬂ)H=M< + o0 (Ms";

NEINK4
et on a

()

2
< M?card(tys41)

2

2

eu n
lP+ B P(—i ’)
nerNkg+1 g

<< I1 (L_,-+l>]_[(N,+l))-M2

je(CyuCioB le (3

2

sm?* [ (L;+1)

JjeCI Uy

avec card C,uC,>card B=k + 1, card C;<d—k — 1 (V(N)=
((N:+ 1))17— kid Z

I—II"' 1 (N + l))
6
NEINK 41 g

1
N +1 1
% </£—(I~J ( V(N)l/‘l) V(N)r/d)’ I‘> l.
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Comme par hypothése lim ey, . oo(N;+ 1/V(N)")=a; et limipn, o

I'(N) = oo, on obtient
eﬂ 2
roinr(2)])=0

Comme le sous-ensemble 7', , est une réunion finie de sous-ensemble ¢, 4,
on a de méme

1 e\ |
i —_— P P{= =0
Jim (5 | eeanr(2)])

ne Ty

, 1
meam V(N)""/"( 2 I

NEINK + 1

ct enfin, comme VN, 3 *_ | |H, "< K<

1 k
lim —————k,—,,Tr((TN(f))"'— > AN.,)=0

infv, — = V(N)! /—o
ce qui montre (i).

(i) Montrons que lim;,n -, (1/V(N)' *)Tr Ay, existe. Posons
l‘}/n = P+ ¢—‘\' P((,n/g)* on a:

Tr AN.k = Z Z (H;\ Hd’y)P lppn !l’n .

ne Syk p=1

Fixons un sous-ensemblé C; de {1,..,d} tel que card C;=d—k et soit
C,.C,, C; une partition de {1,...,d}=C,uC,u C,, on définit un sous-
ensemble sy, et S, de la fagon suivante:

S'\r.k= {’1= (’11,..., n‘,)GSN_kIVI'E Cl,OSHiSL,v— 1;
VieCy, Ny— L+ 1<n,<N,
VieC,,L,<n,<N,—1}.

Nous avons défini dans (i) les fonctions A,(n), A5(n) et A,(n)
(As(n) A(n)=T1TN , x» 2/) et nous avons établi que:

i=1
€,

V,=P, J:VP<_€>=A3(")P+ (Jzt.P<ﬁ§’"‘)))=/‘3(”)¢u(m- (1)

O

Etape 1. Etude de H, y,=P ¢ P, nPle,/3), quand N = (n,,..., n,)
est dans un voisinage de I'infini.

On a H¢_\,¢n= P_., Az(n) H¢:1_d/ll(")' (2)



122

INVERSION OF TOEPLITZ MATRICES 405

En effet, soit & un élément de A2~ (i, A(m)=0si meZ).
CHasho 1> = (P 8w P P (L)1) = s Gk

Remplagons ¥, par la quantité correspondante dans (1):

<'~//n’ éNh> = <A3(n) l//u(n)’ héN) = <A2(n) ¢2Ld’u(n)’ h
=P _Ay(n) Py Wisimys 1.

Ce qui montre la relation ci-dessus.
Comportement de I'expression (2) au voisinage de l'infini. On a, en

”y my

posant /1=y .., xi,

Iy=|P _Ay(n) Hy, ¢, 117= | <H gy Wy A2(n) A2 (3)

he A2~

Définissons un sous-ensemble de Z“ de la fagon suivante:

Z(Cy\)={(m,,...,my)eZ? ,3ieC,,m;<0)} (Z4 =272\7%

ce qui nous permet de définir:

H?> (C,)={heH* ,h(m)=0,sim¢Z(C,)}.
La somme dans (3) se décompose:

I, =Z '<H¢3Ld/u(n)’ /Tz(n) h, >|2+Z |<H¢;L l)[/u(n)’ Zz(")h2>|2

ou la premieére somme est étendue aux éléments h,e H2 (C,) et la 2°¢

somme aux éléments h,e 2~ © H?*~ (C)).
Considérons la seconde somme, c’est-a-dire celle qui est étendue aux

éléments s, =y -+ x4, ou
m=m,,...my,)e Z4\Z(C,)
= {(m,,..,m,)eZ ,Vie C,,m;=0}.

Ecrivons maintenant 29 \Z(C,)=2,uU R, ol 2, et Q, sont disjoints et
Q,={(m,,..my)eZ4\Z(C,),3je C,, m; <0},
Q,=(Z\Z(C,)\R,

= {(m,,... m,)€e Z4\Z(C,), 3l e C3, m,;<0}.
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(a) Soit m=(m,,..., m;,.

d
/Tz(n)h2=( l—l X-I;"(NI‘ 2Lj) l—I X_("I“NI)) l—[ X;ni

... my) un point de 2, tel que m,;;<0. On a

je C2 le Cy i=1
— m; mj— Nj+ 2L; my—n+ Ly
—<1—I x.-')(l_l X' ") [T x .
ie C je Cy le C3

Comme, pour joe C,, m;; <0, m; — N, + 2L, tend vers —oo quand N
tend vers 00 et le point ((Mm)icc,» (m;— N;+2L));c >
(m,—n,+ L,),cc,) € Z n’est pas a distance finie quand inf N, tend vers I'in-
fini.

La somme qui apparait dans /; et qui est étendue aux h,= Ty,
m=(m,,..,my)€2,, tend vers zéro, quand inf N;,— o et je C, (car c’est
un élément de L3(TY)).

(b) Soit maintenant m = (m,,..., m,) € 2,, tel qu’il existe donc /, € C,
pour lequel n,, <O et par définition de /e C;, ona Lo<n, <N, —L,.

La somme dans (3) étendue aux h,=[]9_,x"=x", m=
(m,,..., m,) € 25, et soit trés petite soit bornée selon que n € s, , est dans un
voisinage de I'infini ou a une distance finie. Précisons: £ > 0, soit N, déter-
miné par £ > 0. On décompose s, = s\, USa, qui est une partition avec

she={n=0,.ny)esy,:3loe Cy,npy= Nyt
Soit ne s\ ,, définissons le sous-ensemble suivant:
Ay, = {((m,;), (m;— N;+2L;), (m;—n,+ L)) e z“, (5, )eCyxCyxCsy,
m=(m,,.., my)€ Qz,/n,o = Ny}
Si ne€ s3,, nous définissons alors:
=41 ((m,), (m;— N, +2L)), (m,—n,+ L)) e Z", (i,j,)e C, x C, x C4,

m,€ 2,5, n,< Ny}

Posons A.(n) h,=TT¢_, x'=x"", alors la 2e somme dans (3) s’écrit: si
NES 4s

’ 2
Z ‘<H¢2L‘/ju(n)s Xm >| =1N(u(n))s
m’ = (mi....mj) € .o/ng
si nesi,,
' 2
> | CH 43 W uimys X7 D17 = ta(u(n)).
m’ = (mj..... my) € .o/N

N, est alors choisi, lorsqu’on se donne £> 0, tel que ./, qui contient le
point m, —n, + L, (n,,= N,) soit un voisinage de I'infini et que la somme
ci-dessus étendue a .o/, soit unférieure a ¢ > 0.
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Quant a la somme étendue a ., eclle peut étre majorée par
1 Hg, Il < 11/gl3-
(c) Considérons la somme du type précédent étendue aux éléments
d

[1 x™ =x™ e A,(m) H>~ (C)).

i=1

Rappelons que Z(C,)= {m = (m,,.., m,)e 2%, 3je C,, m;<0}. Soit P, le
projecteur orthogonal de L*(T¥9) sur H>~(C,).
Considérons la somme du type précédent étendue aux éléments

ge A5(n) H>~ (C)):
Z |<H¢2L¢M(")’ q>|2= z |<A2(n) H¢31_¢’u(n)’ q'>|2

ge A:nYH2=(Cy) q'e H2- (C)

= 1Pc,A2(n) Hyp Wi II>.
Mais nous avons
P (Ay(n) Hyy W) = Ax(n) P Hyy Wiy
En effet, soit ¢'e H>~ (C,)
CPeANN) Hyy iinys > = <H gy Wiy A2(n) "

or

7]
/Tg(") qr — Z’" — ( I_I an,) n Xj—- N;+ 2L, n XI” N+ Ly avec m = (m') e Z(C| ).

i=1 Jje Ca le C3

m’ peut donc étre décrit par m’ = ((m,), (m;,— N,+2L,), (im,—n,+ L,))e Z“
avec (1,/,/)e C;xCy,x Cy et meZ(C,). Les seuls indices modifiés dans les
coordonnées de m’ sont ceux correspondant a (j,/)e C,x C;, donc par
définition de Z(C,), m’ appartient aussi a Z(C,), par conséquent
A-(n) q’ e H*>~ (C,) et on obtient la relation annoncée. Il s’ensuit alors que:

Z |<H¢2Llllu(n)’ q>|2= “PC‘|H¢21_wu(n)”2'

g€ Axan) H2=(Cy)

(d) Soit V(N)=TT1%_, (N,+ 1), étudions la quantité:

i=1
1
vy L He W%

nE Sy i

Nous avons établi en a), b) et ¢) que:

“ I’v"\ t//n ”2 = ”P('| Hqﬁ:;_‘/’u(u) “2 + ’N(u(n))



125
408 A. SEGHIER

tenant compte de la décomposition de s, dans b), on a:

Z “Hm.wn ”2‘: Z ” PC| H¢2L!//u(n)"2+ Zl IN(u(n))

nesnNk nesNk nesy,

+ 2, ta(u(n).

NnNE Sy,

Notons que u(n)eu(sys)=TIlice, [OL;] TTjec,[L;+ 1 2L;] I[Tice,{Ls} et
donc wu(n) varie dans un ensemble fini d’indices. Nous avons établi dans
(b), que £¢>0, 3N, tel que, nes),, N> N, alors ry(u(n))<e. On peut
choisir N,. pour que Vu(n)esn,, tny(u(n)) <e. Nous avons par ailleurs
majoré 7 (u(n)) par ||1/gll3 lorsque nes3, ;. '

Il vient donc

> ty(u(n)) <ecard SNk

nE S\,

ct
2

1

> talu(n)) <card s},

ne Sy

2

. 1 —_
On acard s\, <cardsy,;=[licc,oen Lilliccy (N,—2L,) et comme
Shx=1{nesyx, tel que n,, < Ny},

Cal‘d S;Z'V./\'z I—I (L,"‘"" 1) I—I (NI—Z‘LI)X(NO_ZLIO)’

ieCiuC: le C:\{lp}
On peut alors évaluer, en notant que card C,=d —k

card s\, - 1 L ITicci(N,—2L))
(T (VoY 2 f e (T (N DY) *

ct

card 53, ITiccingi (N, —2L))
Nk = L(N~—2L € C3\{/l} / /
(I“I;I=| (N'+ l)l,tl)d Kk isﬂ}(_z '( 0 10) (n(N'+ l)l/tl)tl -k

Comme card C;\{/,} =d—k — 1, on peut encore écrire

Card Si’.k _ N[—ZLI
(nd (N,+l )I/d)rl—-k - l_l Li(NO— 2L/0)( I_I (R(N,--F );l/d

i=1 ieCyuC) ke Ci\lp
1

IS, (N, + D))
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Comme lim,n . o (N+ 1)/(IT{=(N;+1)"“=a;,,Vle {1,..,d}, ceci nous
permet d’obtenir

. 1
e o (TT2 1 (N, + D7D F

i=1

2 in(u(n))=0

nesNk

et
lim 1 Y IH Wl
infN; — o (I—I;l=| (N;+ 1)'/")“’_" n ook éNnTn
1
= i Po H 2
inrl\:,-n: o (I_I;I= . (N,+ 1)1/11)(l—k HENJ‘ ” Cy ¢2L|//u(n)”

(e) Etudions Iexistence de la seconde limite. Rappelons que
u(n)=((n;), (n,—N;+2L)), (L))); (i,j,1)e C, x C,x C3. On en déduit que
si n'=((n;), (n;), (n;)) alors u(n)=u(n’). On peut réduire ainsi la somme
suivante:

Z ”P(') H¢3qu(n)”2= l—] (NI_ZLI) Z ”P('| H¢3Llpn'“2'

"neESNL le Cy n' € ul(spk)
et

1

h H 2
inf,’\”,nl e (I—IZ=1 (N,+ ])l/tl)rl—k Z ” ¢N¢n ”

. N,—2L
= dm (LT, 2 1Pty

infN; — o le Cy neulsyi)

neE SNk

(I’I a,) > NP Hy W,

le Cy n’ € u(sni)

car u(syx)=Iliec,[0L;] ITje[L;+ 1 2L;] [1/c, {L,} ne dépend pas de
N =(N,,..., N,) et la limite est finie et ne dépend que de 1/g et de son spec-
tre, (et du choix de C,,C,, C; partition de {l,.,d}). Comme
C,={1,..,d}\(C,uC,)), le choix de syp, ne dépend en fait que de C,,
dont on impose card C;=d —k et C, dont le cardinal est inférieur ou égal
ak.

On notera désormais u(sy,) =R2(C, C’), ou on pose C=C, et C' = C;.
Les sous-ensembles S, spectres des polynémes E,, sur lesquels sont
définis les opérateurs A, sont réunion finie de sous-ensembles s, ,,
réunion qui correspond aux choix de (C, C’) avec card C<k et card
C'=d—k.
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On obtient ainsi:

. 1
lIim Z “ H¢~l»[ln ”2

inf NV, — o (R(Ni + 1 )l/d)d_k ne Snk

C'e{l.. d}.cardC'=d— k. Cc<= {1..., le C’

x Z ”PC‘H¢2L¢n' “2'

n'eQC.C’)

Etape 2. Etudions le comportement de P, gy P _ pnY,. D’aprés ce qui
précede pour n fixé

llm P ¢N n=— hm P~ Az(") H¢2L¢u(n) = P('H¢31_wu(n)'

inf.\N, — x infN, — x

On obtient alors

lim P+¢NP»-¢N‘//"= lim P+¢NP(‘H¢2L¢u(n)'

infN, — « infN; — x
Pour tout he H*>*, on a
(P, &NP('H.ﬁngu(M)’ h)y= <$21.A2(’7) P(‘Hqsu‘//u(n), /Ts(") h>.

Comme A (n)=TTice xV 2 Tlice-xN ™%, As(n) he H*>*. Le produit
scalaire précédent est donc égal a

<¢-2L PC‘H¢3L‘//u(n)’ A2(n) ZB(”) h>
Comme d’autre part A,(n) Ay(n)=T19_, xN 2%,
Ay(n) Ay(n) he H**.

Posons h=T] yii=y"our=(ri,,r))eZ% ={r=(ry,.,r, ez 3l r,=0}.
Considérons alors la quantité |P, gnP_ ... II°. Elle est égale a:

Z |<P+$2LPC'H¢2L¢M(H)’AZ(") ZS(”)HX?>I2'

Posons y*=A,(n) A;(n)h et Z4 (n)=(N,—2L,,..,N,—2L,)+Z% . La
somme considérée ci-dessus devient:

Y, KPP o PcHy, —pu(n), x*>12

s € Z‘i (n)
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Lorsque inf, _;., N, tend vers l'infini, Z (n), ne contient pas de point a
distance finie (c’est un voisinage de l'infini), cette somme tend donc vers
. g ,
zéro puisque P, @, P H 4y Y um € L (T).
Considérons maintenant la somme étendue a s,

Z WP, ‘ﬁNP-f.‘ﬁN'*//n"z: Z P ¢NP~¢N‘/’"(";“2~

NE SN nesyNk

Or comme nous I'avons remarqué précédemment w(n)=u(n’) si n et n’
ne différent que par les composantes d’indice dans C’. La somme
précédente s’écrit alors:

> NP @nPoNY,I1P=T] (N,=2L)) 3 NP, NP _dny.l”

neE SN le 7 n' e u(syi)

Comme card u(s, ) est fini la somme dans le 2éme membre de I’égalité
ci-dessus tend vers 0, d’aprés ce qui précede.

1 >
l. : P P -~
inf.\l',n: < (I—I;Jz ! (N, + 1 )l/(l)d~k . gv“ ” + %N — ¢N¢n “
. A’/— 2L[ . 2
= lim —-  lim \P,oNP_ w2
infN, Ig" (1_[;'1-_—] (N,+ 1))1'1 infN; — x ",E%‘_"'“ M ¢N¢

La premiére limite tend par hypothése vers

IT -

le ¢

Comme la seconde limite tend vers zéro ainsi que nous I'avons remarqué,
la limite totale est nulle.
Passons maintenant a S, qui est une réunion finie de s, ,, on obtient

lim 1/V(N)' Y 5 PLgnP_¢ny.lI>=0.

infN, — = ne Sk

Nous en déduisons immédiatement que pour tout p fini

lim  1/V(N)' %4 3 (H;s".\,m.v)"PJNP(%').PJNP(%»=0-

inf\, — =« ~
1<i<d ne Svk

Nous avons par ailleurs démontré dans la proposition 1 qu’il existe K,
O< K<, tel que YN, ||H} H, <K<l
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Comme

Z Z “ H;[s H¢~)I’ wn “ 2
nessvkp =zp
K" , I
g T n < |-
A S W]

nesNk

2 p'

card(syx)

21—

Pour ¢ >0 donné on peut choisir p tel que K” /(1 — K) <e&. 1l s’ensuit alors
que

— 1

lim — I(HE Hy) W2
inty, o [(TT{Z 0 (N;+ 1))]4 ‘zg o w

\ \l

2 N,—2L,
lim
I—I 1_|(N+l)‘/d

> infN; . « le C”

I_IOC/

le C’

<e¢

g

Comme ¢ > 0 est arbitraire cette limite est nulle. On a au total, comme

S\, est une réunion finie de sy, :

ct

ay

1
lim

inf N, — = [T19_, (N, + 1)) % 2 (HIHY Y>> =0

neSvk
ainsi, pour A =2, 3,...,d, on a (ii),

1
lnf\l’r-tl P [n,~| (N'+ |)|/d‘]d k r N .k

or o E () g ()

Ceaeflaad) Ca il (" Nle n'ef2(C, C)
card (7 =d Kk

2
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INVERSION DES MATRICES DE TOEPLITZ EN d-DIMENSIONS
DEVELOPPEMENT ASVYMPTOTIQUE A L’ORDRE d.

A.SEGHIER.

INTRODUCTION

Les résultats qui suivent constituent un travail d’explicita-
tion des termes du développement asymptotique, obtenus dans un pré-

cédent travail.

Le fait inattendu est la divergence des termes du développement

a2 partir du 3éme ordre (d = 3}.

Ceci se produit lorsque le symbole n’est plus l1’inverse d’un po-

o

lynome trigonométrique mais une fonction de L (T ) ayant un nombre

infini de coefficients de Fourier non nuls.

En effet pour obtenir des théorémes limites, nous sommes amenés

' d
procéder & une deuxiéme troncature de l1’espace Z , c’est-ad-dire

-

[\ )]

4 considérer un multi-rectangle sur lequel nous définissons des opé-

rateurs qui interviennent dans 1l’approximation asymptotique de

(T (£))" %
N

Nous observons ainsi que les trois premiers termes a , a , a
o 1 2

ne dépendent que de la premiére troncature, tandis que les termes

a ,...,a dépendent des deux troncatures.
3 d
La deuxiéme contribution de ce travail est une interprétation

d
géométrique des invariants du développement asymptotique.

Ces questions sont & rapprocher du celles que se sont posées les
auteurs dans [!1], & propos du développement asymptotique de la trace

21
de l’exponentielle de l1‘’opérateur de la chaleur. Cependant, les do-

d
maines considérés (sous-ensemble de R ) sont de nature plus généra-

le.
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Nous rappelons le théoréme principal établi dans [3].

d
On considére une partie finie A =[] [ON ], od& [ON ]={0,1,...,N },
j=1 J J J
N €N
j d
t =1 [oL 1} et T C A
L j=1 J L
Toutes les notations utilisées dans la suite sont définies dans
{a].
THECREME
2 - =1 o -1 m
Soit f£ = !gi , g € H . On suppose que g . = L B x (poly-
mecT m

nome trigonométrique).

Alors pour k=0,...,d
-1 k
(i) 1im 1/(N +1) d-k/d (Tr (T (f)) - T A ) =0
inf N ——>e i N 8=0 N,
J
-({1-k/d)
(ii) a = lim (V(N)) Tr
kK inf N ——D>c N,k
J
e
- (MTa ) ™ tPH q* P( - )'2
=z i i ! )i
cc{1,7..,d}eeC ¢ Card C’=d-k-n nEQ%c,c’) Ceo, @, g

Avant de donner un lemme qui précise les coefficients ak, dans
le cas o8 1/g &est un polynome trigonométrique, nous aurons besoin

de quelques notations.

m -1 '}
On écrit 1/g = [ B X ,g (g) = L 7 X
d m d ¢
meZ LEZ
d
On pose A = {(m €Z . (1/g) (m) # 0}
g +
Pour tout q € Z (Cl) (défini dans [3], Cl,C {1,...,d}).
Soit C (g) € C , tel que i € C (q) <==> q <0, (q
1,0 1 ) i,o i,o i,o

est une coordohnée de q=(q ,...,q9)).
1 d
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Pour tout r € Zf , CZ,O(r) < C2 , tel que jo € CZ,O(r)c=> rjo >0
(C1 U C2 U C3 = {1,...,d}, Cif1C1. =0, i, 1" =1,2,3, i #i').
iOECLOM) Ogrn1 < - q
“(q) = { 0 0
0 < m. < Li Vied((l,...,d}~ CI,O(Q)‘
Soit (m,m') € 4°(q), on pose W, = sup(m,m) i€ C).
soit (r,r') € (29)%, on pose :
rjo, Si jé € CZ,O(r)’ jo £ CZ,O(r')
?50 = inf(rjo,r'o) si j, € CZ,O(r) n CZ,O(r')
rjo » st J € Cz,o(r‘)) Jo ¢ CZ,O(r)

On a d'abord un lemme :

d
LEMME. Pour tout k > 2 et tout "multirectangle" T = n

: 0L.] P
A, T [0L ], ona
9 p=1 p
e
= 2
3, = I_ ) Mmoa, J— P Hy P, 8y P(D)]
Ko oeTr o, dr (T, dine' 2eC' % nef(Coey € %Lt 2L g
card C'=d-k
et
P, H, P,b, ()2 -
ne9%§§c-> c oy +2l g
=Z : : CardnY_;_l;__Y_l_IB[;l
QEZ(C) (r‘,l"‘)E(ZS)Z (m,m')eMz(q) q-r q-r m-r m-r m™m
et
cardn = T (-a; -ﬁg ) m (?3 +1) (L;+1-m,)
10€C1,0(Q) o o jOECZ,O(r)UCZ,O(r‘) o i€C1\C1,0(q)
41
n (LJ )

JEC, L, o(rIVC, o(r)

K lorsqu'un choix de troncature est fait
pour les opérateurs ANJ qui constituent le développement asymptotique de (TN(f))'l‘

Le lemme donne une expression des a

Ainsi, pour d > 3, dés que inf Lj tend vers 1'infini les termes d'ordre supérieur

ou égal & 3 deviennent infinis.
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Preuve du lemme

Soit k un entierdfixe dans {2,...,d} et (n ,...,nd) = n un
1
éiément de Q{(C,C’) C Z {voir [3] , page 23). On pose C1 = C ,
cC’ = C avec {C ,C ,C } une partition de {1,...,d} et Card C <k,
3 1 2 3 1
Card C = d-k

On écrit alors neQ (C,C’), comme n=((n'),(n_)(n2)), 1601, jECz,

1 J
QECS. D’aprés la définition de Q(C,C’) on a 0<n <L , ieC ;
i i
L €n 2L +1 , n =L
J J J ) )
e
n m-n m-n
Calcul de (%) : P(——)=P( E B = T { ,
_ m mEM(n) m
g me[l[0,L ]
p=1 p
avec
j0<m <n , i ecC
i i 1
M(n) =
'6<m 6(-L +1) + n , o<m <L , (i,j) € C xC
j j j 2 0 2 3
_ -1 m
On pose g.{g) = )N T X
' d m
me[[{-L o]
p=1 p
- -(2L+1) —
Calcul de (**) : P (g/g x P(e /g))
- n
On a : -s-m m -(2L+1)
(#x) = T < 3 r ) x X
meM(n) seP(m,n) m s
avec
s = (s ), (s ), (s ))
i J e
fim,n) = | (-s ) <L v -s <L , (i,j) eC xC
- i 2 e e 1 3
¢ 2 r € C 2L+ 1 - n +m < -s <L
L ) 0 J J J J

o) (o] 0 (o]
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n

(31

Posons r=-s-m et réordonnons les sommes (*%) par rapport & x
- r n -(2L+1)
(=*) = (L ( 5 B T ) X)) x X
reR se¥(m,n) -s-r s
33§ €c 2L +1-n, < r_ <L
) 2 J J J J
o o o] 0
Soit C , (r) ce sous-ensemble de C
avec r € R <==> 2 0 2
jec \N¢cC (r) r <L
2 2,0 J J
(i,j) e cxc , r <L , r <1
L 3 i i [ L
_ 2L+1 _ _ 2L+1 _ 2
Calcul de {#*=*x) = [P g/g X P g /g X Ple /g); ="P &
c = n c 2L
Soit -
s = ((s ), (s ), (s )
i 3 'l
r € -s € n + r , iecC
i i i i 1
f{r,n) =
r < -s < n +L , i e ¢
J J J o3 2
r € -s £ L +r , L € C
| e ) [} 2 3
2L+1 _
Multiplions l’expression (*=*) par x g/z =@ .
2..1
Comme g/g = % , on a
pell [-L  eof[=P
i=1 i
— - 2+n-p
@ (**x) = L 7 L 8 v T
2L pEP p reR s&P(r,n) -s-r s
Posons r+p=q , l’expression ci-dessus devient
- = - a-n
@ (*x) = T Lo ( X 8 ) X
2L d r&eR g-r s&¥(r,n) -s-r s
qeZ
2
Projetons o (**) sur le sous-espace H (C ) défini dans
2L 1
{(voir page 24)
- _ q+n
P o (*x=x)} = = (2 7 L B r ) ox
C 2L q+neZ(C ) reR g-r s€¥{(r,n) -s-r s



{n étant fixe dans Q(C,C’))

La norme de cette expression est
2

PP @ (*%x)f = T P L7 g B r ol

¢ 2L q+nEZ(C1) reR q-r se¥(r,n) =-s-r s s

En développant le carré du module et en sommant sur ne€Q(C,C’) on
obtient

2
(¥xxx) =T [P @ (**)]
¢ 2L

L % 2 r v B 8 YT o
nEQTC,C’) g:q+n€Z(C ) (s,s’ )€ ?(;,n)) g-r g-r’ -s-r -s’-r’ s s
1
(r,r’) € R
Le but des calculs qui suivent est de réordonner la somme (**%x)

en intervertissant (soigneusement !) les signes de sommation.

d
Notons Q l’ensemble des éléments q €Z , q+n € Z(Cl) et
o
N = Q(C ,C )
o 1 3
1. Echange des signes de sommation [ et ¥
nen qgeQ
o
On obtient une sommation suivant cet ordre 5 et I avec
qeQ nen
1 1
Q = J (-n+Z(C 1)) et n =n N Q . On peut préciser
1 neEN 1 1 0 o]
o
= C (g) € ¢Cc /i € ¢ , n < -q
1, 1 o0 i,o i i
o )
n = 0 <n <L, 1€C\C (q)
1 i i 1 ]
L +1<n €$2L+1 , jJEC ,n =1L, & €C
L d J J 2 ) ] 3
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2. Echange des signes de sommation T et r 2
nEnl(q) (r,r’)€ER

En appligquant le méme principe que ci-dessus on obtient

¥ et z avec
2

nen
r.ER1 2
rac {r) cCc : jec (r) , 0 € r < L
g 2,0 2 2,0 i j
reR <==>= y R i o o
1 nEn1 | Les autres composantes de r sont identiques &
L celles de r € R.
3 ¢, (r)cc /j €C {(r) : n > 2L +1-r
20 2 o 2,0 ] J J
o o .0
nen (r,r’): .
2 3 C (r’)cCc /j" €Cc , (r’) : n > 2L +1-p’
2,0 2 o 2 0 i’ i’ J

o o 0
Les autres coordonnées de n sont identiques a celles

| de n € g

3. Echange de [ et ¥
nen se(¥

2
(r,n))
2 _

Cn obtient la disposition suivante

T 2 et L
(s,s”)E(?1(q,r)) nens(q.(r,r’),(s,S’))

avec

M

3C , (g)cc ,i €C (q), r <-s <-q +r
10 1 o 1,0 i i i i
f(a,r)=y <f(r,n) =

nen

2

w o
A
[l
f
o}

vie{1,...,d}\C_, (q), r <-
10 i

Pour définir n , nous avons besoin de définir de nouveaux en-
3

tiers
. Ve 7/
(r + s ) = inf (r +s , T +s )
i i i i i
o o o o o o
=r si j €¢C (r) , j gC (r”)
3 o) 2,0 o 2,0
0 s
r = = mf (r , T ) si j €¢C (r)nc (r’)
j j j ) 2,0 2,
o o o
=r si jJ & C (r) et j e C (r’)
3 o 2,0 0 , 0
L o
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Alors
Vv i €C (q) , 0 £ (-r =-s )~ € -q
o 1,0 1 J 1
o o) o o
Y j €C (r)ucC (r’); 2L =1-r <n <2L +1
o 2,0 2,0 J J J J
o o o o
nen _(q (r,r"),(s,s)) : i ec\c (¢) : (-r -s )" < n <L
3 1 1 1,0 i i i i
JEC \C (r)uc (r’): L +1<n <2L =<1
2 2,0 2,0 J J J
L n =L , L € C
2 g 3

Ceci étant la somme (%*x*x) devient

L r T Cardn .7 T B -8B Y
qeQ 2 2 3 gq-r q-r’ -s r -s-r s s’
1 (r,r’)eR (q) (s,S’)E?l(q.r)

Calcul de Card n3

Posons de nouveaua m=-r-s la somme précédente s’écrit

5 T b Cardn .7 7 BB T 7
qeZ(C ) d 2 2 3 g-r q-r'" m m’ -m-r -m’-r’
1 (r,r")s(Z ) (m,m”)eM (q)
[ ve (g) , i €C (g) , 0 < m < -q
1,0 o 1,0 i i
avec M(q) = | o o
[ 0 <m <L , VvV 1€ {1,...,d}\cC (a)
i i 1,0
Si on pose m = -(ri +si )~ , alors
i o] o
o
Cardn = I} (-q -m ) I r +1)
3 1 eC  (q) i i j ec (r)uc (rg) J
o i o o o 2,0 2,0 o]
o

- -m ) To
iec \¢ (@) 3 3 3ec \c  (r)uc (r’")
101 2 2,0 2,0

1 ’

Ceci achéve la démonstration du Lemme.
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k-2
I1 faut normaliser, pour avoir des limites finies,par [0 Lj] d
d
On suppose comme dans le cas du multirectangle LR (0 Nj] , que :
j=1
Li+1
0 < Tim d = u1.<co
inf Leoo T (L.+1)
J j=1 J
1

Nous donnons un théoréme dans le cas od n'est plus un polyndme.
y

Voici quelques notations :

q € a < (3! i _€C, tel que q. < 0)
0 1 1,

rerR < (3! j. € C2 tel que r. > 0).
Jo
On pose V(N) =
J

n OdJa O

N.+1), V(L) =
USROS

N Ja

1 (Ly+1).

THEOREME. On suppose f = lgl2 s g"‘1 € H® et de plus

(mteam) 1 (37 (M2 <+ T i(g

- ' d
m—(mlwqmd)EZi meZ,

tl)h(m)l < + o,

-1

Alors la trace de 1'inverse (TN(f)) de 1'opérateur de Toeplitz quand

inf Nj -> o et inf Lj —> o est donné par le développement asymptotique suivant :

-1

Tr(Ty(F))7h = a V(N) +a (N4 4o, (y(n))d-2/d

~

AT AT (B RS AT ) Ea A T R AR AR LAY ISV

Les termes a,s 2 sont donnés dans (3] page 12. On pose a, = Sé et les termes

Ek pour k > 2 sont donnés par les formules suivantes :

posons :
A(k,C,C) = T | n u)
Q€T (r.r)eR%  se{l,mndinGi b )
x ) (-a5 =My (72 +1) yo o Yoopr Boy B Yopo o Yot oy
(m,m')eMZ(n) o Yo Jo g-r 'q-r- "m"m m-r -m'-r
Nous avons :
3 - T (M ) A(k,C,C').
C'ell,...d}

I/
C(l,...,dct EECT

card C'=d-k
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Etant donné le multi-entier N=(N1,...,Nd), on prend le multi-
entier L=(L ,...,L ) vérifiant L <X , i=1,...,d. Soit
1 d i i
d - -~
t = [l [0 L ] le multi-rectangle associé a L
L j=1 J
Définissons les opérateurs A comme dans un précédent tra-

k,N,L
vail [3, page 23] o031 1/g n’est plus un polynome trigonométrique
mais vérifiant seulement les hypothéses du théoréme.

La preuve se décompose en deux étapes.

La premiére étape rconsistera d@ prouver que

-d-k/d -d-k/d -1
Iim Iim (V(L)) V(N) Tr{(T (£f)) - L A , ]=0.

inf L ——D>o mgx_~—>w N p=1 p,N L

J L 3
Etape 1.

.On a comme dans {3, page 25]

-1 k
T (£)) - L A )= = A )
N p=0 p,N,L ¢=k+1 p,N L

et

d oo . 2p _ _ 2
Tr z A < L iH | ) EP @ Ple /g)i

g=k+1 N, ¢ p=1 1)} neT + N n
N N,k+1
Majoration de ¥ iP @ P(e /g)l
neT + h n
N,k+1
Ecrivons 1/g = i1/g =+ (i/g - 1/g ) avec Sp( 1/g )C = ,
L L L L
_ N+1
(%} =g /g X . Nous avons
N,L L L
P 2 P(e /g)|<iP @ P(e /g)-P & P(e /g )Ii+|P @ P(e /g )|
+ N n + N n + N, n L + N, n L

Nous avons d’autre part

P @ P(e /g) - P @ Ple /g8)| < [1/g] + |1/g |
+ N n N,L n 2 L 2

+
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En récapitulant

_ _ 2 1/2
( Z P @ Ple /g)l ) < Card T (11/gh _+ii1/g |
neT + N n N,k+1 2 L 2
N,k+1
) _ _ .2.1/2
= | z P @ P(e /g )i )
neT - N,L n L
N,k+1
Comme T = Ut (voir [3] , page 23)
N,k+1 n,k+1
BC{}') ld}
et Card C U C2 2 Card B = k+1 et Card C3 = d-k-1 , et enfin
1
N +1
i
par hypothése lim —_——= , 11 s’ensuit que
inf N ——>e V(N) i
j d-k
(k-2)/d
lim (Card T Yy / V(N) . V(L) =
inf N ——>e N,k+1
J

Au total, grace au résultat établi en [3, page 27] pour 1/g=1/gL,

nous avons

d-k/d k-2/4d - - 2
lim (1/V(n) V(L) ) L P @ P(e /g)} ) =0
inf N ——>e neT + N n
J N,k+1
ce qui prouve l’étape 1
Etape 2 . Calcul de
k-2/d d-k/d
a = lim lim 1/vV(L) . 1/V(N) Tr A , ,
K inf L ——>« inf N —=>eo k N L
J J
Nous noterons, pour plus de clarté, l’opérateur AN associé a
1/g (resp a 1/g ) et restreint a S par
L N,k

A (1/g) (resp A
k,N,L k

y sy

(1/g_))
L

’ ’
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Ecrivons comme précédemment

1/g = 1/gL+(1/g—1/gL), et étudions
la quantité suivante
-k-2/d -d-k/d
lim lim V(L) .V(N) .Tr(A (1/g)-A
inf L —>= inf N ——>« XK, N,
J 3

(1/g ))
N, L L

Dans ce but nous étudierons d’abord

1

Py b

- 2
m Iim z P @ P @ Ple /g)i
L ——>e inf N ——>w net - N + XN n
J

in

N

[
A
x

soit la décomposition suivante

1/g = 1/5;L - (12/g - 1/g )

N+1
Posons @&

, on a

=g /g X
N, L

n -
P(X /g)

n - n - -
P(X /g ) - P(X (1/g - 1/g })
L L -
P @ P(X /g) =P ((2_-@ ) - @ ) P(X /g)
+ N + N N,L N,L
- n - _
=P (@ P(X /g ))+P @
+ N, I L

-— — — — n —
PX (1/g-1/g ) - P (8 -@ ) P(X /g)
, L + N,L L + N N,L

et enfin
-— n -_—
(%% x) P

n—
P(X /g )
- N,L + N,L L

n-
) P(X /g)
N,L + N N,L

— n—
+P (@ -2 ) P @ P(X /g)
- N N,L N

Nous avons donc & étudier la limite pour inf N

—>00

. des som-,
J
mes du type

N+1 -N+1
(**) =1 Ip X

1

PX h|
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- -r m
avec h = T a X , v = L 2 X R
d r 1 d m
reZ meZ
X
vy = E v X
2 d k
keZ

En explicitant (*x) en fonction des coefficients de Fourier des

fonctions définies ci-dessus nous obtenons

/ /
(**)= Z 1‘: Z Z C(q’(rvr )(S,S ))
net d d 2 r €<n
n,k qE-n+7Z (s,s’")E(N+1-n+Z ) i i
- + r €n
i i
d
rez
+
, - -
avec C(q,(r,cf,(s,s’))=¢ a r u sa_ r
gq-s r s+r q-s r’ s’+r
Rappelons que pour C U C U C = {1,...,d)}
1 2 3
cC N¢¢ =2 , u=1,2,8 ; u’ =1,2,8
u u’
0 £ n <L ,1 € C
i i
t = N-L <n <N , jEC
n,k J J J J
L <n <N -1 , 2 € C
L L L 2 A 3

Pour évaluer (**), nous allons intervertir les signes de somma-
tion et naturellement il y aura des transformations d’indice que nous

décrivons

a) Echange de T et T



on obtient : by

Précisons

Soit n € Q(q) <====> {(3i€e (1,...,d} , n < -q }

Nous obtenons : 7 (q) =t , N Q(q)
1 n k

Echange de T et b
nen (q) d 2
1 (s,s’)E(N+1-n+Z )

Posons n € S(s) : {3 je{1,...,d}, s.+nj-(N_+1) > 0}
: J J

et n (q,(gq,q")) =t N Q(q) N S(s) N S(s”)
2 n,k

Les sommations deviennent

)y
d nen
(s,s’")e U (N+1-n+Z ) 2
nen +
1

Echangeons enfin [ et T
n, (r.>n,)i

Posons n € L(r) : {ve € {1,...,d}, r 2 nn} nous obtenons:

n =1t N Q(q) N S(s) N S(s’) N L(r) N L(r’)
3 n,k
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L’échange donne

L 2 L
(r,c’)e( C {Ve, n 271 }) nen
net ) 3
n,k
(x*xx) T r z Card 7 . u a 7 u «a Y
q (s,s’) (r,r") 3 q-s r s+r q-s’ r’ s’+r’

I1 ne nous reste plus qu’d majorer Card 7 pour q et (s,s’)
3

donnés.
2
Soit (i ,3 ) € {1,...,d} tels que
o o
-q = sup (max(-q ,0)) et S = max sup (s ,s’ )
i . i J J J (
0 i{1,...,d} o ) 2
(j,37)e({1,...,d}\i )
o
Pour inf N grand par rapport &4 inf L , on peut trouver
J
i ccC tel que n < -q (on a déja n <L ) et
o 1 i i i i
o] o o]

j €C tel que n 2 N +1 - s -s (on a déja N -L <€n <N )

o 2 J J J J J J 3 J
o 0 o o o o
Comme »n C t N Q(gq) N S(s) et que
3 n,k

[ 0 £ n €L , i e€ec
i i 1

t = N-L €£n <N , i€cC
n,k j 3 J h] 2

L €£€n <N-L , R € C
| ¢ 1 L ) 3

et Card C U C = Kk s Card C = d-k
1 2 3

On peut alors majorer Card n3 par
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Card n € (-q ) s (L +1) . I (N -2L )
3 i j ) e

Grace auxXx hypothéses sur la croissance des multi-rectangles

T et T , il existe une constante positive telle que
N L
(k-2/)d (d-k)/d
Card ns/V(L) . V(N) <M (-q_ ) s )
1 J

o o
Pour achever la démonstration du théoréme nous avons besoin du

lemme suivant

LEMME d
- 1
Soient @ , @ € L (T ), on suppose en outre pour j=1,2 que
1 2
e L, |k k | IA (k k )I2
= + + (74} < oo
'1/2 d d i o
kez
On pose | @ | = {a@ | + e |
J J i J =
Alors @ .2 | < o | e & + e I le_l
1 2 1/2 1 1/2 2 1 oo 2 1/2
La preuve de ce lemme est donnée dans [4] . La norme corres-

pondante a été donnée par H. Widom dans [5]
Reprenons la démonstration du théoréme. Posons dans les expres-

sions (**) et (**%x) selon les cas

vy =0 , ¥ =0 , h =1/g - 1/g } , soit
1 N,L 2 N,L L
(v =0 , ¥ =2 -2 , ¥3 =1/g )} , soit
1 N,L 2 N N,L L
1 N,L N 2 N 3
n+1 -
D’aprés le lemme les fonctions zN = X g/g et
N+1 -
] = X g /g sont telles : @ || . < o et |@ | < o

|
N, L L L N 1/2 N,L 1/2
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puisque g | < + o0 par hypothése.

I! en est de méme de ¢ ,¢2,¢
1

Tenant compte du lemme et de 1‘’inégalité portant sur Card 7 ,
3

nous obtenons par passage aux limites pour inf N —>w et
inf L ——> o
i
_ d-k/d k-2/d - n -
Lim Lim 1/V(N) .V(L) (ZIP @ P@ P(X /g)
inf L —>e inf N ——>o - n+ N
J J
- n - 1/2
-P @ P @ P(X /g)l2) =0
- N,L + N,L

Pour terminer étudions la quantité

-k/d - - n - 2
1/V(N) LT IP@P @ P @ P(X /g)ll , quand inf N —>w
nes + N- N+ N J
n,k
Posons ¢ =P @ P(X /g) , W =P g P(X /g )
n + N N, L + N,L L
On a
- 2 1/2 - - 2 1/2
(CIP @ P -2 ¢ | ) S(LIP@P Py -Pd P@ o I
+ N - N N + N- NN + N,L - N,L N,L
- 2 1/2
TP y 1 HY

@ P o ¥ I
+ N,L - N,L N,L

Nous avons établi ci-dessus que la norme de la différence des
deux quantités qui se trouvent au second membre de 1’inégalité pré-

d-k/d k-2/d
cédente, divisée par V(N) V(L) tend vers 0, quand

inf N et inf L tendent vers l’infini.
J

Nous avons par ailleurs établi dans {3, page 37] que

k-d/d - - 2 1/2
lim 1/V(N) ( = P @ P 2 v ) =0
inf N ——>eo nesh « + N,L - N,L N,L
J |
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et le méme raisonnement utilisé dans cette page ([3, p. 37] peut étre

reproduit pour la fonction 1/g . Ce qui permet de prouver que
d-k/d k-2/d
lim Yim - 1/V(N) . 1/V(L) N r
inf L inf XN nes p=1
J J N,k
e /g e /g
* P - n - n
(KR H ) Pg@ P , Pa P )
g @ + N + N
N N

Et ceci achéve de prouver le théoréme:
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Dans ce qui suit nous proposons un corollaire obtenu en spécialisant le domaine
A . La structure géométrique du "multirectangle" apparait plus clairement.
Quelques notations.

, d
Soit (nl,...,nd) un multi-entier fixe dans Zf . R =n {O,...,nd} le

0

d =1
"multirectangle associé". On note IRyt = 1 (n+1). Soit Cc< {1,...,d} et

k=1
ICl =d-2 (0 <2 <d). On pose :
Fég) = 1 {O,...,ni} x n {ws} , od we = 0 ou ng -

ieC secc
Soit F(Z) 1'union de toutes ces "faces d'ordre & " . Ainsi pour & =0,

F(z) = R0 » £ =1, F(Q) est le bord du rectangle RO , etc... . Si 2 =d
F(d) = "sommets" de R0 . On pose alors A = N.Ro , N étant un entier et on note
Ty(f) 1'opérateur de Toeplitz associé & A . On considére d'autre part, T F L RO

L entier et L <N,

d

COROLLAIRE. Soit A =N R0 une partie finie de Z+ définie comme ci-dessus , f

comme dans le théoréme et TS L Ro ; pour k > 3, C' est tel que card C' =d-k.

Alors :
-1 d 1, . ,d-1 (1)) v 2
Tr(T (f)) " = NIR_IC (%) +N IF oY Y ms |
N o "o'f C'U{i}={1§,d}c mezd 1 MMy
ie{l,...,d}
D I L2 1 1T ISR s 844 (F).
FHEIR FI 00 100) JULN e}

qeQ  (r,r')erR
X ZDZ b%gmgﬁg+nYmr%¢.nwrim¢.%BW

Remarque :
On voit apparaitre malgré la simplicité du domaine les trois premiers termes
du développement, comme 1'intégrale de mesures positives, successivement portées

par Te "multirectangle” R0 , par les "faces" d'ordre d-1,..., les "sommets".
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A partir du quatriéme terme cependant (d > 3) les termes apparaissent comme
1'intégrale de mesures portées par les "faces" d'un praoduit de "rectangles" qui
dépendra du choix d'une deuxiéme troncature .(A = N,R0 est la premiére troncature
L RO est la deuxiéme troncature).

Ainsi, pour avoir des limites finies quand N = = et L > » , a partir du
quatriéme terme, il est nécessaire de normaliser par des fonctions des volumes de
N Ro et L RO .

Ce travail peut étre rapproché au probléme de 1'estimation du spectre d'un lapla-
cien dans 1'équation de la chaleur.

En effet dans un article de 1966 ([1]) M. Kac aborde le probléme de savoir comment
le spectre du laplacien A sur un domaine D bornés par des segments dans RZ,
refléte la forme de D. M. Kac obtient un développement asymptotique de la trace
de etA (quand t - 0) en trois termes en fonction successivement de 1'aire,

de la longueur de segments du bord de D et des coins. Mc Kean et Singer [2] géné-

ralisent ce résultat en 1967 & des variétés riemanniennes, (voir aussi [5], [6]).
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Analyse mathématique/Mathematical Analvsis

Reconstruction de la densité spectrale par maximum
d’entropie. Cas d-dimensionnel

Abdcllatuf SEGHIER

Résumé — Le principe du maximum dentropie fournit un procédé de reconstruction de densités
spectriles a partir d'informations partielles (probléme des moments trigonométriques). Nous don-
nons des conditions suffisantes de reconstruction dans le cas d-dimensionnel, 42 2, et une étude

compléte dans le cas d= 1.
Spectral density reconstruction by maximum entropy method: the d-dimensional
& case

Abstract — The maximum entropy principle gives a way 1o reconstruct spectral density from partial
information (the trigonometric moment problem) we give sufficient conditions in the d-dimensional
case. d 22 and a complete study in the case d = 1.

I. Casd=1.
INTRODUCTION ET NOTATIONS. — Soit S un « demi-cspace » de Z? ayant les propriétés
suivantes :

(1) (0. ...,0)€eS:

(2) (m;, ....myeES si et seulement si (—m,, ..., —m, )¢S, excepté pour le point
my=m,=...=m,=0;
(3) (m,, ..., my)eSet(m,, ....my)eS impliquent (m, +m3, ..., my+mj)eS.

On note par A, une partie finic de Z? contcnue dans S, par
A=A_U(—AL)L. A=A, —A,etenfin Au=A,\J(0,0, ....0".
Soit fune fonction positive sur le d-tore et de logarithme intégrable :

Jdo< et J- Log fdo> — =.
T‘

-rd
Soient
L:(0,, ....0y) > e, %
et
Xn(e,‘ e e‘)=e“"‘°‘+"'+""0"’. "=("|~ . "d)-
On note par
./—.(’")-_-C...:J J_/'x_"'tlc, m=(m,. ....my,).
T
Le sous-ensemble fini (¢,,),, . 3 des coefficients de Fourier ¥ ™ f permct de définir une

classe. notée .# 3, de fonctions h positives intégrables de logarithme intégrable et vérifiant

Ih(m)=c,, pour tout meA.
On note par .Z,, I'ensemble des polyndmes a transformée de Fourier nulle en dehors

Lic /\*
P= Y a,x™ x,, € C.

me Ao

Note présentée par Jean-Pierre Kanase.,

0249-6291 8703050517 S 2.00 © Académie des Sciences
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On ¢étudie alors le minimum de

(1 J IN—Za, x"|* fdo
T.'

ou P=Xx, y"e.#,.. Soit ui(f) ce minimum.
On c¢tudicra ensuite

2) max expj Log hdo,
he . Fa T4
et on comparera cette quantité a p3 (/).

L’expression (2) est liée a la notion d’extension de fonction de type positif apparue
dans un travail de M. G. Krein (1944) ([7). p. 127-137). Elle est d’autre part associée a
la notion d’entropic de processus gaussicns (Chover, 1961, {2], p. 927-945).

Soit — P, le polynéme qui réalise le minimum dans (1).

L’ objectif de ce travail est de « reconstruire » f comme limite de f,=p3 (/)| 1+ Po|
quand A tend en croissant vers ZY. puis de donner des conditions pour que f,€F 3
[ /. réalise alors « le maximum d’entropie » dans (2)].

Nous proposons une réponse compléte dans le cas d=1. Dans le cas d> 1. nous
proposons des conditions nécessaires et suffisantes pour que f, € # 3. Le comportement
asymptotique de f,, est a I'étude.

Les résultats obtenus sont en partie une conséquence des développements asymptotiques
de I'inverse de matrices de Toeplitz.

-2

RESULTAT PRINCIPAL. — Soit &, la projection de L2(T“ sur le sous-espace des poly-
nomes trigonomeétriques a coefficients de Fourier nuls en dehors de M.

On note d’autre part T, (f)=(¢,,_.). (m, n)e A x A la matrice de Toeplitz associée au
domaine A et a la fonction f. Le polynéme constant égal a 1 est noté 1.

Par abus de notation T, ( f) sera 'opérateur de Toeplitz sur &, dont la matrice est

TA(N)-
THEOREME 1. — Soit — P, le polynéme qui réalise le minimum dans (1).
(i) On suppose que f~ ' e L' (T?). Alors :
MAUMN AP =(T (SN (D).
(i1)) On suppose en outre que (1 +Py) " 'e H™ (S). Alors :
(a) il existe un polynéme Pz réel tel que
(Pz- |1+ Po| 3 (K)y=/(k). VkeA:
(b) une condition nécessaire et suffisante pour que
Jo=mi|1+Po| ?eF3

est quil existe un polynéme Cxz(f), que Fon construit, tel que

(*) A ()=Ci ().
(i) On a d awtre part
(a) max (cxp JLog h do’) =cxp [ Log fo do =u; (f).
he . » -

(h) On suppose que la condition (*) est satisfaite. Alors ©
u‘i(f)=cpr.Log_/'(.dc:: mix cpr L.og hdo.

he .7 X
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Remarque. — Si A=A —A=A alors Cx=0=nzxu (/)
La condition (%) est vérifiée et on retrouve le cas d=1.
II. Cas d=1. — Dans cc cias, nous avons ¢n outrc un comportecment asymptotique
de p2 (| 1+ P [
S=27,={keZ k=0}.
Soient d=1, A=[0. N], N entier positif,
() =pA (), Fri=Fn
CoroLLAIRE. — Soit — Py le polynéme trigonométrique qui réalise I'infimum dans (1).
On suppose que 1/fe L' (T).
Alors :

(i) hy=p&.|1+Py| *eFy;

he. 7N

(i) J-Log hy do = max fLog hdo;

(i) pg? (14 Po) =(Txn () ™H(D).
Remarque. — 1. Dans le cas d=1 I’hypothése he H> (Z ,) est automatiquement vérifiée
griacc a un théoréme dec Szegéd [3].
2. Cc résultat cst classique dans la littérature d’ingénieurs (Burg, 1967, [1]). Il se

démontre par des méthodes variationnelles qui n’ont pu s’étendre au cas multidimen-

sionnel. v
L extension est obtenue dans ce travail (théoréme 1) a I'aide de méthodes de projections

hilbertiennes inspirées du théoréme de Helson-Lowdenslager ([4], p. 165-202).

Posons B(h)=J‘Log hdo. Soit g extérieure telle que h=|g|>.

Soit Py =ey., &8 lex(0) =eM°).
Comparons les quantités B (/1) et B(hy).
Soit heL”* (T). On posc :
E«(h)=inf||lh—Q]|, ou Q(e?)= > a,e
Q

O=|nf =N

THEOREME 2. — (1) On suppose 1;,fe H* (T)+C(T). Alors :

() Lim p(1//)=0

N — 2
(B) B(IJN)=B(_I')=J‘Log Ierlc—fLogfdc§p§+,(l/ﬂ.

(11) Si on suppose | feC(T) et O<m = 1/f, alors

e (e (1))
B(hy)—B(/)= 3 (EN(;)) -

Preure. — (i) () résulte des définitions : on peut d’ailleurs caractériser plus précisément
les fonctions @ e H* (T)+ C(T) (thécoréme de Hclson-Sarason [5]).

(i1) (PB) s"obticnt par des techniques de projection.

(11) s’obticnt en combinant () ct un résultat de Rozanov-Ibrahimov [6].

Remarques. — 1. On peut. avec des conditions de dérivabilité sur 1//. estimer Eq(1,/)
trés précisement a aide d’un théoréme de Berstein (voir [6]).
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2. On peut utiliser le corollairc et le théoréme 2 pour construire des algorithmes
numériques trés simples (résolution de systémes linéaires) permettant de bonnes approxi-
mations de f.

Note regue le 15 juin 1987, acceptée le 10 juillet 1987,
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RECONSTRUCTION DE DENSITES DE PROBABILIT: ET D& DENSITES
SPECTRALES PAR LE PRINCIP: DU MAXIMUM D ENTROPIE.

0. INTRODUCTION.

Soit £ >0, f et Logf eiL'(w) (¥=TR/Z ~(0, 2¢[ ). on

pose do = g—- y ¢ = f(k) = J (el e 1K0 35 ¢ = £(0) = 1. ILe
T
'y
signe J correspond 2a J .
.‘El

Seit la classe de fonctions h vérifiant (N entier)

€N

hee @ (hetLogh L@, nk) =c

N 0= |x| =WN).

k ?
Un considére deux problemes d'extension de fonction de type
positif (i.e. des suites (h(k)) o h e eN) correspondant & deux

contraintes différentes (maximum d‘'entropie).

Probléme 1: Reconstruction de densités de probabilité.

Construire explicitement la solution de

max - j h Log h do = - j £ Log fy do
hece N
N

et estimer la difference:

[ .
(1) J h Log h do - |fy Log fy do .

La quantité - Jh Log h do est connue en théorie de 1l'information

sous le nom de Shannon-Jaynes [12].

Probléme 2: Reconstruction de densités spectrales.

I1 s'agit de décrire 1'élément hy de ey tel que

(1) max j Log h do = j Log hy do
hesN

et estimer la différence:
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l JLog f do - JLog hy do | .
La quantité JLog f do est connue sur le nom d'entropie de Burg.

On ne connailt pas la solution explicite du probléme 1, mais on
sait que fN se présente sous la forme d'une exponentielle d4'un
polyndme trigonométricgue de degré inférieur ou égal a N. Elle est
obtenue par un calcul variationnel (ou par 1l'optimisation de 1'in-
formation de Kullback) (voir [3 ] ou [¢ ]).

La solution du probleme 2 se présente sous la forme d'un inverse d'w

polyndme trigonométrique de degré inférieur ou égal 2 N. On l'obtient
par des méthodes de projections hilbertiennes (ou des méthodes va-
riationnelles classiques).

Contrairement au probléme 1 on obtient explicitement la solution
du protleéme 2, par l'inversion d'une matrice de Toeplitz, c'est
donc un probléme linéaire.

Quant & lz solution du probléme 1, on peut cependant 1l'approcher
asymptotiquement (N grand) par des méthodes linéaires’ par le biais
de la solutioh du probléme N°2.

Le travail qui sulit se présente en deux parties. Dans une pre-

miere partie nous proposons une majoration de la quantité
K(f,fN) = Jf Log f do - Jf Log fN do quand N tend vers l'infini.
Le probléme sommatoire abordé par E. Gassiat [6] trouve ici

un prolongement plus précis.
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La partie II se rapportera & la construction de la solution
du probléme N°2 (1l'expression explicite est déja connue [2]).

Nous proposons comme dans la partie I des estimations précises
de jLog f do - JLog fN do. Ces questions font suite & un pro-

bleme plus général de reconstruction de densités électroniques
par maximum d'entropie.

Elles ont été proposées par D. Dacunha-Castelle [3].



Partie 1.
A) Majoration de K(f,fN).
Soient f et fN les deux éléments de Ex définis dans 1l'intro-

duction, Iy vérifiant

jf Log f do = max - jh Log h do .
heeN

Pour 1l'existence du maximum voir [ ¢ ].

Comme Lo% fN est un polyndme, on a:

G < K(f,fN) = jf Log f do - Jf Log fN do

Jf Log £ do - IfN Log fN do .

On a les hypotheses suivantes:

(H1) On suppose Log f e L™(T"), ce qui implique 1l'existence
de deux constantes positives m et M telles que

O<m<f<DMNM.

On pose ¢y = 2% (Log £) ~(k) etkO |
|3 | >N+1
(HZ) On suppose qu'il existe une constente I telle que

VN, loglle, = T < .
On a le théoréme suivant:
Théoreéme:

(i) Soient f et fN définies comme ci-dessus et f satisfai-

sant & 1'hypothése (H1). Alors:

|l 1)
0 < K(£,£y) = -;:Gf (pf] dc> o Pl
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(ii) On suppose en outre que l'hypotheése (Hz) est vérifiée.Alors,

pour tout A <1, 3 N,(A) tel que N Z N, on ait:

0 = k(f,fy) = 'éjf (e”%‘”“ . Jf qp§ do - (Jrf q>1;dc) 2).

Posons Tog f = ;E:Yk eike, on a Py = - z » Yy eike .
keZ |k | >N+1
Définisons Log ¥N = yé + :Z:; Yy e1k® , avec
1=|k|=N
~ Y . ~
fN = e exp Z ‘Yk elke) et fN(O) = 1.
15|k| =N

Ceci impose une condition sur XS :

(1) - jLog }N do = -7y} = Log Jexp (

ik6
<o . Yk e ‘> do .

On établit par des arguments de convexité 1l'inégalité suivante: (Voir [6])

1A

0= K(f,£y) = K(f,fN).
Majoration de K(f’¥N)'

K(f,%N) = jf(Log f - Log Eﬁ) do

= JLog f do - jLog ;N do + jf((Log f - JLog f do) -
- (Log fN-Jnog Ty do)

= J(Log f - Log fy) do - Jf ¢y do -
D'aprés (1) et en écrivant 1{ = f-e~ 1 = ¢ exp(Log £),

~ ike
- ILog fN do = Log jf exp ( 2:. Yk e - Log f) do
< |k|] <N
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Log If exp(-yo+ ¢N) do

Yo ¥+ Logjf exp ¢y do .
Comme Yo = Log £, on a
JLog f do - ILog ¥N do = Log Jf exp(¢N) do
et
(1) K(f,%N) = Log Jf exp(QN) do - Jf ¢y 4o
Remerque:
Cette formule est valable pour tous éléments f et h tels
que %(O) = ﬁ(o) = 1. On remplace ¢z par
¢ = (Log £ - Log h) - ((Log £) “(0) - (Log h) ~(0) .
Utilisant 1'inégalité Log t = t-1, on a:
Log jf exp(wN) do = Jf exp(¢N) do - 1
< Jf (exp(py) - 1) do ,

car If do = %(O) = 1.
On déduit du théoréme des accroissements finis 1'inégalité sui-

vante:

exp(gy) =1 < gy + — exp (|loglly) -

S1i bien que:

k(2,8 = ¥ el lloyll,) {2 o2 ac

1 .
< + exo llogll) < N2l oyl logll, -

Ceci montre l'assertion (i).
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Prouvons (ii):
() Nous proposons un encadrement de k(f,fy). L'hypothése [|Log £||, < e

et |[oygll, < %, implique 1'existence d'une constante m, telle que

V N, O<m2§fN=exp ZYka.
|| =N

Dans (i) nous avons établi la relation suivante:
() K(f,fN) = Log Jf exp py do - Jf ¢y do.
Ecrivons:
Jf Py do = Log exp Jf PN do ,
et appligquons 1'inégalité pour b > a > 0 :

Log b - Log a £ Eﬁé ,

3 (1), nous obtenons:

Jf exp ¢y do - exp Jf Py do

< K(£,%y) .
exp [f PN do

Posons Ay = Jf exp ¢y do - exp jf ¢y do . Développons en

série 1'exponentielle, ( ”¢N|k’< 0 )

wfe(Zgso)e - J, A

P20 p=2 0

Comme H¢N||< ®, la convergence est uniforme et

AN=%Jf 92 do -(jf Py dcs>2 + Z' 2 (Jf 7 do -(Jf(pudc)p).

P2 3
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D'apreés 1l'inégalité de Hdlder
1 1

jf gy do = (Jf ox do)5 (Jﬂ f do )E ’

les quantités sous le signe somme sont positives et

0 < %(qu;ﬁdo - (Jf¢Ndc)2)§ Ay -

d'autre part

iJf oy do | = (Jf2>5 G(wﬁ)}g .

Comme par hypothese faugésont dans L (T'), nous avons
lim Jf Py do = O
N-.oo

et

lim exp Jf Py de =1.

N—»OO

Soit 0 <A < 1. I1 existe alors un entier N, tel que N = N, ,

erxp(dec < 1/ .

On obtient en définitive une minoration de K(f’¥N):

A 2 2 ~
o <A (£ 92 a0 - qu)Ndo < K(£,%p) -

Par les mémes techniques, nous améliorons la majoration de K(f,fﬁ).
Nous avons, pour les mémes raisons que ci-dessus, l'inégalité

suivante:
jf exp @y do - exp Jf Py do
0 <K(£,£y) <K(£,%y) = :

Jf exp ¢y do
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D'aprés (i), nous avons, dés que “‘PN”oo< o (uniformement)

~o

lim K(f, N) = lim (Log Jf exp @y do - Jf Py do) =0 .

N - o N - o

Comme 1lim Jf ¢y 90 = O, on en déduit
N-0

limjfexp¢Ndo =1 .

N »o
On a pour le méme choix de A que ci-dessus et le méme No» des
que N = N, :

A= ff exp ¢ do .

On a d'autre part les inégalités suivantes:

(exp [loyll,,) [£ 9F do

H(Jeomae)

Nl —

erxp(deof_1+jfcdeo+

et

-—

e@Jf¢Ndoz1+jf¢Ndo+

Ainsi pour tout A < 1, 3 Ny(A) tel que d&s que N> N,, alors

05“%,@-*\ < K@,@AB < %x (e”(PN“oo Jff cpﬁ do - (Jf Py do)2 ) .



Corollaire:
Soit f vérifiant les mémes conditions que le théoréme ci-dessus. On

suppose en outre que lim ||¢ || =0 . Alors
N-.oo N

Ku;%ﬁ

lim = 1

N %(If 95 do - (]f 9y da) 2)

B) Construction d'une approximation hy de fy.
On construit, dans la Partie II, la solution du probléme N°2.

Cette solution a pour propriété d'appartenir a ey et de s'écrire

comme l'inverse d'un polyndme trigonométrique. Il existe, plus

précisement, un polyndme trigonométrique PN= Z-’ Bk Xk tel
O<k<N
1 . ..
que hN _ 5 . En outre la construction de hN est explicite
N

(Inversion de matrice de Teplitz). Posons EN = exp( Z dk Xk)
0=<|x|=x

~
et soit une autre écriture de hN de la forme:

Zoae|

k>0
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Cn impose alors 2 hy de vérifier

~

Bk=Bk ’ -N <k <N.

Nous avons donc

k! exp |- de;k)= Z:.gxp

1sk<N

Soit la relation:

fy el 2 - 1£§Ndk xk)
-5 (foor)elee Lav)

2, ik§ X°.

1<k <N

<— 151;25'1\11 k d Xk>(1§ogk xk)

Proje :tons sur 1'ensemble des polyndmes engendrés par

(X, X°

"N (_ L tEY x) (E‘oﬁk ): n[1,N](Zi k By xk)

Tenant compte de la contrainte Bk = Bk y pour k= U...,N on a

N . .
eeey X Soit ™ 1 ct :
’ ’ b H,N] e projecteur)

le systeme suivant :
zkjjj ’ k B k =1 N
- jd B - = ? = 9 oeecoy °
70 ° 3 Tk k

Comme B, £ 0, le systéme triangulaire a une solution unique
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en d,, ..., dy (mais ne fournit pas d, que 1l'on calculera direc-
tement par une intégrale & l'aide de la condition E(O) =1 ).
Supposons maintenant que hN = exp (‘Z: a& Xk); on a des rela-
ke
tions analogues aux précédentes:

-‘.‘DN_{- L ixad xk) 2. By xk> - )7 ikp, X5 .

Ry 0<k<N iSks<N

On en déduit le systeme suivant:

-ZJ Bk_ = kBk’ k=1, 2, aoo,N .
=0

Il s'ensuit d'aprés l'unicité de la solution du systeme linéaire
précédent que dk = Ek pour k=1, ..., N . Dans la partie II
on montrera que la construction de hIT pour tout N est possible
lorsque %‘e L' (W)

On pose aN = 2 , (Log hN) (k) Xk .
|k| 2N+1

On a le résultat suivant:
Théoreme 2:
On suppose que f définie en A vérifie 1l'hypothese % = L‘(W?.

Alors pour tout A > 1, 3 NO(A) tel que N = N (A) (entier):

(1) - JfN Log fN do = - JhN LogrhN do

(ii) 0 < J Log f do - hN Log hN do <

JhN Log hy do - th Log HN do
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o 2
< % (e”"'N”oc JrhN '(1;1\2] do - <JrhN ’J;N dO’)

PREUVE.
Comme hN € gy et, Log fN et Log hN sont des polyndmes trigono-
métriques on a:
JhN Log hN do = JfN Log hN do .
Comme d'autre part K(f, EN) = jEN Log fy do - JHN Log EN de > 0,

on a bien (i).

On obtient (ii) en tenant compte de 1l'inégalité

- th Log hN do < - ij Log fN do ,
et en appli. le théoreme 1, car Iy est continue et sans zero

sur .. ( [|Log hyll, < = )
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I1. RECONSTRUCTION D& DENSITE SPECTRAUE.
Enoncé du probleme N°2.

I1 s'agit de construire 1'élément hN de €y tel que

(1) max(— J Log f dc) = - Jr Log hy do

et estimation de la diférence
|J Log f do - J Log by do | .

Grace au théoreme de G.Szego, le probleme N°2 est équivalent
au suivant:
(S) soit £ >0, fe L1€r) et Log £ = L1GE). Trouver 1l'infimum de

N+1 2

o1
[ '1 + E O kO f(ele) ae ,
k=1

L
2n
0

puis déterminer le polyndme Qui réalise cet infimum. [ ]

Dans 1l'approche qui suit nous proposons une interprétacion
géométrique plus complete et nous expliciterons le projecteur
sous-jacent au probléme (S)("Projecteur de prédiction").

Soit JQN le sous espace vectoriel fermé de L%( ) engendré par
iNe}.

les exponentielles {1, ..., e Le probléme (S) est équivalent & (3):

Calculer le carré de la distance de 1'élément 21 R
(3)

(f1(6) = e’le) , au sous-espace J%N et expliciter sa projection.
En fait nous calculerons plus généralement la distance d'un

élément ¢ = L%Gm) au sous-espace JLN.
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Nous suivons une méthode qui a été déja utilisé dans [13], puis
dans [14]. Nous aurons besoin de quelques notations.
Comme Log f e L1CW), il existe une factorisation de f de la

maniére suivante: (Voir [9])

2
f = Jgl|7, g e Hl et g extérieure .

Soit H§+ le sous-espace de L%ﬂf) engendré par {1, eie ceol
et H%‘ le sous-espace engendré par {e-le, e_2ie, ...}. Posons
X:X(eie) = 19,

Le sous-espace oﬂﬁ. s'écrit comme l'intersection de XN+1 Hg—

2+
et de Hf :
_ o N+1 2- 2+
Ry = 7 Hgm N HGY .
: : 2 5 . 2+ _ 1 2+

Le fait que g soit exterieure implicue que Hf = é H et

n2- = Ln?- (8%~ = 1%( ) o H®Y), d'ou:
& N+1
N+ -
JLN = X_ H2-n 1 H2+ = é(:g-__ XI\‘+1 Hz‘ﬂ H2+) o
g g g
g XN+1
On posera dans la suite Py = = .
g
Remarque:

Notons Hg = ¢y H2-NH?* et soit PHo(g¢) la projection, dans

Lz(ﬂ), de g¢ sur Hy; on a la relation suivante:

B, () = 2Py (&b) -

Ay g

Explicitons le projecteur P

by
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Quelques notations:

2+

Soit P le projecteur de L2(F sur H°T et Q=1 - P. Posons

_ ey 2+ — )
LN = (I - P@N Q@N) H® . On aura P@N Q@N LN c:LN .

Notons par HQ la restriction de 1l'opérateur 6 — Q @N e
N
a Lye La restriction de 1'opérateur 9-——*-P5ﬁ Q@N 6 a Ly est

*

égale a H. H :
oy Py

Nous avons le lemmne suivant:
Lemme:
Soit ¢ wun élément de L2€T). Pour qu'un élément de Ho noté

PHO¢ soit la projection orthogonale de ¢ sur Hg, il faut et

il suffit qu'il existe deux suites (8, ), & e Ho= et 0, .= H2+
telles que:

(1) nLiﬁm(e1,n + @y P&y 6, |) existe dans L2(m) .

(2) nLimm(P+ (51,n 9y n) + B, (@ 0, ) = P (0 ¢)-

(3) nLimw(91,n + Qe (Po 0, ) = Q@ -

La projection est alors bornée par

PHO(¢) = ¢ - nlimm(e1’n + @y P Py ez’n)

Gréce au Lemme précédent nous allons préciser la projection
d'un élément sur JtN’

Proposition.

La projection d'un élément ¢ de L%(T? sur gﬂN est



donnée par:

(1) B (4) = g By (g0) = & - 1 aley) -

n
_-._pcp (Z,H g, ) * P P(gd) ;
Oy

(ii) Si de plus HH ]I <1, alors I - H; H@ est inver-
N °N

sible et la projectlon s'exprime par:

-1
P<I> (1 -H@ Hq))

P P(gy) .
N Oy N

1
(¢) = - F

P"“N

Corolaire 1:

si f = 1/|P|2 avec P polyndme trigonométrique (sans z€ro sur
le cercle unité), alors:
B (¥) = & - g Qlee) - L Pay Gy P(av) .
Nous ne donnons pas les démonstrations car les techniques
précédentes ont déja été utilisées dans les travaux anterieurs
de 1l'auteur (voir [iu ] et [15]).

Pour répondre au probléme (S), posons ¢ = X. De plus, notons:

0 n
H(ay,e) = 23y (L H;N HQN) p3, P(X &) ).
n=0

Corolaire 2:

(i) L'élément qui réalise 1l'infimum dans (S) est le polyndme trigono-

métrique

}E (QN’g)

oqt]—

By=1- )("PM(?) = é Q(Xg) +
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(ii) On a d'autre part:

~ 1,2 = 1,2 - . ° 2
1B lle = 111 - x 2 DIl = | lae®]” a0+ | 1Moy a0

2
exp( Log f dc)+ Jr |}-[(<I>N,g)| do

PREUVE.

2 2

On remarquera que |Q(gX)| = |g(0)| et comme g est exté-
2

rieure par hypothése on a bien |g(0)| = exp(ILog f do). Le reste
se déduit des propriétés d'orthogonalité des expressions qui
interviennent dans la projection fN .
Remarque:
2

Un théoreme classique de G. Szegd affirme que 1lim Hi§“€
N — o0

= exp j Log £ do . Le résultat ci-dessus nous permettra de pré-

ciser la vitesse de convergence de by Vers u .

C) Nous allons considérer une classe particuliere de fonctions
positives f.

Etant donnée une suite de coefficients {C_N,...,CO,...,CN}

(Ck= C-k) et soit ey la classe de fonctions positives définies
comme dans 1l'introduction.
Remarque 1:

‘Soient deux fonctions f, et f, de J{N, alors pour tout poly-

N
ndme trigonométrigue P =Z a Xk, on a:
N=La, o %
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112 K2 k o 12
leyll, = [ 1 Zog 217 2y a0 = [ | Zay 29 25 00 = iyl

Remarque 2:

Le probleme de l'extension des fonctions de type positif a
pour origine les travaux de M.G. Krein (1944) [11],‘pour le cas
continu.

Ce probléme est connu, dans le cas discret, sous le nom de pro-
bléme de moments. La construction d'une solution au moins (me>«rte
singuliére) a été donnée par Caratheodory [7, pp 56-61]. Des ré-
sultats récents sont & signaler dans les travaux de M.G. Krein et
D.%Z. Arov [1]. On peut aussi se référer & un travail de Chover
([5], 1961).

Le but de ce qui suit est la construction explicite d'une solu-
tion du probléme (2) satisfaisant & un critére de "maximum d'en-
tropie" d'une part, et l'estimation de la distance de la solution
ainsi construite & un élément de Ex d'autre part.

Nous avons un théoreéme:

Théoreme:

Il existe un polyndme trigonométrique P, tel que:

. 2 2
(1) f, = BN / | 14P,] € &y 3
(i1) exp j Log f do = max exp j Log £ do .
T feey

(iii)  (14Po)/(14P,)(0) = By = 1 - X P&N(i) .
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REUVE.
L'élément P, vérifie

. 2 .
(1) 1nfj |1+ |7 £ do y ou P = 2 . amxm .
me[1 N]

Soit EN l'ensemble des polyndmes trigonométriques & spectre

contenu dans [-N N].

La relation (1) implique la relation d'orthogonalité suivante:

0, Vmel[1 NJ].

(2) J (14P5) X £ do
et par passage au conjugué:
(3) j (145,) XB' fdac =0, m'e [-N 1] .

On a par ailleurs:

(4) Jl" (14P,) £ do = JF |1+P0|2 f do = p§ .

Notons par TN(f) l'opérateur sur EN tel que pour tout
polynlme p = Ey:

g(£) p = my(fp) ,

ou Ty st la projection de LZGT) sur Ey. Notons enfin par

S(1+Po), l'opérateur de LZCW) dans lui-méme tel que pour tout
h = L5(T), sS(14P,)(h) vérifie:

{s(1+Po)(R) , X2, = ((1+Py)h) ~(m) , m =0

{s(1+P,)(n) , x“)z ((1+P5)R) *(n) , n<o0 .

On écrira 1 pour le polyndme trigonométrique constant.
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Les relations (3) et (4) s'écerivent alors sous la forme suivante:

(5) T(£)(1+20) = pf 1
(6) e S(1+Bo) m(£) = w5 U .

Montrons (i).
Construisons une suite de polyndmes hM de la fagon suivante:
by = () + by
oulM >N et hM est un polyndme réel de spectre contenu dans

[-M 1]/[-N N]. Le polyndme h, vérifie (s'il existe), la relation:

L

- 1,8
Montrons qu'il existe une soluticn unique hM de (8). En effet

appliquons 1'opérateur S(1+Po) a4 la relation (7), nous avons:

- - - 2.
i S(14Bg) By = i S(14Pg) my(£) + my S(14By) by = pi- 1

ou encore:
(9) m (14Bo) By = pd B - m (14P,) my(£) .

A. Notons par EM,N le sous-espace de chw) des polyndmes trigo-
nométriques & spectre dans [-M M] / [-N N] et TN la pro-
jection orthogonale de Lz(W) sur EM,N . Nous avons gréce a la
propriété (6):

2,
il IR S(1+P,) nN(f) € EM’N .

Ainsi la relation (9) peut s'écrire:
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(10) oy S(140) By = my p(ui-B - S(14B,) my(£))

Montrons que l'opérateur ﬂM N S(1+P ) ﬂ N est inversible sur EM,N .

Décomposons dans Lz(ﬂ) le sous-espace EN N de la fagon suivante:
iy
- p(n) (2)
(11 Ey,w = Byy @ By oo

N ~\(1) \(2) 1 ] -
ou M N (resp. EM,N ) est l'ensemble des polyndmes trigonomé

triques & spectre dans [N+1, M] (resp. [-M, =(N+1)]).
(

Soit ﬂé1% (resp. ﬂmz% ) 1le projecteur correspondant. Soit
b 9

P e By et p=p, + p, 1l'écriture de p suivant la décomposition
1y N 1 2
(11). Comme le spectre de 1+P, est contenu dans [0 N] et que

M > N, on a la relation

(12) Ty, S(1+Bg)p = n(1) (14, )p, + n& % (14P,)p, -

1

Appliquons & cette relation 1l'opérateur ™, S ——
B, N 7 14P,

1 Q
TIM,N S(a—l:) “M,N b(1+PO)p

1 1 (1 2
= Ty (T:ITO) Mok (1420)py + 1)«(

1
+P0

e )nM,N (1+P,) P, -

Avec lihypothése S Hw, on obtient, en écrivant par exemple:

(1) = (14 x{1)
i, (1#Po)py = (1+P e+ (Iy = %y ) e s

N+1

ou IN est 1l'identité du sous-espace X ¥

H

la relation suivante:

1
", N S(‘ﬁ?};) Y,y SU+E)P = p .
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(2]
On obtient de méme, en utilisant le fait que 1+P e H :

1

‘EM’N S( 1+PO) ﬂM,N 8(1—:5-;) P = D .

Ce qui signifie que TN S(1+P0) est inversible et d'inverse
’

(1 ~ . .
RM,N D(H'Po) et hl’v’i s'éerit:

(13) EM = ﬁM,N S(1lPO) (7 - Y S(1+P, “N(f)- ( ﬁM est réel)

L . D . 2¢..
iontrons que la suite (hM) ainsi construite converge dans L°( ).

En effet, soient deux entiers I et M' tendant vers 1l'infini; on a:

o~ . 1
(14) hml - hM = h'Ml - h]\ri = T[M',N S(1+Po) (0- TLM'(S(1+PO) 'ﬂN(f)) -

1
- EM,N b( )(0 . S(14P,) nN(f)) .
Remarguons gue pour i > 2N+1 ,
Ty s(1+2,) nN(f) = S5(1+P,) nN.(f) ,

et 1'on posera ¢ = 0 - S(1+4P,) “N(f) .

Nous avons donc, d'aprés (13) et (14)

e =l = (e = Ty ) S(,:PO)‘*’ = TN S(ﬁ;)"’
Comme T, b e L2( ), i1 s'en suit:
s oy = mylly = m W0 S(ﬁ%' =0 -
M - o M- o
Soit h = 1lim hM et h réel.

M—»OO
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De plus les propriétés vérifiées par hM se transferent & h et on a:

~ 2 .
b [14Bo] " do = g

h(1+ p,) x40 = 0 5

par passage au conjugué on obtient:

2
j h [14B, ]  x™ do= 0, VHAO.

Il s'en suit alors que

K
N
hz___...pp.

| 1+p |2
)

D'autre part h vérifie

h(mw) = f(m) , VYme [-N N] ,
u2
ce qui signifie que 3 € €y et la partie (i) est démontrée.

2
|1+ |

BEn utilisant la remarque importante ci-dessus et en fixant

a, = 1, on a:
inf || By || = inf || 2| .
N N'r
Py I Pyefy 2
Py (0)=1 Py (0)=1

Les assertions (ii) et (iii) s'obtiennent comme conséquences des
corolaires (1) et (2) précédents.
Le théoreme est alors démontré.

Un théoreme classique de G. Szegd donne le comportement asymp-
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totique de py = exp J Log f do, (n = exp J Log f do)
n T

Théordme [7, p ]

Pour 6 e [-n n], soit f(6) définie pp par:
s .
. in ZKV
£(8) =p(8) I fe-e Y| VY, ou o— p(o)
v=1
est positive,

les a, sont des entiers positifs et xv des points distincts

dans -n < A < T . Alors deux cas sont possibles:

(i) La fonction 66— £f(®) n'a pas de zéros, s = 0, alors

By = B = 6n = 6(n

(ii) Soit s > 0, on peut seulement affirmer que

6n = O(n-1) .

Dans ce qui suit nous proposons un résultat sur le comporte-

ment asymptotique de by — M qui fait intervenir la quantité suivante:
i(N g
pN+1(1/f) = d(el( +1)6 z ’ nm) )

ol d est la distance par la norme || Hoo . (Voir [10,pp 174-175].)
Un théoreme classique de Helson-Sarason donne une condition

nécésaire et suffisante pour gque 1lim pN(f) = 0. Son application
N—bOO

n'est cépendant pas aisée (voir [10]).
Le théoreme qui suit de Ibrahimov et Rozanov donne une condi-

tion suffisante plus explicite.
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Théoréme: [10, p. 175]

Pour que Py vérifie

py = 0Ny, oh 0<p <1
il faut et il suffit que la densité spectrale f(6) admette la re-
présentation:
£(0) = [2(e*®)|° (o) ,

ou P(z) est un polyndme ayant des zéros sur le cercle unité
{zel, |z] = 1] et la frontitre w(8), w(6) >m >0, est r fois
dérivable et sa dérivée d'ordre r satisfait & la condition de
Hélder d'ordre 8.

Nous sommes en mesure de donner un théoreme qui donne le con-
trdle de la convergence de Wy vers u lorsgue N tend vers 1l'infini.

2 2 2
Posons f = |g| et f = Igo,Nl = |g,|° .

héoréme:

On suppose que u jLog f do >0, on a:

2 2
(1) 15, 8 - &1 = I}y (@I = uf - v

2n . 2% X
= exp[% JO Log fo,N(ele) dé - exp % JU Log f(ele) d%]

(ii) On suppose que f vérifie les conditions du théoreme de

Helson-5Sarason ou théoréme de Ibrahimov-Rozanov. Alors

2 1y
uN -p = pN+1(I.) - K .
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REUVE.

Montrons (i).
2
On a démontré que f = Igol est telle que é est un poly-
0
ndme trigonométrique analytique de degré inférieur ou égal a N.

On a d'autre part, d'aprés ce qui précede:

g,(0) g(0)
€o g

+ L Hzg,e.

En multipliant par g et en prenant la norme on obtient:

2 2
g 2 2
ll-é-(; g,(0) - g(O) || = | Hgla)llp = vy - »°
d'ou (i).
Montrons (ii).
On a d'apres ci-dessus que
2 2 2 . .
uy = #° = l|H(epe)l, 5 1l s'en suit que
by - B = p\w I H( N.s)II?_ .
Comme pu =< yy, , On a 1 < L .
=N byt = 2u
Par ailleurs
* -] - -iB
H(®g,e) = Py (I - Hy Hy )™ Poy P(g e ),
N N N
or P P(e‘ie) = P(T (g e ) - @ Qe ele))
N9 N
coune Ty & o—i6 _ e—i(N+1)9_§_ g el o imne o
P@h P(g é-ie) = - PS& Qg e_le), car ge XH - .
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On remarque que Q(g e-le) = g(0); il s'en suit que

|- i0
POy P(g ') = -g(0) Poy -
Ainsi

| H(ege)ll, = N1 - H;\: H¢N>'1u l2agll le(o)] -

oma |H H

2
@N @N“ = HH¢N|I. On peut considérer H® comme un

N

2~

opérateur de H2+ dans H (au lieu de le restreindre 2 LN).

Soit ||¢||2 = 1.

It oll= llemy ol = suo [faoy ¢ - 7 a0l

ou le supremum est pris pour Hnlb = ||¢H2 =1, ne 5é- et ¢ H2+.

On a encore

I ol |ayCom ael .

el =l ll=1

¢eH2+;neH2—

Comme ¢H e H1 on a

g ol = sup | (2y-2) o7 ae] .
iy Inll = lle] =1 N

Cette égalité a lieu pour tout & e H”. I1 s'en suit alors:
. : 1
1By ¢l < inf llay-oll, = a(@y,H) = py,4(3) -

On peut montrer que 1'égalité est réalisée par un argument de
dualité et le théoréme de Hahn-Banach. La technique ci-dessus est
analogue & celle utilisée dans le théoreme de Helson-Szegd dans
un article de 1960 [9].

Nous obtenons ainsi:
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1
1- |18, II° 1-p
oy

IA

* -1
| (1= Hg By )Tl =
oy Ty

et

1
”}{(q)N’g)H = 1 p2 PN+1 M
N

Comme 1lim pN(%) = 0, on a 1'inégalité, pour N grand

N - o
My — M S p§+1(%) ’
ce quli est 1l'inégalité du théoreme.

Un autre théoréme intérés montre que Py converge plus vite
qu'une certaine approximation de f que 1l'on définit de la fagon
suivante: Soit EN(h) la meilleure approximation de la fonction h
par des polynlmes trigonométriques de degré inférieur ou égal a N
sur [-m ®] et pour la norue uniforme.

Théoreéme: (Ibrahimov-Rozanov [10], page )
Si la densité spectrale f(6) est continue et strictement posi-

tive, f£f(6) >m > 0, alors

<

Byq (1) -

Bl-

PN

CONCLUSION.

Nous avons mis en évidence gréce au principe du maximum d'entro-
pie, un procédé sommatoire dans le sans suivant:

Soit f vérifiant les conditions du théoréme ci-dessus et

£ = |g|?, on a:
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1 800 < a2 1
|'g g(O) 80”2 -— Ié(o)l Ilg“2 pN+1(f) .

2
BEn posant ¢ = |g(0)]| - ”éll2 , on peut approcher é par la
0) ~
s 1 go,N( g . . c .
suite Z(0) e en norme L plus vite que o LN_1(f)
O,

décrit plus haut.

De plus la démontration du théoreme met en évidence un procédé
2
Hy

1 Id 7
g 1+PO eu es elements

de construction des coefficients de

de la premiére ligne de (TN(f))—1, 1'inverse de la matrice de

Toeplitz associée & f.
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III. Relation entre la factorisation d'une densité spectrale et
l'inversion de la matrice de Toeplitz correspondante.

Nous avons établi dans un précédent travail l'expression ex~-
plicite de 1'inverse d'une matrice de Toeplitz [1k].

On suppose f = lgld avec g e H", on a
(e (N~ = oo (d) + ay 4
N N'F N,1 * Ay,2 0

ou l'opérateur Ay est défini par:
’

¥V ¢ polyndme trigonométrique analytique

+N+1 N+
J 1o, B (x
AN,1(Q) = q Q(_é) + z P( P Q.) ’

P et Q étant des opérateurs définis comme dans la partie I.
L'opérateur Ay o d'expression plus compliquée vérifie
b

llm Tf' AN,2 = O .

N = o

Soit maintenant fo = ——l—? ou g, €st un polyndme trigonomé-

le, |
trique analytique. On suppose que %o(m) = %(m), me [-§ NJ]. Alors
Ty(£) = T(£)
Il en est de méme pour les inverses. L'expression de l'inverse
de (TN(J’:‘O))-1 se simplifie et devient, aprés transformation (Q=I-P):

| +1 T+
(Iy(£.))"Y(q) = é P(- ) - XN (X; %) .

O gO

Ainsi un élément a . de (T,(f))-1 est donné par:
yJ N



k . N+ 1 N+1 .
el ofX5) iy _ (X X K3
ak,j —<éP< )’ X>2 < éo £ €o £ X 2

2]

; N+1
=<P(é) of 2 -(r kil & op Ayl >
g,/ \&/) > g ’ g Z

N
Posons 1l . B y
€o i P
p=0

Alors pour k < J :

S A TN AR T A

p
P =k p'2j

Soit maintenant C = (Co’ ...; CN) une suite de nombres com-
plexes (Co réel).
On suppose que pour tout 1i e [Oy eeey N], 1la matrice de Toeplitz
T, associée 4 la suite (Co’ cees Ci) est définie positive. On no-
te TN(C) la matrice de Toeplitz d'ordre N associée & (C). Soit
(ags =ees ag) = T51(C)(1,0, ...,0) .

On a

det T
ao: .[\"‘1 >O .

det TN

a
Posons Bozﬁo et Bp=—-P— ’ p=1, e, N .
l°‘o
On a le corollaire suivant:
Corollaire:

Soit (C) = (CO, Cys eoey CN) une suite de nombres complexes

N
vérifiant les conditions ci-dessus. Posons P =Z:- Bp XP. Alors:
' 0
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. 1
(1) TN(I-;F) = 1,(C) -

(ii) Un éléuent a j k < j de la matrice inverse (TN(C))-1
b}

est donné par:

2 2
A [ I A T L U

p=k p'2j

Remarque 1:

Le corollaire précédent donne une nouvelle méthode d'inversion
de la matrice de Toeplitz basée sur l'inverse d'un systéme linéaire:
TN(f) X=1 o X= (xo, ceey xN) est connue et U= (1,0,0, ..., 0).

La résolution d'un tel systéme se fait depuis longtemps & 1l'aide
d'algorithmes trés rapides (Levinson, Trench, etc.)

La méthode précédente (qui doit &tre numérique moins rapide) a

1'intéré&t de proposer une exprésion analytique de 1l'inverse.

Remarque 2:

L'expression jLog f do a deux interprétations; d'une‘part
dans la théorie de la prédiction (d'un procesus stationnaire),
c'est le logarithme de l'erreur de prédiction, d'autre part elle
constitue l'entropie d'un processus stationnaire. Ce lien a été

mis en évidence pour les processus gaussiens stationnaires par

Chover [5] en 1960 et récémment par A. Mokkadem [13], en 1984.
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I. Introduction.

Nous poursuivons le travail effectue dans le cas unidimention-
nel . Soit S un "demi-espace" de sz ayant les proprié-
tés suivantes [ 2 ]:

1) (0y ...,0) & S.
2) (m1, ceey md) S si et seulement si (-m1,...,-md) # -S
excepté pour le point m, =0, = ... = my = o.
3) f(my,eee,my) = s- et (m},...,m}) S} impliquent
(m1+m%,...,md+mé) e S.
On note par A+ une partie finie de ZZQ contenue dans S, par
A=A, U(-Ay), A= A,-A, et enfin Ax = A, N {(0, ..., 0)}.
Soit f une fonction positive définie sur le d-tore int€grable

par rapport a2 la mesure de Haar do et de logarithme intégrable:

J f do <o et J dLog f do > - .
7 T

164 i64
SOit x:(91,009,8d) ——"_)e -]

et xn(e1,...,6d) = e N n = (n1, ooy nd).
On note par f(m) = C, = j dfx-m do, m = (m1,...,md).
44
Le sous-ensemble fini (Cm)mex de coefficients de Fourier de f

permet de définir une classe, notée ffx de fonctions positives
h intégrables, de logarithme intégrable et vérifiant h(m) = Cpo

pour tout m e A.

On notera desormais J’ = .(
2
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On note par (31 1l'ensemble des polyndmes & transformée de
*

Fourier nulle. en dehors de Ay ;3

P= 2. o X, o € C -

mEA*

On étudie alors 1l'infimum de:

2
(1) j |1 - Zamxml f do

ou P = 423“m X" e @%. . Soit uA(f) cet infimum. Rappelons un
*

résultat de Helson-Lowdenslager, généralisant un théoréme de Szegd [ 2]

2
(2) infﬁ[ |1-—.£Syn x° | £ do = exp J Log £ do ,

et ol éiyn_xn sont des polyndmes quelconques dans HZQ;-{(O,...,O)})
\ 2 . 2( 4
(Cn note par H7(A) les fonctions de L°('7 telles que
. d
sup fcAcZ .)

On étudiera ensuite

(3) max  exp J Log h do ,
hES;k

et on le comparera & la quantité pi(f).

Les expressions dans (1) et (2) caractérisent le probléme clas-
sique de la prédiction lin€aire. L'expression dans (3) est liée a
la notion d'eitension de fonction de type pcsitif apparue dans un
travail de M.G. Krein (1944) [3 ]. Elle est d'autre part associée
2 la notion d'entropie (Chover 1961 , [1].]

Nous établissons dans ce travail le résultat suivant que nous
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allons décrire. Notons par F, le polyndme qui réalise 1l'infi-
mum dans (1). On suppose que (1+1’*‘0)-1 e H(8) et on pose

2
£, = wy(f) |1 + Pl .
Le maximum dans (3) est majoré dans tous les cas par pi(f) =

exp J Log f, do . On démontre alors l'existence d'un polyndme

trigonométrique P, réel tel que (PA |1—P0|-2)‘(k) = %(k) pour
tout k e AK.
D'autre part on donne une condition nécessaire et suffisante sur
les coefficients de Fourier de f indexés par A~ A, pour que
fo = ui(f) |1+PO|—2 S 977( et ainsi f, répond au probléme (3).
Cette question a été abordée par plusieurs auteurs, en particu-
lier par Kunsch [4].

1 sommable, et pour des parties

On montre, avec la condition f~
d

finies quelconques I de 72,, l'existence d'un polyndme trigono-
métrique positif dont les coefficients de Fourier son nuls en de-
hors de i et dont 1l'inverse répond au probléme (3).

Le but de ce travail est de donner des solutions factorisables.

Le comportement de la différence pA(f) - w(f) 1lorsque 1les
parties A tendent en croissant vers 'Z,d, sera étudié dans un
prochaih article. Les solutions de (1) et (3) s'obtiennent par

des techniques inspirées de la démonstration du théoreme de

Helson-Lowdenlanger [2].



Notations.
LOM - - 2 : v ’é d
lous noterons la projection de L°(®") sur le sous-espace
. . / . s e .
de rolyndmes trigonometricues & coefficients de Fourier nuls

),

en dénors de L. Un note d'autre part par TA(f) = (Cm—n

(m-n) € A x A la matrice de Toeplitz associée au domaine A et
& la fonction f. Le polyndme constant est note par 4 .
un a le resultat suivant:
ThBURELE. Soit -P, le polyndmc yui réalise l'infimum dans (1).
(i) uUn suppose gue e L1(ﬂ$)- Alors
(2N~ (142,) = (,(£)7" (1)
A o A :
(ii) On suppose en outre que (1+P0)—1e Hm(S). Alors:

a) I1 existe un polyndme P réel tel que:

X
(PX.|1+PO|; ) (k) = %(k), Vkek.

b) Il existe un polyndme CK tel que la condition

(f) = C~

(*) -

P
X/ A

est qébessaire et suffisante pour que
2 -2
pA(f) (|1+Pol ) 95% .

(iii) Un a d'autre part

[

a) max( exp ] Log h dc) =< pi(h) = pi(f) .

kc@i
A

b) On suppose que la condition (*) est vérifiée. Alors:

pi(f) = exp J Log f, do = max (exp j Log h do).

heF
N

La relation (1) impligue la relation d'orthogonalité suivante:

P euve
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(4) J (14P,) X™ £ do = 0, Vme A,
et par passageau conjugué
(5) I (142,) X™®' fdo=0, Vme-a, -
On a par ailleurs

2 2
J (1+P,) £ do = J [14+P,| £ do = up(£).

Soit 8(1+P,) 1'opérateur de LZ(ﬁA) dans lui-méme tel que

pour tout h e Lz(mﬂ) on ait:

(5(1+Pg)h) ~(0) = (|1+Po]® b) ~(0)

((1+Pg)h) *(m), me S\{O,

(S(1+Po)h, X",
<S( 1*’Po)h’xm'>2

Notons par B, le polyndme trigonométrique égal a S(1+P,) nA(f),

((1+P5)h) “(m'), m'e -s\{0,

. d'apres les relations ci-dessus BA a pour coefficients de Fourier

N

la suite (p5, 0, ..., O, ((14Bo) T, (£)) “(n), «.u, O, ...) , ol

n e 3\ (A+UA_).

. On note par 1 1le polyndme trigonométrique
constant de valeur 1 .

Les relations (2), (3) et (4) s'écrivent alors sous la forme:

2
TA*(f)(1+Po) =uy *

S(1+Py) nx(f) = B,

Notons par A' le support de (BA)‘.
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Voici le probléme: On cherche a déterminer un élément h de

A S
L2(T|‘ ') & valeurs réelles, tel gue:

( r . 2 2
|14P5] h do = pg(£)

~

(&) <

(14P,) h XM daoc =0, ¥ me (S\X)UAa,

(14Py) h X™ do = D,(m) , ¥ m e ANA

\ h = n’]((f) + h, avec ('l:i‘)“ s 12 (Z_.d N K) .

B

Dans le systéme (6), il y a deux inconnues & déterminer, et

le polyndme D, a spectre dans (ANA) U{0,...,0} (DA(O) = pi(f)).
Les relations (6) s'écrivent d'aprés nos notations:

(7) S(1+P;) h

S(1+P,) nx(f) + 8(1+P,) h = D, ,
ou encore
(8) S(14Py) h = D, - B, .
Posons A = SN (SOA) et nAc le projecteur orthogonal de
LZCTJ) sur H2(A°).
Soit p e H2(A°); on peut écrire h (qui est réelle) h = p+p -

Appliquant nAc aux deux membres de 1l'équation (8), on obtient:

Tpo SU+R0) (p+p) = 7 ¢ (14Po) (p+p) = 7 (D)-B)) = -% B, »
ou encore
(9) nAc(1+Po)p + WAC(1+P0)§ =-Tc By

(car A < 8).

(Remarquons }a cause du rdle symétrique joué par m_ et n_} Que (f..\)
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est équivalent & (7) ).

Nous allons résoudre 1l'équation (9).

Nous avons la formulation équivalente suivante. Pour tout
9 = szﬁd), on pose J ¢ = §. J définit une isométrie. La
relation (9) devient

1+Po

(10) nAc(1+Po)p + ﬂAc J (1+P,)p = - By -

1+P0

Montrons que cet opérateur est inversible.

ETAPE 1:
I1 existe une constante y, O <y < 1, telle que

Vpe H2(A°) (on notera désormais “AC =7 ):

1901+20)p + %(1+2IBIl = (1) (112 )pll” + |%(1+po)5]l )

En effet, considérons pour p comme ci-dessus l'expression suivante:
—_2 2 2
(11) ImC14P5)p + m(1+B,) Il = [In(14P )]l + lIn(14Po) DI +
+ 2Re {n(1+P,)p, ®(1+P)F > .
Etudions la quantité suivante:

(12) (n(1+B,)p, ®(1+P )Y = (n(1+Bo)p, (1+By)F > .
C'est le produit scalaire d'éléments:

T(14Po)p € HA(AC) et (1+P,)F e (1+P,) H2(AC).
Considérons la somme de ces deux sous-espaces:

H2(AC)+(14P) H2'(A°) - (1+Po)(# H2(A®) + H2(AC) ) .
+Lo _

Cette somme est fermée (dans Lzéwd) ). En effet soit
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(¢n+(1+Po)en), b, € HZ(AC) et 6 < HZ(AC), une suite de Cauchy
dans LZCFd). On a:
2
Ay o= Ny + (4Bg)e, =4y = (1426 |1

Comme d'aprés 1l'hypothése (1+Po)—1e B, mf(|1+Po|) = «>0, on a:

¢ ¢

2
2 m n
LEY ”(1+P T 4P ) # oy - o)l
O 0

De plus, comme 1/14P,)e H*(S), les sous-espaces (1/(1+P,) H2(S)

et HZ(AC) sont orthogonaux et:

¢ 2 2
2 ¢m n
N Y L TN
1+P, '1+PO
q'm
I1 s'en suit immédiatement que les suites et em con-
1+P,
' bo 2 2/,C
vergent respectivement vers » b= H (S) et 8. H (A7).
1+P
o

Ceci montre que la somme HZ(A°)+(1+PO)H2(AC) est fermé (car
1'opérateur p1+Po:9 —_—> (1+P0)6 est inversible gréce a 1'hy-
pothése 1/(1+P,) eL”('a"J) ).

Ceci équivaut, d'aprés un lemme classique, 2 l'assertion suivante:
I1 existe une constante y, 0y < 1, telle que pour tout
couple (¢;,4,) « HA(A®)x(1+B,) HE(A®) et vérifiént oyl =l ll =1,
on ait:

[<byse )] =y <1.

Ainsi, le produit scalaire dans (12) peut &tre majoré:

2| {n(1+Po)p, ™M(1+P)p Y| =< 2y (““(1"‘PO)P|| lln(1+Po)5H)
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2 - 2
< v (lInCrezg)ell” « Iz 31 )

et la norme dans (11) peut &tre minorée par:

_ 2 2 _ 2
(3) sz + 5052511 2 G (I oll” + linCree 517 ).

ETAPE 2:
I1 existe une constante m > O telle que Vpe H2(A®) on ait:
-2 2
=142 )p + =(1+R ) |I” 2 m |lp|| .
Raisonons par l'abs urde en supposant le contraire: il existe
une suite (pn), (pn) e H2(AC), de norme minorée par une constan-
te positive (on prendra par exemple (pn) vérifiant H(1+Po)pn||=1,
car on a mf|1+Po| >0 ), telle que:
- 2
llﬂ(1+Po)pn + ﬂ(1+Po)pn|| —_ 0 .
L'inégalité dans (13) implique immédiatement:
(14 )p Il —> 0 et (I = m)(1+P Do | —> 1
n 0’ n
lorsque n tend vers 1l'infini. (I est 1l'opérateur identité sur
2 2 )
H°(§) car (14P )p, = H(S) .)
Comme d'autre part (I—ﬂ+)(1+PO)H2(A°) est contenu dans
HZ(X), l'espace des polyndmes trigonométriques définis sur X,
il est donc de dimension finie. La boule unité de ce sous-espace
étant compacte et la suite (1-11)(1+Po)pn bornée, on peut en
extraire une sous-suite qui converge vers un élément ¢o du
suos-espace. Ce sous-espace étant fermé, il existe un élément

G tel que ¢o=-(1-7t)(1+Po)q0 . Cet élément vérifie donc:
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[(T-m) (14 Da Il = | (1+R Da ll = 1,

ou encore (1+Po)qoe HZ(K), soit T, ce polyndme; il vérifie donc:

(14) T (TO/(1+PO)) =0 .

lmontrons que Ty = 0.
Tenant compte du fait que 1/(14P ) = ¢ € H (5) et 9(0,...,0)=1,

1'équation (14) s'écrit comme un systéme linéaire:

(15) 2. P(k-3) To(J) = 0 .
(k, j)ehxA

En réécrivant le systéme dans un certain ordre, on constate
qu'il est triangulaire (car ¢ est analytique).

La solution de (14) est alors To=(1+PO)qO=O, ce qui contredit
1'hypothése faite ci-dessus ( [[15]l=1 ).

I1 existe donc €>0 tel que VpeHz(Ac),

I=C1+2 )pll = € [|p]l

et il existe une constante m positive, grace a l'inégalité (14)
établie dans 1l'etape 1,

(16) (142 o + =(1+R )F|l 2 m [|p|l -

ETAPE 3%:

L'opérateur défini dans (10) est inversible. Soit =_ 1le
projecteur orthogonal de L2(1F3 sur HZ(AC) et considérons
1'opérateur suivant

Vpe HZ(A®), p+p —> w_(1+P ) (p+D) + m(1+P ) (p+DP) .
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Cet opérateur deéfini sur oAt= {p+P, peHZ(AC)} dans lui-méme
est autoad joint. En effet, soit ¢ HZ(AC), T e H2(A°) . on a

{m_(14P ) (p+P) + m(1+P ) (p+D), ¢+¢ )

< no(T4P,) (p+B), ¢ > + n(1+P ) (p+D), ¢ )
= < p+p, (4P )¢ ) + {p+p, (4P )¢ )
= { p, Tt(‘l+Po)(-P. )+ 4 D, "[-(1"’1)0)a >+

+ <oy (4P )¢ D> + by T_(14+P )¢

]

{ p+p, m(14P ) (4+¢) + w(T+P_) (4+¢) )
ce qui montre que l'opérateur ci-dessus est autoadjoint.
On a d'autre part:

. _ 2
(*) In_(1+E ) (p+p) + =(1+P ) (p+p) ||

- (Tl v (e ) ) I

et par construction l'expression (*) ci-dessus est égzale a

(*) = 2 [|n(1+P;) (p+P) H2 .
Cette norme est minorée d'apreés 1'inégalité (16) par

en |lpll = ml[p+pll -
Comme 1'opérateur ci-dessus est autoad joint cette condition im-
plique qu'il est inversible dans J%;. Cela signifie que 1l'équation:

T(T¥P,) (p+D) + ®(14B) (p+F) = ¢ « H(A®) @ HZ(4°)
a une solution uniqﬁe p+§ et a cause de la décomposition or-
thogonale, 1l'équation:

t(14B ) (p+3) = - ™(B,) « H(A®)
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a aussi une solution unique p+p (m = m ,). Ainsi 1l'opérateur

AC
1+P

n (1+4P.) +

J(14_)  est inversible sur H-(A®) et

1+P
1+P,

J(1+1>0)]"1 (-m B

(170is) p = [nAc(1+Po) + T N

répond & la question.

En effet, posons

+ - = _ ot
Dy = nK\J\(1+PO)(p+p) et D, =D, +

Ce polyndme & spectre dans ANA est bien défini grace a (17bis)

et 1'élément h = ﬂx(f) + p+p vérifie

~

0, Vme S\A (17bis)

h(1+1>o))_("m do

J

~

nh(1+P )X " do = 0 , me A«

car nx(f) vérifie la méme relation par construction de 1+P, -
On a d'autre part, comme p e HZ(AC) (A° = 8\1):
((1+Po)p) “(k) = 0 pour tout k e A

(ce fait est une conséquence de la relation A=A-A ) et

~

[ h(1+P0)X*m'dc = DA(m) - BA(m) , Vme A\NA,

ce qui traduit la relation (18). De plus

‘ 2
J |1+Po'| h do = p.i .

Comme h. est réel, ces relations sont vérifiées par passage au

con jugué.
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Considérons les produits scalaires suivants
2 -m
j |1+1>O| h X do=J(1+Po)h(1+Po)deo.
Posons A' = A + A, on a d'aprés les relations (19):
2 -m
J|1+1>Ol h X 7do=0, VmesSN\A'.

On a d'autre part

Z(T7F,) (k) ((1+R)B) *(m-K)

2 _
1+P h X ®ado
(o]

Z. (TF) (-0 ((1+2)h) *(k) .

m-k e A
Ces coefficients sont connus grfice aux relations (19) et (20). No-

tons par PA le polyndme ayant les coefficients ci-dessus, i.e.:

PN 2 -
(21) Px(m) = J |1+P0| X ®ao , me A .
nd

D'aprés ce qui precéde, la relation (21) est valable pour tout
d

me s/, , cela signifie qu'il existe un polyndme PK (ci-dessus)

tel que la fonction

P

A
h = —_'_T POP e
| 14P, |

~

ﬁ(k) = %(k), VkedA .

ot

La partie (ii) du théortme est donc prouvée. Montrons la partie (iii).

D'apres le théoreme de Helson-Lowdenslager cité dans 1l'introduc-

tion (relation (2)), on a

2 . 2 . e
Wy = inf |1-P| £ do > inf f |1-Q] £ do
re(s) Q

= exp I Log f do ,
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ou @ est un polyndme trigonométrique quelcongue a spectre dans

S. Ainsi en remarquant que pA(f) = pA(h), car f et h e q;% , On a:

max  exp I Log h do < uﬁ(h) = “i(f)
hE?K .

X 2 2 5 2
Dés que f = pA(f)/ |1+Po| = gik » ce qui équivaut & P, =1 uA(f)

ou encore, A\A(f) = C , alors

- 2 2
Péﬁﬁ’ I |[1-p| £, do = up(£,) = exp J Log f_ do .
A

En effet, montrons que la projection de 1 sur H% (S*) appar-
)

tient au sous-espace H% (A) des polyndmes trigonométriques dans A.
o

L'hypotheése 1/(1+P0) e H(S), s'écrit

J" _x’“__d“ozj_!_‘”i_dc, meS§

1+Pg 1+PO
ou encore:
1+Po _
J——————deo=0, me S .

| 14P, ] 2

Cela veut dire gque 1 est orthogonal & (1+PO) HZ(S*)

14Py ———
= — H2(§*)  (car H3(S*) = —— EX(S*) ).
1+Po 1+Po
Remarquons que 2 (S ) & GD- H (S*) Hz(s*)
1+P,

Ainsi la projection orthogonale de 1 sur H% (S*) appartient
o

a Héo(A), ou encore:

2 o 2
11%J |1-P| £, do = infj |1-P| £, do ,
Pe A
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ou f est un polyndme trigonométrique quelcongue de H2(S*).
Ceci montre la partie (iii) b).
Remarquons enfin si A=A-A=A s alors GK= 0 et
nx\“éf) = 0. La condition (*) est vérifiée et on retrouve en
particulier les résultats du cas 4 = 1.

Ceci démontre complétement le théoreéme.
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