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ABSTRACT

This thesis deals with "semistably degenerating abelian
varieties" over a scheme. In particular we investigate the properties
of certain relatively ample iInvertible sheaves on such group schemes,
and of their direct images ? we obtain a formula generalizing the
fact that (over C) theta constants are modular forms.

We give applications of these results to abelian varieties
over function fields, including as a special case Zarhin®s finiteness
theorem when the ground field i1s finite.
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Introduction

1. Soient g et d deux entiers Y1 , n un entier Y3 . Considérons
le schema de modules fin «= ¢ ,d,ﬁ paramétrant les .schgmas abeliens
A de dimension ¢ , munis d*une polarisation de degré d  (vue comme
une isogénie de degré d2 de A sur son dual A ) et d*une structure
de niveau n : c"est un schéma de type fini sur 5?[1/n] . Notons

X mm»# le schéma abélien universel, et o le faisceau inversible
f*Qgpr sur £

1.1. Théoreme. Le faisceau w est ample sur # .

En caractéristique nulle ce résultat est bien connu, les sections
globales de o@ étant les formes modulaires de poids m et de niveau
n . Il joue un role essentiel dans la démonstration par Faltings [f2]
de la "conjecture de Shafarevich" pour les varietés abéliennes sur les
corps de nombres ; de méme 1°énoncé analogue pour les schémas de modules
de courbes intervient dans les travaux de Parshin, Arakelov et Szpiro

sur les pinceaux de courbes (cf. par exemple [sz]).

2. Désignons par E :X - » Xft la polarisation naturelle sur X . On
peut associer a H I"unique faisceau inversible totalement symétrique
£ sur X tel que la polarisation @ :X - » Xfc associée a £ soit
egale a _4H , de sorte que £ est trés ample relativement a f et de
degré 4 adz (par convention, tous les faisceaux inversibles sur un
schéma en groupes sont supposés riaidifiés. c*est-a-dire munis d*une
trivialisation le long de la section unite). Le théoréme 1.1 résulte
alors des faits suivants

(2.1) det(f#£)y est ample sur «

(2.2) Les faisceaux inversibles (det f#£)®—2 et ZﬁS4Ad ont la méme
classe dans Pic(£)® _©

L*assertion (2.1) est démontrée au chapitre VII ; la seule idée qui
semble nouvelle est d"exploiter le fait que pour tout entier n)/1 , la

restriction de £'V2 au nosau NX de la multiplication par N dans X
est canoniquement triviale, ce qui implique qu*apres un changement de
base fini étale, (f*£) a “beaucoup de sections™. On redémontre
d*ailleurs par cette méthode la représentabilité de fig/g n Sans



théorie des invariants "difficile”, tous les groupes structuraux étant
finis.

3. La "formule clé” (2.2) est plus mystérieuse. 1l est plus commode de
la reformuler comme suit :

(3.1) Soient S un schéma, A —f>S un S-schéma abélien de dimension
relative g , L un Ffaisceau inversible symétrique (rigidifié)
sur A , ample relativement & S ,d 1le rang de L , et WA/S
le 06g-module inversible f UiLG * A™ors faisceau iInversible

6(A,L) = (AF*L)02® 6" s
est d"ordre fini dans Pic(S).

Lorsque d est inversible sur S , on peut démontrer (3.1) a partir
du théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck et du fait que, dans ce cas,
f#. a une structure tres simple, résultant de la théorie des 'structures-
théta” de Mumford [m3U. Cette démonstration, due a L. Szpiro et a
I"auteur, sera publiée ailleurs. Pour d quelconque, on démontre encore
(3.1) sous I1"hypothese que S est normal excellent, en se ramenant par
Isogénie au cas principalement polarisé (chapitre VIII).

4. La faiblesse de 1.1 réside dans le fait que & nTest pas propre sur
~I/n] : on aimerait donc trouver une compactification de 4t, munie
d"une bonne interprétation comme schéma de modules, et un faisceau natu-
rel sur icelle prolongeant ® (cf. [d!, remarques suivant 1.12). On
n"en est pas la mais il est naturel d"essayer de généraliser, par
exemple, (3.1) au cas ou A est seulement un S-schéma en groupes
semi-stable, c"est-a-dire un S-schéma en groupes lisse commutatif dont
les composantes neutres des Ffibres sont extensions de variétés abéliennes
par des tores. Nous supposerons de plus ici que la base est normale
irréductible, et nous fixons, pour le reste de cette introduction, les
notations suivantes :

(4.1) S est un schéma normal noethérien excellent irréductible de
point générique D , et A _¥ S est un S-schéma en groupes
semi-stable dont la fibre générique A™ est une variété abé-
lienne de dimension g munie d"un faisceau inversible ample
symétrique LN



]| s'agis'agit d"abord de donner un sens a (3.1). La définition de
@/s est la méme que dans le cas abélien (on peut aussi le définir par
y5 eA°A/S ou eN:S —-flé _e?t la section unité)-_ll faut ensuit?
se donner un prolongement (rigidifié) L de L~ et voir quelles condi-
tions on doit imposer a L , ainsi dTailleurs qu au groupe A considéré
comme prolongement de A™ .

5. Supposons d"abord que S soit un trait. Lorsque la fibre fermée Aq
de A n"est pas connexe, L~ admet plusieurs prolongements non isomor-
phes sur A . L"idée fondamentale, et naturelle depuis les travaux de
Breen [b3, est d"imposer au prolongement L de vérifier le théoréme du
cube sur A , ou, en termes plus précis, d"admettre (lorsqu"on le consi-
dere comme un G -torseur) une "structure du_cube” au sens de loc. cit.,
prolongeant celle dont L~ est gratifié par la Nature. On constate
alors avec plaisir qu“un tel "prolongement cubiste™ est unique, et
existe aprés un changement de base suffisamment ramifié (Il, 8§l ; voir

aussi [BU, 83).

Ce théoréme de prolongement est utilisé au chapitre IIT pour donner
une définition géométrique des hauteurs de Néron-Tate. Ces résultats
n“utilisent d ailleurs pas la semi-stabilité de A , ni la symétrie ou
I"amplitude de L™ .

Lorsque dim S)/2 , on a encore (trivialement, cette fois) Il unicité
du prolongement cubiste, mais son existence apres changement de base
fini surjectif nécessite la semi-stabilité et la symétrie (II, 83).

On fixe donc désormais, en plus des données (4.1) :

(5.1) un faisceau inversible L sur A , prolongeant L~ et cubiste
(i.e. muni d"une structure du cube).

Dans ces conditions, d"ailleurs, L est automatiquement symétrique
et ample relativement a S .

6. Le faisceau inversible LN sur AM détermine une isogénie
g AN — >-A" dont le noyau est noté Kd” ). On sait alors construire

de facon naturelle une extension ceptrale QgLTP de K(Lq? par Gm,A ,
qui ""opeére sur LN et qui est un ‘‘groupe théta non dégénéré™, en ce
sens que lI"accouplement altorné sur K(L) associé a cette extension
est une dualité parfaite. De I"action de 9(1™) sur L™ on déduit une
représentation de poids 1 cei Qd”) sur H° @AN,LN), et il résulte de
théoremes généraux que c’est l"unique représentation irréductible de



poids 1 de Q) (IM23, [fo]D-

L*étape suivante consiste donc a prolonger ces données au-dessus
de S . On montre en effet, au chapitre IV, qu™il existe un unique sous-
schéma en groupes fermé K(L) de A prolongeant K(L"), plat et quasi-
finl sur S (de sorte que K(L) est I"adhérence schématique de K(L"N)
dans A) et une extension centrale QL) de K(L) par ©w;8 prolon-
géant QIL™) et opérant sur L . De plus cette extension centrale est
non dégénérée dés que K(L) est fini sur S . Notons que cette derniere
hypothése impose en général aux fibres dégénérées de A de n"étre pas
connexes.

Nous supposerons donc vérifiée I"hypothese

(6.1) K(L) est fini sur S

7. Considérons maintenant 1"image directe T#. , qui est un ©g-module
cohérent (VI, 1.4.2). Si I"on espere formuler (3.1), il faut d"abord
examiner les questions suilvantes :

.1 f#. est-il localement libre ? (Si oui, c"est automatiquement
un Q(L)-module 1irréductible (chapitre V)).

(ii) (Comportement par gonflement). Soit AN ———» S un modéle de
AN sur S contenant A comme sous-groupe ouvert, et soit
L~ un prolongement cubiste de L sur Al . Le morphisme
naturel  gpx g — ¥ L est-il un isomorphisme ?

)
-
-
-

o/

(Comportement par changement de base). Soit T :S" — » S

un "‘changement de base admissible™, 1.e. tel que S" soit

(disons) normal integre et que AXgS"™ soit, génériquement
sur S, un schéma abélien. La formation de f*L commute-

t-elle au changement de base T ?

L*autéur n"a pas été peu surpris de constater que la réponse a ces
trois questions est affirmative sous 1"hypothese suivante, un peu plus
forte que (6.1) :

7.2) K®?) est fini sur S

En fait, on montre au chapitre VI (en s"inspirant en partie de
notes non publiées de D. Muniford) que, sous I1"hypothese 7.2, le mor-
phisme naturel

-3 FL— UKL @V
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est iniectif et localement scindé. Notons d*ailleurs que le point délicat
de la démonstration est le cas ou dim 3722 , alors que, pour nombre de
resultats ultérieurs, on pourrait se contenter du cas ou dim S=1 .

8. Supposant désormais vérifiée la condition (7.2), nous pouvons énoncer
1*analogue de (3.1)

(8.1) Posant d = rg(f#), le faisceau inversible

0(A,L) = (Aolf*L)®2<n><‘§jﬂ/‘S
est dlordre fini dans Pic(S).

Ce résultat est démontré au chapitre VIII lorsque S est un schéma
d 1égales caracteristiques. On en déduit au chapitre IX le théoreme de
positivité suivant

8.2. Théoreme. Sous les hypotheses (4.1), supposons que S soit un
schéma d"égales caractéristiques. Alors 1l existe n )/l tejrue % %
soit engendré par ses sections globales.

9. Les chapitres XI et XIl s‘"attachent plus particulierement a 1"étude
des variétés abéliennes sur un corps de fonctions sur un "“corps de bhase"
k fixé ; le lecteur est invité a se reporter aux introductions des cha-
pitres en question. Signalons que l"on obtient comme corollaire, lorsque
k est fini, le théoreme de finitude de Zarhin-Mori, et que l*une des
motivations initiales de ce travail était d"arriver a une compréhension
"géométrique™ de ce résultat. Le lecteur mesurera le succes de l"entre-
prise en comparant les quelque 250 pages présentes aux 7 pages totalisées
par [zi] et [z3l. Il pourra aussi consulter la note [mb!.

10. Le présent travail a hénéficié de I"influence de nombreux mathéma-
ticiens, et d*abord de L. Szpiro, de qui j"ai appris (parmi beaucoup
d*autres choses) les techniques de "frobeniusage" et de "réduction
modulo p assez grand" utilisées au chapitre VIII, 82 et 4. Le théoreme
VI, 3.1 est, comme je I'ai dit plus haut, le fruit d'une collaboration
avec lui ; d"une facon geénérale l"ensemble de ce travail s"inscrit dans
un programme général d*étude des "pinceaux de variétés" dont il est

1" initiateur.
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Les 1dées de L. Breen jouent évidemment un rdle essentiel ici ?
Jai également bénéficié de conversations fructueuses avec D. Mumford,
sans parler des manuscrits qu"il a bien voulu me communiquer. Le 85 du
chapitre VI trouve son origine dans des notes de S. Mori, et je dois a
W. Fuiton le lemme 4.1.4 du chapitre X. Le lecteur reconnaitra aussi,
en particulier dans les chapitre IV et VI, I"influence des travaux de
M. Raynaud ; ses conseils, et I"intérét constant qu®il a porté a ce
travail, m"ont été précieux.

Enfin une partie de ce travail a été réalisée en 1981-82 lors d"un
séjour a I"Institute for Advanced Study de Princeton, grace a une
subvention de la National Science Foundation.

Leitfaden

1

VA R

[ )]
2\

I

\\ IIX X
v
|

Les fleches pointillées indiquent une dépendance partielle : voir
I"introduction du chapitre VII.
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CHAPITRE |

Torseurs cubistes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Applications pointées de degré n .

2. Cas des torseurs : structures cubistes.

3. Lien avec les extensions centrales

4. Cas des schémas abéliens : le groupe Q(L).

5. Réduction a 1"objet trivial ; application a certains isomorphismes
canoniques.

6 . Une nouvelle définition des structures cubistes.

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de
schémas en groupes lisses par des tores.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré aux propriétés générales des torseurs
munis d“une structure du cube (rebaptisés ici 'torseurs cubistes™),
notion introduite par L. Breen [b]. L"intérét de cette notion pour la
suite de ce travail apparatt au n° 2.6 : on y montre l"existence d"une
unique structure cubiste pour tout Om~torseur (trivialisé le long de
la section unité) sur un schéma en groupes vérifiant certaines condi-
tions, satisfaites en particulier par les "variétés abéliennes dégéné-
rantes” a fibres connexes sur un schéma de base normal (cf. [b], 2.4).
La notion de structure cubiste permet aussi de retrouver (84) le clas-
sique groupe Q) de [m2U, associé a un faisceau inversible L sur
un schéma abélien.

Au 85 est introduite la technique de '"réduction au torseur cubiste
trivial™, fort commode pour construire certains isomorphismes canoniques
(comme celui, classique, de la proposition 5.5), et surtout pour démon-
trer sans larmes que ces isomorphismes respectent les structures cubistes
naturelles des deux membres. Ce principe est exploité plus avant au 86
ou il sert de fondement a une nouvelle définition des torseurs cubistes,
qui semble plus naturelle que celle de [b] mais qui, par exemple, méme
dans le cas des Gm-torseurs sur un schéma en groupes, oblige a tra-
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vailler dans le cadre général des faisceaux. Il convient aussi de
remarquer que la définition de Breen, en termes de trivialisations de
torseurs sur AXAXA , joue un role crucial (nhotamment) dans les
questions de prolongement du chapitre I1.

Remarquons enfin que nous notons Iici ﬁ2 et /\% les opérations
notées respectivement A et O dans [b].-

1. Applications pointées de degré n .

1.1. Définition. Soient A et G deux groupes commutatifs, notés res-
pectivement additivement et multiplicativement, et soit n un entier
\ 0O .SI. F:A —>G est une application, on définit

&n(f) :An ——* G
par la formule
«n+Card 1
& (f)(x,,...,x ) =TT , f(x_)
n n ic{i,...fn>
| &0

ou I"on a posé XxT =) Ix. .
1 €1 1
On dit que f est pointée de degré n si, & +N(FH) = 1 .

Ainsi :&O(f) =1 : {o}y ——»G
o1 = F
B MCY) = Fy)TFOO“1f(y)-1

&3 (M (X,y,2) = F(x+ty+z2)T(x+y)“1f(x+2)“1Ff(y+z) 1FfQOTF(y)T(2)
f est pointée de degré 0O0<=>Ff=1
T est pointée de degré 1<=» F est un morphisme de groupes
T est pointée de degré n)/0 =5- f(0)=1

41
(en effet «n+1(F)(0,...,0) = F(O)< 11n )-

1.2. Propriétés _des opérations &
1.2.1. Additivité : &, (fg ~ D29, @
pour f,g :A —yG et n)AO .

1.2.2. Fonctorialité en A et G - si @:A" — »A et 0:6 - G
sont des morphismes de groupes abéliens, on a pour toute Ff:A — »G :
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fl_(foCp) = & (focp ™

&n( Of) to n(C)

n n

ou (M A A" est défini par

PMe,  x) @D P& )

12 3 Symétrie & (f) est invariante sous 11

action du groupe symé
trique ®n sur An .

1.2.4. On vérifie, pour tout n~l1 , la relation :
(1.2.4.1) «n+1(FH)IF.__,xn,xn+1) = &n (F)(X1#._e»xn_1»xn+xn+1l)e

NE)XIF " Xn)_ 1.gn(F)(x»™ ... '%H_f_bxmrli)'_q[

ainsi que toutes les relations qui s"en déduisent par permutation. En.
particulier :

n+a
cpour noxl e (F)(xp,...x.) = Ff(0) €177 des que 1°un des
XN est nul.

- T est pointée de degré n)/l si et seulement si & (F) est
n-linéaire.

La relation (1.2.4.1) montre également que pour n)/2 , &n () est un
2-cobord par rapport a chaque paire de variables ? a fortiori, elle
vérifie la condition de cocycle (ou I"on a posé x = (X™,...,Xn_2)) :

(1.2.4.2) &n(® (x,atb,c) .= (PH)(Xx,a,b) = &n(P)(x,a,b+c).&n (F)(X,b,c)
(n >/2).

1.3. Les considérations qui précedent s"étendent d-elles-mémes au cas
ou A et G sont deux Groupes commutatifs d"un topos E s si

f€Hom_(A,G) est un morphisme entre les objets de E sous-jacents a
A et G , on définit donc $n ) -A" = G comme dans 1.1. On notera

Homi&n *(A,G) c Hom,&(A, G)

le groupe des '"'morphismes pointés de degré n" de A dans G , i.e.
I"ensemble des T vérifiant $n+1(f)=1 ; en particulier :

Hom J'4°’\(A ,G) {D

Homp*, 1™ (A,G) Hom”~ (A,G) .
E
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2. Cas des torscuro : structures cubistes.
Dans ce n° on fixe un topos E .

2.1. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E , et soit L un
G-torseur sur A . En complete analogie avec 1.1/ nous pouvons définir

. n
un G-torseur En(L) sur A « Par la formule

fat 4 vn+Card 1

(2.1.1) ﬁH(L) = & L ¢D

Ic{1/...,n} 1

1jfi0
y :An — A t 1 hi F» ! , et ou ®
ou m]’ n est le morphisme (x1 Xn)l- )l | X4 » €t ol

désigne la somme des G-torseurs.

Il est souvent commode (et suggestif) de décrire @®&n() en terme
de "'points™ : si x est un point de A a valeurs dans un objet T de

E (i.e. un morphisme x :T — A), convenons de noter L le G-torseur

X L sur T .Alors la définition (2.1.1) devient

toi 1\n+Card |
(2.1.2) ‘Bn(L)’(xi,-..,Xﬂ): |c?1----n} I‘><j !

ity

ou 1 lon a posé Xx_ :X
1€

X.

1

2.2. Propriétés _de &p

2.2.1. Additivité - si L et M sont deux G-torseurs sur A , on a
pour tout n )/0 un isomorphisme canonique

&n(L®M) -sa- &n{L)®&n(M)
de G-torseurs sur An .

2.2.2. Fonctorialité en A :si ®:Al1l - »A est un morphisme de
Groupes commutatifs de E , on a un isomorphisme canonique

&n (@*L) @(N)*En

de G-torseurs sur A,n ,ou gn" :A,n ——>An est définie comme en
1.2.2.

2*2.3. Fonctorialité en G :-si »:G — *G* est un morphisme de
Groupes commutatifs de E , notons L le G"-torseur sur A déduit
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du G-torseur L par le changement de groupe structural O . Alors on
a un isomorphisme canonique de G’ -torseurs sur An :

VATV D)<
2.2.4. Fonctorlalité en L - si u:L — M est un morphisme (i.e. un
isomorphisme) de G-torseurs sur A , on en déduit un isomorphisme

&M 1 O 6,0
de G-torseurs sur An .

2.2.5. Torseur trivial : si 1'on note G~ le G-torseur trivial GXA
sur A , on a un isomorphisme canonique

G " Can

2.2.6. Sections : une section a du G-torseur L sur A sT"interprete
comme un morphisme (c"est-a-dire un isomorphisme) de G-torseurs de GA
dans L ; on en déduit donc grace a 2.2.4 et 2.2.5, une section

V o)

i .St F:A - » G est un morphisme dans E ,

du torseur ~neL) sur A
on a de plus la formule

@ 2.6.1) En(fa) = & (f)&n(a)

2.2.7. 11 existe bien entendu de nombreuses compatibilités entre les
isomorphismes ci-dessus (et ceux qui vont suivre). Par exemple 1°isomor-
phisme d"additivité 2.2.1 est caractérisé par les propriétés d"étre
fonctoriel en L et M et compatible au changement du Groupe structural
G , et de respecter les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque 1"on prend L = M = le torseur trivial GA . Le fait que ces
propriétés caractérisent 2.2.1 se voit en plongeant G dans un Groupe
iniectif G de E et en remarquant que tout G"-torseur est trivial.
Ce principe de "réduction au torseur trivial™ rend tautologiques les
démonstrations de commutativité de nombreux diagrammes ; en fait, 'tout
diagramme de torseurs suffisamment naturel est commutatif', contrairement
a ce qui se passe pour les groupes : au royaume des torseurs il n"y a pas
de questions de signes.

2.2.8. Symétrie : il est imnédiat que $n() est muni d une action du
groupe symétrique ®n " compatible a laction d"icelul sur An ; autre-
ment dit, pour tout y €% , si Il"on note encore y :An — >An la per-
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mutation correspondante des facteurs, on a un isomorphisme canonique de

G-torseurs
. 1s)
Xy :& @) —= y+fin

avec les relations attendues entre xy , xy, et XxXyy,

2.2.9. Sections nulles. Notons O~ 1I1"objet final de E et e :0p — >A
la section nulle. Pour 1 1(n , soit Hl An ~ == An le morphisme
défini par la section nulle du i-éme facteur de An . On a alors des
isomorphismes canoniques
n+1
Ao - prer(ekBnet

ou p :AII 1_ » OE est le morphisme canonique (et unique). Ces isomor-

phismes sont compatibles er_thre eux, en ce sens que Ai‘ et "3 corncident
sur l"intersection ~"(A  Dnrlj(A ).

Pour ne pas alourdir a l"excées ce chapitre, nous allons nous limiter
désormais aux cas n=2 et n=3 , les seuls intéressants pour nous
dans la suite.

2.3. Etude de ©2 “ structures d "extensions.

—

On a par définition &g(L)X y = Lx+’y« L;@ L;'

L Jaction du groupe g2 (2.2.8) se réduit a un isomorphisme de

symétrie

glé -1 Ex /v 12 (Bx,y TR % gBy»x

vérifiant Sx x=Id et Sx,y°5y>x = H, (O

i y /X
La définition de &Z(L) donne, par un calcul immédiat, un iIsomorphisme
de cocycle

(2-3-2) R,y.z :£2(L)x+'y,z®f'§g')'x,y _AJg—Z(L)x,y+’z®f'2g')y,z

qui est TfTonctoriel en L et compatible au changement de Groupe structu-
ral, et qui respecte les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque L est le torseur trivial ; de plus @ est caractérisé par ces
propriétés (cf. 2.2.7).

On a d’autre part (2.2.9) des isomorphismes "de rigidification”

@ -3:3 \’72<P-')O;y “ bl w (]:LDA,@
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ou LO est la fibre de L a l’origine ; ces isomorphismes sont compa-
tibles a la symétrie | , et compatibles avec (2.3.2) en ce sens que le

diagramme suilvant est commutatif :

(2.3.3.1)

Lol®I9,(L)

» Z

Supposons maintenant donnée une section g de pf(L) au-dessus de
AXA . Pour (X,Y) (=:aT on a donc une trivialisation a(x,y) de
Lx+'y LX1 L 1 , c"est-a-dire un isomorghisme Lx®Ly - !<X+ , donc
une loi de composition sur L , que nous noterons (a,b) # ma*b , com-
patible avec la lol de groupe de A via la projection L - A , et
compatible a 1"action de G sur L au sens suivant :- pour a€lL ,

b€L ,g€G , on a
(2.3.4) (@a)*b = a*(gb) = g(a*b)

Il est immédiat que la donnée d"une section a de *2@) équivaut a
celle d"une loi de composition * sur L possédant ces propriétés, le
passage de 1"une a l"autre se faisant par la formule

(2.3.5) Q. TF@®)) = (a*h) ® a™10 171

ou a et b€L etou w:L - A est le morphisme structural.

Une telle section a donne encore naissance, via les rigidifica-
tions (2.3.3), a deux sections de p eﬁ_ (ou p est ici le morphisme

A —» Og), autrement dit a deux morphismes zi,e2 :A Lo =eAL
d"objets de E . En termes de la loi * correspondante, ils vérifient

(2.3.6) erCOHX = X

ru

X

X#e2 (€9)

pour tout XEA et tout XAL au-dessus de x .

De plus la compatibilité en (0,0) des isomorphismes (2.3.3) im-
plique que ei(0)~e9(0), d"ou une section e du torseur LO sur oE) :
vérifiant e*e=e .La relation (2.3.4) donne alors

2.3.7) (ge)*(g'e) = (gg')e



17

pour g et g" GG ; autrement dit la trivialisation de Lg donnée par
e identifie la loi # a la loi de groupe de G .

Il est iest immédiat que la loiest cest cominutative si et seulement si
la section a est invariante par la symétrie 5 de (2.3.1), i.e :

(2.3.8) oy = S p.Orx.y) -

Il est uest un peu plus fastidieux de vérifier queest est associative
si et seulement si a est compatible avec 1 "isomorphisme de cocycle
2 .3.2), c"est-a-dire :

(2.3.9) Rry 2 (cr(xty,z) Scr(x,y) ) = cr(X,y+z) ® (vy,2)

Cette condition implique dailleurs, comme on le voit en contemplant
le diagramme (@2 .3.3.1) ou les formules (2 .3.6), que les morphismes el
et e A - L sont constants, i1.e. e*(X) = ez~(x) = el-(O) = e, et

/. 0
que la section e de L est élément neutre de * . En résumé : (cf.

aussi SGA 7, VI, 1.1.6 et 1.2) :
2.3.10. Proposition. La donnée, sur le torseur L , dlune structure

d"extension commutative de A par G (compatible avec sa structure de
torseur), équivaut a la donnée d"une section a de &Z(L) sur AXA ,
symétrique au sens de (2.3.8), et gui est un 2-cocvcle au sens de
(2.3.9).

2.4_. Etude de &3 ' structures cubistes.

On a par définition

@40 Oy .y, = Ly, OLxdy OLYL, OLIL, 0L OL 6L,

£() est muni d"une action du groupe symétrique 6" » c'est-a-
dire, pour tout ~"M03 et pour (X1,x2,x™) "A™ , d"un isomorphisme

(2-4-2) (X}')X|,x2,x3 :ﬂg(L)Xy X2 .X3

De facon analogue a (1.2.4.1), ~(L) se reconstruit a partir de
U, (L) #on a ainsi deux isomorphismes canoniques

VW «®vIX*®VL)iz _ @ |,
-l-b X - 9
(2.4.3) SYCON
d
fe(l‘)x,sz O« 'Z(L);,ly« fi, (L))—(}Z «,) yeZ

A Xy (1) -Xy(2)>Y (3)

ty Z
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(le lecteur vérifiera que oilo@il Permet (le retrouver 1T“isomorphisme de
cocycle (2 .3.2)).
On en déduit encore pour (L) des isomorphismes de cocycle dont

nous n-"explicitons qu®un seul :

24D ~xy.z.t ;583Wx+y.z, 3 BDBx.y.t ~ 3Bx,ysz,t* s3Wy, 3t

les autres s"en déduisant (par exemple) par permutation ; bien entendu
chacun de ces isomorphismes est caractérisé par sa fonctorialité, sa
compatibilité au changement de Groupe structural, et son effet sur le
torseur trivial.

2.4.5. Définition. Une structure cubiste (ou "structure du cube"™ [b!)
sur le G-torseur L au-dessus du Groupe A est une section . du
torseur *3 L sur A3 , Kossédant les propriétés suivantes

(1) . est iInvariante par 6n ¢ 1eee pour tout y€3& ,
() - y#(t) (comme sections de y**3(L))

(notations de 2.4.2))

(ii) . est un 2-cocvcle en les deux premiéres variables (@©u, ce
qui revient au méme compte tenu de (i), en chaque paire de variables),
1.e

w15 72g0 TOHY-Z. D B Ty, 1) ) = T(X.y+2,0)"S> T(y, 2, 1)

(notation de (2.4.4)).
Un torseur cubiste est un torseur muni d"une structure cubiste.

Un morphisme de torseurs cubistes (.,ty —» (L",t") est un mor-
phisme Ff:L —»L" de G-torseurs tel que ~(F) '~A3N) — *N"3~")
vérifie JBMNMITMT) = T e

On note CUB(A,G) 1la catégorie des G-torseurs cubistes sur A .

2.4.6. On laisse au lecteur le soin d"expliciter les notions d"image
réciproque d"un torseur cubiste par un morphisme A" — %A , d"image
par un changement de Groupe structural G — vG*, de torseur cubiste
trivial, de produit tensoriel (ou somme, s"il préfére) de G-torseurs
cubistes, de torseur cubiste inverse, etc. Munie de l1"opération du pro-
duit tensoriel, CUB(A,G) est une '"catégorie de Picard strictement com-
mutative™ au sens de SGA 4, XVIII1.1.4.2.
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Bien entendu, une trivialisation d“un objet (L,t) de CUB(A,G)
est un isomorphisme de I"objet trivial avec (L,t), c"est-a-dire une
section 0O de L sur A , vérifiant la relation

(2.4.5.1) MW@ =t

et il est immédiat, en vertu de la relation (2.2.6.1), que 1llensemble
des trivialisations de (L,t) est, s"il n"est pas vide, un espace homo-
gene principal sous le groupe

Harnd% M(A, 6)

introduit en 1.3, des applications pointées de degré 2 de A dans G .

2.5. Lien avec les biextensions.

Pour voir que la notion définie ci-dessus est la méme que dans [b],
2.2, nous allons faire brievement le lien avec la notion de biextension,
introduite dans [MI] et développée dans SGA 7, VII et VIII.

Soit donc (L,t) un G-torseur cubiste sur A . Via l1l"isomorphisme
a (resp. @ de (2.4.3), la section . de ¢™NL) donne naissance a
une section gij _({esp- ct2)_lde j92’\L’\x+y,_z®’\’\x’:12® ’_\2’\L’\§_7*z (r(_asF_>*
‘EQ(L)*/Y*Z ®JOQ(L)XA/®&Q>(L)X/Z)’ et par suite a deux lois de composition
partielles

(2.5.1) AL v 82 EBX,_Z%&%%L’)W *2 (L)x4y . *
w2 128y ves2Px.z — 52X, yiz

suivant le méme procédé que dans 2.3. De plus les deux sections @ et
a, sont liées par la relation

(E@gj al@i) = ¥ (32) =1 *

On vérifie alors que les conditions (1) et (i1) de 2.4.5 impliquent que
les deux lois ** et *2 constituent une structure de biextension
symétrique de (A,A) par G , au sens de [b], sur le torseur BZ(L)

muni de 1"isomorphisme de symétrie 1 de (2.3.1) (et réciproquement...).

Par exemple, la commutativité de *1 équivaut a la compatibilité
de t avec l"action de la transposition (1.2) de ©3 , et l1l"associati-
vité de *1 a la condition de cocycle explicitée en 2.4.5 (ii). Ceci
résulte d ailleurs, si I"on veut, de 2.3.10 : en effet, grace a al ,

SB@) peut étre considéré comme le &2 du torseur $2(@) sur AXA
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lorsque I1"on regarde ce dernier comme un Groupe du topos E/A gréace a
la seconde projection. 1l est d-ailleurs établi dans [A8, 2.5, que Ici

donnée de deux lois . et Wy 1 vérifiant (2.5.2) ci-dessus, toutes
deux commutatives et dont lI"une soit associative, suffit a définir sur

L wune structure du cube au sens de loc. cit.

S

2.5.3. Remarquons enfin qu“"une structure cubiste . définit, grace a la
section t(,0,0) de $U(L)U;Ufw ﬁ‘Lu , une trivial isation a 1 origine
du torseur L , d"ou grace a 2.2.9 une trivialisation de la restriction
de $%(k) a chacun des produits {0o) XAXA , Ax{o}xA , AXAX{o) . Ces
trivialisations (essentiellement gradce aux conditions de cocycle) coTn-
cident en Tait avec les restrictions de . . ces produits. En d"autres

termes et par abus d"écriture :
:(o,y,Z)= t (0,0, 0)

le signe d"égalité faisant référence a 1" isomorphisme canonique

*QCQ)O,,y,z ~ 520,00 =

De ces considérations le lecteur retiendra la

2.5.4. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d"une structure du
cube, équivaut a celle, sur le torseur DZ(L) d"une structure de
biextension de (A,A) par G , les deux lois de composition partielles
définissant cette structure étant assujetties a la relation (2.5.2) (on
identifie les lois de composition *] et %5 aux sections . et a2

qu“elles définissent).

2.6. Exemple fondamental.

Soit S un schéma : nous prendrons pour E le topos associé au
"gros site fppf" de tous les S-schémas avec la topologie fppf, et pour
G le groupe multiplicatif 4% g - Nous identifierons toujours en cas
de besoin un @®m-torseur L sur un schéma X au faisceau inversible £

tel que L = Isom(G,,,£).

Proposition. Soit A un S-schéma en groupes lisse, commutatif, a

fibres connexese¢ On suppose vérifiée 1"une des conditions suivantes :
(i) A est un S-schéma abélien

(ii) (cf. [b], 2.4) S est normal et les, Fibres maximales de A
sont extensions multiples de variétés abéliennes, de tores (non néces-

sairement déployés) et de groupes G%
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Alors le foncteur d"oubli
CUB(A,Gm) —) TORSRIG(A,GW])

(©u TORSRIG(A,Gm) est la catégorie des GN-torseurs sur A triviali-
sés a I origine de A) est une équivalence de catégories.

Démonstration : soit L un Gm~torseur rigidifié sur A .

Cas (i). D"aprés le théoreme du cube (cf. par exemple [RII, IV.2.1) le
faisceau (k) sur A3 provient d*un faisceau inversible sur S .
Comme de plus L est rigidifié a l1"origine, $ (L) [I1"est également : il
est donc trivial. Mieux, si p A% ——» S désigne le morphisme structural,
on a p#ON3 =Z*&s donc il existe une unique trivialisation . de 73%")
compatible avec sa rigidification. Etant unique, . est automatiquement
symétrique (condition (i) de 2.4.5) et de méme il suffit de vérifier la
condition (ii) de 2.4.5 lorsque x=y=z =t=0 : elle résulte alors de

la compatibilité a la rigidification. Nous avons donc montré que L
posséde une unique structure cubiste compatible a la rigidification, cqgfd.

Cas (ii). D"aprés SGA 7, VI11.7.5, nous savons que &, (L admet une
unique structure de biextension compatible aux rigidifications sur
{0} XA et Ax{o} déduites de la rigidification de L . Il reste a
vérifier que les lois a® et O de cette biextension Vvérifient la
condition (2.5.2). Or les deux sections @ et X@2) de B®3QL)
corncident, sur les produits (0}xAXA , AxiolxA , AXAXTO) , avec
la rigidification naturelle de ~(L) sur ces sous-groupes. Leur quo-
tient est donc une fonction AXAXA ——G_m égale a 1 sur ces sous-
groupes, donc identiquement égale a 1 (“lemme de Rosenlicht'™) puisque
S est réduit. =

2.6.1. Remarque. Soit Kk un corps seéparablement clos, et posons

S = Spec(K[[x,y]1/(x2-y3)), A=CGp e .11 existe (exercice) un
Gm-torseur L non trivial sur A . Or nous verrons plus bas (7.2.1)
qu“un Gm~torseur cubiste sur A est en fait une extension commutative
de A par Gm , donc est trivial puisque S est strictement hensélien.
Par suite le torseur L (qui admet évidemment des rigidifications) ne
posséde aucune structure cubiste.

3. Lien avec les extensions centrales (cf. [b], 2.11).

3.1. Donnons-nous a nouveau un topos E , deux Groupes commutatifs A
et G de E , et de plus un sous-Groupe K t-U-A de A (on pourrait
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considérer plus généralement un morphisme K — » A de Groupes commuta-
tifs). Soit (..., un G-torseur cubiste sur A , et supposons donnée
une trivlalisation a de la biextension (jxldﬁ)*"%(L) de (K,A)
par G .

On a donc, pour x"~K et y€A , une section cr(x,y) de

‘1o -k - - :
LXTy® Ly ® L donc un i1somorphisme LX® Ly —'N LxT’y ,

i.e. une loi
Yy

externe
* :le*li— » L

compatible avec I"addition KXA — »A , et avec l"action de G sur L .
Nous allons, une fois n"est pas coutume, expliciter un peu les choses :
si I"'on a x*"k ,y™A ,u€L”™ , vELN , on en déduit un élément u*v

de ngn// i par la condition (cf. (2.3.5)) :

(3-1.1) or(x,y) = (U*V)®u*’1®v 1£$Q(L)X#y
D autre part a est supposée compatible avec la structure de biextension
de JSMIL). La premiére loi de ,() est
et X,y,z)r
&Z(L)x,z®*2 (L)y,z *Z(L)x+y,z
(& des contractions prés, du type ~"X+z"MX+z vV NN *

La compatibilité de a avec cette loi signifie que <x(X,z) ® cr(y,z)
s"envoie sur a(x+y,z), d"ou en appliquant (3.1.1) :

Si u€LX , v€Ly ,W€LZ avec xX€k ,Y€k ,z€A ,on a :
ww) @ ute we ovw) @ viie w e rey,z2) = (V) W) @ wv)Tte w-t
d"ou

G.1.2) TOGLY,2) = ((U) W)@ (™) “10(u*w) “1e(v*w) "Reuevew

En exprimant de méme la compatibilité avec la seconde loi, on
obtient

(3.1.3) r(x,y,2) = (U*(v*w))® (U*v) Te (u*wy 10 (v*w) Jeuevew
d"ou enfin par comparaison
(3.1.4) (u*v)*w = u*(v#w) (u et VELIK ,w€LD)

En particulier la lot # sur I7~x1” est associative. Il est de
plus immédiat que la section de L a l"origine déduite de sa structure
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cubiste est élément neutre de # , et que la composée

G® Ly "L, ® Ly -+ Ly ,est Itaction naturelle de G sur Ly . En
bref, le torseur Lﬁ: jL sur K est muni, grace a a , d"une struc-
ture de Groupe, extension centrale (nhon commutative en général) de K
par G , et la loi externe L”XL " L est une action a gauche de L
sur L , prolongeant lI"action de L}Q sur lui-méme par translations et
compatible (via la projection L — »A) avec l"action par translations
de K sur A .

I\

Enfin la formule (3.1.2) (ou (3.1.3)) permet de reconstruire la
restriction de t a K , a partir de la restriction de a a KXK ,
et 1"on en déduit :

3.2. Proposition ([b], 2.1.1). La catégorie des extensions centrales de
K par G est équivalente a la catégorie des couples (,cr) ou

L™ ob CUB(K,G) et ou a est une trivialisation de la biextension
&2@w de K,K) par G

3.3. Dans la situation de 3.1, supposons de plus
K=A

et étudions de plus pres l"extension centrale

(3.3.1) 1-—6 VLT k- o .

Comme toute extension centrale de groupes commutatifs, elle définit un
accouplement alterné, que nous noterons

(3.3.2) el : KXK —»G

obtenu par passage au quotient a partir de la fonction commutateur
[u,v] = uvu~ Vv de LXL dans G (nhous notons désormais uv = u*v) .

Nous disposons en outre, pour la biextension 9 L sur ~"XK >
la trivialisation a , donnée par la formule

(3.3.3) arey) * () @ uFe vl (uf | . viLy)
et de 1"isomorphisme de symétrie

3.3.4) S 1ML I s92(l) i s(x,y)= (¥.X))

.. - -1 n
qui, a w®u %L®v €,.<2(L)X’y (avec u’\LX , v’\Ly , w’\LX+.y) associe

w® v_1_L® u_J\€fi9(L)y’X = (s*$9(L))X#y - On obtient en particulier une
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seconde trivialisation ('symétrique™ de a) :
(3.3.5) 5= 11 sor

de ¢>9(L), qui est donnée (avec u"LX . v€-Ly) par

5(x,Y) §7~:!‘L(cr(y,x) ) = §'—]1(vu®v']1®u _:!L)

vu® u’_’l“® v’_’J‘

[v,ulcr(x,y)

(on utilise ici la corncidence des deux actions de |[v,ul€g , données
respectivement par la structure d"extension (3.3.1) et par la structure
de torseur de L).

En conclusion :

3.3.6. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a

a = eL’(J.f) .

En particulier I accouplement eL T ne dépend que de la biextension

symétrique (L)»”) et de la trivialisation a de la biextension
sous-iacente ; enfin l"extension centrale associée a a par 3.2 est
commutative si et seulement si g trivialise Geo (L) > comme biexten-
sion symétrique au sens de [b], i.e. si

o=& .

4. Cas des schémas abéliens : le groupe Q(L).

Soient S un schéma, A un S-schéma abélien, L un <-torseur
sur A , rigidifié a l1origine (donc cubiste, cf. 2.6). Si At désigne
le JS—schéma abélien dual de A (ou, si le lecteur préfére, le faisceau
Pigﬁ/g), on sait que L définit canoniquement un morphisme

4.1 a A - 7Ak

tel que, si XA , ﬂ'](x) est la classe du ®m—torseur TXL®Lm1 sur

A , ou TX désigne la translation par x dans A .

Plus précisément soit P 1le G -torseur de Poincaré sur Ak xa ,
rigidifié sur AtX {o) et {o)xA :alors & est l"unique morphisme
de A dans At tel que le <Bm—torseur (<P[XAdA )#GD) soit isomorphe a
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~(L), et i1l existe alors un unique isomorphisme entre ces deux torseurs
qui soit compatible aux rigidifications. Comme de plus P et OZ(L)
sont munis chacun d"une unique structure de biextension compatible aux
rigidifications, cet isomorphisme est méme un isomorphisme de biexten-

sions. Posons alors
(4.2) K(L) = Ker &

c"est un sous-schéma en groupes fermé de A . La restriction de l1l"isomor-

phisme précédent a K(L)XA donne un isomorphisme de biextensions

Bk ~EF@ % |i(9'ﬁ/9*$)\K((L)XA “hkp % ||dAf9#£|5{o>XA(9

et comme p{o}xa eSt kiextensi®°n triviale, on en tire une trivialisa-
tion canonique de 85 G_)K(I)Xa + d'ou d aprés le §3 une structure d"ex-
tension centrale sur Lk(l) ' ainsi qu“"une action a gauche de cette
extension sur le torseur L

4.3. D"autre part on connaTt déja ([M2J, § 23, ou [Sz], exposé 7) le
S-schéma en groupes QC(L) : rappelons que si S* est un S-schéma,
Q(L)(S") est l1"ensemble des couples (X,») ou x €k ((L)(S") et ou a
est un Sl-automorphisme du schéma Lﬁ; , compatible a I"action de Gm
et rendant commutatif le diagramme
_a
£

y
§4 - U Ls"

-

T |
-Xa ag,

Tt -

g ’

4_4_. Proposition. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, le

S-morphisme

L k@ -+~ o3

qui au point wu ﬁLk’\lj au-dessus de x"K(L), associe le couple X »au )
ou < (v) = u*v pour tout vi L (le symbole * désignant l"action a
gauche de Ljcd) sur L définie ci-dessus) est un isomorphisme d"ex-

tensions centrales ; l1llisomorphisme inverse est donné par la formule
X7 (x.,a) = a(e})

ou eﬁfELB(S) est la rigidi fication a Il origine, i.e. la section unité

de I1%extension LK(L) -
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Comme X est manifestement un morphisme de G™-torseurs sur
K(L) (donc un isomorphisme) il suffit de voir que c"est un morphisme de
groupes, ce qui n“est autre que le fait que * est une action de groupe.
La derniére assertion est également triviale. =

5. Réduction a I"objet trivial ; application a certains isomorphismes
canoniques.

Dans ce 8§, E désigne un topos ; si F est un objet de E , on
notera =z[f] le Z-Module Ilibre engendré par F (nhotation conforme a
SGA 7, VII.1_4;pour I1"existence cf. SGA 4, 11.6.5).

5.1. Théoreme. Soient F un objet de E , G un Z-Module injectif de
E . Alors tout G-torseur cubiste sur ~[f] est trivial. Plus générale-
ment tout G-torseur cubiste sur un Z-Module sans torsion (i.e. plat)

de E est trivial.

Démonstration : soient A un “-Module plat et L un G-torseur cubiste
sur A .
5.1.1. Considérons d"abord la biextension &2(L) de (AA par G

associée a L . D"apres SGA 7, VI1.3.6.5, le groupe des classes de
biextensions de (A,A) par G est isomorphe a

ext! (AbA,0) .
Comme G est injectif ce groupe se réduit a

u
HomiHMNA® A),G) ,

*

c est-3-dire a HomiTorZ.T"A-A) ,6) = 0 puisque A est un Z-Module
plat . Par suite la biextension ~(k) est triviale.

5.1.2. Fixons donc une trivialisation « de la biextension ().

*
Comme en 3.3 notons § %o (D) s fi, (D) syroétrie, et a la tri-
vialisation de &, () "symétrique™ de a via |

Le défaut de compatibilité de a avec 1 est la forme alternée
e G=% :axa -6 (3.3.6) :

les trivialisations de sont de la forme a" =97 ou P:AXA —»G
est bilinéaire. On en conclut que pour qu"il existe une trivialisation

de @) compatible avec la symétrie i , il faut et il suffit que

eL'O soit de la forme

et#or(xA) = "PY/<P(Y.X)
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ou @:AXA —AG est bilinéaire.

o , 2
Comme A est plat , la multiplication par 2 dans A A est un

monomorphisme ; puisque G est injectif i1l existe donc un morphisme
2

il A"A — >»G rendant commutatif le diagramme
L,a
A2A - ... > G
x>
n
ala

Si I1"on pose alors <P(x,y) = "(xAy), on a :
PX/Y)/<P(Yy,X) = "(XAy-yAx) = U(@2xAy) = eL,CT(X,y) -
En conclusion, la biextension symétrique @@E2(@) 1) est triviale.

5.1.3. D"apres 3.2 et 3.3.6, nous voyons que la structure cubiste de L
provient d"une structure d"extension commutative de A par G , automa-
tiquement triviale puisque G est Injectif. =

5.1.4. Remarque. Le lecteur familier de [b! et des dérivés non abéliens
pourra démontrer 5.1 en remarquant que le groupe des classes de
G-torseurs cubistes sur A sTidentifie ([b], 8.9) a

ExtAiLPR(A),0)

n _ + n
(notations de loc. cit.), et que HS’i\LP’éA)) =0 si A estplat.

5.2. Proposition. Soient ®:A" — A un épimorphisme et $ :G — » G*
un monomorphisme dans Abg , et soient L un G-torseur cubiste sur
A , L :9#(L ) le G- torseur cubiste sur A" déduit de L par le
changement de base @ et le changement de Groupe structural $ . Soit
a une section du torseur sous-iacent a L sur A . Pour que <9 soit
une trivialisation cubiste de L , il faut et i1l suffit que la section
J" de L* déduite de a soit une trivialisation cubiste de L".

En effet soit +« la section de ANL). définissant la structure
cubiste de L , «* la section de ¢’§(L') déduite de + (qui définit
la structure cubiste de L*). Pour que o (resp. al) soit une triviali-
sation cubiste il faut et il suffit que $§(ct):t (resp. $§(or'):T') :
ces deux conditions sont bien équivalentes puisque, vu nos hypotheéses
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sur @ et ¥, I"application naturelle

HOmA3 (A3 ,j93(L) ) — * Hon?, 3(A™3,83 (" ))
est injective. =

La glorieuse proposition ci-dessus, jointe au théoreme 5.1, permet
de réduire de nombreuses questions au cas du torseur cubiste trivial, ou
elles deviennent tautologiques ; il suffit en effet de prendre A" libre
(par exemple A" =z[a]) et G1 injectif. Par exemple, on obtient par
cette méthode :

5.3. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Le G-torseur
$ (L) sur A3 est un produit tensoriel de torseurs du type (fikll_)_1
off les f2:A3 — » A sont des morphismes de Groupes. Il est donc muni
canoniquement d"une structure cubiste déduite de celle de L .

Alors la trivialisation « de ~(L) définissant la structure
cubiste de L est une trivialisation cubiste. B

(On suggére perfidement au lecteur de démontrer 5.3 directement a partir
des définitions...)

5.4. Notation. Pour tout Groupe commutatif A de E et tout nf£Z , on
note [»]. :A — >A , ou simplement [ni si aucune confusion n"est a
craindre, le morphisme de multiplication par n .

5.5. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Pour tout
n ™ on a un isomorphisme canonique de G-torseurs cubistes :

1L - LB Z ale 41+ REA-1)73
(cf. [M2], 86, Cor. 3).

5.5.1. Lemme. Soit L un G-torseur (sans structure cubiste) sur A .
Notons p :A — Og le morphisme canonique. Pour tout n€Z , notons

Ap >A — *A3

le morphisme défini par Xn(X) = (X,-x,nx). Alors on a pour tout n un
isomorphisme canonique

(5.5.1.1) N X
[+ 15D - XAZL™O [NIF(L)623 [n-11F(L)™Ls pfei(L):Jl3 LS[-17%(L)
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Cet isomorphisme est fonctoriel et additif en L , compatible au change-
ment de base A" - A et au changement de groupe structural G - »-G",
et respecte les trivialisations naturelles des deux membres lorsque L
est le torseur trivial.

Démonstration du lemme : pour tout x€a on a canoniquement, par défi-
nition de AgL)

(An 3@y = IBL) iy, x,nx) = Lix 61®LZﬁH)x®LEﬁ4)x®Lx®L-x®Lnx

Le lemme en résulte. =

5.5.2. Démonstration de 5.5 : remarquons d"abord que dans le lemme 5.5.1,
lorsque L est muni d"une structure cubiste, 1"isomorphisme (5.5.1.1)
est un isomorphisme de torseurs cubistes : cela résulte, par réduction a
I"objet trivial, des propriétés de (5.5.1.1) eénoncées a la fin du lemme.
Or si L est cubiste, les torseurs cubistes fi (L) (grace a 5.3) et

p ep (L) (evident) sont canoniquement triviaux, et (5.5.1.1.) se réduit a
un isomorphisme cubiste

(5.5.2.1) [n+1T3(L) - [n]E(L)@%@ [n-14"L)"1o Lo [-I]/’_i\i(L)

Par ailleurs il suffit de démontrer 5.5 pour n”0 (remplacer L par
[-1Ja (L) ), et le résultat est clair pour n=0 et n=1 ; le cas général
en résulte par récurrence, grace a (5.5.2.1) et a un calcul immédiat. =

5.5.3. Remarque. La proposition 5.5 est I"analogue de la propriété
suivante : si f:A - » G est pointée de degré ™~ 2 , alors

f(nx) = fcxyn(n+l)[2 f(_xyn(n—l)ZZ

(démonstration par récurrence, grace au méme calcul qui a été escamoté
dans 5.5.2).

De méme nous allons établir I"analogue cubiste (trés important pour
la suite) du lemme suivant

5.6. Lemme. Soient A et G deux groupes commutatifs (notés ici additi-
vement, pour plus de clarté) ; f:A - *G une application pointée de
degré 2, et n un entier tel que nA=0 .Alors 2nf=0 , et nf=0 si
n est impair.
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Démonstration : on remarque que
2FfC) = (FOO-T(-x)) + (FOO+F(-X)) ;
posant b(x,y) = F(x+y) - FX) - f(y), on a
FO)+F(-X) = b(x,X) (5.5.3, avec n=2)

donc n(f(x) +f(-x)) = 0 puisque b est bilinéaire ? d"autre part il
est immédiat que I application x &+ > f(X) - f(-x) est additive (consi-
dérer sa forme bilinéaire associée) donc n(F(x) -f(-x)) = 0 , d ou
enfin 2nf=0 .

Si n est impair on écrit :

nf(2x)

3nf(xX) - nF(-x)
n(f(x) - f(-x)) puisque 2nf=0

=0
d"ou la conclusion puisque X ¥ >2x est un automorphisme de A . =m
L*analogue annoncé plus haut est :

5.7. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A et soit n un
entier (resp. un entier impair) annulant A . Alors le torseur cubiste
ﬁ%%ﬂ (resp. ﬁaﬂ) admet une trivialisation naturelle.

5.7.1. Lemme (L. Breen). Soit L un G-torseur cubiste sur A . Alors
le G-torseur cubiste A =1L® [tiIAL—l admet une structure naturelle
d"extension commutative de A par G .

En effet les biextegnsions associees a L et [—iIaL sont respecti-

vement /27N et E—iiAXAAZALA' qui sont canoniquement isomorphes vu la
structure bilinéaire de $2 (). On a donc une trivialisation naturelle
de $2~"™ d"ou une structure d"extension centrale sur A (3.2). Le
fait quelle soit commutative se voit soit par un calcul direct, soit
par réduction a I"objet trivial. =

La démonstration de 5.7 est alors paralléle a celle de 5.6 : on

ecrit ﬂjz sous la forme
E%% = A® (L® C—I]ZP) ;
comme A est une extension commutative, A@n est trivial, et par

ailleurs
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L® [-11°L = A*$2 (L

ou A:A - »AXA est le morphisme diagonal (5.5, avec n=2) donc
(L® [-13*)™ est aussi trivial.

Lorsque n est impair, on dgmontré comme dans 5.6 que [ZJga?n}

est trivial. =

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

Ce n° ne sera pas utilisé dans la suite ; les détails des démonstra-
tions sont laissés au lecteur.

6.1. Soient S un objet du topos E , et G un Groupe commutatif de E .
Considérons la catégorie (EY9 )°X(G\(AbE) des couples (p,0) ou

P:S" — »S (resp. $:6 - G1) est un morphisme dans E (resp. dans
AbE>.

Pour tout G-torseur L sur S et tout (9,$) comme ci-dessus,
notons

(6.1.1) rL(cp,O) = Homs (§7,L") (notation de 2.2.3)

(ou, par abus*dfécriture, TT(E",67)) I"ensemble des sections sur S du
G"-torseur 9IJD .0On obtient ainsi, pour L fixé, un foncteur

O
rL E/S> > G\<Ab_.» (Ens)

et pour tout (S7,G") I"ensemble TSS',G') est soit vide, soit un
espace homécréne principal sous le groupe HorrigiS™/G") des morphismes de
S* dans I"objet de E sous-jacent a G".

6.1.2. S1 I"on a un diagramme commutatif dans E :
U
|
2 i
<”< ’ﬁi
S

ou u est un épimorphisme dans E , alors la suite naturelle d"ensembles

n@E\G) — »rriL&E\G) z=vrL& é( s™g")

est exacte pour tout ip :G — »G" ; ceci résulte du fait que
rL (S\G") = Homg(S",L")) est représenté (comme foncteur en S") par L* ,
et de ce que tout épimorphisme de E est effectif.
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6.1.3. De mbme considérons un diagramme commutatif
A
G

ou Vv est un monomorphisme ; alors pour tout 9 :sl1l — >S , la suite
naturelle d"ensembles

rL(S",G]) ——-»rL(S"#GE) Z=£ rL(s""G2 0 G2)

est exacte, le symbole ®, désignant la somme amalgamée sur G" . Pour

Gl 1
le voir on peut, grace a 6.1.2 ci-dessus, remplacer S par S ou
S' — %S" est un épimorphisme ; en prenant par exemple S"::qum , on

est ainsi ramené au cas ou L est le torseur trivial ; notre assertion
est alors évidente.

6.2. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E . Posons

(6-2.1) CA.0) = ((OEMPIX Q(AEY) .

catégorie des couples (9,00 ou 9 :A" — A et 0:G —=aG" sont des
morphismes de Groupes commutatifs. Pour tout G-torseur L sur A , nous
noterons encore, par abus d"écriture

6.2.2) Tt :C(A,6) —* (Ens)

la restriction a C(A,G) du foncteur T de (6.1.1). Les propriétés
6.1.2 et 6.1.3 restent valables : c"est clair pour 6.1.3 et cela résulte
pour 6.1.2 du fait que I"oublt A, — » E de la structure de groupe

commute aux produits Ffibrés.

Supposons maintenant le torseur L muni d"une structure cubiste.
Nous noterons alors, pour tout (O :A" —>A , 0:G —=aG") dans C(A,G),

(6.2.3) r{%2)(9,0) ¢ TL (9,0)

2
ou par abus d"écriture T( )(A',G'), I"ensemble des trivialisations
*
cubistes de 9 L .Le sous—foﬁ%teur r;2) : C(A.G) -—(%)(Ens) de T.L
jJouit des propriétés suivantes :

(6.2.4) F(Z)(Al,G') est soit vide, soit un espace homogéne principal
sous le groupe Ptnﬁgz)(A‘,G') des morphismes pointés de degré

2 de Al dans G", via l"action naturelle de ce dernier sur
TJ™MALG ™).
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(6-2.5) Si I%on a un diagramme commutatif

= _NAAT
A Al

2
% jxa
A
ou u est un épimorphisme dans Alx, , le diagramme naturel

rA23 (ArG*) —2-~rkd) (Ar,G™)

ri(AITGT  rL( L GM

est cartésien ; notons que I"application P est iInjective et qu™il en
est donc de méme de a ; notre assertion signifie donc que FL(Z)(A’\,G')
s"identifie a rl)_(?(%"zG')n r|:(Al,G'), ce qui n"est autre que 5.2.

(6.2.6) Si I17on a un diagramme commutatif

g; A

G
ou v est un monomorphisme dans Ab_ , le diagramme naturel

B ar,6%) - »r Y (a,,60)

1 1
FLALED — LN ®)

est cartésien ; ceci résulte également de 5.2.

(6.2.7) Il existe un épimorphisme 9 :A" — >A et un monomorphisme
$s6 - G dans Ab, , tels que

r<2) M/ 0 .
C "est une reformulation du theoréme 5.1.

6.2.8. Remarque. On voit facilement que les conditions (6.2.5) et (6.2.6)
peuvent se reformuler en disant que er) vérifie les propriétés
"faisceautiques” analogues a celles énoncées pour dans 6.1.2 et
6.1.3.

rL
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6.3. Définition (bis). Soient A et G deux Groupes commutatifs du
topos E , et soit L un G-torseur sur A . Une structure cubiste sur
L est la donnée d"un sous-foncteur FE?) : C(A,G) — > (Ens) du foncteur
TE de (6 .2.2) verifiant les propriétés (6.2.4) a (6.2.7).

6.3.1. Indiquons simplement comment le foncteur FEZ) permet de recons-
tituer la trivialisation « dé 1U(L) de la définition 2.4.5. Soient

p et . comme en (6.2.7) et soit . - (2)(<R0) . alors &3 (ct) = ¢t est
une trivialisation de $3(L), qui d aprés la condition (6.2.4) est indé-
pendante du choix de O . Il faut montrer que t° provient d"un élément

t de T&322§A,G)- Pour cela on pose G':<3'%G' et on remarque que t

a méme image par les deux fleches naturelles

rBOE S sresQ @ €9
puisque les deux images de +« sont de la forme "3 et 32~ 7

<E et (N EZ)(A',G")O résulte alors de 6.1.3 que t€ ~j(A",G).

N

Le méme argument, utilisant 6.1.2, permet de redescendre de A" a A .

Comme la trivialisation t° de ? L” est de la forme x3 @), elle
vérifie automatiquement les conditions de compatibilité exigées par 2.4.5.
Par suite il en est de méme de

6.3.2. Notant CUB (A,G) 1la categorie des G-torseurs cubistes sur A
au sens de 6.3, nous avons ainsi deux foncteurs

U ’
<V

CUB (A, G) CUB* (A, G)

le foncteur U étant donné par la construction 6.2, et V par la cons-
truction ci-dessus. Il n"y a désormais aucune difficulté a véerifier que
U et V sont quasi-inverses 1°un de l1Tautre ; les conditions (6.2.5)

et (6.2.6) dans CUB servent a montrer que UoV = *Cub*(A G) *

6.4. Généralisations et variantes.

6.4.1. 11 suffit, dans la condition (6.2.4), de remplacer HomAz)(A',G')
par HIﬁﬁﬁ%(A*,G‘), ou n est un entier ~ 0 quelconque (1.3) pour
arriver 3 la notion de '"structure de degré n " sur un G-torseur L sur
A . Bien entendu une structure de degré O (resp. 1, resp. 2) sur L

est une trivialisation de L (resp. une structure d"extension commuta-
tive, resp. une structure cubiste). Toutefois 1l y a lieu de noter que

je ne connais aucun exemple "naturel™ de structure de degré n )3 , ne
provenant pas d“une structure cubiste.
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6.4.2. Etant donnés k entiers naturels nn,...,n" , (k+l1) Groupes
Al»...,Ak,G et un G-torseur L sur AIX...XAk , on laisse au lecteur
le soin d"imaginer ce qu“est une structure de multidegrée (,...,n")
sur L , généralisant la notion de biextennion (obtenue pour k=2 ,

nl=n2=D-

6.4.3. Plus intéressante peut-étre est la variante "non pointée" des
structures de degré n , obtenue en remplacant les applications pointées
de degré n par les applications de degré n , 1.e. les TTA —>G
vérifiant

/ - Card 1

TT f(x )<
ic{i, .. .,n+l}

(notations de 1.1), ou encore, de facon équivalente :
wn+1cd = F0) TN .

Lorsque n=2 on tombe sur la notion de *structure du cube non rigidi-

fiée” mentionnée dans [b], 2.8.

6.4.4. Enfin i1l est probable qu“en remplacant, dans 6.2.4, Hom(z)(A',G')
par le groupe des morphismes quadratiques de A" dans G", on obtient
la notion de £-structure de [b]-

6.5. Exercice. Redémontrer la proposition 5.5 (resp. 5.7) en utilisant
la définition 6.3 et I égalité 5.5.3 (resp. le lemme 5.6).

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de schémas
en groupes lisses par des tores.

7.1. Si A,B,G sont trois Groupes commutatifs du topos E , nous note-
rons EXT(A,G) (resp. BIEXT(A,B;G)) conformément a SGA 7, la catégorie
des extensions commutatives de A par G (resp. des biextensions de
(A,B) par G).

Rappelons d"abord le théoréme de descente ([b], 3.10) :

Théoreme. Soit

0— %A~ " A EmaAr - 0

une suite exacte de Groupes commutatifs du topos E . Alors, pour tout
Groupe commutatif G de E , la catégorie CUB(A",G) est équivalente a
la catégorie des triples (L,s,t) ou L? ob CUB(A,G) et ou s (resp.t
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est une trivialisation de 1i1*L dans CUB(A",G) (resp. de (1dxi) w)
dans BIEXT(A,A" ;6)), telles que les triviallsations QP() et
(XId)"(® de ., (L) soient égales.

7.2. Nous allons appliquer ce théoreme au cas ou E est le topos fppf
sur un schéma S , et ou I"on a une suite exacte

I

! ! »B- 0

o *=t = A
de S-schémas en groupes lisses a fibres connexes sur S , T étant un

Tore sur S . De plus on prend G=G x -

Commencons par étudier CUB(T,Gm) :

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T sur S , la catégorie CUB(T,Gm)
est équivalente a la catégorie EXT(T,G ) des extensions_comnutatives

ge T par G, .

Démonstration : si L est un G,,~torseur cubiste sur T . la biextension
~"(L) de ((T,7) par Gm admet d"aprés SGA 7, VII1.3.4 une unique tri-
vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure d"ex-
tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure
cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la
forme commutateur associée est un accouplement TXT — "IGm donc est

triviale. =

7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la catégorie CUB(B,Gm)
est équivalente a la catégorie des couples (L,s) ou L€ob CUB(A.G )
et o0 s est une trivialisation de i L dans CUB(T,Gm) (1.e., compte
tent_J_d_e 7.2.1, (_jgr_w? EXT(T,Gm))-

En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories
BIEXT(A,T;Gm) et BIEXT(T,T;Gm) sont équivalentes a la catégorie
ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,Gm) il existe une unique
trivialisation t de (Idxi)*£M (L dans BIEXT(A,T;Gm), et de plus
pour toute trivialisation s de 1 L dans CUB(T,Gm), la condition de
compatibilité $p(s) = (iXIld) t exigée par 7.1 est automatiquement véri-
fiée. m
7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un Gyr-torseur

cubiste sur A . Alors :

(1) L® [-1I™MIL)  provient canoniquement d"un G/™-torseur cubiste

sur B .

(i) 1l existe S — » S étale surjectif tel que Lgl =LXSS
provienne d"un G”-torseur cubiste sur Bg,=BXgS-*~.
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(ifi) Si toWi tout tore sures6 est isotrivial (SGA 3, 1X.1.1) on peut
dans (@1) supposer S fini sur S .

Remarque. Le cas (iii) s applique en particulier lorsque S est locale-
ment noethérien et normal (SGA 3, X.5.16), ou bien est le spectre d“un
anneau local noethérien complet (SGA 3, X.3.3).

Montrons (i) : avec les notations de 7.2, 1 L est d apres 7.2.1
une extension de T par <E_, et le morphisme x } x”1 donné par la
structure de groupe sous-jacente donne un isomorphisme d"extensions

i* L1 ~ i*[-11; O

d"ou une trivialisation canonique de 1*(L® [-1I™(L) ) et I"on conclut
grace a 7.2.2.

Montrons (ii1) (resp. (iii)) : d"aprés SGA 3, X.4.5 (resp. la défi-
nition d*un tore isotrivial) appliqué au tore sous-jacent a I"extension
1 L , celle-ci est trivialisée par un changement de base étale surjectif
(resp. fini étale surjectif) et I°on applique encore 7.2.2. =



38

CHAPITRE 11

Faisceaux inversibles cubistes sur les schémas en groupes

problémes de prolongement

Sommaire.
0. Introduction.

1. Prolongement de @m-torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas
ou la base est un trait.

2. Analogue archimédien du théoreme de prolongement.

3. Prolongement de G~ torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas
des groupes semi-stables sur une base normale.

0. Introduction.

On s*intéresse dans ce chapitre a 1"étude des < .-torseurs cubistes
sur certains schémas en groupes (commutatifs, comme toujours). Signalons
tout de suite que nous considérerons toujours comme synonymes les expres-
sions "Gm-torseur" et "faisceau inversible"™, un faisceau inversible L

sur un schéma X étant identifié au torseur Isonux(q;L). D*autre part

les schémas en groupes sur un schéma S seront toujours considérés
comme des faisceaux sur le site fppf de S

Le type de probléme envisagé ici est le suivant : etant donnés un
schéma en groupes commutatif A sur un schéma S , et un ouvert U de
S (U désignera parfois aussi le point générique de S , si S est
irréductible) étudier le foncteur de restriction

BN hsS) — BBV G-

de la catégorie des Om-torseurs cubistes sur A vers la catégorie
analogue sur U

Lorsque S est un trait, que U est son point générique et que A
est lisse de type fini sur S , le théoréme 1.1 donne une "réponse com-
plete" (trées analogue au théoreme SGA 7, VIII.7.1 sur les biextensions).
Ce théoreme, obtenu par d'autres méthodes dans [b], 83, est I'un des
deux résultats principaux de ce chapitre, l"autre étant le théoréme 3.3
qui traite le cas ou A est un groupe semi-stable a fibres connexes sur
une base normale, et ou I%on part d"un torseur cubiste sur A., qui est
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symétrique ou d*ordre fini. Le lemme 3.4.1 (qui doit beaucoup a

M. Raynaud) et ses corollaires permettent ensuite d"éliminer dans cer-
tains cas les hypothéses de connexité ? le lecteur se fera une i1dée du
type de résultats obtenus en se reportant a 1"énoncé du théoreme 3.5.

1. Prolongement de G”™-torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas
ou la base est un trait.

1.0. Dans tout ce 8, on se donne un anneau de valuation discrete A , de
corps des fractions F et de corps résiduel Kk . On note S = Spec A ,
'H= Spec F , s = Spec k , et on désigne par r le groupe FX/AX de la

valuation de A , notée VA .

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse commutatif et de
type fini A -£mS , de section unité eB :S — A (il est inutile de
supposer A séparé). On note A° sa composante neutre, A = AXgs sa
fibre fermée, et $ = Aq/A° le groupe des composantes de Aq , qui est
un k-schéma en groupes fini étale.

On sTintéresse au foncteur "restriction a la fibre générique” :

(1.0.D) R : CUB(A.G, £) ——mCUBIA, P -

1.1. Théoreme de prolongement (cf. [b!, §3).

(1) (nicité du prolongement cubiste). Le foncteur R ci-dessus
est pleinement fidele.

(i1) (©bstruction au prolongement cubiste). On peut associer de
facon naturelle a tout <S“-torseur cubiste L~ sur A™ un morphisme
pointé de degré 2

(1.1.1) dUr = ah'ha] - « —  (r®2-0/rk

dont I"annulation est nécessaire et suffisante pour que L~ soit dans
1"image essentielle de R (en particulier, si AO est connexe. R est
une équivalence de catégories).

Le morphisme dtﬁ possede les propriétés suivantes 7

a) fonctorialité ; si X :B — » A est un morphisme de S-schémas en
groupes (@vec B lisse commutatif de type fini sur S) et si X :Y — » $
est le morphisme induit sur les groupes de composantes des fibres fer-
mées, alors le diagramme suivant est commutatif :
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(re<B/nk

b) changement de base : soient g :S* — » S un morphisme de traits,
q°, T, etc., les données sur S° correspondant a ¢©) , T , etc., et
A", L", les données deduites de A , L , $ par le changement de

) All 1l . . , . X
base g . Alors 1lTobstruction d ' est egale a llapplication composee

ehix K ,
1 s— ) (reQ/rk, —w (ri®d/T )k,
ou la seconde fleche est déduite de I"inclusion naturelle T « AF"
c) additivité : si L
AN, alors

et Mi sont deux <SN-torseurs cubistes sur

1
¢Ld® Mg _ dLri + dMT,

On trouvera dans [b1l, 83 une définition homologique de d1» (ou,
en tout cas, d"une obstruction qui lui ressemble fort). Nous en donnerons

ici une construction plus terre a terre.

1.1.2. Démontrons (i). Il suffit de voir que si L est un ©m—torseur
cubiste sur A , ITapplication naturelle

HBMCUB *&m, &*K*  *mHOMCUB *Gm, A® "\ €1

est bijective, le torseur Gm A étant muni de sa structure du cube

triviale.

L “injectivité résulte du fait que, A étant lisse sur S , A est
schématiquement dense dans A- .

Soit r€T(A3,S3(L)) Ila section définissant la structure du cube
de L . Un élément de HO”BEEKGm»Kﬂ»LO est une section a, de L“ ,

que I7on peut voir (en identifiant L au faisceau iInversible associé)
comme une section méromorphe a de L sur A , sans zéros ni poles sur
An et vérifiant

(1.1.2.1) @ =T %

Il faut alors montrer que div(cr) =0 ; cette condition est de plus suffi-
sante, car alors a définit bien une trivialisation du torseur L , qui
est cubiste a cause de (1.1.2.1).
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Il est céstrclair que(apiv(cr) dest a support dans Aqg , puisque ea™ est
une trivialisation de L . Soit donc C une composante de Ag , et soit
8 son point générique : 1"anneau local ®A,8 est un anneau de valuation
discrete dont la valuation, que nous noterons VY, , est a valeurs dans
r (car A est lisse sur S). On obtient un morphisme de S-schémas :

v:s o .r
vi®) = v @

et en prenant les valuations dans (1.1.2.1) on constate que c"est une
application pointée de degré 2, donc nulle car est fini et P sans
torsion (cf. 1,5.6). On a donc ve¢,.(cv) =0 pour toute composante C de

AQ , cqgfd.

1.1.3. Montrons (ii). Soit donc L1I€ob CUBiA—,®m’:B) et soit fﬂ la
section de F N ) définissant sa structure du cube. Supposons trouvé

un G~-torseur L sur A , prolongeant Ly , et tel que se prolonge
en une trivialisation +« de *3(L) : alors cette trivialisation est
automatiquement une structure du cube, les conditions (1) et (1) de
1,2.4.5 se prolongeant par densiteé.

Soit L1 un €n~torseur quelconque sur A prolongeant -1
en existe car A est régulier donc localement factoriel ; dTautre part
les prolongements de L?\ a A sont tous de la forme L~D) = L1®&a (D)
ou D est un diviseur a support dans Ag . Un tel diviseur s"identifie

hY

a une fonction qé_:$ - '.rk .

Pour chaque D , nous pouvons considérer la section T de £~(1M)

comme une section méromorphe d de ~(™(D)) ; a g ON associe sa
valuation le long de chaque composante de A” , d"ou une fonction
*D. 43 — rk

et il est immédiat que

tD O+@<V #
ou o correspond au diviseur nul.

Pour que Lm soit dans I"image essentielle de R 1l faut et il
suffit que I"on puisse trouver D tel que $= 0 , i.e. qu™il existe

@:3$ ——»'ﬁh vérifiant
(1.1.3.1) (@) = -0Q

Comme la section vérifie par hypothése les conditions (i) et
(i1) de 1,2.4.5 , il en est de méme de la section méromorphe 15 de



42

(@}

ATL~) . Passant aux valuations, on conclut que

<r -.

o ‘ rk est Invarirante par S3

(1.1.3.2)
I"X+y,z,t) +70(X,y, t) = 0IX,y+z,t) +7jy,z,t)

Le lemme suivant va alors nous fournir une solution 9 de (1.1.3.1)

a valeurs dans TO®

1.1.4. Lemine. Soient G un groupe compact commutatif, et O :Gn — RR
(n ¥2) une application continue qui est un 2-cocycle par rapport a
chaque paire de variables. Il existe alors une unique application conti-

nue 9 :G —» R telle que Y=& (9, et 9 est donnée par la formule
(1.1.4.1) cpx) = (-1)$n_1 v n . O(X,u_, -..,u )duO...dun ,
G z n z

la mesure du sur G étant la mesure de Haar de masse totale 1.
En particulier si G est fini et 0 a valeurs dans Q@ , 9 est a
valeurs dans Q ; si_ G est un groupe de Lie et si 0 est cf°, alors 9

est C°°
Démonstration : deux solutions différent par une application p :G —* (R
'

qui est pointée de degré n-1 , donc nulle : en effet “p) :6 - - R
est (n-1)-linéaire donc nulle puisque G est compact ; par suite p est
pointée de degré n-2 , d"ou notre assertion par récurrence. Ceci établit
I"unicité de 9

Pour l1"existence, définissons 9 par la relation (1.1.4.1) et
montrons par récurrence sur k (I1™k”n) que

(1.1.4.2)k \9(x1,...,xk) = (-Dn-k » n_k "(x1,...,xk,uk+1,...,un)du
G

Pour k= 1 <c"est la définition de 9 , et pour Kk=n on trouvera
&n9::0 . Supposons donc vérifTiée (1.1.4.2).K avec 14k (n et calculons

$k+19 : posant pour abréger x = (x”™...,xk_”), on a d"apres 1,1.2.4.1

e+l Ctyklyk+r) WWV{%H)]:V Q'W\Mﬁﬂ’s
ce qui, joint a I"hypothése de récurrence (1.1.4.27, donne
(1.1.4.3 G~ oykfyrsrd = (1 "k SGn=k RS ypetyier d "uke s #Y)
- (Yt ) - Oy Vi Tau S

ou I"on a posé y = (V+2/**" vn~* On utilise alors la propriété de

cocycle de O
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B.Q Vi +ykerl Fukn > " &Ry kel uke 1Y)
= 8<iaykiyknitukait? ) - B(i"yiYlet 1)

qui donne, en reportant dans (1.3.4.3)

<L.144) & +10<5yk.yk+1) = <-DR'K bn-k (" yk'yk+I+uka Vi ukaldy
DK B0k (5']; ke D)dukiey- (-1 -k 8 (2'yk'yk+H "1 )dtkenl e

Le changement de variable up+l ""H-1 + uk+l dans la premiéere
intégrale permet d"anéantir les deux premieres ? on remarque enfin que

la fonction sous la troisieme intégrale ne dépend pas de ukii e d"ou
la récurrence. H

1.1.5. E"In de la démonstration de L.I(i1). On applique le lemme a I"équa-
tion (1.1.3.1) : notons que bien que ne soit pas un groupe fini ordi-
naire mais un k-schéma en groupes étale, il suffit d appliquer le lemme
au groupe TFini <Rks) (ks = cloture séparable de k) et de remarquer que
la fonction ® obtenue est invariante sous Gal(ks/k), grace a 1"unicité
de la solution.

On se trouve ainsi gratifié d“une unique solution de (1.1.3.1)
a valeurs dans (T®$)\E . Pour que L I soit dans 1"image essentielle de
R 1l faut et i1l suffit que soit a valeurs dans Fk , 1.e. que
(1.1.5.1) a0 gef @@ mod Tk : $ —» (reQ/THK

soit i1dentiquement nulle. Si I1%on change le prolongement L1 de L™ en
LM(D) pour un certain diviseur D , I"équation (1.1.3.1) est remplacée
par

s3¢q) - <4d = <0 - V &b

dont la solution est '%fAD ~ AB (mod Tk), ce qui montre que dH1 est
bien définie. Enfin

&3(dl_'|]) = &3(q:)o) mod Tk = —(0O mod Tk) =0
donc cﬂﬂﬂ est bien pointée de degré 2.
On abandonne au lecteur la démonstration, essentiellement triviale,
des propriétés de fonctorialité, de changement de base et d"additivité.O
1.1.6. Remarque : lien avec SGA 7, VIINI.7.1.

Avec les notations de 1.0 et 1.1, soit B une biextension de
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(AF’Bm) par G .- On définit dans SGA 7, loc. cit. un accouplement

(1.1.6.1) dE, D : i, XY —* (®A)Kk

obstruction a prolonger q €n une biextension de (A,B) par GN s

*

Or on peut définir une telle obstruction en utilisant 1.1 de la
maniere sulvante : on observe d"abord que pour toute biextension E de
P»Q) par G (ou P,Q,G sont trois Groupes commutatifs d"un topos
quelconque) le torseur sous-jacent a E sur le Groupe produit PXQ
admet une structure cubiste canonique (le plus simple ici est d-utiliser
les techniques de 1,86). Dans le cas qui nous occupe on peut donc définir

(1.1.6.2) dER : $XY — = (reQ/Tk = (®A)Yk ,

obstruction a prolonger E* comme torseur cubiste. Cela étant, il est
facile de voir que tout prolongement cubiste de FE* est en fait un pro-
longement comme biextension (les lois de la biextension se prolongeant
grace a la pleine fidélité 1.1 (i) appliquée aux torseurs convenables

sur AXAXB , AXBXB , etc.). De plus la structure de biextension de

E~  implique que dER est bilinééire. Elle constitue donc une obstruction
entierement analogue a (1.1.6.1) ; il est vraisemblable que ces deux
obstructions corncident au moins au signe pres.

On peut naturellement répéter les considérations ci-dessus en rem-
placant d 1L par 1“obstruction de [b],83 ; le lien avec SGA 7 serait
alors plus facile a établir, vu l"analogie des deux constructions.

1.2. Critéeres d"annulation de I obstruction.

Gardons les hypotheses et notations de 1.0, et donnons-nous de plus
X:B—- A et g:S — »S comme dans 1"énoncé de 1.1, et un Gm—torseur
cubiste S sur AN _ Nous dirons pour abréger que est prolongeable
sur A sTil existe un ©,-torseur cubiste sur A prolongeant L, ,
c"est-a-dire si dyZ;:O .

1.2.1. Proposition. Soit n un entier tel que n$=0 . Alors L &R est

prolongeable sur A , et 3n I"est ausst si n est Impair.
. o 33 L
Démonstration : d~ =2nd™™ =0 (lemme 1,5.6)
®n )
et si n est impair d°2 = nd"®* =0 (idem) =

1.2.2. Proposition. Soit e = (T°:T) [I1"indice de ramification de
g:S" —»S , et soit n tel que 3’0 . Alors L,'f]i LngS' est
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prolongeable sur A" = AXgS®"™ siI 2n divise e , ou si n est impair
et divise e .

En effet, le noyau du morphisme naturel
g t — r1eQr

est (hj/1_ , donc L:“ est prolongeable si et seulement si ed =0 ,
on conclut encore grace au lemme 1,5.6. =

1.2.3. Proposition. On suppose que le morphisme A :Y — *%$ induit sur
les groupes de composantes des Tfibres spéciales par X :B — » A est
surjectift.

(i) Pour que L,, soit prolongeable sur A il faut et il suffit
que X L~ soit prolongeable sur B .

(i) Soit L un < -torseur rigidifié sur A prolongeant le tor-
seur rigidifié . Pour que L admette une structure cubiste prolon-
geant celle de L , il faut et il suffit que X*L admette une structure
cubiste prolongeant celle de X L

Démonstration : l"assertion (i) est immédiate vu la fonctorialité de

dil . Pour (ii), soit <« la section méromorphe de &5 ) définie par
la structure cubiste de L : le diviseur de + s"identifie a une fonc-
tion O :$3 — »T , qui est nulle si et seulement si la composée
$o()‘(‘)3:33/3— »T est nulle, i.e. si le support du diviseur de X"t est
vide. =

1.2.4. Définition. Soient C et G deux Groupes commutatifs d"un topos
E , et P un G-torseur cubiste sur C . On dit que P est symétrique
s"il existe un i1somorphisme

#
P [ 1.¢)
de G-torseurs cubistes sur C .

(On n"impose pas a 1"isomorphisme en question de définir une
E-structure au sens de [b])-

1.2.5. Lemme. On suppose que le G™-torseur cubiste L~ sur AN est
symétrique ; alors le morphisme pointé de degré 2

dt; $ —* (re<Dink .

est méme quadratique ; i.e. on a pour tout XxX€9$ :
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dvi-x) - dLIx)
ou, de facon équivalente, on a pour tout X -$ et tout n - :
d=tnx) = n2dHco .

Démonstration : la premiere égalité est une conséquence triviale de la
fonctorialité de d”~ . La seconde en résulte compte tenu de 1,5.5.3. 0

1.2.6. Proposition. Avec les notations de 1.2.3 (X n"étant plus supposé
suriectif) soit n un entier tel nue nY=0 . On suppose que L est
symétrique et que X(Y)c 2C . Alors X#LA est prolongeable sur B .

Démonstration : il s"agit de montrer (compte tenu de la fonctorialité de
I1"obstruction dLIT) que dil est nulle sur le sous-groupe X(Y) de <&
On peut remplacer <€ par le sous-groupe < des x tels que 2nx"X(y),
lequel vérifie 2n2<5::0 . La proposition résulte alors du

1.2.6.1. Lemme. Soient G et H deux groupes abéliens, n un entier
tel que 2n2G::O , et d:G - ®=H une application quadratique. Alors
d(2nx) =0 pour tout XxX"G .

Démonstration : comme d est quadratique, on a d(2nx) = 4n2d(x) et
on applique 1,5.6. Ceci démontre 1.2.6.1 et 1.2.6. =

1.2.6.2. Remarque. Si LN est symétrique et prolongeable, il résulte de
I"assertion de pleine Ffidélité 1.1 (i) que le torseur cubiste L prolon-
geant L~ est encore symétrique.

1.2.7. Définition. Soit X un schéma. Un X-schéma en groupes G est
semi-stable s"il est commutatif, lisse, séparé et de type fini sur X ,
et si les composantes neutres de ses fTibres ont un radical unipotent nul
(i.e. sont extensions de variétés abéliennes par des tores).

1.2.8. Proposition. On suppose que A" est une variété abélienne. que

A est semi-stable sur S , et que L~ est symétrique. Soit n tel que
n$=0 . Si tous les points d"ordre 2n™ de A (sur une cldture algé-
brique de F) sont rationnels sur F , alors L~ est prolongeable sur A
(par un torseur cubiste symétrique, cf. 1.2.6.2).

Il suffit dappliquer 1.2.6 au morphisme de A dans le modéle de
Néeron & de A - si C e(t une composante de A0 elle rencontre une
section d"ordre n de A sur S , donc elle est divisible par 2n
dans le groupe %-/ES -
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1.2.8.1. Remarques : .si n est premi%r a la caractéristique résiduelle,
I "hypothése sur les points d"ordre 2n entraine que A” a réduction
semi-stable ([szl,1,85) sauf dans le cas n=1 , ou le corollaire est

trivial.

Si n est impair I"hypothése £(¥)<=2<E de 1.2.6 équivaut a X(Y)cnd>;
en consequence on peut remplacer, dans 1.2.8, les points d"ordre 2n
par les points d"ordre n?

Si A nTest plus supposé semi-stable, la proposition 1.2.8 reste vraie
lorsque n est premier a la caractéristique résiduelle de S .

2. Analogue archimédien du théoreme de prolongement.

2.1. Proposition (version archimédienne de 1.1).

Soient A une variété abélienne sur <€ , L un fibré en droites
cubiste sur A . 1l existe alors une unique norme hermitienne C* sur
L , notée v , telle que la norme ~37”) sur ~(L) déduite de Vv
corncide avec la nome évidente déduite de la trivialisation de ~(L)
donnée par la structure cubiste.

De plus, v est I"unique norme hermitienne C® sur L , compatible
a la rigidification a l1"origine, et telle gue la forme de courbure asso-
ciée soit invariante par translations (cf. [M3],812,Cor. du lemme 1).

Démonstration : pour changer un peu, nous donnerons un argument plus
proche des méthodes de [b! et SGA 7, VIII.

Faisons d"abord subir au fibré L 1la série d"outrages qui suit. On
part de la variété C* sous-jacente au fibré L privé de sa section
nulle : c"est un fibré principal homogéﬁe, de groupe CX , au-dessus de
la variéte 083 Acvd: sous-jacente a A . Grace au changement de groupe
structural z % » loglzl , on obtient un fibrée principal homogene de
groupe R sur ACllf , que nous noterons log|L] .-

Il est clair qu“une norme hermitienne sur L équivaut a une tri-
vialisation de loglL] (ceci peut étre pris comme définition), et que
cette norme est compatible avec la structure cubiste de L (au sens de
1"énoncé) si et seulement si la trivialisation en question est cubiste,

au sens de la structure cubiste de log|L] déduite de celle de L .

Fixons une norme hermitienne C® sur L , 1.e. une trivialisation
de loglL] . La structure cibiste sur loglLl équivaut des lors a la
donnée d"une fonction (f°
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@d T3 R .

invariante par S3 et qui est un 2-cocycle en chaque paire de
variables. Une trivialisation de cette structure équivaut a une fonction

(p:A(c”T —* R
vérifiant 0 = $gy(cp). La premiere partie de 2.1 résulte donc du lemme

1.1.4.

Pour la seconde il suffit de vérifier que la forme de courbure de
v est invariante : si Vv est une autre norme avec la méme propriété,
on aura v~r=fv ou FfVO , f(e™) =1 et f est harmonique, donc f=1
et vj-v

Grace a la trivialisation canonique du fibré tangent de A , nous
pouvons considérer la forme de courbure de v comme une application

« A — »V

ou V = Al#H1(EA) est lespace vectoriel des (1,1)-formes a l"origine.

La forme de courbure de la nome $3(v) sur ~(L) est

* * * *

#
P Pqo3® Pp@ P32 Pog@tpiatp,0tpaay

en tant quTapplication de A3 dans 01’1 (e > vO VOV , elle s"écrit
Al Al
donc :

[ax+y+2)\  fitx+yK Z«(x+zk / O \ /a()\ /7 O\ /O

P(X,y,2) = 1 <Gy Woax+y) J-| 0 j-la@y+2)|+F 0 Iar®)| +C 0
\a(x+y+z)/ V 0 / \<y(x+z)/ \»(ytz)Y V O /7 \ 0/ \a(z

Comme *B(v) est par hypothése la norme canonique sur ¢¢~NL) ™~ A X1,
ona P=0 d ou

a(x+y+z) = a(xty) +a(x+z) - a(x) .
En faisant x=0 , on obtient :
«(ytz) = ony) + v - a(0)

i.e. I7application a-a(0) :A — »V est additive, donc nulle.

(Démonstration dans l"autre sens : partir de la norme Ai définie dans
la seconde assertion : la norme *37) est encore a courbure constante,
et par suite constante). B
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3. Prolongement de G.-torseurs cubistes en dimension supérieure ? cas

des groupes semi-stables sur une base normale.

3.0. Dans tout ce 8 on se donne un schéma Io?alement noethérien S , et
un S-schéma en groupes A 4p> S , commutatif, plat et localement de
type fini sur S .

Pour tout S-schéma S~, on note
(3.0.D) Rg S :CUB(A,Em %) — CUBIAg, , 6", )

le foncteur image réciproque. Nous désignerons par U un S-schéma de
1"un des deux types suivants :

(3.0.2) (@ U est un sous-schéma ouvert de S .
(b) U est le spectre de 1llanneau local d"un point s de S .

Dans les deux cas nous supposerons que U est schématiguement dense
dans S : dans le cas b) cela signifie que tout point de Ass(6g) est
une générisation de s .

3.1. Définition. Un gros ouvert d"un schéma localement noethérien X est
un ouvert V de X tel que pour tout x€x-v , on ait

prof OX”™~x ¥2 .

3.2. Commencons par quelques énoncés, de nature élémentaire, concernant
le foncteur RS&M :

3.2.1. Propositione On suppose gue U est un gros ouvert de S (3.1).
Alors :

(1) Le foncteur NR,M de (3.0.1) est pleinement fidele.
(i1) Pour qu®un objet LM de CUBQQxﬂb%) soit dans 1llimage essen-

tielle de Rg y , i1l faut et il suffit que le faisceau iInversible sur
associé a L™ se prolonge en un faisceau inversible sur A .

Remarque. Il est immédiat que si U est seulement supposé schématiquement
dense dans S , le foncteur Rg y est fidele.

Démonstration :

(i) Soit L€ob CUB(A,Gf) et soit g une trivialisation de LM
sur AM . Coome U est un gros ouvert de S et que A est plat sur S,
% est un gros ouvert de A donc (EGA IV, 5.10.5) O se prolonge en

u u
une section a du torseur L sur A ; comme a,, est une trivialisation



50

cubiste, a I"est également, U étant schématiquement dense.

(i) Soit LlIJt€ob CUB(ABi,ﬁn) et soit L un Gm—torseur sur A
prolongeant (le torseur sous-jacent a) L . La structure cubiste de LT

3 3
est donnée par une section T, de $.jQur sur [ “Or | estun
gros ouvert de A3 (et A3 est localement noethérien puisque A est

localement de type fini sur S), par suite Ty se prolonge (EGA 1V, loc.
cit.) en une section . de 1U(L) sur A » Qi est automatiquement une
structure cubiste puisque A{} est schématiquement dense dans AN pour
tout n™0 . =

3.2.2. Proposition. On suppose que A est lisse de type fini sur S et
que S est normal aux points de S-U . Alors :

(i) Le foncteur Rc(f/U est pleinement fidele.

(ii) Si de plus U est un gros ouvert de S et si S est régulier
aux points de S-U , alors Rg:_'LI]I' est une équivalence de catégories.

Démonstration :

(1) si L”ob CUB(A,®m) etusi all trivialise L@: sur A.u , alors
d apres 1.1 (i), a™ se prolonge au-dessus d"un ouvert V contenant U
et les points de codimension 1 de S ; V est alors un gros ouvert et
1"on applique 3.2.1 ().

(i) résulte de 3.2.1 (ii1) puisque, sous les hypothéses envisagées,
on a PiciA¥|) = Pic(A) (EGA IV, 21.13.9 (ii) et 21.13.10). =

3.2.3. Proposition. On suppose A lisse de type fini sur S , a fibres
connexes aux points de S-U , et S normal aux points de S-U . Alors :

() Si LyE ob CUBiAy,”), il existe un gros ouvert V de S
contenant U tel que Ly soit dans I"image essentielle de Ry y .

(i1) Si S est régulier aux points de S-U , alors RQLG est une
équivalence.

Démonstration : (i) résulte de 1.1, toutes les obstructions aux points de
codimension 1 étant nulles, et (ii) s"ensuit compte tenu de 3.2.2 (ii). =

3.3. Théoréme. On suppose que A est semi-stable (1.2.7), que ses fibres
aux points de S-U sont connexes, et que S est normal aux points de
S-U . Soit Ly un G -torseur cubiste_sur Ay - vérifiant_1"une_des
propriétés suivantes :
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(i) le torseur sous-jacent a Ly est d"ordre fini dans Pic(Ay)

(i1) le torseur sous-iacent a Lu est symétrique, 1i.e. il existe
A

*
un_isomorphisme L, a E;likuﬂLED de G, -torseurs sur u

Alors L, est dans llimage essentielle de R, TT -

Démonstration :

3.3.1. Dans le cas 3.0.2 (b), on peut commencer par prolonger Ly au-
dessus d"un ouvert de S , de telle sorte que (i) ou (ii) soit encore
vérifiée. Nous supposerons donc que U est un ouvert de S . Pour montrer
que Ly se prolonge en un Gm~torseur cubiste sur A , on peut remplacer
S par le spectre de I"anneau local d"un point maximal de S-U , ce qui
permet de supposer que S est local normal et que U est le complémen-
taire du point fermé ; on peut méme supposer que dim S)/2 (car si S

est un trait on applique 1.1 et la connexité de la fibre fermée de A).
Remarquant en outre que A est réunion des deux ouverts Ay et A°

(vwu IThypothése sur la fibre fermée) on voit qu™il suffit de prolonger

L i-o a A° : on peut par suite supposer que A est a fibres connexes.
ur u
Enfin, S étant normal, I“hypothese (i) (resp. (ii)) équivaut, grace a

1,2.6, a (1)" (resp. (i1)") ci-dessous :
()" 1l existe nYLl tel que le torseur cubiste ﬁym soit trivial

(ii)"le torseur cubiste Ly est symétrique (1.2.4).

3.3.2. Cas (1)" : puisque le torseur cubiste Eﬁn est trivial, Ila
biextension associée JD(E%H) =3 (L f%ﬂ I"est également, ainsi que la
biextension A(L—q)®n , oU 'h désigne le point générique de S (on
rappelle que S est local normal, donc intégre). Or, si B désigne le
plus grand quotient de AN qui soit une variété abélienne, on sait

(SGA 7, VIN11.3.5) que le groupe de classes de biextensions
Biextl(Am,Am;Gm) s"identifie a Bigxtl(B,B;Gm) = Hom(B,Bt) (SGA 7,
VI1.2.9.5) donc est sans torsion (B désignant la variété duale de B).
D"autre part le foncteur naturel de restriction

BIEXT(Ay,Ay;Gm) —-BIEXT(AN" ,—Gj<)

est pleinement fidéle ; la démonstration est la méme que celle de 3.2.2
() utilisant SGA 7, VIII1.7.1. 11 en résulte que le groupe
Biextl(Ay,Ay;Gm) est encore sans torsion, et par suite la biextension
WZ(LU) est triviale, et ce de maniére unique puisque tout morphisme
bilinéaire AyXAy — *®m est trivial. Donc (1,3.2) Ly est muni cano-
niquement d “une structure d "extension commutative de Ay par £ - et
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. _ #
conune L?n est trivial, nous voyons que Ly provient en fait d"une
extension de A.,, par m A (nhon unique en général : elle dépend du
choix d"une triVialisationde L%n ).
Quoi qu™il en soit, le cas (i)" résulte de 1"énoncé plus précis
suivant :

3.3.2.1. Leirare. Revenant aux hypothéses de 3.0, on suppose que A est
semi-stable a fibres connexes et que U est un gros ouvert de S . Alors
pour tout n )1 , le foncteur naturel

EXT @ ns) EXT(AUi\bngu)

est une équivalence.

Deémonstration 7 il suffit de voir que Hom(A,iy»_ ) HomiA. ., ** T
(évident car les deux groupes sont nuls) et Extl(AIPn g)- *Extl(Au»Pn y).
Vu les hypotheses sur A le morphisme de multiplication par

n dans A est surjectif, plat et quasi-fini ; notons H son noyau. Les
suites des Extl(-Dk,) associées a la suite exacte
[n]
0 - *H —>A ---A ----1»0

et a la suite analogue sur U , donnent Hom(H,DJ. b) ExtAiA,!Ar];Q et
Hom(Hy, .l ) Ext1(Ay»hg y) puisque les Extl(-dkq) sont annulés
par n . Il s'agit donc de voir que

Hom(H, ftJ.p ’,\S) Homd | tM))

ce qui résulte du fait que, H étant plat sur S , Hy est un gros ouvert
de H .=

3.3.3. Traitons maintenant le cas (ii)" de 3.3.1 (Je dois le principe de
la démonstration a des notes de D. Mumford).

D*apres [Ri], XI1.1.13, 1l existe un entier n)o tel que L@n se
prolonge en un faisceau inversible M sur A (il suffit en effet
d*établir la méme propriété pour L®" et on applique loc. cit. en
remarquant que L" est la différence de deux faisceaux amples sur A”%);
de plus le faisceau M est automatiquement cubiste (3.2.1 (i1)).

Comme Ly, est symétrique, on a un isomorphisme naturel de

GM-torseurs cubistes (1,5.5)

n2

#
M, Ly
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- <3n t
qui montre que le torseur N =M est un prolongement cubiste de
[n]*a0).
On a donc une "donnée de descente cubiste™ sur Ny relativement au
morphisme [_n]h e c"est-a-dire (1,7.1) une trivialisation Sy de Ny
u

sur Hy (en posant comne plus haut H = KerfDJA), plus une trivialisation
t de *,(N ) sur Ay)g;Hy , avec une condition de compatibilité. Mais
comme Hy (resp. AyXpr est un gros ouvert de A (resp. AX H), la
section ., (resp. .,, se prolonge en une section de N (resp. &Z(N))
sur H (resp. AXH), 1la condition de compatibilité se prolongeant par
densité (ainsi que la compatibilité avec la structure cubiste de N ,
resp. la structure de biextension de &, (N)) On a donc une donnée de
descente cubiste sur N prolongeant celle de Ny , d"ou d-apres le
théoreme de descente un torseur cubiste sur A prolongeant Ly .=

3.4. Supposons maintenant (toujours sous les hypothéeses de 3.0) que A
soit semi-stable (@ fibres non nécessairement connexes) et que U soit
un gros ouvert de S .

Soit Ly un faisceau inversible cubiste sur Ay ; on suppose que
la restriction Ly de Ly a la composante neutre A° se prolonge en
un (unique) Taisceau inversible cubiste L° sur A° (c"est le cas par
exemple, d"aprés 3.3, si Ly est symétrique ou d"ordre fini et S normal
aux points de S-U).

On va donner des conditions suffisantes pour que Ly se prolonge a

Ay , le point de départ étant le lemme suivant :

3.4.1. Lemme. Sous les hypotheses de 3.4, considérons un diagramme commu-
tatif de S-schémas

véerifiant les conditions suivantes :
) ff est plat et S° est localement noethérien
(1) a:S" ..»A est d"ordre fini dans le groupe A(S")

(111) 1"image a(S") rencontre toutes les composantes connexes des
fibres de A aux points de S-U .

Alors pour que Ly soit prolongeable sur A , 1l faut et il suffit que
a\jJ se prolonge en un faisceau inversible sur S-~.
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Démonstration : la condition est évidemment nécessaire. Pour établir 1la

suffisance nous aurons besoin d'un lemme élémentaire de descente :

3.4.1.1. Lemme. Soit % : X' —> X un morphisme fidélement plat de schémas

localement noethériens, et soient V un gros ouvert de X et LV un

faisceau inversible sur V . Pour gque LV se prolonge en un faisceau

inversible sur X , il faut et il suffit que ¢*(LV) se prolonge en un

faisceau inversible sur X'.

o En effet, soit j:V «=> X 1l'inclusion naturelle : pour que LV
soit prolongeable sur X il faut et il suffit (puisque V est un gros
ouvert de X) que j*LV .soit un faisceau inversible. On conclut par des-
cente fidélement plate, en remarquant que w'l(v) est encore un gros
ouvert de Xx'. H

3.4.1.2. Revenant & 3.4.1, notons a':S' —> Aq, la section du
S'-schéma en groupes Ag, = AX S' déduite de a , et considérons

1'ouvert

W = a'Ag.
de AS' ' translaté‘par a' de la composante neutre Ag. . A cause de la
condition (i), le morphisme naturel

9: W —> A

est Qlat, et la condition (iii) signifie que son image contient le fermé
A-AU de A : en conséquence le morphisme naturel

W.ILAU — A

est fidélement plat. Appliquant 3.4.1.1, on en déduit 1l'équivalence :

Ly est prolongeable sur A
¢*(LU) est prolongeable sur W
Notant U' = ﬂ-l(U), il est clair d'aprés la définition de W
qu'il s'agit de montrer que T;.(LU.) se prolonge a A%, (ol bien
entendu Ta' désigne la translation par a' dans AS.), sachant que
a*LU se prolonge & S'. Or on a, par définition de 1l'opération 82 ., et

en notant f' :A —>» S' 1le morphisme structural :

Sl

IdAU *
T2 (Ly ) O Ly @ £ Mat L] =( ) (85 (Lyi))
al
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et grice a la structure de biextension de Sz(LU.), le second membre ost

muni d'une structure d'extension, qui est méme d'ordre fini car

a'éE AS.(S') est d'ordre fini d'aprés (ii). On peut donc le munir d'une

structure d'extension de A par B _ . ce qui implique (3.3.2.1) qu'il

Ul

est prolongeable sur A'° . Au premier membre, les facteurs LU} et
f'*a'*La} = f'*a*La1 se prolongent & A'C par hypothése, et par suitc
il en est de méme de T;'(LU')' ce qui achéve la démonstration. H

3.4.2. Corollaire. Sous les hypothdses de 3.4, soit n un_entier Y I

tel que rour tout x€ S-U , le groupe des composantes connexes de la

fibre A® n(x) soit annulé par n . Notons A le novau de la multipli-

cation par n dans A . Alors :

(i) Pour que L soit prolongeable sur A , il faut et il suffit

U ;
gue sa restriction a nAU se prolonge en un faisceau inversible sur nA.
.. ® ® . .
(ii) LU2n est prolongeable sur A , et LUn l'est aussi si n es
impair.

Démonstration : l'assertion (i) est un cas particulier de 3.4.1, obtenu

en prenant S'==nA : les conditions (i) et (iii) de loc. cit. résultent
en effet de la semi-stabilité de A et de 1'hypothése faite sur n .

L'assertion (ii) est conséquence de (i) et de I,5.7 : la restriction de

®2n ®n
LU (resp. LU ,

a A . R
n

n impair) a nAU est triviale, donc se prolonge

3.4.3. Corollaire. Sous les hypothéses de 3.4, soit n comme dans 3.4.2.

On suppose que S est intégre normal de point généricue 1 , et pour

tout entier k Y1 on considére la condition :

(Rk) les points géométricues d'ordre kn de A, se prolongent en des

sections de AU au-dessus de U .

Soit LU un_faisceau inversible cubiste sur AU . Alors :
. . ? s . .
(i) si LUk est trivial, (Rk) implique gque LU est prolongeable
sur A . .
(ii) Si LU est _symétriaue, R, (resp. R si n est impair)
impligue que LU est prolongeable sur A .

Démonstration : on peut supposer S 1local de point fermé s . Posons

AO = A u(s).

3.4.3.1. Lemme. Supposons vérifiée (Rl)' Alors pour toute composante con-

nexe C de A ., il existe une _section de B au-dessus de S qui

rencontre C .
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Démonstration du lemme : puisque A est semi-stable et que AO/A8 est
annulé par n , la composante C vrencontre nA ; vu I"hypothese R il
existe donc une section d"ordre n de Ay au-dessus de U , dont
I"adhérence X dans A rencontre C . Or X est quasi-fini sur S
car 1l est contenu dans nA ; coome S est normal il résulte aisément
du "main theorem” de Zariski que X est I"image d"une section de M
sur S , cqfd.

Pour démontrer 3.4.3, fixons k VI et supposons (R™) verifiée.
Désignons par H le groupe nA(s) des sections d"ordre n de A sur
S , et par HO le S-schéma en groupes constant de valeur H . On a
donc un S-morphisme naturel

a, :HS ——* nA c »A
dont I"image, d"aprés 3.4.3.1, rencontre toutes les composantes de Aq .

L*hypothese (1’&) implique que le morphisme de multiplication par k:
Xk
knA(U) nA(U)
est suriectif. Posons

AL = XE A TReE h) .

La multiplication par k induit un morphisme surjectif

xk
Hi.s “Hs -

Notons a :HiLSJ —»A le S-morphisme composé

ai
H1,S Hs - ~ A 1
on peut alors appliquer 3.4.1 avec S°"= g , et 1l suffit donc, pour
que Ly soit prolongeable sur A , que le faisceau inversible a*Ly sur
H1 y se prolonge a H™N"g . Conme H1 g est somme de S-schémas isomor-
phes a S ceci revient a dire que pour tout x”~H1lcA(), le faisceau

inversible (kx)*(L@ sur U est triviale

Dans le cas (1) de (3.4.3), LU admet une structure d “extension de

Ay par GW]U (méme démonstration que dans 3.3.2), donc
60()\ Ly = (0 va®k

est trivial par hypothese.

Dans le cas (i1) prenons k=2n (resp. n , n 1impair) ; comme LM
est symétrique I application
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A(U) —> Pic(U)

*
X > X LU

est quadratique, et il suffit d'appliquer le lemme 1.2.6.1. B

Dans le cas ou A, est une variété abélienne, on peut combiner les

résultats ci-dessus avec ceux du §1

3.5. Théoréme. Soient S un schéma normal intéqgre de point générique 1,

A un S-schéma en groupes semi-stable tel que A, soit une variété

abélienne, n un entier } 1 annulant les groupes de composantes connexes

des fibres de A (en d'autres termes, [n]A: A —> A se factorise par
o
A7).

On suppose que les points géométrigues d'ordre 8n4 (ou seulement

n4 si n est impair) de Aﬂ sont rationnels sur x(m). Alors tout

faisceau inversible (cubiste) symétrique sur Aﬂ se prolonge en un

(unique) faisceau inversible cubiste (symétrique) sur A .

3.5.1. Lemme. Sous les hypothéses de 3.5, il existe un S-schéma en

groupes semi-stable & , de fibre générique A, , contenant A comme

sous-groupe ouvert, et néronien en codimension 1, c'est-d-dire gque pour

tout point §<¢S de codimension 1, %)%;Spec S g s'identifie au modéle
, s41 itle

de Néron de A, sur Spec 6

S,g :
En effet il existe un gros ouvert U de S et un U-schéma en

grcupes & néronien en codimension 1 et prolongeant A, - On déduit

U 14
de la propriété universelle du modéle de Néron qu'il existe un gros

ouvert VS U et un morphisme A, —lowﬁv prolongeant l'identification

An = (.7tv)n , et qui est une immersion ouverte car A est semi-stable.
On obtient le groupe @& du lemme en recollant A et #V grdce a j .8
3.5.2. Démontrons maintenant 3.5. Soit A1 le sous-groupe ouvert du
schéma en groupes & de 3.5.1, image réciproque de #° par la multipli-
cation par 2n2 (resp. n2 , n impair) : on a donc ACZA]CIW . I1 existe

d'autre part, puisque # est néronien, un gros ouvert UCS tel gque :

(a) les points rationnels d'ordre gn? (resp. n4) de A, se pro-
longent & &(U)

(b) les points rationnels d'ordre 2n2 (resp. nz) de A.n se pro-

A\

longent a Al(U)‘

Cela étant, soit L, un faisceau inversible cubiste symétricue sur

A, - D'aprés 1.2.8 (resp. la remarque 1.2.8.1) L, se prolonge a
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AlX Spec &G * pour tout 8£s de codimension 1 (remplacer Ientier n
de loc. cit. par N = 2n? , resp. n2)- Nous pouvons donc supposer, quitte
a restreindre U , que E; se prolonge en Ly sur Ay , et 1l ne
reste qu a appliquer 3.4.3 ci-dessus. =

Pour terminer ce chapitre, montrons sur un cas particulier comment
nos énoncés de prolongement peuvent s "étendre aux biextensions :

3*6. Théoréme. Soit S un schéma intégre normal de point générique 'H ,
et soient A et B deux S-schémas en groupes semi-stablese Alors le
foncteur naturel

BIEXT(A,B;Gm’ g) -—* BIEXT(A,T B=I=I;Gnm|/-='i)

est pleinement fidele. Si de plus A ou B est a fibres connexes,
c"est méme une équivalence de catégories.

Démonstration : la pleine fidélité se démontre comme 3.2.2 (i). Supposons
B a fibres connexes, et soit Lﬁ une biextension de (Ay»Bﬁp par G
D*apres SGA 7, VIIN1.7.1, il existe un gros ouvert U de S tel que
se prolonge en une biextension Ly de (Ay,By) par Gmy .

m,
L\

Comme U est un gros ouvert i1l suffit, par les arguments habituels
de profondeur, de prolonger Ly en un Gm~torseur sur AXB . Or Ly
est un CGm~torseur cubiste symétrique sur le groupe Ay X By puisque

Ly(-X,-y) = Ly(-X,y)_1 = Ly(X,y)

grace a la structure de biextension. Il existe donc d"apres 3.3 (ii) un
torseur (i.e. une biextension) L° sur A°XB prolongeant la restriction
de Ly .

La question étant locale sur S , nous pouvons supposer quil existe
un entier n”~l1 tel que [nI™:A - *A se factorise par A° ; il s"agit
alors, en vertu de 3.4.2 (i), de montrer que la restriction de Ly a
('nA)§1 %pu: se prolonge a nAX nB , Or posons S*= A > nous pouvons con-

n
sidérer la restriction de L, a (AXB), comme une extension du
Sa—schéma en groupes Bey par Eh (gréace au fait que nA est annulé

par n) ? il suffit dés lors d"appliquer le lemme 3.3.2.1. =
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CHAPITRE 111

Application aux hauteurs canoniques

sur les variétés abéliennes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.
4

. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

0. Introduction.

On montre dans ce chapitre comment le théoréme de prolongement
cubiste 11,1.1, et son analogue archimédien 11,2.1, permettent de donner
une définition agréable (du moins pour un géométre) de la hauteur de
Néron-Tate associée a un faisceau inversible L sur une variété abé-
lienne A sur un corps local ou global. En particulier les propriétés
quadratiques de la hauteur deviennent triviales, ainsi que le fait que
les hauteurs locales ultramétriques sont des nombres rationnels (dont les
dénominateurs sont limités grace au critére d"annulation de I"obstruction
11,1.2.1).

Il semble désormais établi qu“une hauteur globale "naturelle"™ doit
prendre ses valeurs dans le groupe de Picard de la base ou son groupe de
classes de diviseurs de Weil (tensorisé par © , ou par pjZ pour n
convenable), et méme parfois dans un 'groupe de Picard généralisé”. Dans
le cas essentiel ou L est le faisceau de Poincaré sur le produit d"une
variété abélienne par sa duale, Mazur et Tate [m-t] sont d"ailleurs allés
beaucoup plus loin dans cette voie. Enfin, dans le cas des corps de nom-
bres, le groupe Pic(S) de 4.1 apparatrt, semble-t-il, pour la premiere
fois dans [al.

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

1.0. Soient A ,S ,F ,f ,k , T comme dans 1lI, 81, et notons

\Y :FX — AT la valuation, noient Ap une variété abélienne sur F , A
son modele de Néron sur S ( f:A — » S le morphisme structural,

eA :® N section unité. Soit (L,e) un faisceau inversible rigi-
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diflé sur Ap (de sorte que e est une section de eﬁ[), muni de la
structure cubiste associée (1,2.6). Notons que contrairement a l%usage
des chapitres précédents, et pour ne pas alourdir les notations (cf.
(1.0.1) ci-dessous) nous renongons a noter g ou Lp un faisceau inver-
sible sur Ap .

On pose <= Aq/A° (groupe des composantes connexes de la Tfibre

spéciale Aq de A) et on fixe un entier n”~1 tel que

n$ = 0 .
D*apres 11,1.2.1, nous savons que M = L®2n admet un prolongement
N\
cubiste M sur A ; nous noterons u :EDZn — » Mp 1°Tisomorphisme de

prolongement.

Soit x€Ap(F) T d apres la propriété universelle de A , X se
prolonge en une section x €a(S). On dispose alors :

- du F-espace vectoriel L(x), de dimension 1
- du A-module 1inversible M)
. _ R N/
- d"un 1somorphisme u, :L(xsFD i M(x)?\)F .
Nous noterons simplement v :M(X)®F — » TU {} la valuation (obtenue a
NI\

partir de n"importe quel isomorphisme A M(xX) de A-modules) et nous
poserons, pour tout a€L(X) :

o - ) éh . 2n
f1-0-1» vie k@ v(ux (“®@2n>>6 ¢ rcr® zo

On omettra souvent certains des indices L,v,e,x si aucune confusion
n“en résulte. Il est clair que p% s x e dépend pas du choix de
1"entier n .

1.1. Propriétés de pE .

Q.1.D p(aa)=v(a)+p(a) (a”F,a€L(x))
p(atP) > inf(p(a).p(P)) @.PELKX)) -

. Additivité :

L ®l2 Ly L,
(1.1.2) PeOe, x" 180" Psl#x(frl)+pe2 x@©QR} #
¢ Fibré trivial :

Vv

(1.1.3) PE v@ = V@)
eo" X
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pour a€ ©A )=« , et e0 “ la rigidification canonique.
F

e Changement de ridIflcation
(1.1.4) pk Jet) = ph @ -v(@ (a€ FR).

Les trois premiéres propriétés sont immédiates ; pour la quatriéme on
remarque que le prolongement cubiste de (M, (ae) 2n) est /I\h2>©.(—div(a2n))
muni de la rigidification (ae)2n®1 (ou 1 est la section méromorphe
canonique de I"idéal fractionnaire @A (—div(azn))-

. Normalisation : pour I"élément e de -L(eﬁ?, on a :
(1.1.5) 1 (@ =0
N

. Fonctorialité : soit X :Bp — " Ap un morphisme de variétés abéliennes
sur F , alors

.1.6y B?*Ié,y@ = PIé,X(y) E@xs prour vEpp(B &t
a€ XL ) -"LX(Y))

. Cubisme : soit . 1la section de ’\gL) définissant la structure
cubiste ; d"autre part posons

E P, ok @ (-PYH

"(X,Y,2) - X+y+z X

ou le produit tensoriel est défini par la formule (p"N&"Mve™) =

ok
+y® P x+z® (-pk) y+z ® py® pJ:z\:L ’

P1(v)+P2(W). Alors (JEBPL}Q(;Y{;) D #LKX,Y,2) — >5F  nTest autre
DL

que F_>|n,\e/6X#y/Z)\ / dTaprés (1.1.2) et (1.1.6). Comme ($_L,f|_e% esﬁ

trivial via la section t , on conclut par (1.1.3) que &SPL estg

valeurs dans T , et qu“en particulier

1.1.7 (&%p") Y # (r(x.y.2)) =0 pour X.y,z€Ap(F).

. Changement de base : soient S° = Spec A" s un morphisme de traits
(ceci signifie en particulier ici que 1 est surjectif), F\ le corps
des fractions de A", v¢* :F — »T' sa valuation, qui prolonge Vv via
I"injection naturelle de T dans T".On note Ap, = ApXgS-, (L",e")

le faisceau rigidifié sur A,r,, déduit de (L,e) sur A%, ; alors pour
XE€EAp(F) et x"=T1I*X)EAp,(F = Ap(EFE~"), on a

1-1.8) Pt o« @@ = pb e
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ou a€L(xX) et ar®l€L"(x") L(X)®F F".
Pour prouver (1.1.8), considérons le diagramme

A<l— AXxgS' -SU A

T fs- f'

s s

ou A" est le modéle de Néron de Ap, sur S", et ou g est déduit de
la propriété universelle dicelui. Pour simplifier nous pouvons supposer
(en remplacant L par une puissance convenable) que (L,e) (resp.
(L*,e")) admet un prolongement cubiste (rlv_,e) (resp. (mﬂ',féé')) sur A
(resp. A"). L"unicité du prolongement cubiste sur AXgS" nous donne un
isomorphisme

(1.1.8.1) T *-*g*(L")

prolongeant 1"identité de L~

Soit x €a(S) prolongeant x , et xg, = FI#EX) € (AXgS")(S"). Le
point de A"(S") prolongeant Xx* n"est autre que x"=g(xgl), et I"iso-
morphisme (1.1.8.1) se spécialise en

LCXYBAA™ =r**(L)(xgl) -8U. g*(L*)(xgl) =L " (g(xgl)) = L ")

prolongeant 1 "isomorphisme L(xX)®pF" = L"(x1). La formule (1.1.8)
résulte alors de la définition de p comme valuation.

. Translations : soit y€A,,|(F), prolongé en y~A(S). Fixons une rigidi-
fication ( de T*L (c"est-a-dire un élément de L(y)). Je dis qu™il
Jr i
existe c(L,e,y,C) €”-r , iIndépendant de x , tel que
T*L L
(1-1-9 p/.1.X = F’Iv,£,x+y£(églt’—9:")§/’—%3

(ou I7on identifie ((*L)(X) a L&x+y)).

En effet, supposons pour simplifier que (L,e) admet un prolonge-
ment cubiste (rij_ré) D"apreés la formule (1.1.4) (changement de rigidifi-
cation), il suffit de prouver (1.1.9) pour n"importe quel choix particu-
lier de C ; nous pouvons donc supposer que C se prolonge en une tri-
vialisation ( de (TgL)(e’p = L(y). Or

1.1.9.1. Lemme. Pour tout nfcA(S), le faisceau /~("L) est trivial sur
AXgAXgA ; plus précisément on % un isomorphisme canonique (he dépendant
que de la structure cubiste de L)
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nu
L) >» F (Lt) (ou F:A — =aS est le morphisme structu-
ral )

Démonstration : posons M = fB(T*L) ; on a, pour (X,y,z)€A3 :

ru ru_1 -1 ru_1 ru ru 4
M x,y,z) ~ |Zx+y+z+t |Zx+y+t |:x+z+t |:y—’|‘—z+t@ |:x+t% |:y+t% r:z+t 7

A S _ _ - -
Grace a la structure cubiste de L on a un isomorphisme canonique

|Zx+y+(z+t) H |Zx+y® |Zx+z+t‘|:y+z+t@>l'f5< 1@/Ly 1@ f.2|t

. ‘-1 v-lg, -1
d*ou M L ® L ® +®
X,¥,2) X+y+t X+y L Ly ® |— S Ly

ru

ru _l ru

Zn
(Day.n e Lt
Nous voyons donc,A revenant a (1.1.9), que (T’\L,E) est le prolon-
gement cubiste de (TyL,C), d"ou I"on tire (1.1.9) avec c(L,e,y,0) =0 .

1.2. Soit maintenant & une section méromorohe non identiquement nulle
de L , et soit XxX€A(F)-div(a). Nous poserons alors

(1.2.D (Cr-X)V’ e = Eé_,@(,g G F@%‘@
(c"est bien un élément de r®Q puisque cr(X) GLX) -{o}).-

Les propriétés de énoncées dans 1.1 impliquent immédiatement
(entre autres) les énoncés suivants :

. Fibré trivial : si ¥ est une fonction méromorphe non nulle sur Ap
et si x~div(F), alors

(1.2.2) <t = v(ep(d)
(0]

ou e_ designe la trivialisation naturelle du fibré trivial 6A
P

. Additivité : si "1~2 sont respectivement des sections de L™ et
L2 , et si x~div(al)udiv(az2), alors

(:2-3) D@82 X «1we2 * Fi ¥y e1+ Y v e2

. Les formules (1.2.2) et (1.2.3) entrainent immédiatement

@-2.4) PER,, , = <TR,,  +(PEI)

V# 6

des que la formule a un sen::.



. Changement de rigidification

(1.2.5) <a’x)v#ae = (cnx)w¢s-v(a) (a™F*).

. Fonctorialité 7 dans la situation de (1.1.6) (morphisme X : - - »Ap),
on a :

(1.2:6) axxp YBVixte = (8P e
des que Xor est définie et non nulle, et que yj?2div(X*a).
. Changement de base s dans la situation de (1.1.8), on a :

(1.2.7) <or\x,>

, , <or,X>
V "#C v/

g

ou a* désigne la section de L° déduite de a .

. Translations (situation de (1.1.9)) s si xt+y~div(a), alors
(1.2.8) (ty ii)vgﬁ = (or,xty),;cte(L,e,y,C)

ou c(L, e,y,c)E€r®"Q est indépendant de x

1.2.9. Proposition. Fixons L,e et a , et soit U = X*-divicr) ; alors
1 "application

X <o-,x>v |
de U(F) dans R est localement v-bornée.

1.2.9.1. Rappelons d*abord ce que cela signifie. Soit «\/ un recouvre-
ment fini de U par des ouverts affines munis de coordonnées, soit

U, - speo PCtio]i€l# .

Une partie B de U,(F) est dite v-bornée s'il existe m r
tel que pour tout x”B , on ait v(t.j*(x)) *m pour 1€ 1"

Une partie B de U(F) est dite v-bornée si elle est réunion
(finie) de parties bornées Bftcuff(F). Cette condition ne dépend pas du
choix des Uft et des coordonnées.

Cela etant, une application de U(F) dans R est dite localement
v-bornée si elle est bornée sur toute partie v-bornée de U(F).

1.2.9.2. Démontrons la proposition. Soit B<=U(F) une partie v-bornée;
nous pouvons supposer qu'elle est contenue dans un ouvert affine
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U)l( = Spec F[t)l(#...,tr]c U . Par ailleurs nous pouvons swoposer que le
faisceau inversible L admet un prolongement cubiste L sur A .
Recouvrons A par un nombre fini douverts affines y* = Spec Afuan™
tels que Llyo soit trivial.

Soit Ba ITensemble des xi B qui se prolongent en une section de
Va (A). Comme les VOt recouvrent A qui est le modéle de Néron de A1_ ,
on a B = gy BUt . D*autre part pour x€ Ba on a (par’\définition)
v(uar(x)) "0 donc B™ est une partie bornée de V~AIF), et donc de
(UIH vot)(F) ; 17ouvert Url-(|J\{ est affine (sur F) de coordonnées

tAf eeertht Oog) =
i
Choisissons une trivialisation t de L|I ¢ : la section a

s"écrit G = _— # ou &, est-une fonction méromorphe sur Ve - et

si X£Ba , on a

(*) Gy e = V(HE G

puisque donne une trivialisation de x*L (ou x€VTRA) prolonge
X) . Comme d"autre part Bfi div(cr) = 0 , la fonction <€ est holomorphe
inversible sur Uln va ¢ donc et -1 sont des pglyn(“)mes en
t™,...,tr,@uaj)r d*ou la conclusion d"aprés (*) puisque les v(tj(Xx))
et v(@ufr(x)) sont bornés lorsque x parcourt B . m

1.3. Soit F une cléture algébrique de F , munie d"une valuation pro-
longeant v , et que nous noterons encore Vv . D apres la propriété

(1.2.7), nous pouvons encore définir (cr,x)vf£ lorsque X est un point
de A(F)-div(or) ? le symbole (cr,x)V/5 est alors a valeurs dans r®7%©

3 3 B r
(mais non plus dans %D Par ailleurs soit a = }_1Im1[x1J un O-cycle

sur Ajj étranger a div(a), i.e. tel que les points x” soilent dans
@Ay,-div(a))(F) . Nous pouvons alors poser

-

(c.a)y, ¢ =)

I'm,(c,X
izl 1

1)v, £

Lorsque a est de degré O , il est alors immédiat que (@@, a)V/6
ne dépend pas de la rigidification e (cf. (1.2.5)) et ne change pas
lorsqu“on remplace a par aa avec a”F (1.2.4). Autrement dit
(.a, D)v e ne dépend que du diviseur D = div(cr) sur A et du O-cycle
a de degré 0 , et nous poserons ’\.D,a)V = (<:r,o)v1E . Le symbole <D,a)V
est donc défini pour tout diviseur D sur Ap et tout O-cycle a
de degré 0 sur AN , étrangers 1"un a lTautre.

Nous pouvons maintenant faire le lien avec [n] :
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1.3.1. Proposition. On a <,a)y = -(D,a) v ou @O, est le symbole
défini dans [n], chap. I1l, 8, th. 3, p. 287 (ici I7on identifie T a
7Z de la maniére habituelle).

(La bizarrerie de oigne vient du fait que la "valeur absolue™ utilisée
par Néron est 1lopposé d"une valuation).

La proposition résulte immédiatement de l"assertion d"unicité de
loc. cit. =

1.4. Bien entendu, nous pouvons interpréter (<J,x)V/ . en termes de mul-
tiplicités d"intersection, de la facon suivante (T étant ici identifié
Dm0 adring ion nd, o2y

a 2 : définit une section méromorphe ( ) du prolongement

N\
cubiste M de L®2n . Posons alors

(1.4.1) div(<i) =~ divcri#gh) -

c"est un "diviseur a coefficients rationnels” sur A , tel que
dTv cHf = div J , et tel que le diviseur TfitNidiv a) sur A3 soit
principal ; de plus il est caractérisé par ces propriétés, a un multiple
entier prés de la fibre spéciale A0 .11 est alors immédiat que, pour
x € a(F) - div(or), prolongé en x7a(S), on a :

v AL
(1.4.2) (c:r,x)vf e = x.div a
ou le membre de droite désigne la multiplicité d intersection du 1-cycle
x avec le diviseur div a . Notons aussi que, si I“on écrit

i 3 1.
diva =D+ >~ ny.[yl (hy €, 7 ;$=Aq/A°)
Y€4 2n
ou D est I"adhérence, dans A , de D=div a , on a
(1.4.3) <cr,xv™e = x.D + ) Imy(x.y) .

Désignant par y(x) [ITunique composante de A0 qui rencontre Xx ,
nous en tirons :

(1.4.9) <a,x>v”™e = X.D + my(x)

(en effet &X.y(X)) = 1 puisque A est lisse sur $S). En particulier
la classe mod % de <aX) jE ne dépend que de y(x) (et non de X) ;
il est clair d"autre part qu®"elle ne dépend pas de e , et ne change pas
si on multiplie a par une fonction méromorphe sur A" . Le lecteur
attentif de la démonstration de 11,1.1 constatera alors avec plaisir que
cet élément de Q2T nT"est coitre que l1"obstruction dL de loc. cit.,



67

évaluée sur 1"élément y(X)E£S$ :

(1.4.5) <crpeye@od 2) = db o))

avec un léger abus d"écriture di a ITidentification 2Z2F .

Enfin, 1l semble a ITauteur que la déecomposition (1.4.3) ressemble
fort a [n], 111, &, th_.l p. 319.

1.5. Exemple des courbes elliptiques.

Soit Eb une courbe elliptique sur F , de modele de Néron E ,
supposé semi-stable, sur A . On sait que E admet une compactification
naturelle, le modéle régulier minimal E de la courbe E, ? la Ffibre
fermée Eq de E est alors un polygone & n cdtés isomorphes a p&
(nous supposons k algébriquement clos), et E est l"ouvert de E formé
des points lisses sur S . Le polygone Eq permet dT"ordonner de facon
naturelle (au sens de parcours prés) les composantes de Eq , (resp. EQ),
Ci (resp. ) (O~i™Mn-1), la composante CQ
étant celle qui rencontre la section unité e :S — » E . Notons que le
k-groupe Egq est isomorphe a 4%,A)(Zln2’.

qgue nous noterons donc

Soit D = [g,] e diviﬁgur sur E, réduit a lTorigine. D"apres

1.4, i1l existe un diviseur D sur E , de la forme

b=l + ) M [c. J . €9)
i=0 11 1

nu
vérifiant le théoreme du cube sur E ; D est unique a l"addition preés
d*un multiple entier de Eq , et nous pouvons donc supposer que mQ=0 ,
car mQ est entier d apres (1.4.5).

Comme D est symétrique, D 1%est aussi, d "ou
* - >V
(1.5.1) [hagd - 0%

ou désigne l1"équivalence linéaire, et Cn”~E la multiplication par
n . Comme [nlﬁ(ci) = CO pour tout 1 , et que mO::O , On a

(1.5.2) [NIE(D) = ~E = KerCn"] (considéré comme diviseur sur E)
et (1.5.1) donne alors
-1
(1.5.3) LE~ n2[el +¢D n2m. [C.3
n 1 1

Mais ceci implique, sur la compactification E :

{1.5.4) nE ~ n[e] + ?:T n’\m.[c.1
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(en effet le schéma E est régulier, et E est un gros ouvert de FE).
Interssctant les deux membres avec CX pour 1=0,...,n-1 , on trouve

n=n (1+mn_I+m1) @=0
(1.5.5) 2 i
n=n in_}—Zmi+mT¥}) (i=1,...,n-1, en convenant que
mn:mO:O)

systeme linéaire dont la solution est

i(i-n)

(1.5.6) -

mi

Ce calcul est essentiellement fait dans |[n], p- 318. 11 montre que
le dénominateur 2n est le meilleur possible ; on vérifie d autre part
que l1Tobstruction d(C*) = nu mod & est bien quadratique, et que sa
forme bilinéaire associée est

Mg~ M~ M5 = 1

c "est une dualité parfaite sur Eq/E° , a valeurs dans ©A , ce qui est
un cas particulier d"un résultat de SGA 7, exposé IX.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

2.0. On se place sur F=Q . Pour z€< , on note v(z) = -log |zI.

Soient A une variété abélienne sur C , L un fibré en droites
cubiste sur A , e:C =L en) la rigidification associée. Notons

L
ve L R

L

la norme hermitienne sur L compatible a sa structure du cube, définie
en 11,2.1, et posons, pour tout x€a(C) et tout <TEI(X)

(2.0.1) mbge/ @) = - log vbor)

Le lecteur établira sans peine une liste de propriétés entierement
analogue a celle de 1.1, a quelques nuances pres dues au contexte archi-
médien.

2.1. De méme, si I1"on se donne de plus une section méromorphe a de L,
on peut définir, pour tout x~div(cT) :

@-1.1) @xr,, = M . @) = - log vhaGo)
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avec don propriétés analogues a celles de 1.2. Enfin» on en déduit,
comme dans 1.3, un symbole

(2.1.2) <D, 0>V

a valeurs réelles, défini pour tout diviseur D sur A et tout O-cycle
0 de degré 0O contenu dans A-Supp(D), et on démontre encore que

.1.3) <D,a>v = -(D,a)_ v

ou (D,a) v est le symbole défini dans [n3. Ceci n"est autre, d-ail-
leurs, que le théoreme 5 de [n1, I1Il, 8 : soit en effet 7:V — A e
revétement universel de A ;V est donc un C-espace vectoriel de
dimension g=dim A . Soit X€H(,1i7 *L) une trivialisation (analytique)
de 7 L compatible & sa structure cubiste ; la fonction méromorphe

0(z) sur V définie par

2.1.4) 6(DX(@) = (ii*0){z)

*

est la fonction théta associée a a et X . Dautre part on a sur 1 L
une norme héritée de Ve , encore noteée VE , et déterminée de facon
unique par la fonction

(2.1.5) VIO :V ——>R)q .

Le fait que X et Vle‘ soient compatibles a la structure cubiste
de L implique que la fonction wvX) est pointée de degré ~2 . Enfin
on a

(2.1.6) IO(Z)IVLE‘(X(Z)) = V(o) @

ce qui montre que le membre de gauche est invariant par le réseau
HA(A,2)CV . Comme la fonction vMX) est manifestement déterminée par
ces conditions, on en conclut que

log|O0(2)1 + log vV*(\(2))

n"est autre que la fonction 9 de loc. cit.

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.

3.0. Soient k un corps, 3 une k-variété irréductible normale (le cr,
le plus intéressant étant celui ou S est proiective), F son corps des
fonctions, ” = Spec(F) |le point générique de S . On posera r=dim S
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Notons M& I"ensemble des points de codimension 1 de S ; un tel
point sera identifié a la valuation Vv correspondante, dont le groupe
sera noté Tv . Le groupe des diviseurs de Vieil de S s"identifie alors
a © F , et I"on a la suite exacte habituelle

vCMs v

X Wy © r  clkcH. (3) - v 0
r-1
vEns v
ou CH™N(S) désigne le groupe des classes d"équivalence rationnelle de
cycles de dimension 1 sur S . Notons que si U<=S est un gros ouvert
(11.3.1), alors on a CHF=iL(S) = CHF_f_(U), et méme CHr_1(S) = Pic(U) si
U est régulier.

3.1. Soit une variété abélienne sur F . Il résulte de I"existence

du modéle de Néron Nv(Ap) eatchaque VvEMg , qu il existe un gros

ouvert Ucs (que nous supposerons régulier, quitte a le restreindre)

et un U-schéma en groupes lisse A" 'f3LJ, tel que AMX~Spec F = Ap ,
eA

et que AU X, Spec GV = Nv (Ar’) pour tout v’\Mg) .

Soit (L,e) un faisceau inversible rigidifié sur Ap , muni de sa
structure cubiste canonique. Comme 0I"ensemble des Vv €Mg tels que Ap
ait mauvaise réduction en v est fini, il existe un entier n qui, pour
tout v , annule le groupe $ des composantes connexes de At® h(v) ;
par suite, M::L®2n admet un Brolongement cubiste M au-dessus d"un gros
ouvert de U , et donc aussi (11,3.2.2) sur A puisque U est régulier.
Notons qu®en fait le faisceau M est indépendant de la rigidification
e ; multiplier e par $x:FX ne fait que modifier M par le faisceau

inversible trivial fT*(div 92n). Posons alors
®-
(3.1.1) L= E'ngpic(AU;8 ail PiciAy)@ne :
c"est I"unique élément de PiciAM)A , prolongeant L et vérifiant le

théoréeme du cube sur AO .

S
Ay qui est un schéma régulier, donc Pic(Ay) = Pic(Ay,) ; le choix de
U est donc sans 1mportance.

U'cu est un gros ouvert, alors A", est un gros ouvert de

Enfin soit x €a(F). D"aprés la propriété néronienne de A" , il
existe un gros ouvert V~U tel que x se prolonge en une section
XtV — » Av .

3.2. Définition. Avec les notations de 3.1, la hauteur géométrique cano-
nique du point x €Ap(F), relativement au faisceau inversible L sur AP



71

(et au modéle S rie F) est I'élément Iigs"LU) de CHATS)~  6adin,

par

hes_L () = ~*<L) CPic()M = CH_; )y -

3.3. Propriétés de la hauteur géométrique.

. Additivité en L :

(3:3: hgsfL. @00  Rgs, L1890 +Ags, 90 =

. Fonctorlalité : si X :Bg ——» A, est un morphisme de varietés abe-

liennes sur F , on a
G-3.2) hgg L (X(¥)) = hgs,X*L(y" Y €Bp(F),LEPic(Ap))-

"Quadratlcité” en x : on déduit de (3.3.1) et (3.3.2) et du théoreme
du cube (ou du carré) pour L , que I"application

(3.3.3) xi— *hgg | () :Ap (A ——» CHr_1(S)Q

est pointée, de degré 2 ; elle est méme quadratique si L est symétrique,
et additive si L est dans Pic°(Ap).-

3.3.4, Proposition (changement de base). Soit i :S®" — %S un morphisme
dominant et génériquement fini de Kk-variétés normales irréductibles,
et soit F1 le corps des fonctions de S*. On note Ap, = ASpF*-,

o A,r __>Ar:’ le morphisme canonique, L® =fF"*L . Soit X£ Af,(F), et
posons X" =Tr*(xX)™Ap,(F").

() Si tt est propre on a

he,LCD = diilf r.qv ., 1% 156 cHr-1(s,0

(i1) Si n est quasi-fini (ar exemple si S* est le normalisé de
S dans F"), on a

hgge - D " pos M) oy shH
La démonstration de (ii) est entierement analogue a celle de
(1.1.8), si I17on se place sur un gros ouvert U convenable de S :
remarquer qu-alors, puisque 1 est quasi-fini, n” () est encore un
gros ouvert de S° (c"est c.."ailleurs ce qui permet de définir
'|"|'*:CHr_1i(S) - *CHr-f(S') dans ce cas).
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Dans le cas ou |1 est fini, on en déduit (i) puisque 777 est la
multiplication par deg 7 dans CHrf£S)-

Pour montrer (i) dans le cas général, notons alors que 7 est fini
au-dessus d"un gros ouvert U de S :

Yol e >
fint ~ Y

Soit A6CHr_1,(S)D différence des deux membres de (i). Comme
(i) est vrai pour le morphisme fini 70 ,on a Jj*A=0 , donc A=0
puisque U est un gros ouvert. =

Soit maintenant F une cléture algébrique de F , et soit
XA (F). Soit F1 une extension finie de F telle que x €a,,(F.,), et
soit S0 - S le normalisé de S dans F~ . Nous pouvons alors poser

(avec des notations évidentes)
3.3.5) hgS L(X) = ' . «.(hgg™*Ix) )= ¢ "»irhcrAlx) )ECH. A
(3.3.5) hgS L(x) F, F3 (98911)) ( 11)) S,

et I"assertion (ii1) de 3.3.4 montre que hgggl(x) ne dépend pas de
I*extension F1 choisie. Cette fonction hgg L(x) pour x"Ap(F)
vérifie bien entendu les proprietés (3.3.1) a (3.3.3). Elle vérifie éga-
lement celles de 3.3.4 : en effet, avec les notations de 3.3.4 et 3.3.5,
i1l existe un diagramme commutatif

S[-2 »§
h h
sl -2-)8

ou S est normal, »* est fini, et w~ propre (resp. quasi-fini) si
7 1"est (prendre pour S* le normalisé d*une composante convenable de
Sy Xy S*). L"assertion résulte alors de 3.3.4 appliqué au point

x€a_F(F1), et du fait que a et a' induisent des isomorphismes entre
les groupes CHAMAMQ

Translations s soient x"Ap(F), y€Ap(F), et cherchons a calculer
hCfo p*T (x) e Nous pouvons supposer que x €a _(F), que (A.,L) se prolonge
en (%y,t) sur un gros ouvert Ucs , et que x et y se prolongent

en x et y€An(U). On a montré dans 1.1.9.1 que fi-(TAL) = f*(¥*L), ce
qui montre que TAL® Ty L est (isomorphe a) un prolongement cubiste

y
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de T*L , donc hg, —* GO = xX*(O<N® F*y*L 1) = (x+y) yl;l\“l d ol -
y ’ b,W. Y —

(3.3.6) hos,T*LEY ~ hgs,LE& N ~hgs,LG) ~

Décomposition en termes locaux : soit o une section méromorphe de L ,
réguliere et non nulle au point x ; alors :

(3.3.7) hgS(LG) = C I Xpv ,£)
S
ou e désigne une rigidification quelconque de L , et ou
clg : () (TvR®) — »-CHMS)”™ est la surjection canonique.
vEms
La formule (3.3.7) est immédiate : si L eit un prolongement

cubiste de L et a Ila section méromorphe de L prolongeant a ,

alors hg0O T(X) est bien la classe de divCx*) =) 1 (7,X) .
STL v?Mg v,e

3.4. Supposons maintenant S proiective et fixons un faisceau inversible
ample H sur S . On a alors une fonction "degré" :

degH sCHr_1(¢5 - 1
qui, a un cycle ZCS , associe la multiplicité d"intersection
r-1
G hTTVTTIN) .

3.4.1. Définition. La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de
xMj,(F) (relativement au faisceau inversible L et au faisceau ample
H sur S) est le rationnel

h, 00 _ deguyog i 00 €Q |

h H

On laisse au lecteur le plaisir de déduire de 3.3 les propriétés de
fonctorialité, d"additivité, etc. de hﬂ#iﬁx)- Notons que la décomposition™
en termes locaux de (3.3.7) montre qu™il s"agit bien de la hauteur globale
de Néron-Tate au sens habituel.

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

4.0. Soient F un corps de nombres, A=Ap son anneau d"entiers. On pose
SF £ =SFf =Spec A, et on rote Sp =3~ I"ensemble des places archimé-
diennes de F . On pose "formellement”™ Sp =S = SM"jIS"™ , et

S° = {points fermés de Sf} , S°=S°USM® . L"ensemble S° sera identifié
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a l*ensemble des places de F . Plus précisément, pour V£ S° on note
Pv « ryna~ , et VI Py = » Tv la projection naturelle, Uv désignant le
groupe des éléments de valeur absolue 1.

- - - 4 - *
Pour v finie, on note ord :F¥ - » 2T la valuation equivalente a
v normalisée par ordv(iv)=1 , v v désignant une uniformisante en v

Pour v”™3, , on définit ordv comme le composé
F¥  Rx zi22 Buir (v réelle)

o toe Iy g (v complexe)

ou Il désigne la valeur absolue ordinaire.

Enfin on pose pour, tout v et pour tout Xx€Fv

-d ord (%)
IX][v = e v v
ou dv = log Nv (v€ S° , Nv = Card k(v))
dv = 1 (v réelle)
dv = 2 (v complexe).

Pour v complexe, Il correspond donc au carré de la valeur absolue
ordinaire sur < .

4.1. Définition. Un faisceau inversible sur S est la donnée d'un
A-module inversible L , et pour chaque v€ .. , d"une norme (non
nulle 1)

L
Ilv 1 L, L®aF R>0

vérifiant laaf: I*Ivl«lb P°ur a”Pv et aflv

On note Pic(S) le groupe des classes d "isomorphisme de faisceaux
inversibles sur S

Bien entendu, si ot€1v-{o} , on pourra alors poser
ordior) = - q:log laljf* (vCsJ.
Notons que pour v ultramétrique on peut encore definir
ordv : Ly-{o} - mw
et 11 :Lv— R
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grace a une trivialisation quelconque de Lv .

On a un homomorphisme surjectif naturel

Pic(S) - " Pic(Sf)
- s pSoo I xi * LX ] 42
dont le noyau est isomorphe a R™°/log|A ou log]A | désigne le
plongement logarithmique du groupe des unités A%

4.2. Définition. Un diviseur sur S est un élément du crroupe
Div(S) = r .
® = &N

St I"on note [v] €t la classe d"un xv/™F* tel que ordv(xv)=1,
un élément de Div(S) s"écrit donc

D=3 3 a [vl (somme finie)
V6s°® v

avec aV€ZT st vE€Sh ,av€ir Si VESED.

Si a™F , on pose

div(a) = g% ! ord (a)[v]
S \

Un tel diviseur est dit principal. On note Diva(S)c Div(S) le
groupe des diviseurs principaux.

Si L est un faisceau inversible sur S , et si a”L®F-{o}, on
pose encore

divior) = ). ord (cr)[v3
VAS*© \

Si a" est un autre élément de LOF-{o), la différence
div(cr') -div(or) est dans Diva(S). On obtient ainsi un isomorphisme

(4.2.1) Pic(S) Div(S)/Diva (S)

4.3. Soit D -EU a M 7] un diviseur. On définit son decrré comme le réel
vV oV

(4.3.1) degr (D) =Q,: dya, €r

ou d, est defini en 4.0. La formule du produit dit alors que pour tout
arFX, deg(div(a))=0 . On obtient donc gréce a (4.2.1) un homomorphisme

(4.3.2) deg_ 5Pic(S) --»R

dont le noyau est extension de Pic(S§) par un groupe isomorphe &
(R/Z)Card So°"1
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Si  F* est une extension finie de F , on posera
(4.3.3) degp = prrrp] de9K* : Pic(Spt) — » R

de sorte que si V :Sp, — » Sp désigne le "morphisme™ naturel et si
L € Pic(Sp), on a

(4.3.4) degp (/T"L) = degpL .

Un mot sur 1 L aux places archimédiennes : si V-~ €S, p et
v=11(v®), et si x6Lv{0>, on a toujours ordv ,(T*(x)) = ordv(X) ; par
contre, dans le cas ou v est réelle et v* complexe on a

I»*(x)I'> = <UI£)2 .

4_.4. Donnons-nous maintenant une variété abéllenne Ap sur F , et
notons A — *IS% son modele de Néron sur Sf_ . Soit L un faisceau
inversible sur Ap , sur lequel on choisit une structure cubiste. |11
existe alors, comme au 83, un entier N tel que M=L~N ait un prolon-
gement cubiste M sur A . Pour toute place Vv€ s™ , Mv=Mv est muni
(de méme que Lv , dTailleurs) d“une unique norme compatible a v et a
la structure cubiste (11,2.1). Soit alors x"™A(F), prolongé en
XMA(SN) . Le A-module inversible x*(M) est alors muni de normes aux
places a I"infini, donc définit un élément Pic(S) encore noté x*(M) .

4.4.1. Définition. La hauteur géométrique canonique de x €a (F), relati-
vement au faisceau inversible L sur A, , est I"élément de
Pic:(S)._:12 = Pic(S)®&© déefini par

1

i
hgf, LA =X M NEgpic(S)c

ou N et M sont définis comme ci-dessus.

La hauteur numérique canonique (©Ou de Néron-Tate) de x relative-
ment a L est le réel

Re, L83 ~ 488r R9r,LE3 ER -

On vérifie comme au 83 que la hauteur ne dépend pas de la structure
cubiste choisie sur L . On laisse au lecteur le soin de se convaincre
que les analogues des propriétés (3.3.1) a (3.3.7) sont encore valables
ici. Précisons toutefois que la décomposition en termes locaux s"écrit

comme en 3.3.7 :

hgF,LGe = cle (g > D \pr e
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ou X désigne un point de A(F), e une rigidification de L et a
une section méromorphe de L , et ou clI”™ :DiviSJ™Q — mPiIc(S)®Q est
la surjection canonique. De plus dans le membre de droite, le symbole
(a,x)v/e est celui défini au 81 pour VAELF , et pour \/€sW c"est
celult du 8, compte-tenu de ITidentification Tv R via ordv

(i.e. via la fonction -log (valeur absolue ordinaire)).



78

CHAPITRE 1V

Le groupe K(L)

Sommaire.
0. Introduction.

1. Sous-groupes quasi-finis d"un groupe semi-stable sur une base
hensélienne.

2. Rappels et compléments sur l“extension de Raynaud ; énoncé du
théoreme.

3. Le cas ou S est un trait : généralités.

4. Le cas ou S est un trait : démonstration de 2.4.

5. Démonstration de 2.4 : cas ou A est a fibres connexes.
6 . Démonstration de 2.4 : cas général.

7. Application a la variété duale.

8 . Gonflement des modeles semi-stables.

0. Introduction.

L*objet de ce chapitre, assez technique, est d"énoncer et de démon-
trer le théoréme 2.4., qui étend au cas des schémas en groupes semi-
stables (@ fibre générique propre, sur une base normale) les outils fon-
damentaux que sont les groupes K(L) et Q(L) attachés classiquement a
un faisceau inversible L sur un schéma abélien A ; on démontre en
particulier que lorsque K(L) est fini, la forme commutateur associée a
I"extension centrale Q(L) est non déegénérée, ce qui permettra, au
chapitre VI, d"appliquer lorsque L est relativement ample la magie des
représentations des groupes théta, exposée au chapitre V.

Lorsque la base est un trait, l"existence de K(L) ne pose pas de
difficultés (83), grace a l"existence des modéles de Néron. Le point
délicat est le '"théoréeme d"orthogonalité"™ 2.4 (iv), établi au &4 par une

méthode a certains égards peu satisfaisante (cf. 4.2.5).

Au contraire, dans le cas d"une base de dimension Y2 , le point non
trivial est l%existence (ou plus exactement la platitude) de K(L), les
énoncés de non-dégénérescence se déduisant sans difficulté du cas d"un
trait. C"est ici que 1""extension de Raynaud™ (dont la construction est
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rappelée au 82) joue un roéle crucial, puisqu®elle permet, grace a force
dévissages, de se ramener au cas des schémas abéliens.

On donne enfin au 87 une application de la platitude de K(L) : si
une variété abélienne A sur un corps F admet un modele semi-stable
au-dessus d"un modele normal S de F , il en est de méme de sa duale.

1. Sous-groupes quasi-finis d"un groupe semi-stable sur une base hensé-

lienne.

1.0. Soit S |le spectre d"un anneau local noethérien hensélien R , et
soient s son point fermé, k son corps résiduel. On se donne un

T S .Si X est un S-schéma

eA £

quasi-fini et séparé sur S , nous noterons X ("partie finie'" de X)
son plus grand sous-schéma fini sur S ; on a donc (cf. SGA 7, 1X.2.2:3) :

S-schéma en groupes semi-stable A

(1.0.1) X = XFu.x"

ou XJ: est fini sur S et ou la fibre fermée XB de X" est vide.

1.1. En particulier prenons pour X un sous-schéma en groupes fermé H
de A , quasi-fini sur S . Alors HTf est un sous-groupe ouvert et fermé
de H ; nous poserons de plus, dans ce cas :

(1.1.1) HER = 1 A9YF = HEn A°

('partie finie neutre™ de H) ; c"est un sous-groupe ouvert et fermé de
Hf .Si  H1l est un sous-groupe fermé de H , on vérifie immédiatement que

1.1.2) «f = Hinnf
(1.1.3) HR = exnnfR .
1.2. Supposons de plus H plat sur S : alors Hlr et Hfn le sont

également puisqu®ils sont ouverts dans H . Soit TqCA° le tore maximal
de la fibre fermée Aq . Le groupe HH T0 est de type multiplicatif
donc, d"apres SGA 7, IX.6.1, se prolonge en un unique sous-groupe Tfini,
plat et de type multiplicatif de H , noté

(1*2.1) H € H ('partie torique™ de H).

on a évidemment H"cn'™" , et si HJCH est fermé et plat sur S
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on a
1.2.2) Hi = N .

Notons enfin que si  S1 - %S est un morphisme local de schémas
locaux henséliens la formation de n» , HAR et commute au change-
ment de base S" - » S . Nous poserons enfin

(1.2.3) Hab = HFn/HIM ;

c'est un S-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre fermée Hfb

s*identifie a un sous-groupe de la “partie abélienne” Aq/tQ de Ag .

1.3. Soit maintenant U un S-schéma noethérien, et soit Hy un sous-
schéma en groupes fermé de AT =Ax_U , quasi-fini et plat sur U

(dans nos applications, U sera souvent un sous-schéma ouvert de S).

Il existe alors m”1 tel que H@R:mAar. Comme A est semi-stable, MA
est un sous-groupe fermé de A , plat et quasi-fini sur S (SGA 7,
1X.2.2.1), et nous pouvons donc poser

1-3-9 RYAL <nA;)U o
£ (on note ici
&}lé'—%> «S/S = V <MAFn>U
e nAf = (mA)f, etc.)
(1.3.2) Hjt/S = Hun (y )H

Il est immédiat que ces définitions ne dépendent pas du choix de m
(a cause de (1.1.2), (1.1.3) et (1.2.2) appligués aux inclusions

mAcm A lorsque m*In”). De plus les trois sous-groupes de Hy ainsi
1

«
définis sont finis sur U _car fermés dans (AA )T ; il est de plus

immédiat que HJ/g et A?%S sont ouverts dans Hy , donc en fait finis
et plats sur U . De méme

1.3.3. Lemme. Le groupe H@@g de (1.3.2) est plat sur U

En effet on peut encore dé¥inir HV“g comme le noyau du morphisme
composé

@MW A fR-u ~ (mAFrq)U'kHU/eS

de U-groupes finis et plats ; 1l suffit donc de voir que ce morphisme
est de rang localement constant sur U , ou encore qu"il en est de méme
du morphisme déduit par dualite de Cartier. Or ce dernier envoie un
groupe fini et plat vers un groupe fini étale ; son noyau est donc ouvert
et fermé, d*ou le lemme. m
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Grace a 1.3.3, nous pouvons alors définir la "partie abéliennc”

ab n 8
-3:9 HU/S = HU/S™HU/S

de Hy ; c"est un U-schéma en groupes fTini et plat.

Li 1] [
1.3.5. Lorsque U=S il est clair que les groupes Hu/S ' "U)é ' mJI;’S

HU/S corncident avec les groupes Hg , HlfJn r H et Hﬁb dde (1.0),

u
1.1.1), (1.2.1), (1.2.3).

De plus, le schéma S eétant fixé, leur formation commute a tout
changement de base U"™ — » U entre S-schémas. De facon plus générale,
si 1"on a un diagramme commutatif

u* —»U

S —»S

ou S" est local hensélien et le morphisme S* — *%S local, on a, en
posant Hy, = HyX”~U1l :

(1-3.5.1) nfs. = ofis = (Rxyu
et de méme pour les parties Tfinies, toriques et abéliennes, la premiere
égalité résultant du fait déja remarqué que %%‘))fh = pAf¥esS -

2. Rappels et compléments sur l"extension de Ravnaud ; énoncé du théoreme,

2.0. Gardant les hypotheses de 1.0, nous supposerons de plus que R est
complet et (pour simplifier) que A est a fibres connexes. Nous poserons
RH = R/mEXl . SH = Spec(RH), AH = Axg SH , €t nous désignerons par

QZZQ)'B Afor = fﬁn’)n>0

le schéma formel complété de A le long de sa fibre fermée Aq . Cette
derniere est, par hypothése, extension d“"une variété abélienne Bq par
un tore To , et on en déduit (SGA 7, IX.7) une suite exacte de
S-schémas formels en groupes

_’\fo r

> Afor

B

Tor " 0

(2.0.2) 0—>Tg, -

c"est-a-dire un systéme compatible (pour n )/0) de suites exactes de
SN-schémas en groupes
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It
(2.0.3) 0 --»Tp ——»Ag — W-Bg — »0

ou B est un Sn—schéma abélien et Tn un tore sur S

n n

2.1. Proposition. Soit Lfor UH G~-torseur cubiste sur Afor (Cc "est-
a-dire_un_systeme (L), de G -torseurs cub{’tes sur A munis

d lisomorphismes de transition). Alors kfor® L“1IJ ~for™ Provient cano-
niquement d"un G™-torseur cubiste sur Bfor < De plus 1l existe
S — »S fini étale tel que ~for”s®™ Provienne d"un G™-torseur

cubiste sur "BfOr"s**

Notons que si le corps résiduel k de R est séparablement clos,
la seconde assertion montre que le foncteur naturel

CUB(B’T‘or ’Gm,For) — % CUB(Alfor,Gm’for) est essentiellement surJJectlf.

La premiere assertion résulte de 1,7.2.3 appliqué aux schémas de
base Sn . La seconde est également une variante "formelle”™ de loc. cit :
en vertu de 1,7.2.2 il suffit de trivialiser la restriction de L?or a
T~or (comme extension, cf. 1,7.2.1). Mais pour cela, compte tenu de
SGA 3, X.3.3, il suffit de trivialiser L0 sur T_ , ce qui se fait

o
apres extension finie séparable du corps de base. =

2.2. Proposition. On suppose qu™il existe sur A un faisceau inversible
cubiste ample relativement a S . Alors l1l"extension (2.0.2) est algébri-
sable, cT"est-a-dire qu™il existe une @unique) extension

(2.2.1) 0 —T AN 1B ——»0
d"un S-schéma abélien B par un S-tore T , dont I“extension formelle
associée soit (2.0.2).

De plus le foncteur naturel

(2.2.2) CUB(AMNEmjS) — <4 cuB(Afor.«mfor>
déduit de 1lisomorphisme A™)fQr~ AfOr est une équivalence de catégories.

Remarques :

- L"extension (2.2.1) est appelée (SGA 7, 1X) I1"extension de Ravnaud
attachée a A (cf. [R2]).

- L"hypothése d"existence d"un faisceau cubiste ample est satisfaire
des que S est normal : en effet A est alors quasi-projectif sur S
[Ri] et I7on applique 1,2.6.
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Démontrons que (2.0.2) est algébrioable (cf. SGA 7, IX.7). Soit L
un G -torseur cubiste sur A , ample sur S . Alors (LS [-11"L)TOr
provient d"aprés 2.1 d"un G -torseur ~for sur ~for 9 qui est ampio
(Iri], X1.1.11) et par suite (EGA 111,5.1.4) Bfor est algcbrisable.

D "autre part le tore TFQF provient d*un unique tore T sur S (SGA 3,
X.3.3) et I"extension (2.0.2) correspond a un morphisme

t
(2-2-3) Xfor == Bfor
de S-schémas formels en groupes, ou X désigne le dual de T , et BI
le S-schéma abélien dual de B . Comme T est isotrivial (SGA 3, loc
cit.), X est somme de S-schémas finis étales sur S ; en conséguence,

(2.2.3) provient d"un unique S-morphisme X ——» B¥" qui correspond a
I"extension (2.2.1) annoncée.

Montrons que le foncteur (2.2.2) est pleinement fidéele. Soit
—~ - N S .
LICUBI/§ f)m)_ et 30|t_ ?fof uTe trivialisation de Lfbr s9r ATbr
Celle-ci induit une tr|V|aI|sa?|on Ofbr = Oz(afor) de la biextension
8o for) sur A,fbthrl-,Or . Mais considérons le diagramme :

BIEXItAA,Aﬁ;Gm) ——*‘BIEXT(A?Or,AFor;99
t t
BIEXT(B,B;Gm) —)» BHDG(B,for,Bfor;Gm)

On sait (SGA 7, VIII) que les fléches verticales sont des équiva-
lences, et il en est de méme de la fléche inférieure par le théoreme
d "algébrisation (EGA 111, loc. cit.) donc aussi de la fleche supérieure :
ainsi, 6for provient d“une unique trivialisation 6 de ~(L) sur
A XA~ , c"est-a-dire (1,3) que L est muni d"une structure d"extension
centrale de A par Gm , commutatf@e puf%que Aﬁ est semri-stable é
fibres connexes. Comme on a 64br = 5 for) cette extension est de plus
munie d"une trivialisation C*br sur ATbr - Or le foncteur naturel

EXTfAAI —  EXT(Afor,@n/for)

est une équivalence : on a en effet le diagramme de suites exactes

0 ————- *HOMIANG ) ——-—---- Hom(T,G ) ———-—-—-—- »EXtL(B,G ) —----- *
|(a> (®) I<c)
0 -~Hom(AfGEGRCEgR) — *Hom<TfGr GRCgP —  Ext " @pop- Gy, F9O
— PEXt1I@AN,G ) ————-—-- y Ext1(T,G )
J(a> (e)

1 e L
« AR for1 — EVE (TCor/Gm,for)
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Comme la catégorie des tores sur S est équivalente a celle des
"tores formels" (et d"ailleurs a celle des tores sur Sq = Spec k , cf.
SGA 3, X.3.3), () et () sont des isomorphismes, de méme que (c) par le
théoréeme d"algébrisation, donc (@) et (d) sont des isomorphismes, d"ou
notre assertion. En particulier la trivialisation QO£Or de I"extension
L~Ar provient d"une trivialisation a de L , cgfd.

Montrons que (2.2.2) est essentiellement surjectif. Soit
L?or€CUB(A’for’Gm,=For)' D'agrés 2.1 il existe S — » S fTini étale tel
que L™or = (Lfor)s, provienne d"un MEQr sur Bfor , lui-méme algébri-
sable en M* sur B", donc Lfor sT"algébrise en L* = ww*(M") sur
(A™)". Il s"agit des lors de redescendre L* a S . Considérons les
diagrammes

S" = S*XgS” I_K&P?-S' > s
12T
p (D p

§.;Ixs§% ==t SA Sn EhL )

Pn

Sh

ou I"on a posé Sn = S"XsSn * Coinme Lfor provient de Lfor sur s *
on a pour tout n une donnée de descente prfl) Ly, £ Qn(z) Ly - cest-a-

dire une trivialisation sur Ki» de prgl)*Lr;@grgz)*L;]'l , OU encore une

trivialisation, au-dessus de S‘r‘] ,de pDL%p DT ="1 | ces triviali-
sations étant compatibles pour n variable. Or, comme S" est lui-méme
somme de spectres d"anneaux locaux complets, on peut appliquer le résultat’
de pleine fTidélité précédent, d"ou une trivialisation sur A%\, de
p‘/l\#L'®p (2)*L' qui est bien entendu une donnée de descente. =

2.3. Gardons les hypothéses de 2.0, et soit m un entier V 1 e Procédant
comme expliqué en SGA 7, IX.7.3 pour les modules de Tate, on trouve des
isomorphismes canoniques

GV m'
(2.3.1) GO O™ @)
AP B
de S-schémas en groupes, caractérisés par la condition d"induire, sur

les complétés formels, les isomorphismes naturels

LLLIN N
(nio‘)for ° m(hfor) m(hfor) = G ) for
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(resp les 1somorphismes analogues QWA)¥BF N ‘T g et
Gnﬁ?for ~ gméyfo rg*

Soit maintenant U un S-schéma, et soit Hy , comme dans 1.3, un
sous-schéma en groupes fermé de 71, , plat et quasi- f|n| sur U . On
dispose alors des U-groupes Tinis et plats Hy”g , Hy g, H9IB , conte-

nus resnectivement dans anU}]I ’m( A’l‘Jn)Tr et anaG)U des que Hu’\m . -
Grace aux isomoqphisme§ (2_3-%) on en déduit des U-groupes finis et

plats, notés Hy”~g > Hu/s " HU/S Pour faire joli, et définis par le
diagramme commutatif

°r” "Hils — 49/0 "/S — 0

\ I
O __*«uls — «GIs -*V s

@3.2 1 1 1
0 —> (i —* G > @~ O
I I I

o—* T —» M —» B —» 0

ou les lignes sont exactes et ou les isomorphisraes entre les deux pre-
mieres lignes sont induits par (2.3.1). 1l est clair dautre part que
les sous-groupes ,etc.de T , A et B sont indépendants du
choix de m .

(Bien que HJpg et HB/S s®ient canoniquement isomorphes il est
préférable, au moins dans I"immédiat, de maintenir la différence de

notation).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

2.4. Théoréme. Soient S un schéma intégre localement noethérien normal,
TJ son point générique. Soit A —r S un S-schéma en groupes semi-
stable (11,1.2.7) tel eue sa fibre générique A" soit une variété abé-
lienne, et soit L. un G,-torseur cubiste sur A, . On_suppose_oue

1  est non dégénéré, i.e. le groupe K({LN) est fini (1,4.2) (ce
dernier sera noté g )

S admet un prolongement cubiste Lg sur la composante neutre
A de A

(la premiére hypothéese est vérifiée par exemple si est ample, et la
seconde si S est régulier ou si est symétrique (11,3.2.2 et 3.3)).
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Alors :

m KN re prolonge en un unique nour;-groupe fermé Kg de A
qui est plat et quasl-fInl r,nr S (et qui est donc nécessairement
1" adhérence schématique de dans A).

(i) 1l_existe un unique accouplement alterné

ekﬁ:KngS —e ﬁn S
prolongeant l"accouplement e de [M2U, & 23. De plus si K_ est fini
sur S , elgll est une dualité parfaite.

(i11) On suppose que S admet un prolongement cubiste Lg sur A.
Alors la restriction a K, XA de la biextension Ti*(,) est munie d"une
trivialisatlon prolongeant celle de 5(G ) définie en 1,84, de sorte
que d°apres loc. cit. le G, -torseur Lgojy, est_muni_d’une structure

1 é?n,s — ”-@5&83 — » KS 0

et d"une action de cette extension sur Lb’ . De plus la forme é!fl‘i

corncide alors avec la forme commutateur de 1~ extension Q(Lb )-

(iv) (Théoreme d"orthogonalité). On suppose que S est le spectre
d"un anneau local hensélien R , de sorte que (8l1) K est muni d"une
filtratiE)n K;",'C KOBQCK(? . Alors Kéf:kn est 1°orthogonal de Koei pour la
forme e ” , et la forme induite sur le quotient Kc est une dualité
parfaite. Si de plus K_ est fini sur S , etm induit une dualité par-
faite entre KE():‘ et KiT/Kg:Fn

() On suppose que S = Spec R ou R est local complet, et que
A est a fibres connexes, de sorte que l"extension de Raynaud

0 ——>T —»A" —»B ——» 0

de A est définie (2.2). D"aprés loc. cit., i1l existe un unique
Gm—torseur cubiste L’[V‘ sur A™ dont le complété formel soit (Lg’)ﬁ)ir
Supposons alors que L* provienne duti -torseur (cubiste) L sur
B (ce qui est vérifie en tout cas apres changement de base fini etale
d "apres 1,7.2.3). Alors le sous-groupe K,h, de (2.3.2) corncide avec
K(L), et la forme Induite par eo’\ sur Kbcz*:l% grace a (iv) _co'l'ncide_
avec e

2.4.1. Lernme. Supposons 2.4 (i), (ii), (iii) établis chaque fois rue S
est un trait, et 2.4 (i) établi pour A , S , donnés. Alors 2.4 (iN)
et (i11) sont vrais pour A , 3 , Lp .
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En effet, appliquant (i1) et (iii) aux points de codimension 1 de
S , on voit quil existe un gros ouvert (11,3.1) Ucs et une forme
alternée

e@'i' IKYXKy — > Ep Y (avec "~ = K&
prolongeant eLR . Mais comme Kg est plat sur S , KM)(KM contient

tous les points de profondeur ( 1 de K XK _ , donc erfl se prolonge en
ef“ , évidemment bilinéaire alternée par densité. De pwus si Kc est

y/\
fini sur S , e, définit un morphisme de K, dans son dual de Cartier,

qui est un isomorphisme en codimension 1, donc est un iIsomorphisme.

La démonstration de (iii) est tout a fait analogue : une trivialisa-
tion de &Q(LU) sur KuXAU (avec ”es notations ci-dessus) s’étend en
une trivialisation de $Q(LQ) sur Kv)(A par le méme argument de
profondeur. H

Nous allons donc commencer (83 et 4) par démontrer 2.4 lorsque S
est un trait ; dans ce cas le théoreme reposera de facon essentielle sur
1"existence du modéle de Néron de la variéeté duale A™ .

3. Le cas ou S est un trait : généralités.

3.0. Dans ce 8on fixe S = Spec A , ou A est un anneau de valuation
discrete de corps de fractions F et de corps résiduel k . On note
T =Spec F , s=Spec k ,et T = F%/A% .

¢ On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse de type fini
A - S , tel que la fibre générique A" soit une variété abélienne sur
F (mais on ne suppose pas A semi-stable). On note aM: la duale de
* *
AN, et At le modéle de Néron de ALY sur S . Enfin on note P'n la
H H H A N\ N\
biextension de Poincaré de (AD’AF) par GM,H .

Soit LN un Gm~torseur rigidifié sur A" , que 1on munit de son
unique structure cubiste compatible a la rigidification. On a alors un
homomorphi sme

t

ﬁj -6ﬁ-—-|4%

(cf. 1,4.1) défini par la condition
(3.0.1) (g~xianj " fp, - Sjd ,
xiani Fp.y) - Sjdy

1 ”isomorphisme (3.0.1) est alors unique si on lui impose de respecter les
rigidifications, ou, ce qui revient au méme, les structures de biexten-
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sions. Rappelons aussi le groupe

Kﬂj#) = Ker(cpL ) (1,4.2)
et le Gm—torceur sur K(L,,Q

»V 7 Mk<V (1'4-41

qui est muni canoniquement (1,84) d"une structure d"extension centrale
et d"une action du groupe sous-jacent sur le torseur L . Enfin on note

d® _K<VXK<V ¢,

la forme commutateur associée a cette extension, qui est un accouplement
alterné.

3.1. Applicmons maintenant au morphisme G la propriété universelle
b

du modéle de Néron AT : on obtient un unique S-morphisme
(3.1.1) @ o:A- *al
T,
prolongeant @ , et 1"on pose
n
(3.1.2) KSQ@Qv ) = Ker(cpL ,S) ;

c"est un sous-S-schéma en groupes fermé de A (nhon nécessairement plat

sur S) prolongeant KiL/ii .

3.2. Lemme. Soit A'ﬂ& le plus petit sous-S-groupe ouvert de A conte-
nant KS(L_) : 1l existe alors une unigue biextension E de (A£1 ,A)
par Gm prajongeant 8é‘(l_ﬂ) ; cette biextension est munie canoniquement
d"une trivialisation a au-dessus de Kg(L )XA , et d"un isomorphisme
de symétrie

SNEQLLPL SREILLE]

(u s :A[l]X AOl] — >rAr*J';I XA’[}2l est l"échange des facteurs), prolon-
geant les données naturelles analogues sur &Z(LD) (en particulier 5

est I"identité sur la diagonale).

Démonstration : posons pour abréger K.1 = K|L’]\1), Kg = Kgd’\a, g’ﬁ = ﬂ:i ,
T = ‘1—’&9 Q - Soit At9o la composante neutre de At ? alors on a

évidemment Ar ']cqjs_‘l (A1"0). Comme A "° est a fibres connexes, il
existe (SGA 7, VII1.7.1) une unique biextension Pg de (At'°,A) par

Gpﬂ1 prolongeant Pg .11 suffit alors de poser
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E ~ @)X 1d)*(PQ)

qui prolonge ¢~M(1™)  Par (3.0.1). L"unicité de E , ainsi que 1"isomor-
phisme de symétrie C , résultent de SGA 7, loc. cit. La trivialisation

de E sur Kﬂ)(A provient de la définition de E et de KO . O

La trivialisation a et 1lisomorphisme de symétrie § donnent
naissance, comme en 1,3.3.5, a une seconde trivialisation a de E sur

KQQ(K% , d*ou un accouplement alterné, "différence” de a et a

(3.2.1) elé'll s XKs D Ch s ar=ens>.

qui prolonge 1"accouplement eLD , ceci grace a 1,3.3.6.

3.3. Donnons-nous de plus un G -torseur cubiste Lg sur A , prolon-

7

geant L™ . On posera alors, pour simplifier 1"écriture

T = ® A —*FAt
S v
(3.3.1) K(Lgp = Kgp)d
- eh . .
ebs = e " P KL IXKL) —n G

On vérifie immédiatement que si A est un schéma abélien. ces nota-
tions sont compatibles avec les notions habituelles (1,84 et [M2],. 823)

par exemple K(Lg) est bien le "groupe des translations qui respectent

D*autre part notons A'tczix le plus petit sous-groupe ouvert de

A** contenant I"image de <¥T , et soient ¥ et $ t les groupes de
LS _
composantes connexes respectifs des fibres fermées A% et Agt . Consi-

dérons le morphisme

@ X1d :AXA —»A*Fxa
S A

3.3.2. Lemme. Il existe une (unique) biextension PE de (A”IyA) par

mfroO
sions

6_ r» prolongeant Pq , et 170n a un (unique) isomor&hisme de biexten-

(3.3.2.1) (qd_Sx 1dA)*(P®) ~ "3 (LY

prolongeant (3.0.1). De plus la restriction de ;9~-(») a A[l]XA\[l]
est canoniquement isomorphe g la biextension E de 3.2 (ALIJII étant

comme dans loc. cit.).
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Démonstration : d"apres SGA 7, VI11.7.1, I"obstruction a l"existence de
PB s"interpréte comme un accouplement

dPd :9Mtx4 (QAY -

Comme sur la fibre générique on a 620_") N (Cpﬁx Id) *(P"), I"obstruc-
tion a prolonger la biextension &2(Ln) sur AXA est ITapplication
composée :

_ (n)
X« e ST DS Je— = (C12T)k

ou qg est induit par <€ donc est suriectif par définition de At
Comme &, () est Prolongée sur AXA (par ~(kg))" cette application
composée est nulle donc d(P”~)=0 puisque qgX Id est surjectif. Ceci
prouve lI"existence de Pg et les autres assertions résultent de I unicité

du prolongement (SGA 7, loc. cit.). =m

3.3.3. L"isomorphisme (3.3.2.1) fournit une trivialisation naturelle de
la restriction a Kg XA de la biextension $§(kg)' prolongeant la tri-
vialisation habituelle de ~k-rg) sur ~ XA e D"apres 1,83 on en tire
un S-schéma en groupes, extension_centrale de Kg = K(Lg) par Oy g
et noté Q(LU) ; le Glu—torseur sur K(LO) sous-jacent a Q(LU_)
s"identifie de plus a la restriction de Lg a K(Lg), et I"on a une
action a gauche de Q(kg) sur Lg ; ces données prolongent le groupe
Q™) et son action sur Ly - Enfin il résulte de 1,3.3.6 et de la
compatibilité de E et ~(kg)» <ue forme commutateur sur K(Lg)

déduite de Q(L’d) corncide avec la forme e’\S:eQI de (3.3.1).

3.4. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, supposons de plus que

(@ A est semi-stable

((0)) Ln est non dégénéré, i1.e. K(L*) est fini.

Alors :

(1) le morphisme q:)°/O induit par ﬂ'gg) sur les composantes
neutres AQ et A{/B esthsuriectif, plat et quasi-fini.

(i) I ,, est plat et quasi-Ffini.

En part1i‘culier le groupe Kg(L;‘? de (3.1.2) est plat et quasi-fini

sur S .

Remarque. L"hypothése de semi-stabilité est essentielle : prendre pour A
une courbe elliptique a réduction additive, et pour L~ la puissance
p-ieme (avec p=car(k) )0) de la polarisation canonique. Par contre si



91

A est semi-stable mais Ih quelconque, jTignore si Kgd“) est
toujours plat sur S .

Démontrons 3.4. Comme A° est un sous-groupe ouvert de A , (D)

résulte de (i). Montrons donc (i). Comme <L =9y est fini, 1l existe
'H

m))0 et 7 AL apn tels que 4. 09 soit la multiplication par m
dans Aq <« Comme A est semi-stable c"est un sous-groupe ouvert du

modele de Néron a de AN (SGA 7, 1X.3.2) donc ng est induit par un

morphisme 0Og :At,C — *-h°=ii° , qui Vvérifie i%p@%zr[m]AO . 0Or [m1™o
est quasi-fini puisque A est semi-stable ; il en est donc de méme de
@8 qui est par suite suriectif pour des raisons de dimension, et donc
plat grace au critére de platitude par fibres (EGA IV, 11.3.10). B

4. Le cas ou S est un trait : démonstration de 2.4.

4.0. On se place maintenant sous les hypothéses de 2.4, avec de plus -
S = Spec A comme au 83. Grace aux constructions du 83, les parties (1),
(i) et (iiN) de 2.4 sont démontrées sur S , sauf l"assertion de non-
dégénérescence de (ii). Cependant :

4.1. Lemme.,L*assertion de non-dégénérescence de 2.4 (ii) résulte de
2.4 (iv).

Démonstration : on peut évidemment remplacer A par son hensélisé.
Supposons KU fini sur S et soit N 1le noyau de eQ::eQH . CTest-a-
dire le noyau du morphisme de KS dans son dual de Cartier KS défini
par eg .

On a d"abord N C (Kg)A = KglL d"apres 2.4 (iv) ; dautre part la
derniére assertion de 2.4 (iv) montre que NJlKg = {o} , donc N s"iden-
tifie a un sous-qgqroupe de KS'/KE = Ke" , d"ou N=0 puisque la forme
induite sur Kgb est une dualité parfaite. =

4.2. Prouvons maintenant 2.4 (v), ainsi que I'inclysion Kg““K/gTDE de
2.4 (iv) et le fait, affirmé dans 2.4 (iv), que einduit une dualité

parfaite sur Kg“

. Pour ces deux derniéres assertions nous pouvons
supposer A a fTibres connexes, remplacer I"anneau R par son complété,
puis effectuer un changement de base Tfini étale de maniére a nous placer
sous les hypothéses de 2.4 (v). Posons alors L=L2 . On dispose alors

0
de I"extension de Raynaud

0O— »t — » AN B—»0
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et du G/M-torseur cubiste M sur aH qui "algébrise” Lfor » ainsi,
par hypothése, que d"un Gm~torseur cubiste L sur B tel que

LN = ff*(). L"existence de L équivaut d-ailleurs a celle de "1y
descendant Lfor sur le schéma formel Bfor * de plus, notant pour sim-
plifier K::Kg , je dis quTil suffit d"établir :

ab
(4.2.1) le schéma formel Kat>)for = (K¥%)erA n ~for C Bfor sTidentifie
a K(LfOr * de plus la restriction de e (3.3.1) a

n n
(K ~forX X ~for est l"application composée :

ab ab
K, or *Kfor Klorx€lor = K€efor) Xk<Efor>

(notons que berfzwigr Puisiue A est a fibres connexes).

eLfor
Gm,for

En effet ceci établira bien 2.4 (v) et ITinclusion Fg's (REQ)¥
mais aussi I assertion de dualité parfaite sur Kab> puisque, comme
K%Br = K(L™or) est fini, le faisceau Lfor est non dégénéré sur Bfor /

et I"on sait ([M2], 8 23) que ceci implique que ek est non dégénéreée.

Considérons maintenant la composante neutre At,a du modele de
Néron AN de AN . Comme elle est semi-stable, on a encore une extension
de S-schémas formels en groupes

irkg
. Jo _F
—n
for A@% = for 0
(ainsi que lI"extension de Raynaud correspondante, que nous n-utiliserons
pas ici). On sait d autre part qu il existe une unique biextension P de

0 T

(AL"QLA) par @m s " prolongeant la biextension de Poincaré (83 et un
unique isomorphisme de biextensions sur AXA :

(4.2.2) 2 (X114 )*(P)

d"ou une trivialisation de sur KXK qui sert a définir e

Or le morphisme 4{ donne naissance a un diagramme commutatif :
i,

0 === ” Ttor Ator Bfor 0
1 AL for L /for
___________________ i _« ac tO _ i B
0 Tfor Afor "~ 7 Bfor --®0

et d"autre part d"aprés SGA 7, VII1.3.5 la biextension Pfor sur

46 r X~or se redescend en une unique biextension Pfor de "Bfor,Bfor™
par Gm,for “ Comme V Lfor} se redescend en J2(Lfor> sur BforxXBfor,
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on en déduit grace a loc. cit. un unique isomorphisme de biextensions

(4.2.3) dfgr> T (VY fgrX M A‘;g{)i(PFQF )
qui descend (4.2.2).

Or on sait (SGA 7, 1X.7.4) que I%on peut identifier Bfor au schéma
abélien formel Bfor dual de Bfap - de sorte que Pfaf corresponde a

biextension de Poincaré sur BforxBfor e L “isomorphisme (4.2.3) montre
alors que, modulo cette identification, on a

t
@.2.4 \.rox = fLe SBfor  * Bfor
Comme il est immédiat que Ker(<PL for) = K?g} = Mor - et donc “ue
Ker r = k2 | (4.2.4) montre bien que KAr = K(L = Ker(<Pjr :
qjl:/Fgr f(_Jr_ ( ) a for _ ( Fgr[) _(-J _for)
Enfin la compatibilité de (4.2.2) et (4.2.3) nous dit que la trivialisa-

tion de jRALfor* sur KforXKfor qui définit &%Or est image réci-
proque, via

ab b
Kfor XKfor - wllor XKlor = K(£ford ¥ k& forD *
* b
de la trivialisation de A%“E;gpﬂ qui définit e for
prouver (4.2.1).

. Ceci acheve de

4.2.5. Remarque. L"auteur regrette d*avoir eu a utiliser la dualite des
parties abéliennes BfOr et BfOr (SGA 7, IX.7.4), laquelle repose dans
loc. cit. sur un théoréme d“orthogonalité (pour les modules de Tate)

tout a fait analogue au ndtre, et qui devrait I"impliquer de maniére
beaucoup plus "formelle".

4.3. 1l reste a établir 1%égalité KR = (KNY% , ainsi que la dualité
entre K1 et K/K*n dans le cas fini. Nous allons le faire sous les
hypotheses générales de 2.4 (iv), 1.e. sans supposer que dim S=1 , et
en utilisant seulement I"inclusion K" C (' )"

D*abord 1"égalité K~n = (K*JX entraTne l'assertion de dualité v
en effet la forme eg 1induit un morphisme

(4.3.1) kB = @M

qui est un isomorphisme sur les fibres génériques, parce que e-n est
une dualité parfaite (y €etant non dégeneéré) et que par hypothese kN
est I"orthogonal de KP . Ccmme les deux groupes concernés sont étales
sur S , et finis par hypothése, (4.3.1) est bien un isomorphisme, cqfd.
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Il suffisuffit d"établir 1 égalifd K~nl=X
ques : en effet (R¢)§ , qui est par définition le noyau d“un morphisme
de K dans le groupe tale (KM"fi , est ouvert (et fermé} dans K donc
plat sur S , et le quotient de (K%)} par son sous-groupe Tfini et plat
Kfn est donc plat et quasi-fini donc nul dés que sa fibre générique est
nulle.

(KM1 1sur les fTibres généri-

Pour tout m )/1 , introduisons les groupes
14.3.2) Km = KS(I™V) , K»,, = Kd™1)

dont chacun est muni d “une forme alternée

®m
Ly
em “\S c Km XKm “ **» .8
(4.3.3) 8m
N I
em,T-[ =e 1 : Km,T| XKm,r-|- - T,

la forme em'P) étant une dualité parfaite.

Comme (Cf = m<PS , On a
@Fg-ﬂ)) KnH = []P']]/\]-&)

et on rappelle ([M2], 8§ 23) que pour XAL-| et y~K

¢4.3.5 em, Tik,y) = ey &imY) -

Par densité, (4.3.4) et (4.3.5) entratnent respectivement

weg 7 9N @

(4.3.6) Km = [m1+¢0)
4.3.7) em (X,y) = eg(x,my) (X"K , y €k

La démonstration va consister a compter les dimensions. Posons

rg K1f'P1

dim Bqg = g-g©

(4.3.8) d=rgKg , d

rg k“ , df

M-
g:dimAn , g°

dim Tg , 0&

(on rappelle que TO est le tore maximal de AO , et B0 = AO/(')I' )-

4.3.9. Lemme. Pour tout m) 1 , on a
2‘9' O

2a u SIS n
r3 kmtl = § m '£9I<m:0Im rrg km = g m

De plus on a (KDX”* () m (ou i, designe l%orthogonal pour e )
e

et cette inclusion induit w. isomorphism



95

1
(4.5.9.1 Y™ A Ty, .

Les assertions sur les rangs sont immédiates, la premiére en remar-
quant d"apres (4.3.4) que ij1 est extension de Ky par Ay, les
deux autres résultant de facon analogue de (4.3.6) et du calcul du rang
sur la fibre fermée. L*inclusion (KR)%c:(K”)Xm résulte de (4.3.7) : si
x€ (X et yer) ,ona e (xy) = e(x,ny) =0 car myi knKg =«
(1.2.2). Enfin, d"aprés (1.1.3) on a KI”n K =Kn donc le morphisme
(4.3.9.1) est un monomorphisme ; mais d"autre part comme e, 1| est non
dégénérée on a

X 2
U m M d g Ou
r9@(C,TI>) " =r9 |§m /r9 t%n,D = S'; m9 »

par suite le rang du second membre de (4.3.9.1) est }f-f , donc est

indépendant de m donc égal (en faisant m= 1) a celui du premier
membre. e

4.3.10. Lemme. Pour tout m~l > le morphisme de multiplication par m
X
“ﬁr']/"> _*SI* k)1
est un épimorphisme.

E En effet soit ;0 K -Aﬁ]ﬁr__le morphisme induit par la forme

ey A (d"un coté ou de I'aﬂtre, au choix du lecteur) et $= &1 :Kﬂ\— » K

1
On a alors le diagramme commutatif :

KmﬂiJIL Kp g ~SaVv Gﬁ.“)

Xm lcanl lcan”
| 8 \/
~ .z can , T\

Sm ® * s — ~ <V

ol les fléches can , can1 , %an2 sont déduites par dualité de Cartier

des inclusions naturelles. La commgtativité du carré de gauche résulte

de (4.3.5). Par définition, (KA/ ) m (resp. (Kkb%) est le noyau de la
fleche composée sur la premiere (resp. deuxieme) ligne. Par le lemme du
serpent, il suffit de voir que la fleche

Ker(canl) - Ker(canz) 2
est surjective, ce qui équivaut par dualité a 1"injectivité de

Kk KT - K /K

iu#l N m#i" 1|
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autrement dit a I égalité K% = K“FIF%1] qui résulte de (1.2.2). =

4.3.11. Les lemmes 4.3.9 et 4.3.10 montrent que, pour tout m~l1 , la
multiplication par m dans le groupe (KMN)J/K™ est surnective. Comme
ce groupe est fini il est alors nécessairement nul, ce qui acheve la
démonstration.

5. Démonstration de 2.4 (i) : cas ou A est a fibres connexes.

5.0. Placons-nous maintenant sous les hypothéses générales du théoreme
2.4. L"assertion 2.4 (i) étant de nature locale, nous pouvons supposer
que S est affine, et méme, grace a EGA IV, 8.8.2, que S est le
spectre d une "-algebre de type fini et normale. D "autre part comme

2.4 est démontré en dimension 1, il existe un gros ouvert ucs (Il1, 3.1)
et un sous-groupe fermé KyCAy , plat et quasi-fini sur U , prolongeant
KiI , €t muni de plus d"une forme alternée ey prolongeant el* . Se
placant aux points maximaux de S-U , on voit donc que 1"on peut suppo-
ser que S est local normal de dimension )/ 2 , et essentiellement de
type fini sur Z , donc excellent, et que U est le complémentaire du
point fermé. Enfin, compte tenu du comportement de I1“adhérence schéma-
tique de Ky par changement de base fidéelement plat (EGA IV, 11.10.5)

N

nous sommes ramenés par complétion a la situation suivante :

(65.0.1) S=Spec R , ou R est local noethérien complet normal de
dimension N 2 , et si s=Spec k désigne le point fermé de S
et U=S-{s), il existe Ky fermé dans Ay , plat et quasi-fini
sur U et prolongeant K  , et une forme alternée ey sur Ky
prolongeant e”™ .

Dans ce 8 nous supposerons de plus que
(5.0.2) A est a fibres connexes.

Sous ces hypothése§ I "adhérence de I%. dans A est réunionrde KU
et de I"adhérence de Ky», (1.3.1) donc il s"agit de voir que Ky”~s
admet dans A un prolongement fini et plat sur S .

Comme R est local complet nous pouvons considérer, comme dans
2.4 (v), I"extension de Raynaud AN de A , et méme (quitte a effectuer
un changement de base fini étale) supposer comme dans loc. cit. que LOd
provient d*un € -torseur cubiste L sur B . Notons d"autre part que,
la correspondance entre souf-groupes de A et de AN exposée en 2.3,
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il suffit dp voir que le sour,-groupe (fini et plat sur U) A&&j de AU
admet un prolongement K**<=A* fini et plat sur S . Commencons par son

"quotient abélien” Idz}sc Bu (2.3.2) :

i
5.1. Proposition. . = K(ly) ; de plus K(L) est fini et plat sur S.

La seconde assertion résulte de la premiére : en effet
q?ﬁ :BP:——*IBE est alors une isogénie, donc qg—:B —»BY est une
isogénie.

Montrons la premiere assertion. L"ensemble des points x”U tels
que KNrs(X 7/ K(Ly)(::) est un ouvert ; s”il n"est pas vide, il existe
donc un sous-schéma fermé Y<=S , intéegre et de dimension 1, de point
générique § , tel que :

. K"/s(8) ? KiLyMS)
. Ac est un schéma abélien sur Spec ©s ~ (donc (Ky)”™=K(LM)).

Soit S le normalisé de Y (qui est un trait, car Y est Ae
spectre d"un anneau local complet). La formation de AM , Kjyyg , K*g ,
etc.,commute au changement de base (local) S — » S , donc nous sommes
ramenés au cas ou S est un trait, et la proposition est alors un cas
particulier de 2.4 (v). =

fi

Le groupe K(L) Tournit donc un prolongement fini et plat de Kuss

dans B , que nous noterons K

5.2. Soit m wun entier }/ 1 tel que mKy=0 . On a alors des diagrammes

h rritt
0—* T —AA B —»0
(5.2.1) 1 I
0O—»2 ? —» 2 —>K —»0
0 —» Mpg-—* Ak —* By —*0

<5-2-2) ] J |

B« foas ks v smis <8

K7
et le probléme consiste a compléter la ligne inférieure de (6.2.1) de

facon compatible avec celle de (6.2.2). Posons d"abord

Ho () L ye A
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-

C "est un sous-groupe Tini et plat de mA , extension de Ku par mT
Dautre part on voit immédiatement, comme T est de type multiplicatif,
que KL/S se prolonge en K <mT , Fini et plat sur S (on peut par
exemple supposer T déployé, et utiliser la dualité de Cartier et le
fait que U est connexe puisque S est normal). Nous sommes donc con-

duits a un diagramme

0

0 -k —exo
| | IL

0 —* T —»H —»K ——p0

m CyS

C=%T/K

0

et I"existence de l"extension cherchée (de KP par K() équivaut a
celle de la fleche pointillée (rendant le diagramme commutatif), sachant
que celle-ci existe déja sur U . Or coome S est normal de dimension\2,
un morphisme Hy — Cy se prolonge en H — C puisque les groupes en
question sont finis et plats. Ceci acheve de démontrer 1lexistence de
K, donc de K Jlorsque A est a fibres connexes.

6. Démonstration de 2.4 : cas général.

6.1. Commencons par démontrer 2.4 (i). Le raisonnement de 5.0 permet de
se placer dans la situation de (5.0.1). De plus I"adhérence de Ky dans
A est réunion de ﬁJ et de I"adhérence de Ky/S (1.3.0) donc nous
devons montrer que R§7g admet un prolongement fini et plat sur S .
Comme dans 5.2, soit m~l1 tel que m Ky=0 . Nous avons des diagrammes

0 A A E - x0
m m,
(6.1.1) J 1 J
0 —Kfn —» 2?2 —» 2 — *0
n f
O —%pAF — "y —>ifg —70
(6.1.2) |f ‘lc 1
t .
0 - i/g - -grs——--Ku/s - 0
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ou il s"agit de compléter la ligne inférieure de (6.1.1) de facon compa-
tible avec celle de (6.1.2). Ici le groupe Kfﬂ existe grace a 5.2, et
comme E est étale et fini sur S nous sommes dans une situation duale
de celle de 5.2 (plus exactement les diagrammes faisant intervenir les
conoyaux des inclusions verticales sont du type dual de (6.2.1) et
(5.2.2)). On peut donc conclure de la méme facon a l"existence d"une
suite exacte

m T

0 ~NK —KK——»K —=—=» 0

complétant (6.1.1), ce qui démontre 2.4 ().

6.2. Les parties (i1) et (ii1) de 2.4 sont alors démontrées gréace au
lemme 2.4.1. Il reste a montrer (iv) et (Vv), et nous pouvons pour cela
(sauf pour la derniéere assertion de (iv)) nous placer dans la situation
de (v). L'égalité K!i = K([b résulte alors de la construction de K"
(5.1). Considérons maintenant la forme alternée composée :

L

kKR xkH —wk@Bxk =« M A &

m,S

Comme 1"ensemble des points de S ou elle ne corncide pas avec eb
est un ouvert, nous pouvons appliquer le raisonnement de 5.1 et nous
ramener a la dimension 1, ce qui démontre 2.4 (v), ainsi que ITinclusion
Kgﬂc;(kW)L et I"énoncé de non-dégénérescence sur Kab dans (iv)
(puisque L est non dégénéré). Enfin les autres assertions de (iv) en
résultent d"apres 4.3.

7. Application a la variété duale.

7.1. Théoreme. Soit S un schéma integre localement noethérien normal
de point générique 'h . Soit A un S-schéma en groupes semi-stable
dont la fibre générique AN est une variété abélienne. Alors :

(1) Il existe un unique S-schéma en groupes semi-stable a fibres
connexes, noté At,c>, prolongeant la variété duale Aa de A% , et une
unique biextension P de (At(°A) par G, g prolongeant la biextension

M A VAN /\
de Poincaré P% sur A“XAh

(i) Soit L° wun G -torseur cubﬁgte sur A° , dont la restriction
N N N N i

i a AN est non degénorée. Notons A le plus petit sous-groupe

ouvert de A _contenant le groupe lﬂ?(l? de 2.4. Alors ¢e |n£$phimne

QL 2A A~ se prolonge en un Unique morphisme ® - : AL - - Ato/
RN N Cno9
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r T
et I'on a Ker(<PL g) = Kgd™). De plus si 1A est un C/-torseur

cubiste sur AL’ prolongeant L” , ON a un isomorphisme canonique de
biextensions sur A[‘]’;IXA’[?LJ‘ :

[11 X # )
&1y $o0C112 A « s A Ay P Py A ¢ pia?
prolongeant 1lisomorphisme habituel sur A XA , et lI"extension centrale

de KQ(LH) = Ker(<gp\/9) par Gm Q déduite de cet isomorphisme par

1.4.1, corncide avec l"extension Q(LEH]) de 2.4 (uin).

Démontrons (i). L"assertion d"unicité pour Ax’g est bien connue
en codimension 1 sur S , et en codimension \ 2 elle en résulte par
[RI], IX.1.4. L existence et I unicité de P résultent de 11,3.6.

Pour I"existence de Atc nous pouvons supposer S local. 11
existe alors sur A° un Gm—torseur L° comme dans (11) (par exemple
ample relativement a S , cf. (RRIU)* 1l suffit alors de montrer que le
faisceau quotient AO0/Kg(L™)nA° est un schéma, puisque A" sT"identifie
a A;YK(L?P- Plus généralement :

7.1.2. Lemme. Soient S un schéma localement noethérien, A un

S-schéma en groupes semi-stable. K un sous-schéma en groupes fermé de
A , plat et quasi-fini sur S . On suppose vérifiée 1"une des deux hypo-
théses suivantes :

(i) localement pour la topologie étale sur S , A est quasi-
proiectif.

(ii) K est étale sur S .

Alors le faisceau quotient A/K est un S-schéma en groupes
(évidemment semi-stable).

Démonstration : montrons d"abdord que A/K est un espace algébrique sur
S (cf. [k])- C"est clair dans le cas (ii) ; dans le cas (i) la gquestion
est locale sur S pour la topologie étale, donc nous pouvons supposer
que A est quasi-projectif sur S et que K se dévisse en

0 rKFf-—>K —*E _— =0

ou Kf est fini et plat et E étale sur S . D"aprés SGA 3, V.4.1 et
I "hypothése de quasi-projectivité, le quotient A" = A/Kf est un schéma.
donc A/K = A"/E est bien un espace algébrique.

Pour voir que A/K est un schéma, il suffit de remarquer que (loca-
lement sur S) il existe N )/1 tel que KCN ; 1l existe donc un mor-
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phisme quasi-fini i :A/K — A , et I"on applique [K], 11.6.16 (un
espace algébrique quasi-fini et séparé sur un schéma est un schéma). =

(i1). Le quotient A[l]/ﬁs(Lﬂ) s"identifie a A°/Kg(Lq)r1A° puisque
A[i3 = Kg(LD)A° . Il s"identifie donc aussi a A”° d"apres la construc-
tion faite en (i) ; modulo cette identification, on définit €_,g comme
la projection naturelle A{i] — »;A{A}KgiL”‘)-

L "isomorphisme (7.1.1) résulte de 11,3.6. Enfin on a sur le torseur
L[11 restreint a Kg(LW) deux structures d-extension centrale qui
corncident au point générique de S , donc corncident sur S . m

8. Gonflement des modeles semi-stables.

8.1. Proposition. Soient S un schéma, A un S-schéma en groupes
semi-stable, J :H 6 H" un morphisme de S-schémas en groupes commuta-
tifs étales, séparés et quasi-finis sur S , qui est une immersion
ouverte, et @:h —*%A un morphisme fini de S-schémas en groupes.
Alors la somme amalgamée A" = AJﬁ%H' existe dans la catégorie des
S-schémas en groupes commutatifs ; de plus le morphisme naturel

H* — y A" est fTini, le morphisme naturel A —*A" est une Immersion
ouverte, et A" est un S-schéma en groupes semi-stable.

En effet considérons le morphisme

1 :H ——*AXg H
h =—>* (cp(h),-3(h)) -

Comme p”~o0A - H —*H" est une immersion, L est une iImmersion.

Comme pr~oA :H —%A est fini et H" séparé, 5 est Fini
(EGA 11, 6.1.5).

Donc A est une immersion fermée, et conome H est plat sur S ,
le quotient

A" = Coker()

est un schéma en groupes semi-stable (cas (ii) de 7.1.2) et il est
immédiat que c"est la somme amalgamée cherchée. Pour voir que le mor-
phisme naturel A % A" est une immersion ouverte il suffit de remarquer
que le dicigramme
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1dX;

(a,h) AXgH AXgH?
J | n (projection naturelle)
a~P(h) A —— > A"

est cartésien, les deux fléches verticales étant des épimorphismes de
méme noyau. Comme ii est fidelement plat et que 1IdxjJ est une Immersion
ouverte, u est une iImmersion ouverte.

On montre de méme que Vv :H" — >A" est fini, grace au diagramme
cartésien

(h,h?)  HxgH* o¥dErAxgH>

| J

JGO)*h* H ——* A C

8.2. Corollaire. Soient S un schéma noethérien excellent intégre, A
un S-schéma en groupes semi-stable, N un entier Y1 . Il existe alors

un morphisme fini suriectift i :Sl — >SS , avec 8{‘ integre normal, et
un S’i—schéma en groupes semi-stable A’i ., contenant A% :AXgS}

comme sous-groupe ouvert et avant méme fibre générique gue lui, et tel
que le noyau de la multiplication par N dans A" soit fini.

Désignons en effet par F 1le corps des fonctions de S et par F
une cloéture algébrique de F . Soit F» une extension finie de F con-
tenue dans F , telle que les points dordre N de A(F) soient
rationnels sur Fﬁ , et prenons pour S™ le normalisé de S dans F ,
qui est fini sur S puisque S est excellent. Notons G le groupe
fini iﬂAfTFi). Pour tout a~G , considérons l1"adhérence {a} de a
dans Aﬁ , munie de sa structure de sous-schéma réduit. Comme {a} est
contenu dans QA& il est quasi-fini sur S ; comme a est rationnel
sur F& , le morphisme naturel (@) - > 8& est birationnel donc est une
immersion ouverte d"apres le "Main theorem" de Zariski (puisque Sﬁ est

normal). Considérons le schéma somme

H= JL i)
a€c

c"est de facon naturelle un S-schéma en groupes puisque la loi de
groupe de AN i1nduit des morphismes

{a}Xg{b) — > 1atb) (a,b€6)

qui sont d"ailleurs des immersions ouvertes.
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On a par ailleurs une Immersion ouverte
J :H-—H =06__.= 1L S1
$1 ac 1
de H dans le S?—groupe constant H~”, et un morphisme naturel

induit par les inclusions {a) c— "A" , et ¥ est Ffini puisque ces
dernieres sont des immersions fermées. Nous pouvons donc appliquer 8.1
et poser

Ar W M HYJ
c’est bien un S”-schéma en groupes semi-stable contenant AN comme

sous-groupe ouvert ; A~ et A™ ont méme Tfibre générique car H et H~’

ont tous deux pour fibre générique G, . Enfin, comme A~ est semi-
F1 1
stable, le groupe pF¥W* est plat sur S donc son espace sous-jacent est

I*adhérence dans A" de la fibre générique (i™p :'“¢1 " Cc "es”™ donc
aussi I"image dans A] du groupe constant H", qui est fini sur S . Il
en résulte que G D est fini sur S ce qui acheve la démonstration.B

8.2.1. Compléments. Supposons que S soit normal, que N soit inversible
sur S et (pour fixer les i1dées) que Ap soit une variété abélienne de
dimension g sur F . Le morphisme 1ii consiste a rendre rationnels les
points d"ordre N de Aj; ; si U désigne un ouvert de S tel que AN
soit un U-schéma abélien, on peut supposer de plus, dans 8.2, que :

a) M est étale au-dessus de U .
b) n est modérément ramifié en codimension 1 sur S .
c) i est galoisien, de groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe

de GL%&(Z/NZ).
En effet a) et ¢ resultent du fait que (), est isomorPhe” loca-
lement pour la topologie étale sur U , & (@IMN2)2g . Montrons b) . Soit

X un point de codimension 1 de S et soit 1§p)c GaI(FS/F) le groupe

d ’inertie sauvage correspondant, ou p est la caractéristique résiduelle
de x . 1l s"agit de montrer que, pour tout nombre premier E”™p , IfP)
opere trivialement sur le module de Tate Tg(Ap )- Comme GL(T™(Ap ))

est un groupe de Lie €-adique et que I§ ) edt un pro—p—g;one,S
Iaction en question se factorise par un quotiént fini de I%' ; comme
A a réduction semi-stable au point Xx , cette action est unipotente
(SGA 7, 1X.3.5) donc triviale.



104

CHAPITRE V

Représentat .long des groupes théta

Sommaire.

0. Introduction.

1. Rappels et notations.

2. Représentations de poids 1 des groupes théta non dégénérés.

3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau.

0. Introduction.

Ce chapitre est entierement indépendant des précédents ; il vise a
établir des théorémes de structure pour les représentations de poids 1
des ''groupes théta non dégénérés' sur une base quelconque, a valeurs
dans un module non nécessairement localement libre. Le cas d"un groupe
lisse (qui est essentiellement celui des classiques 'groupes de
Heisenberg finis") est traité dans [M3] ; celui d"un groupe non nécessai-
rement lisse sur un corps algébriquement clos se trouve dans 1"appendice

de [Se] (d"apreés des notes de Mumford).

Au 82 on obtient 1"analogue du théoréme de structure habituel
(th. 2.4_.2) 1lorsque I"on admet lI"existence d"une représentation locale-
ment libre ayant le "bon rang" ; on montre ensuite qu“une telle représen-
tation existe aprés un changement de base Tfidéelement plat (et méme lisse,
cf. th. 2.7). Le 83 étudie les invariants d"une représentation de poids 1
sous un "sous-groupe de niveau™ (th. 3.2) et en particulier montre expli-
citement, Qlorsque le sous-groupe de niveau est "lagrangien'™, comment

reconstituer la représentation a partir de ses invariants (th. 3.4).

1. Rappels et notations.

1.0. Dans tout ce chapitre, S désigne un schéma. Si X est un S-schéma
affine sur S , on note A(X) la ©g-algébre quasi-cohérente associée,

de sorte que X = Spec A(X) .

Tous les (pré) Taisceaux considérés seront sur le petit site des
S-schémas plats sur S , avec la topologie fppf. En particulier un
6c-module quasi-cohérent M est identifié au faisceau T # *—r(T,MQ),

et un S-schéma plat sur S au TfTaisceau quil représente.
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On note QCg la catégorie des &g-modules quasi-cohérents.

1.1. Tous les S-schémas en groupes seront supposés dans ce chapitre
affines et plats sur S . Si G est un tel schéma en groupes, un
G-module (@ gauche) est par définition un ©g-modulle quasi-cohérent M ,
muni d*une représentation linéaire de G (au sens des failsceaux), 1i.e.
d"un morphisme de faisceaux en groupes

(@ ) p:G ? Autc _Mod (V)
S

ou, ce qui revient au méme (en considérant le point de G a valeurs
dans le S-schéma G correspondant a Idm) d"un automorphisme du

©G—module MG , Oou encore d"un homomorphisme de ©6—modules

(1.1.2) M ——A(G) ® M

vérifiant certaines relations. Lorsque I°on interpréete A(G)®M comme
le faisceau Hom(G,M) des "fonctions sur G a valeurs dans M", alors
I "homomorphisme (1.1.2) associe a m”~M la fonction g t » p(g)(M)
sur G .

1.2. Si M est un G-module, on note MG le sous-faisceau de M forme{

des G-invariants. Remarquons que MG est un &g-module quasi—cohgrent :
en effet, désignant par Mzar la restriction de M au petit site zaris-
kien de S , ceci revient a dire que la formation de (M|_|Zcuc)G commute au
changement de base plat, ce qui est immédiat car il peut se définir

comme le noyau d"un morphisme convenable

Moar ——>AC) @M,

(Cette propriété des invariants est la raison essentielle pour laquelle
nous nous limitons au petit site, lequel suffit a nos besoins puisque
nous ne considérons que des schémas en groupes plats).

1.3. Soit G wun S-schéma en groupes : le ©g-module A(G) = Hom(G,©Q)
est muni d"une structure naturelle de (GxG)-module, grace a la formule

(1.3.D [(y.yDfu(e) = f(y™""lgy) (F€a@)?y.y".9€g9).

Nous noterons A(G)+ (resp. A(G) ) [le G-module obtenu en res-
treignant l"action ci-dessus a {I) xG (resp. Gx{1}). Notons que
A(G)t est simplement la représentation reguliere (droite) de G .
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Si M€QC,5 nous noterons M%F'v le G-module M muni de lTaction
triviale de G . On vérifie alors sans difficulté le lemme suivant :

1.3.2. Lemme. Si M est un G-module, le morphisme (1.1.2)
M — » A(G) ® M= Lion(G ,M)

est un G-morphisme de M dans A(G)+C>MxF|¥ , et un i1somorphisme de
MAriv avec le sous-module

(A(G)_@M)E = Hom (G.M)

de AG)OM W

1.4. Si G est un S-schéma en groupes, on note IécAgG) 1"idéal de
la section unité. Si G est fini localement libre sur S , on note G
son dual de Cartier, de sorte que

A

G - B%% groupesfm,s»
A(G) = Hrxag, Moa(A(G),®s)
S

(41

A
et que A(G) est de facon naturelle un A(G)-module, qui n"est autre
que le module dualisant relatif de G sur S .

Le groupe G opére de facon naturelle sur le faisceau A(@) ; on
note

(1.4.2) Dg = A(G)Gca (6)

le sous—&gé>ﬂodﬂe des "mesures invariantes™ de G . Il possede les
propriétés suivantes (cf. [r3J, Appendice) :

(1.4.3) D, est un O,-module 1inversible et un idéal de ﬁ(@) > les
idéaux 1™ et DG de A(G) sont localement facteurs directs
dans A(G) ; leur formation commute a tout changement de base,
et chacun est 1"annulateur de l1l"autre.

(1.4.4) Le morphisme
AG) g Da —» A(G)
S

déduit de la structure de A(G)-module sur A(G) est un iso-
morphisme de A(G)-modules (on notera que le dualisant A(G)
est un A(G)-module 1nversible).
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(1.4.5) On dispose par dualité du Og~module inversible Dgl‘A(G) :
alors le morphisme

Be & Pg — 1 o5

induit par 1Taccouplement naturel entre A(G) et A(é), est une
dualité parfaite entre et D* (loc. cit., lemme 7).

2. Représentations de poids 1 des groupes théta non dégénérés.

2.0. On se donne dans ce 8 un S-schéma en groupes commutatif K , Fini
localement libre de rang d2 sur S , et un groupe théta Q au-dessus
de K , c"est-a-dire ([M2U, § 23) une extension centrale

(2.0.1) 1- %G, g — »R-2A-K— *1

de K par Gm/Q , que nous supposerons non dégénérée, c"est-a-dire que

I*accouplement alterné

(2.0.2) e :KXK ——~ G

ny ¥

défini par e(w (@, (gl)) = [9.9" ] = 99,0~1g™™"1 » est une dualité par-
faite . Notons que Q est affine et plat sur S puisque c"est un
Gﬁftorseur sur K .

hy

2.1. Si M est un G-module, la restriction a Gm g de I"action de Q
sur M fournit une décomposition naturelle

@.1.1) w=© wy
i€-s

ou |w(') est le plus grand sous-module de M sur lequel G, opére/par
le caractéere X # X1 .On dit que M est de poids i€z si M=M ')-

En particulier, IT"action de ( sur lui-méme par translations donne
une décomposition

(2.1.2) A = © A
I€ff

od  ACAQQ) est I'ensemble des fonctions f sur Q vérifiant
f(Xg) = X1f(g) pour XE£c~ et gf Q . Il est alors immédiat qu un
Q-module ™ est de poids 1 si et seulement si le morphisme (1.1.2)

M — >ACQQM

se factorise par AM(Q) 9m .
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2.2. Bien entendu la décomposition (2.1.2) ne dépend que du @m~torseur
sur K sous-jacent a (s de fagon précise si L est le @-module
inversible associé a ce torseur (de sorte que Q = Isom"K nod QL)) et

si p:K - >S désigne le morphisme structural, on a

2.2.1) a3 © = prLoh
ce qui montre que A”M(Q) est un A(K)-module inversible et un

®s-module localement libre de rang d?

Il est immédiat que I"action de QXQ sur A(Q) définie en 1.3
respecte la décomposition (2.1.2) ; nous noterons

(2.2.2) <13
/=\
le (QX Q)-module ainsi obtenu, ayant A  (Q) pour module sous-jacent,
et
(2.2.3) eV (resp. EAW)

(conformément a 1.3) le Q-module obtenu en restreignant a {I) X Q
(resp. Gz*{l)) I"action de QX @ sur E™ ; i1l est clair que Ef')
(resp. E_ ) est de poids 1 (resp. -1).

Nous nous intéresserons désormais surtout aux Q-modules de
poids 1 ; ils forment une catégorie abélienne, que nous noterons

REPE(Q)
Considérons d"abord le (Qx Q)-module EA$2 s

2.3. Lemme. E) est un  (6x 6)-module irréductible, au sens suivant :
tout sous-(Gx G)-module de EA3D est de la forme 1EAED | o0 1 est un

1déal de ©S .

La démonstration est identique a celle de [se], Th. A.4, reprise
dans [szl, VII, 5.2.3.1 :si Wce”™l? est invariant sous QxC , i1l est
en particulier invariant sous la diagonale Qc QxQ , d"ou I%on déduit
que si F€w et y€q ,w contient encore la fonction

gi- »F(y_lay) = [yDrglf(g)

Comme Q est non dégénéré, [ylﬁ,g] = e(ir(g) .wey)) parcourt I%en-
semble des caracteres de K [lorsque y parcourt Q ; appliguant ceci
au caractére universel de K (défini aprés le changement de base
R = *S), on en déduit facilement que W est un sous-A(K)-module de
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@) | donc de la forme JEAD o0 J est un idéal de &(K), car E@D
est un "*(K)-module inversible. Enfin comme W est invariant sous
QX {D , I"idéal J est invariant par translations donc provient d"un

idéal de (&g . B

2.4. Supposons maintenant donné un Q-module
Ve REPAL2(Q)
qui soit localement libre de rang d en tant que -module  (on
rappelle que rg K= d2).
Le morphisme (1.1.2) (pour M=V) donne naissance a un homomorphisme

(2.4.1) V@ Vv - %A00) = EXD
S
qui, a v@lvvE€vevv , associe la fonction ¢ ¥ » (gv,vv) sur Q

C*est manifestement un Qx Q-morphisme, lorsque I"on fait opérer Qx{l}
sur V par lTaction donnée de Q , et (il XQ sur Vv par lI"action
contragrédiente.

2.4.2. Théorenme.
() Le morphisme (2.4.1) est un isomorphisme.
(it) VvV est un Q-module irréductible (au sens de 2.3).

(tii) Si M est un Q-module de poids 1 quelconque, le
G-morphisme naturel

(2.4.2 .N) «n V@ Homg(V.Mtriv - *M
ve u F--*u(v)

est un isomorphisme.

(iv) St N est un " -module quasi-cohérent, le G-morphisme
naturel

(2.4.2.2) Pij TN -  Hotd (V,V® NAr*v)
X F» (vervex)

est un isomorphisme.
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2.4.3. Corollaire. Les foncteurs
Wk » Homg(V.M) > REFYQRM =» 06k
NI- v VeNERIY @ oqcp - v REPE(Q)

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l"une de l'autre.
C'est en effet une reformulation de 2.4.2 (iii) et (1v).

Démontrons 2.4.2 (i). Gréace a 2.3, nous savons que 1limage de
(2.4.7) esk de la forme 1EXD) | o0 ¢ &g est un idéal. Considérons

le composé
vovy -t @@ ° e

ou e est I"évaluation a I7origine de Q . Ce composé n"est autre que
la forme canonique Vv® vv ¥ » <v,w> donc est suriectif. Il en résulte
que 1=06g donc que (2.4.1) est surjectif/ d"ou notre assertion puisque
VeVv et E(1 sont de méme rang d'?‘

Pour établir (ii) considérons un sous-Q-module W de V : alors
W®Vv est un sous-(QX Q)-modulle de V® Vv = EM1”™, donc 1l existe un
idéal Icé&s tel que W® Vv = 1(VeVv) = (1V)®Vv d"ou W=1V, cqfd.

Notons ensuite que (iv) résulte de (iii) 7 il est en effet immédiat

que le diagramme
Id ®B

VON — — — N ve Home(v.ve NEFE)
“ve NEFIV
est commutatif : si donc «V® i est un isomorphisme, 1l en est de
meme de Id,® 0y , donc de P\ .

Pour montrer (iii), considérons le diagramme
Idv® (inclusion naturelle)

V® HonQ(V,M) C— T - V®Hom (v ,m;
S
!
oy y V® vv® |\
M |
v || @.4.1) iy

M e — L .(1 -1:2 ) ..... . > E(1)® M
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Je dis que ce diagramme est commutatif. D"abord, si ve€v , VWE€vv
et M, I"image de vOvv®m par la fleche (2.4.1) ® ldM est la
fonction g h-* (gv,vv)m sur @ a valeurs dans M . On en déduit que
si. vAV et u€Hom(V,M) (et en particulier si u€Hom™tV.M)) alors
y(v® u) est la fonction

g »» u(gv)

Partons maintenant de v~V et u€Hom*(V,M). Alors
«M(v@u)=u(v) 6m , et lorsqu“on applique le morphisme (1.1.2) a cet
elément de M on trouve la fonction

g F *gu(v) =u(gv)
puisque u est un Q-morphisme, d"ou la commutativité annoncée.
D*autre part, faisons opérer Q sur V@ Hom. (V,M) par l"action
triviale sur V et par (g,u) »-~*-gug‘1 sur  Hom? (v,m) ; 1l est alors

immédiat que y est un Q-morphisme a valeurs dans Efl)C>M ; 11 en
résulte que ., sTidentifie a la fleche induite par 7 sur les
Q-invariants, puisque Hom™(V,M) = Hom™ (V,M)* par définition, et quon

a déja vu (1.3.2) que M = (Ei@M)k'. C8ci achéve la démonstration
puisque y est un isomorphisme. =

2.5. Les résultats de 2.4 aménent a poser le probleme de 1"existence
(apres un changement de base “raisonnable™) d*une représentation locale-
ment libre de rang d . Commengons par indiquer la méthode "classique"
pour obtenir de telles représentations

2.5.1. Définition. Un sous-groupe de niveau de (Q est un sous-schéma en
groupes H<=Q , fini localement libre sur S et tel que HNE = {I}.
Un sous-groupe de niveau est dit lagrangien s"il est de rang d sur S.

Si H est un sous-groupe de niveau de Q , la projection

m:Q - >K induit un isomorphisme de H sur un sous-groupe H,; de K ;
en particulier H est commutatif et H, est isotrope pour la forme

e SKXK - » , donc le rang d* de H divise d , et l"orthogonal

lit de H,; (noyau du morphisme compose K K - "mH}) est fini loca-
lement libre de rang d%/d*. En particulier H est lagrangien si et
seulement si H, Hﬁ_; nous dirons dans ce cas que H, est un sous-
groupe lagrangien de K . On prendra garde qu'un sous-groupe lagrangien
n"a pas nécessairement de supplémentaire : on peut avoir par exemple
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K = (2/n22))qx 2 et H1 D @zsnz) X&in . Enfin il résulte de la démons-

n
tration de 2.5.4 ci-dessous que H est lagrangien si et seulement si,
pour tout changement de base S* - » S , le groupe Hg, est maximal
parmi les sous-groupes de niveau de Qg««

2.5.2. Proposition. Soit H<(Q un sous-groupe de niveau de rang d*, et
posons

V E (1))H E (1)){ IxH A H )

Alors V est un sous-Q-module de eAL) , localement libre de rang d?/d"
comme  module. En particulier si H est lagrangien, V est localement
libre de rang d

En effet, V est le faisceau des morphismes f:Q - » ®b vérifiant
f(hg) =f(@ et f(Ag =Xf(g) pour h€H ,g€Q et x€0m . Il s"iden-
tifie donc a lI"image directe sur S d"un certain faisceau inversible
sur K/H (a savoir le dual du faisceau inversible associé au
Gm-torseur H\Q sur 2K/H) d*ou la proposition puisque K/H est locale-
ment libre de rang d /d". m

Nous voyons donc que l'existence d"un sous-groupe de niveau
lagrangien implique celle d"une représentation de poids 1, localement
libre de rang d . Or

2.5.3. Proposition. Le foncteur
N T (Sch/S)® — > (Ens)

gui, a un S-schéma S*, associe l1l"ensemble des sous-groupes de niveau
lagrangiens de @ ,, est représentable par un S-schéma propre et sur-
jectif sur S .

Démonstration : on représente d"abord le foncteur N* des sous-groupes
lagrangiens de K par un fermé de la grassmannienne des quotients de
rang d de l"algebre &(K) de K . Sur le schéma obtenu (encore noté N°)
on a le sous-groupe universel H-<K, ; le faisceau des relevements de

i 1 -

H7 dans q,_ est alors un torseur (sur N" sous le groupe fini A
1

puisque Extl1(H1,6m)=0 . Ce torseur est le S-schéma propre cherché,

la surjectivité résultant du lemme ci-dessous

2.5.4. Lemme. Si S = Spec(k) ou k est un corps algébriquement clos,
le groupe Q admet un sous-groupe de niveau lagrangien.
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En effet, soit H€c|< un sous-groupe maximal parmi les sous-groupes

iIsotropes, et soit HX son orthogonal pour la forme e . Supposons

HJ_iHE et soit ZcH~7H~ un sous-groupe de rang premier. Soit HCQ
un sous-groupe de niveau relevant H1 (il en existe car
Extl(Hi,Gm)::O) et considérons le groupe thé&ta non dégénéré

0 = wiEoOM

au-dessus de H~A/HN - alors d apres [M2l, 8§ 23, lemme 1 (ou [Sz3, VII,
th. 2.3) I"image réciproque de Z dans Q est un groupe commutatif,

i.e. Z est isotrope dans H~N/H™ , ce qui contredit le choix de HAN .

On a donc H1 H& ,donc H1 et H sont de rang d puisque KAHE ﬂl_

La proposition 2.5.2 et le lemme 2.5.4 permettent de retrouver
(compte tenu de 2.4) le classique

2.5.5. Théorémee¢ On suppose que S = Spec(k) ou Kk est un corps algé-
briquement clos. Alors ({ admet une unique représentation irréductible
V de poids 1. On a dimQV::d , et toute représentation de poids 1 de Q
est somme directe de copies de V .=

2.5.6. Remarque. Si le corps k n"est plus supposé algébriquement clos,
il reste évidemment vrai que toute représentation de poids 1 de Q est
de rang multiple de d .

2.6. Il n"y a aucune raison pour que le schéma N de 2.5.3 soit plat
sur S ; jTignore méme si le morphisme N — S est un épimorphisme de
schémas. Revenant au probleme initial de 2.5, remarquons d"abord que si
V est un (J-module de poids 1, localement libre de rang d , alors V
est, en vertu de 2.4.2 (i), localement isomorphe a un facteur direct du
Q-module E‘}Q . Ceci nous conduit a poser, pour tout S-schéma S° :

(2.6.1) P(S") = {sous-Q-modules de (Egla}-, , localement facteurs
directs de rang d comme sous—Qg,—modules) .
Il est immédiat que P est représentable par un fermé d"une

grassmannienne convenable donc par un S-schéma propre ; de plus le
morphisme P — %S est suriectif grace a 2.5.3.

2*7. Théoreme. Le S-schéma P de (2.6.1) est propre et lisse sur S ,
et ses fibres géométriques jsomt des espaces projectifs de dimension d-1
(autrement dit» P est un '"S-schéma de Severi-Brauer™).
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Démonstration : supposons d"abord qu®il existe un Q-module V de

poids 1, localement libre de rang d . On a alors (2.4.2) VvQ®Vv 1 ,
et les sous-Q-modules de rang d de Efl) sont (d"aprés 2.4.3) de la
forme V®W ou Wc vv est inversible. Ceci établit un isomorphisme
entre P et le schéma P(W) des "droites™ de Vv , d"ou lI"assertion
sur les fibres géométriques. Pour voir que P est lisse sur S , nous
pouvons supposer S=Spec A avec A local. Soit 88 =Spec(A/1) ou 1
est un idéal de carré nul. Posons ﬁozﬁxg SO , et soit

Po «0— QAQ0)

p - . 0 d
une représentation de poids 1, ou V8: /1)

d

Posant V=A" , il s"agit de montrer que p8 se reléve en

p:Q — »GL(V)
(nécessairement de poids 1).

Soit r un entier ) 1 et considérons la représentation

pd(:rr)) Qg —» GL(VP@r)

déduite de pQ, et supposons que pg“) se reléve en
p* :Q - GL(W)

ou W est libre de rang rd avec W ~Vr . Nous pouvons évidemment
supposer que W =v" (de facon compatAibIeA a la décomposition w8:’\y8*.”°'c
Pour tout g£ Q , p"(g) :Vr — >Vr est représenté par une matrice
@L™*@) @1 , J4r) a coefficients dans Erid(V). De plus

p' (o)) :PD(g) (nod 1) et p”(g) est a coefficients dans | si i” j .
Pour g et g" €q , la relation p,(gg")=p,@p (@) implique en
particulier ('produit par blocs™) :

r ) ,
Pitiegr) =) Lpllicpllan = pti@pticn

=i
puisque, pour i/l pll et pll sont a coefficients dans | , et que
12: O . Donc p11 :Q — »GL(V) est une représentation de Q relevant
f>0 1

Il(djsuf-fit maintenant de remarquer que Vg = Vo® VO > Eép‘ , donc

que p° se prolonge en la représentation naturelle de Q sur E'(l),

et d"appliquer le calcul ci-dessus avec r=d .=
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3« Représentat ions do poids 1 et sous-groupes de niveau.

3.0. On se donne S et Q comme en 2.0, et 1"on fixe de plus un sous-
groupe de niveau HI!-Q ; on note H1 I"image de H dans K , et

Hiﬁ IIJ son orthogonal ; on pose de plus

Q" T (H)i()

Q Q"/H = H\Q" ;

il est immédiat que Q est le centralisateur de H dans Q , que
i

c"est un sous-groupe invariant de Q , et que Q est un groupe théta

non dégénéré au-dessus de

K = H~/H1
Si H est lagrangien, on a simplement 5::Gm/8
3.1. Soit M un Q-module : le sous-6g-module MH des H-invariants

est de facon naturelle un Q-module, qui est de poids i1 dés que M

est un Q-module de poids 1 . On obtient ainsi un foncteur

REP1(Q) — * REP1(Q)

(3.1.1)
M i~ o

3.2. Théoréme.
(i) Le foncteur (3.1.1) est une équivalence de catégories.

(if) Soit M un Q-modulke de poids 1, et soit P un ©6—module
guasi-cohérent, muni des actions triviales de Q et Q . Alors le mor-

phisme naturel de Q-modules
M p —> (M® p)ﬁ

est un isomorphisme. En particulier le foncteur (3.1.1) commute a tout

changement de base.

Démonstration : par descente fidélement plate appliquée au S-schéma P
de (2.6.1) (grace au théoréme 2.7) on peut supposer que Q admet une
représentation de poids 1, localement libre de rang d , que nous note-
rons V ; on sait alors (2.4.3) que tout Q-module de poids 1 est de

v - . .
la forme V’\P’tr pour un unique P quasi-cohérent sur S .

Commencons par montrer (ii) : d"aprés ce qui précede il suffit de

le faire pour M=V ; considérons donc le morphisme
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(3.2.1) VAP - * (VOP)H ;

tensorisant par Vv (muni des actions triviales de Q et Q) on obtient

(3.2.2) viow P o p' w

mais comme Vv est localement libre 1l est clair que (3.2.2) s"identi-
fie a
(3.2.3) O w)'»p vov’ p)!

Or le théoreme 2.4.2 affirme que le Q-module V@V (pour les
actioms de (Q envisagées ici) est isomorphe a Efl) . Nous sommes donc
ramenés a prouver que

(3.2.4) Oy p @ ®o pyf
est un isomorphisme ; or il est immédiat que les deux membres s*identi-
fient a
Hom Q/H,P) ,
m, S
la notation Hom, désignant les morphismes de faisceaux qui sont

m* S
"de poids 1", i1.e. compatibles aux actions naturelles de @m g *

Il reste a établir (i). Notons d* le rang de H , et montrons
d*abord que le Q-module V*1 est localement libre de rang d/d" comme
Os-module (on pourra donc lui appliquer 2.4.2 puisque K est de rang

d2/d'2). Il suffit pour cela de voir que le ©,-module
VHOVV = (V<S»W)H = (EMLMH

est localement libre de rang d '/d" ; la démonstration est entiérement
analogue a celle de la proposition 2.5.2.

Ceci etant, l"assertion (i) résulte de la considération du diagramme
de foncteurs suivant

p 0C0O p

/ Ay (BX \

VOP  REPL1(Q) 4> REPL1(Q) V™P
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L*assertion (ii), déja prouvée, montre que ce diagramme est commu-
tatif (@ isomorphisme pres) ; le foncteur (A) est une équivalence gréace
a 2.4.3, et il en est de méme de (B) d"aprés ce qui vient d"étre dit. =

3.2.5. Remarque. Il résulte du théoreme ci-dessus que pour tout

M€ REP' (@), le Q-module M est induit par M' lorsgue I%on considére
celui-ci comme un Q"-module gréace a l1"isomorphisme Q = Q"/H : en
effet si M1 est un Q-module (que 1%on peut supposer de poids 1), on

Hom(Q (MIJ-EL, !’i\) = Homv;9 (M|:|,MJ§( = HomQ(MI’ll_',M)l‘_y = Hom@M,!’\

3.3. Dans le cas ou Q admet une représentation V , localement libre
de rang d , la démonstration de 3.2 donne un quasi-inverse du foncteur

M ¥+ » MH : c"est le foncteur

(3.3.1) rRepl@ ——» REPL @
N i—»V® ﬁ_o_mon(\ﬁi LY

Nous allons 1"expliciter un peu plus dans le cas particulier ou H
est un sous-groupe de niveau lagrangien et ou

v= P (f 2.5.2).

Dans ce cas, on a Q:CLHIW et Vﬂ_ est un ©y—module inver§§p[g-
comme on I"a vu dans la démonstration de 3.2 (puisque d° =d , avec les
notations de loc. cit.). On obtient donc, comme quasi-inverse de
M L—*iﬁi, le foncteur

(3.3.2) QCg——» REPL(Q)
N o ve(yylen .
Il s"agit donc de calculer VL -

3.3.3. Lemme. VE est canoniquement isomorphe au faisceau DH des

mesures invariantes sur H (1.4).

Démonstration : V« est par définition l"ensemble des TMA(Q) Vvéri-
fiant, pour h€H , g€Q et A€Gﬁ:

@ fho)
® f(A)
© f@)

@@ , i.e. FE€Hom(H\Q.65) = A(H\Q)

AF(Q ., i.G. FE€Home (H\Q,6 ) = AKM\Q) =V
m
@ -
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Nous allons construire un morphisme

£ : Dh —>» A&B(H\Q) =V

et montrer ensuite qu"il iInduit un isomorphisme de DH sur V.

Localement sur S , il existe une section
a : H\K —» H\Q

du Gm—torseur H\Q sur H\K : en effet si S est local, H\K est
semi-local donc Pic(H\K) est nul. Nous pouvons de plus supposer que a

respecte les sections unités de H\K et H\Q , i.e. que

(3.3.3.1) a(eHQK) = en\Q ~’

Une fTois choisie une telle section, on obtient un isomorphisme de
A(H\K)-modules

(3.3.3.2) @ 1 ACH\K) v=nth o

en associant a la fonction f sur H\K 1la fonction ~7g-CF) sur H\Q
telle que pour AiZGm et k€h\K , on ait

FF(P) Xor(k)) = XF W

puisque tout g~HVQ s"écrit de Tacon unique g = Xcr(k).

Bien entendu dy dépend du choix de a ; mais si I"on change a
en asy (@OU a H\K —=n G% vérifie “(©HQ3Q =1 a cause de (3.3.3. D),
on obtient immédiatement la formule

Faly(PACrk)) = «(k)ZJ_[ AF(k)

drou @, (M-, (MEer(0) = X(» (kY I-DFC)

Comme la fTonction Kk # »—»(k)_a—l est dans 1"i1déal LH\K ' nous
voyons que la restriction de R a 1"idéal annulateur de AQQ& ne
dépend pas de a . Comme d"autre part H\K est isomorphe a H grace a

la forme commutateur e de Q , cet annulateur sT"identifie a

Ay ElHY = By 2 4 3)

En bref nous obtenons gréace a Aq un isomorphisme (globalement

défini sur S) de Da_ sur un sous—©§~module de V qui n"est autre que
1 "annulateur, dans le A(H\K)-module V , de I"ideal IFR& , huisque

fh est un isomorphisme de A(H\K)-modules . En particulier ce soun—31>
module est inversible et localement facteur direct, et puisque nous

H _ _ _ _ . _
savons que V est inversible il suffit, pour achever la démonstration,
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de montrer que
Anng (b K © W

Soit donc T€V , annulée par *H\K : nous pouvons considérer f
comme une fonction sur @ vérifiant les conditions (@ et (b) énoncées
au déebut de la démonstration. Il reste a vérifier la condition (¢) ; or

si g€Q et h€n , on a

f(@h) = T([g,hlhg)

[g.h]1f(hg) (condition (b))
[g»h1F(Q) (condition (@)).-

Mais pour h Tfixé, la fonction g # » [g,hl provient d“un carac-
tére Xh de H\K (via la projection Q — » HN\Q — a1 H\K) ; en particu-

lier 1-Xh est dans IH\K donc F = Xhf puisque F annule IH\\K/

f@@h) = [g.h1f(@ = (@

ce qui établit la condition (¢) et acheve la démonstration. =

Nous pouvons résumer comme suit les résultats de 3.3 :

3.4. Théoréme. Soit H un sous-groupe de niveau lagrangien de Q :
alors pour tout m €reP*(Q), on a un isomorphisme canonigue

M = AKX\ @ DF L e 1Rl

de G-modules, I"action de Q sur A’(’QH\Q) étant déduite des trans-
Jations édroite sur H\Q, et 1"action sur dhi et MH étant triviale.
3.5. Compléments. Lorsque H n"est plus supposé lagrangien, on peut
montrer gue le foncteur (3.1.1) admet pour guasi-inverse le foncteur

(3.5.1) REP1(Q) —-* REP1(Q)
N Sgsic(H\Q,N) @ Dﬁl /

ici on fait opérer Q sur H\Q par translations a gauche, de sorte que
Hom™M(H\Q,N) a bien un sens ; ce dernier est alors muni de I"action de
Q déduite des translations a droite sur H\Q de sorte que le second
membre de (3.5.1) est bien un Q-module de poids 1 (avec action tri-
viale de Q sur D|:|1)

Pour voir que (3.5.1) est un quasi-inverse de (3.1.1) 1l suffit,
puisque (3.1.1) est une équivalence, de construire, pour tout
MAREPATQ), un isomorphisme canonique
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(3.5.2) CM : M®DR ™ Hom™(H\Q,MHy .

Introduisons d"abord une notation commode. Si G est un S-schéma

en groupes commutatif fini localement libre et P un ®g-module quasi-

cohérent, 1"accouplement naturel

A(G) ® A(G) — *Os

Induit par tensorisation un morphisme

P® A(G) ® A(G) ——»P

ou encore un morphisme
(3.5.3) Hom(G,P)® A(G) ——» P .

nous pouvons considérer les sections

Conformément a 1"usage de [R3],
; dans ces conditions, 1 "homomorphisme

de A(@) comme des mesures sur G
(3.5.3) sera noté

(3.5.4) fOH — %g f(Q)n (F € Hom(G.P) YR €A®G) ) -
g

Nous pouvons alors définir le morphisme
et si w€%lextwmrmgweimmﬁmWesm'H

annoncé : si m£EM
, on considere la fonction

@;J ——aM

il est alors Iimmédiat que @ est H-invariante a gauche et que
@ 6MH pour tout g£ Q , donc @€ HomdrXQ,!) , et 1l est non moins
clair que @ :h\Q —->>MH est un Q-morphisme, qui est par définition

M (mBI1). Nous nTinfligerons pas au lecteur les calculs sinistres mon-
trant que Gm est un isomorphisme, et nous n"utiliserons pas ce résultat

dans la suite.
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CHAPITRE VI

L"1mage directe

Sommaire.
Introduction.
QL) et la descente.

Faisceaux amples : cas ou la base est un trait.

0.

1.

2.

3. Généralisation a une base normale quelconque.

4. Application : un théoreme de négativité de I"image directe.
5.

Caractéristique 2 : la variante de Mori.

0. Introduction.

Etant donnés un schéma S , supposé normal irréductible pour simpli-
fier, un S-schéma en groupes semi-stable A —a S qui est générique-
ment un schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste L sur A ,
ample relativement a S , on slintéresse dans ce chapitre aux propriétés
de 1limage directe T#. .

L*action du groupe Q() (construit au chapitre IV) sur THA
s"avere un outil aussi efficace que dans la théorie classique [M3l :
c"est ainsi que I"on obtient sans difficultés les énoncés habituels sur
la descente par isogénie de L et de ses sections (8l).

Pour une étude plus fine on est conduit (comme aux chapitres Il et
IV) a traiter d"abord le cas ou S est un trait (8) : dans ce cas T L
est automatiquement libre de rang fini, et est, lorsque K(L) est fini
sur S , un Q(L)-module irréductible au sens du chapitre V. On en
déduit un résultat qui sera essentiel dans toute la suite, le théoreme
2.4 “d"invariance par gonflement” lorsque L est symétrique et K(LSZ)
fini sur S .

Lorsque dim S )2 on ne dispose de résultats intéressants (83) que
lorsque L est symétrique ? on procede en quelque sorte en sens inverse
du 8, en étendant d"abord (3.4) le théoreme 2.4 déja cité, puis en
montrant que, sous les mémes hypothéses, T*L est localement libre
(3.5 ; I"énoncé est méme plus précis) et que sa formation commute a tout
changement de base '‘raisonnable”™ (3.5.3). La démonstration, un peu déli-
cate, occupe la majeure partie du 83 ; elle fait un usage essentiel des
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résultats du chapitre V, et s"inspire en partie (notamment le lemme
3.6.5) de résultats de Mumford.

Enfin le "théoréme de négativité” du 84 donne un avant-golt des
techniques des chapitres suivants, reposant sur 1°idée d"évaluer les
sections aux points dTordre fini.

1. GO et la descente.

1.0. Dans tout ce 8 on se donne :
- un schéma localement noethérien S

- deux S-schémas en groupes A »s et B ®>s , lisses, commu-
tatifs, séparés et de type fini sur S

- un morphisme suriectif (donc plat, grace a EGA IV, 11.3.10)
X A ——®B de S-schémas en groupes ; on note H = Ker X .

On fait de plus sur A et B [I"hypothese suivante :

(1.0.1)" il existe un sous-schéma ouvert UCS , schématiquement dense
dans S , tel que les schémas induits AM et BM soient des
U-schémas abéliens.

Au-dessus de l1"ouvert U , on dispose alors du sous-groupe fermé

Ku - KdupCAu

et de l"extension centrale QM = Q(LM) de Ky par Gm Y - laquelle
"opere” naturellement sur le torseur Ly ; ces données sont équivalentes

a celle d"une trivialisation naturelle de la biextension ¢A(L¥p res-
treinte a KyXAy, {d, 8 et 4.
Dans ces conditions on suppose de plus donnés :

- un sous-schéma en groupes fermé K de A , prolongeant Ky

- une trivialisation de la biextension Ag““lk%g * Prolongeant la

trivialisation naturelle de ™N(Yy)" sur KUXAU 7 ou encore® en
d"autres termes, une extension centrale

1 »G ¢ — *Q-—»K -=%0

m, S

prolongeant Q, - et munie de plus d"une action sur L prolongeant
I"action de Qy sur Ly , le Gm~torseur sur K sous-jacent a Q
s"identifiant alors naturellement a la restriction a K du torseur L .
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1.1. Remarque. Les données K et Q ci-dessus existent en particulier
dans chacun des cas suivants :

D U=S , i.e. A est un S-schéma abélien (O
2) S est régulier de dimension 1 (IV, 83)

3 S est normal aux points de S-U , A est semi-stable sur S ,
et le faisceau L™ sur le schéma abélien est non dégénéré (1V,
2.4) : dans ce cas on peut méme supposer K plat et guasi-fini sur S .

1.2. Proposition (descente de torseurs cubistes). Sous les conditions de
1.0, 1l v a éguivalence entre :

(O) la catégorie des couples (Mo/) ou M est un C -torseur
cubiste sur B et a:\ M L un isomorphisme cubiste

(i1) comme (1), en supprimant deux fois '‘cubiste™

(iii) la catégorie (discrete) des morphismes 3 :H — @@ de
S-schémas en groupes, rendant commutatif le diagramme

H=Ker X

1
Q A

En particulier, pour que L se descende a B , il faut et il
suffit que H soit un sous-groupe de K , et que 1llextension centrale
induite sur H par Q soit triviale.

Démonstration : comme les trois catégories en question sont des
groupordes rigides, les équivalences se réduisent simplement a des
bijections entre classes d "isomorphisme d"objets.

Montrons d"abord 1"équivalence entre (i) et (ii). Si M est un
Gm~torseur sur B et a X M L un isomorphisme, 11l s"agit de
trouver sur M une structure cubiste descendant celle de L . Or on a
déja sur M une rigidification déduite de celle de L , grace a 1"iso-
morphisme « . On en déduit, au-dessus de U (puisque By est un
schéma abélien) une unique structure cubiste sur My compatible a cette
rigidification, donc aussg a la structure cubiste de LU -Soit . la
section de ~(L) sur A définissant la structure cubiste de L : sa
restriction Ty a U est compatible avec la donnée de descente sur
&3(L)y (relativement a Xx\xX :-A3 — 1 B3) déduite de ($3(M),&3(@) ),
puisque nous venons de voir que T, provient d"une structure cubiste
sur My . Comme A§ est sché’matiquement dense dans A3 . est elle-

méme compatible & la donnée de descente en question, d"ou par descente
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fidelement plate une trivialisation de S,(M) sur B3 , qui est auto-
matiguement une structure cubiste.

(O) (— » (iii) - partons de (M,0) comme dans (i). On en déduit sur
L une donnée de descente relativement a X , c“est-a-dire.une action de
H sur le S-schéma sous-jacent a L , compatible a I"action par trans-
lations sur A . Le S-schéma L est d autre part muni d"une section £
déduite de la rigidification. On en déduit un S-morphisme O (“'orbite
de e'), rendant commutatif le diagramme

1

L A

Au-dessus de U , 1l est bien connu ([M2], § 23 ou [Sz], exp- VII)
que HyCKy et que P :Hy — » (Ly)jK = Q(LM) est un morphisme de
U

groupes. Mais comme H est plat sur S , Hy est schématiquement dense
dans H donc H”K (car HNK est un fermé de H contenant H") et
P se factorise donc en H — » Q:L'k\ , qui est encore un morphisme de
groupes par densité.

Enfin, si I"on se donne 3 :H ——» @ comme dans (iii), l1Taction de
Q sur L donne par restriction une action de H sur L , c"est-a-dire
une donnée de descente relativement a X . B

1.3. Corollaire. On suppose de plus que H est fini sur S . Alors les
conditions suilvantes sont équivalentes :

(@) il existe S* - »S fini et Plat tel que le Gm—torseur Lg.
sur Ag,=AXgS" se descende a Bg, -

(i) H<™k , et H est isotrope pour la forme commutateur
el :KXK ——#G,  déduite de l%extension centrale G (en_d’autres termes

I"extension de H par € induite par Q est commutative).

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on peut dans (i) prendre
pour S* un torseur sous le dual de Cartier H de H .

Il est en effet Iimmédiat que (1) implique (ii) . Inversement, puisque
Extb} f(H’Gni/S-) = 0 (voir par exemple [Szl, VII, démonstration de 2.3

(1)), une extension commutative devient triviale apres changement de base
par un torseur sous H_om(H,Gm s) =0 . m
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1.4. Nous allons maintenant étudier les propriétés de 1"image directe

(1.4.1) a = i,

du faisceau _inversible associé au <,-torseur L (encore noté L par
abus d “écriture).

1.4.2. Lemme. S est un S,,-module cohérente

Démonstration (Raynaud) : d"abord S est quasi-cohérent d"apres EGA |,
6.7.1. D"autre part la question est locale sur S donc on peut supposer
S noethérien. Soit Jj :U « » S [I"inclusion naturelle ; d"autre part
pour tout n~1 , soit A *-71A le n-iéme voisinage_infinitesimal de
la section unité e :S ——-*A

Considérons alors le diagramme commutatif de &s-modules

L @y
© ©)
y .
FaO > TTicHre D

U

La fléche (@) est injective puisque L est localement libre et Ay
schématiquement dense dans A . D autre part, la famille des An y)n?
est schématiquement dense dans Ay (EGA IV, 11.10) puisque A" est
lisse a fibres connexes sur U , donc la fleche naturelle

Ty 1@y Cyla, 2

est injective. Comme (E-u—)*_'l_t est cohérent sur U (Ay est propre D
et que U est noethérien, il existe n)/1 tel que

Ty Ly - (ﬁ]Q.&ulAn’u;

soit injectif ; il en résulte que, pour n assez grand, (bl) est injectif
donc (b™)o(a) est injectif et il en est de méme de (b), d"ou le lemme
car, An etant fini sur S , f,(_(L|'—A ) est cohérent. =

n

1.4.3. Soit S° wun S-schéma. Pour tout y~Q(S"), I"action de Q sur
L donne un isomorphisme

*

(1.4.3.1) y:LS" TELs "

de faisceaux inversibles sur Ag, ,9 désignant 1"image de Yy par le
morphisme Q — *K e »A . Passant a I"image directe par
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1} o :AO_, — » S*, on obtient un isomorphisme composé
T*

(1-4.3.2) fg, Mg, ¥ fg.jT-lg,) " ~fg. g,

d"ou une action a gauche du groupe Q(S") sur le 0g,-module quasi-
cohérent fe’*l‘% - De plus I"action du sous-groupe Gm (S7)CQ(s") nfest
autre que I"action naturelle par homothéties.

En d"autres termes nous avons défini une action du faisceau Q
(sur S?FP’(;) sur le faisceau W(L) défini par

(1.4.3.3) S —-WWL) E") = r(S\fg ,#L§I) = HO (Ag I*é) .
1.4.4. Soit maintenant

QcQ

un sous-schéma en groupes de Q , plat sur S . Prenons S" =Q° dans
les considérations précédentes : on a un élément canonique de
Q(S™) = HontgiQ*/Q) défini par ITinclusion Q « * Q , d"ou un automor-
phisme
(1.4.4.1) p@Auts;g ~Mod LG ™«

Comme la formation de 1"image directe commute au changement de base
plat Q" — »S , on a

fQ" *LQ" =V

d"ou un automorphisme du ©q ,-module 6 § (qui est cohérent, grace a
1.4.2 ci-dessus), c"est-a-dire un morphisme de S-foncteurs

(1.4.4.2) Q" ——GL)Xs)

qui est évidemment un morphisme de groupes. Nous obtenons ainsi une
action de Q sur le & -module 3 , c"est-a-dire, de facon précise,
sur le foncteur W<2) défini par

(1-4.4.3) V@ E ) =rE ) -
Bien entendu le morphisme naturel
V(S)—»W(L)

est compatible aux actions de Q° sur les deux membres ; d"autre part,
pour étudier I*action de Q1 sur W(<S), on peut (comme au chap. V) se
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restreindre au "petit site fppf' de S .

Exemple. Replacons-nous dans la situation de la Prop. 1.2. Soient M un
faisceau inversible sur B , « :X*M L un isomorphisme et soit
P:H —»Q Ile relevement correspondant. Conme H est plat sur S ,
nous pouvons prendre pour Q le sous-groupe H o, image de P ; nous
obtenons ainsi une action de H sur 3 - SiI s est une section de 3
sur S (ou sur un ouvert de S , ou méme sur un S-schéma plat quel-
conque), une traduction fastidieuse débouche sur les équivalences :

s 5|7L4:’\ s™H°(A,L) est compatible a la donnée de descente (rela-
tivement a X) définie par P<—-/s provient d"une section de M sur B.

En résumé :

1.4.5. Proposition (descente de sections). Dans les conditions de 1.0,
soient M un ©O,-module 1inversible, a:X M " - L un .isomorphisme, et
3:H —*%Q Ile relevement correspondant (1.2) . Alors le morphisme naturel

g*M — =L =*

H

identifie g*M au sous-module 3 de 3 formé des invariants sous

I"action de H déduite de 3 .B

Une autre application importante de 1.4 s"obtient lorsqu®on suppose
que K (et donc Q) est plat sur S . On obtient alors une représentation
de poids 1 (V, 82) de I%extension centrale Q" dans le ©g-module cohé-
rent 3 . Si 1%on suppose de plus que K est fini sur S , le lemme
suivant va nous permettre dlappliquer les résultats du chapitre V

1.4.6. Lemme. On suppose que K est fini et plat sur S et que A est
semi-stable. Alors (@ est un groupe théta non dégénéré (v, 2.0).

En effet, 1 hypothése sur K entraine déja que Ly est un faisceau
inversible non dégénéré sur le schéma abélien Ay . Par ailleurs, la
forme commutateur de Q induit un morphisme de S-schémas Ffinis loca-
lement libres :

y :K —»K .

Il fat faut montrer queeis7 est un isomorphisme ; cela se voit sur les
fibres et nous pouvons donc remplacer S par un S-schéma S* tel que
le morphisme S — %S soit suriectif ; prenant pour S* le normalisé
de Srecj , nous sommés ainsi ramenés au cas ou S est normal, et notre
assertion résulte donc de IV, 2.4. B
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1.4.7. Proposition. On suppose K fini et plat sur S de rang d2 , et
A semi-stable. On se place dans la situation de 1.4.5 et I°on suppose
que HCK est fini localement libre de rang d (donc est lagrangien
(v, 2.5.1) pour la forme e sur K). Alors on a un isomorphisme cano-
nique de & -modules

L~ gme Ao e o+l

ou D, désigne Ie -module iInversible des mesures iInvariantes sur

H , 1.4 et A (E\Q) la représentation standard de poids 1 de Q
associée a H , définie en V, 2.5.2. (@Bien entendu, H est ici identifié
a un sous-groupe de Q grace au relevement 3 de 1.4.5).

Compte tenu du leirae précédent et de 1.4.5, cela résulte en effet
de V, 3.4 appliqué a la représentation L de Q .0

1.4.7.1. Remargue. La proposition ci-dessus ne présente un intérét que
lorsque f/~AL™NO , ce qui, puisque Ly est non dégénéré, signifie que

Ly est ample sur A™ relativement a U ; on sait de plus, dans ce cas,
que f*LU (resp. g#M)G) est localement libre de rang d (resp. 1) sur U.

1.4.8. Corollaire. Sous les hypotheses de 1.4.7, on suppose de plus que
LU est ample sur Ay relativement a U , et gue T*L est localement
libre sur S (il est alors nécessairement de rang d , et g*M est un
©,,-module inversible). Notons K" le S-schéma en groupes K/H , con-
sidéré comme sous-groupe de B=A/H , et Mk, la restriction a K" du
faisceau inversible M . Alors on a un isomorphisme naturel de ©3—modules
inversibles

Adea - (@@ 3 AdFeHe (k< ) T

ou Nk /% désigne la norme. De plus le ©,-module inversible NK./_S Kt
est d ordre fini dans Pic(S) : de facon précise, si m est un entier
annulant H , sa classe dans Pic(S) est annulée par 2m , et méme par
m siI m est impair.

Démonstration : la proposition précédente donne, en prenant les déter-
minants

(1.4.8.1) det £ ~ (g)EdeDF Twdet A0

Rappelons que le torseur Q sur K sTidentifie a la restriction a
K du G -torseur L° associé & L .Or le torseur M° associé a M
s"identifie au quotient de L° par I"action de H déduite de ITinclusion
O:H*=*Q . En particulier MK s"identifie canoniquement a H\Q , en
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tant que Gm—torseur sur K-".
Il en résulte que A)(J()al\Q) (faisceau des S-morphismes de H\Q
dans Gy Q) compatibles a lI"action de G ) s"identifie a g#AM;L.g donc :

(1.4.8.2) det AL\ = det(gW}) = det(g#aK ,)® NK , , M2

dlou en reportant dans (1.4.8.1)
(1.4.8.3) det fA = (giM) ®DH Cl® det(g*&K ,)® (NAAMA )_11 .

Comme H est un sous-groupe lagrangien de K pour la forme commu-
tateur de Q , on a par ailleurs un isomorphisme canonique

K *=K/H H
donc
pl“Bedet g#eK , - detiD™L® F&g)

ou f:H — *S désigne le morphisme structural. Enfin on sait (v, 1.4.4)
que F = (f#&JJ)EDjj , d"ou fFinalement

D|"d®det g#eK , = det F*CH

gui donne la formule cherchée, en reportant dans (1.4.8.3).

Enfin, pour établir la derniéere assertion, remarquons que MR, est
un torseur cubiste sur le groupe K=®, lequel est annulé par m puisqu™il
s"identifie a H . On peut donc lui appliquer (I, 5.7), ce qui acheve la
démonstration puisque ngi/g 5Pic(K") — *Pic(®) est un morphisme de
groupes. =

1.4.8.4. Remarque. L*adjectif "naturel” de 1.4.8 signifie que 1°isomor-
phisme en question est fonctoriel pour les i1somorphismes de falsceaux
inversibles cubistes, et possede de plus la propriété suivante : soit

il -S" ——*%S un morphisme de schémas (avec S° Ilocalement noethérien)
tel que 1w ™MU) soit schématiquement dense dans S° (si lTouvert

U<=S de (1.0.1) est choisi maximal), et tel que la formation de I1"image
directe T#. commute au changement de base ii ; alors 1T"isomorphisme de

1.4.8 est compatible au changement de base i .
2. Faisceaux amples : cas ou la base est un trait.

2.0. Soit A un anneau de valuation discrete,” de corps des fractions F
et de corps résiduel k .On note S = Spec A , £ = Spec F ,
{s} = Spec k .
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Soit A - »S un S-schéxna en groupes semi-stable dont la fibre
générique AN est une variété abélienne sur F , et soit L un faisceau
inversible cubiste sur A . On suppose de plus que Ly, est ample sur

AN . On dispose alors du sous-groupe fermé K(L)ca , plat .et quasi-fini
sur S (IV, 3.4) et du schéma en groupes QL) (v, 3.3.3), extension
centrale de K(L) par Gm, c , non dégénérée dés que K(L) est fini
sur S (v, 2.4).

2.1. Proposition. L est ample sur A .

Démonstration : lorsque la fibre fermée Aq de A est connexe, cela
résulte de [Ri!, théoréme VII1.2. Dans le cas général soit m un entier
annulant le groupe < = Agq/A° des composantes connexes de Aq . La mul-
tiplication par m induit un morphisme surjectif

[l A ——%A° |
2
Le groupe K(L®m ) = [MMIKIL) ) contient le noyau 9A de la

N i, 2 , ®m2
multiplication par m . 1l en résulte qu?®nI]§ sous-groupe mACK(L " )

est isotrope pour la forme commutateur e - 1l suffit en effet de le
vérifier sur la fibre générique, or si x et y€ 2A , on a
m
2 2

e (m,my) = M @Pxy) = 1

avec mx et my €A , et il suffit de remarquer que la multiplication

par m induit un épimorphisme 2 — » mATl .
m
Quitte a faire un changement de base fini S* ——» S , on peut donc
2
supposer que L provient d*un faisceau iInversible M sur A° , via

le morphisme [ml (nous ne sommes pas tout a Tait dans les conditions
de 1.3 puisque A est seulement quasi-fini ; cependant notre assertion

est vraie sur la fibre générique, d"ou un M, sur AN, d"ou un M sur
2
A° puisque A° est connexe, et I"'on a [M M >»Lm a cause de l"unici-

té du prolongement cubiste). La proposition en résulte car M est ample
2

sur A° (cas connexe) donc Lm est ample puisque [ml est quasi-fini.3

2.2. Proposition. Pour tout n )l , notons A" le plus petit sous-

groupe ouvert de A contenént K(L®n). Alors, pour tout n\2 , la

restriction de L\51 a A":‘n

sur Al

* est engendrée par ses sections globales
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Rappelons d"abord le '‘théoreme du carré”, résultant de I"existence
d"une structure cubiste sur L : le morphisme de S-foncteurs

A — EI£A/s

X — » classe de (TX*L)®L—1

est un morphisme de groupes.

En particulier, si y», ..., yn€a(S) vérifient y]+,*yn =0 -
alors

2.2.1) T L® .®T*L =L®n

yl yn
Démontrons alors la proposition (on s inspire du cas classique "es sché-
mas abéliens). 1l est clair qu il existe une section ca€H°(A™ ,L) qui
n"est pas identiquement nulle sur la fibre spéciale A™n : il suffit de
partir d"une section non nulle a™éeP AN, IN et de la multiplier par
un élément de F de valuation égale a

—infv @

c r ]

ou C parcourt I"ensemble des composantes de AL

Soit alors C une composante de Aﬁn] sur laquelle a?0 , et
soit X un point de C (que 1%on peut supposer rationnel sur k car
la proposition est "invariante par changement de base plat'). Il existe

alors (quitte encore a changer de base) n points yI Y, de A°(k)
Vérifiant Vyi+**,4yn = ® et cr(xxy) O, i1i=1,...,n _,0n peut méme
prolonger ces points en des sections y”~,...,y €A°(S) veérifiant

Y4t---ty, = 0 , et on a donc
[(T ON® (OT* CB...0(T* cHIX) ™ 0
vyl y2 yn

ce qui donne, d aprés (2.2.1) une section de L®n sur AN , hon nulle
au point x .

Donc L®n est sans point base sur la composante C . Mais comme le
groupe (@@L ) opere transitivement sur AN (par définition de A~ )
et opére sur HO(AIn‘J,Lsn) de maniére compatible aux translations, L n
est aussi sans point base sur A’Tn:I . u

2.3. Définition. On dit que L est totalement symétrique si., localement
pour la topologie fppf sur S , L est de la forme M® [-1I™" (M), pour un
faisceau inversible cubiste M sur A .

(On rappelle que S est un trait ; pour un cas plus général voir
3.2 ci-dessous).
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2.3.1. Remarques. Il revient au méme de dire qu™il existe S — >S
fini suriectift tel que Lg’ soit de la forme M® [-IJA (M) sur Aol.
s

Il suffit méme (au moins si S est excellent) que S° soit le spectre

d"une extension finie de F puisqu®alors, quitte a étendre encore le
corps de base, M se prolonge au-dessus du normalisé de S dans S-°.

Autre définition équivalente : il existe S* —>S quasi-fini et
dominant tel que Lb’ soit isomorphe & M®2 , avec M cubiste symétri-
que sur Ag,.

On vérifie aussi que tout ceci équivaut a la condition que L, soit
totalement symétrique sur A" au sens de [M3], 8.

Enfin, il résulte de 2.2 que si L est totalement symétrique, sa
restriction a I"ouvert AM/N "engendré™ par K(L) (notation de 2.2)
est engendrée par ses sections globales : on peut en effet supposer
(apres changement de base) que L est le carré d*un M ample sur A._,
et on applique 2.2 a M .

Le théoréme suivant est dd a Mumford (non publié) lorsque T*L est
de rang 1 et que 2 est inversible sur S :

2.4. Théoréme. Sous les hypothéses de 2.0, on suppose L symétrique et
K(L®2) fini sur S . Alors, avec les notations de 2.2 :

@ H@.LD = H AR
(0) He(A,LO2) H°(A1?~],|_8)%) i

2.4.1. Corollaire. On suppose L. totalement svmétrigue et K(L) Fini
sur S . Alors H°(A,L) = H°(A™,L) (nhotation de 2.2).

E2n effet, grace a un changement de base plat on peut supposer que
L = MO avec M symétrique ; le corollaire résulte alors de 2.4 (ii)
appliqué a M .

2.4.2. Lemme. Si L est svmétrigue il existe ct€h°(A,L), non identi-
quement nulle sur Aq , telle gue le diviseur div(or) sur A soit
symétrique (i.e. invariant par [-il).

En effet soit ¥P:L [-11”L  BTunique isomorphisme induisant
I"identité sur la section unité. Cet isomorphisme induit une involution
t de H°(,LD par la formule t(@d = 9" ([-13 a). 1l existe donc
CPrEH (ALY non nulle te .le que T@") = -a® ; il suffit dés lors de
multiplier a® par un élément convenable de F* pour obtenir un élément
a de H°CA,L), qui vérifie t0") =x<7.0
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2.4.3. Prouvons maintenant le théoréme. Notons d 1le rang de THA :
alors K() (resp. K(L®2)) ezst fini et plat de rang d2 (resp. 4gd2)
sur S , et QL) (resp. Q(L ) est un groupe théta non" dégénéré au-
dessus de K(L) (resp. K(L ))- Considérons d"abord I"inclusion naturelle

(2.4.3.1) Hea,Le2) ~  He (ARl Ls2)y .

Les deux membres sont des A- modules Ilbres de rang 2gd , munis
tous deux d*une action de poids 1 de Q(L ) et donc irréductibles pour
ces actions (V, 2.4.2). L image de (2.4.3.1) est donc de la forme
I .He(A™N27,LN2) ou | est un idéal de A . Pour établir (ii) il suffit
donc de montrer que le morphisme déduit de (2.4.3.1) par tensorisation
par k est non nul, |e gu“1l existe une section a6H°(A,L®2) dont
la restriction a A’!’r n"est pas _identiguement nulle.

Or soit <M€H°(A,L) comme dans le lemme 2.4.2 et soit xq €Aq
tel que a”~x )™ 0 . Comme div(ai) est symétrique on a aussi
al(xgq) 0 .SiI x€a(S est une section de A passant par xq , il
suffit de prendre

o = T)écr ®T* 1)

qui est bien une section de TXL® meL =L ,et qui est non nulle a
I")rig_igc_a de AO par construction. Ceci démontre (ii).

Enfin, (@) est une conséquence facile de (ii) : si @€ H°(A’[2] L),
nous pouvons considérer a comme une section meromorphe de L sur A .
L*assertion (ii) montre que O n"a pas de poles sur A, donc «a
n*a pas de péles sur A , cqgfd. B

On peut méme préciser les choses de la maniere suivante :

2.5. Pr&aosition- On suppose L svmétrigue (resp. totalement svmétrigue)
et K(L ) (resp. K(L)) fFini sur S . Soit X un sous-schéma non vide
de A2 (regp. A ), fini et plat sur S et invariant par K(L®2)
(resp. K(L)) (par exemple, on peut prendre X = K(L 2) resp. K(L)).
Alors le morphisme de restriction

(2.5.1) Ho(A,L) ——»H°(X,LIX)

est scindé, i1.e. fait de H°(A,L) un facteur direct de H°(X,L|™M).-

(En d*autres termes : :oute section de L qui s"annule sur la
fibre fermée X6 = XA AO du X , s"annule sur AO).
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Démontrons d"abord le cas totalement symétrique. Grace a 2.4.1 on
peut remplacer A par AMN1"™ _ Le morphisme (2.5.1) est Q) - équiva-
riant et H°(A,L) est un (A()-module 1irréductible donc il suffit de
voir que le morphisme déduit de (2.5.1) par tensorisation par k est
non nul pour conclure qu®il est iInjectif. Mais ce dernier point est
evident puisque L est engendré par ses sections sur A™N (2.3.1).
Le cas symétrique en résulte immédiatement : si a est une section de
L sur A , nulle sur XmA , alors a02 est une section de L
nulle sur XA AQ , donc nulle sur Agq d"apres le cas précédent. Donc
a est nulle sur A0 -H

2.5.1. Remarque. Dans le cas des schémas abéliens, on a plus généralement
(sans hypothése de symétrie) :

Proposition. Soient A — S un schéma abélien sur un schéma S quel-
conque, L un faisceau iInversible sur A , ample (resp. ample et engen-
dré par ses sections) relativement a S , m un entier \ 2 _ Soit X un
sous-schéma de A , fini, plat et suriectif sur S et invariant sous
K(LOm) (resp. K(L)). Alors le morphisme de restriction

L — * (LX)

est iniectif et localement scindé.

On laisse au lecteur la démonstration, analogue a celle de 2.5.

2.6. Nous allons maintenant reformuler 2.4 en termes de valuations, en
supposant A complet. Soit Vv -~ F=FYA la valuation de F
définie par A ; soient F une cléture algébrique de F ,v:F — Y
un prolongement de v (le groupe T est alors isomorphe a Q), A
I"anneau de v , S = Spec A . On dispose alors du modéle de Néron

A —>S de A; sur S ,que 1%n peut définir comme suit : soient
(F)H)™CJ les extensions finies de F contenues dans F ; pour tout
i€ 1 soit A.i = A'ﬁ F. , et soit A le modele de Néron de A sur

1 P.
A. ;si F.cF. , on aune immersion ouverte 1
J

AL X S. ——*A.
3 N

qui permet de poser
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c"est un S-schéma en groupes, réunion croissante de sous-groupes
ouverts lisses de présentation finie sur S ; sa fibre générique sT"iden-
tifie a AJ:O , €t 1"homomorphisme naturel

AS) —-AIE = ARD)
est un isomorphisme puisque A(S) = Ilirp Ai (Sl.) = Him A(Fl.).
i 1

Pour tout 1= 1 , considérons le faisceau inversible cubiste Li:,_

i

sur Ap : il existe alors FMMFN telle que Lp = Lp [g< FJ se pro-
i i

longe en un unique faisceau inversible cubiste Lij sur AN SX S) ,
i

d“ou par changement de base un faisceau cubiste L~ sur I"ouvert
A.I % S de A .Pour i variable, les Li( sont évidemment compatibles

entre eux et 1"on obtient donc un faisceau inversible cubiste L sur A,
prolongeant LF ; on définit de méme un sous-groupe fermé

K(L) C A

qui prolonge K(Lp) et dont I algébre Ok ) es™ un A-module libre
de rang fini :- en effet il existe 1 et J tels que K({J) soit fini
sur Sg et il suffit alors de poser K(L) = K(L'XJ') i!< S .

J
On peut ainsi définir le sous-groupe ouvert -] , pour tout n)/ 1,

comme dans 2.2. Remarquons que A”n est un S-schéma de présentation
finie puisque K(L) est contenu dans 1"un des ouverts A. X S . Soit

_— m si
s le point fermé de S , et soit $ le groupe des composantes connexes
de A- . Comme le corps résiduel «(@B) est algébriquement clos, on peut

considérer <$ comme un groupe abélien ordinaire (qui est d ailleurs un
groupe de torsion). Pour tout x€ 4 , notons (pour plus de clarte) C
la composante de A correspondante. L"anneau local dans A du point
générique de Cy est un anneau de valuation, le groupe de la valuation
en question s"identifiant canoniquement a T ; on notera V la valua-
tion correspondante (a valeurs dans F) sur le corps des fonctions de
A _ De méme, si a est une section méromorphe de L , on peut parler de
la valuation vx(a) de a le long de la composante Cy

Alors le théoréme de Mumford (2.4) prend la forme suivante :

2.6.1. Théoréme. Soit <SH°@®j;,l”Y;), considérée comme une section méro-
morphe de L sur A . Alors la fonction

X = *v, @
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de 4@ dans F est minorée et atteint son minimum.

De plus, si L est symétrique (resp. totalement symétrique), ce
minimum est atteint en un XxX€< correspondant a une composante de

Asrz 1 (resp. ArID).

Démonstration : commencons par le cas symétrique. Notant

71 ;21
R G

i1l s"agit de montrer que, pour tout x€<4 , on a

(2.6.1.1) v@y inf v @
ye?[2] 7

En multipliant a par un élément convenable de F° , on se raméne
au cas ou le second membre de (2.6.1.1) est nul ; on a donc

a € HO(A™-27,D)

et le théoreme 2.4 implique donc que a est réguliére le long de la
composante x : il suffit en effet de I appliquer sur une extension
finie P convenable de F , i.e. telle que x , $L°' et a soient

définis sur Ai . On a donc bien vX(cr) \ O , comme annonceé,

Le cas totalement symétrique se démontre de méme. Le cas général se
déduit du cas symétrique : il suffit de remarquer qu”il existe a€A(S)
tel que T (O soit symétrique, et comme on sait (I1l, 1.1.9.1) que
T;(E) admt une structure cubiste (non canonique), le a.s symétrique
s"applique. =

3. Généralisation a une base normale quelconque.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , un
S-schéma en groupes semi-stable A — S , un ouvert dense UcS tel

que Ay soit un U-schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste

L sur A . On fait de plus les hypotheses suivantes :

(3.0.1) Ly est ample sur Ay (relativement a Ty :Ay — * U)

(3.0.2) pour tout point x€s-U , I"anneau local o /X est normal.

L*hypothése (3.0.2) implique que U est schématiquement dense dans
S puisque Asx st intég::e si x U . De plus (3.0.1) et (3.0.2)
impliquent, grace a IV, 2.4 [I"existence d"un sous-groupe fermé
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K(L) C A ,

plat et quasi-fini sur S et prolongeant K(Ly), ainsi que celle d"une
extension centrale

1 %G g ——*0) ——*KW -0,

non dégénérée des que K(L) est fini sur S , et opérant sur L .

Enfin nous supposerons dans ce qui suit que

(3.0.3) L est symétrique.

Nous pouvons alors généraliser 2.1 :

3.1. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, L est ample sur A
(relativement a S).

La question est locale sur S , et conme L~ est déja ample sur®
U , on peut supposer S normal grace a (3.0.2). Lorsque A est a Fibres
connexes, la proposition résulte de [RI], XI 1.13 et de I unicité du pro-

longement de Ly a A . Dans le cas général il existe (localement sur
S) un entier m)/1 tel que la multiplication par m se factorise en

[M] :A —» A° 6 WA .
D*apres le cas connexe, Ljq est ample sur A° ; coome [m] est
quasi-fini, [m] (Lj™q) est ample sur A , mais ce dernier faisceau est
isomorphe a L®m puisque L est symétrique (1,5.5). H

3.1.1. Remarque. J"ignore si la proposition 3.1 reste vraie sans hypo-
thése de symétrie sur L .

3.2. Définition. Nous dirons que L est totalement symétrique si. LN
est totalement symétrique sur le schéma abélien Ay , i.e. s"il existe
U* —-a1 U fidelement plat tel que L, soit de la forme

My, ® [—il*@IU.) pour un faisceau inversible (cubiste) My, sur Ay,

@Que I%or, peut d ailleurs supposer symétrique).

3.2.1. Remarques.

a) Si L est totalement symétrique le morphisme U" —--~-U de 3.2 peut
étre choisi fini et plat : en effet on peut prendre pour U" le sous-
schéma de Pic, 74, qui parametre les M symétriques verifiant MO2=L

ce sous-schéma est un torseur sous le groupe des points d"ordre 2 de
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donc est fini et plat.

PchU/U ’
b) Lorsque S est un trait, la notion introduite ici coiIncide avec celle

de 2.3, en vertu des remarques 2.3.1.

c) Si L est totalement symétrique il est facile de voir (au moins si
S est noethérien excellent) qu'il existe 7 :S' —> S fini surjectif
en effet,

tel que L soit le carré d'un M symétrique sur A

s' s’
supposant S intégre, il existe une extension finie Fi

soit le carré d'un My, symétrique
1

du corps des
fonctions F de S telle que LF'
1
sur la variété abélienne Ap: . Remplagant ensuite F; par une extension
1 )
finie F' convenable, on applique & My, le théoréme de prolongement

II,3.5 sur le normalisé S' de S dans F' : l'unicité du prolongement
cubiste assure que le faisceau cubiste symétrique MS' prolongeant MF'

vérifie M

3.3. Comme dans 2.2, notons A[n]
A contenant K(I®%) = [n];I(K(L)), et

f[n] : A[n]

le plus petit sous-groupe ouvert de

— S

le morphisme structural. Le théoréme 2.4 se généralise alors sans diffi-
culté, ainsi que son corollaire 2.4.1 :

3.4. Théoréme. (i) On suppose que K(L®2) est fini sur S . Alors le
morphisme naturel

(3.4.1) £,L ——9-f£2](LlA[2])

est un isomorphisme.

(ii) oOn suppose K(L) fini sur S et L totalement
symétrique. Alors le morphisme naturel

#*

[1]
(3.4.2) £,L — £ (L‘A[ﬂ)

est un isomorphisme.

Le théoréme est une conséquence de 2.4 et de la propriété fondamen-
tale suivante de 1l'image di:;ecte :

3.4.3. Lemme. Soit V< S un ouvert schématiquement dense (resn. un qros
ouvert (II,3.1)) de S , et soit j:V e<—>S 1l'inclusion. Alors le mor-
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phisme naturel
L — * j*j*L
est iniectift (resp. biiectif).

Cela résulte immédiatement du fait que, A étant lisse sur S ,
I"ouvert F’~(V) est schématiquement dense dans A (resp. est un gros
ouvert de A) et du fait que L est localement libre sur A _H

En particulier, lorsque V est un gros ouvert, T*L est déterminé
par sa restriction a V . Or, le théoreme 3.4 est vrai au-dessus de
I"ouvert U de "bonne réduction™ (puisque 52] = AS] =pg " a*vsi
qu-au-dessus des points de S-U qui sont de codimension 1 dans S (car
on peut alors appliquer 2.4 ou 2.4.1). Vu I hypothése (3.0.2), le mor-
phisme naturel (3.4.1) est donc, dans le cas (i), un isomorphisme au-
dessus d"un gros ouvert de S , donc est un isomorphisme ; la démonstra-
tion de (ib)est la méme. H

3.4.4_. Remarquese

D Le théoréme 3.4 utilise seulement I"hypothése que K(LOZ) (dans le
cas (1) ou K(L) (dans le cas (11)) est fini au-dessus des points de
codimension 1 de S .

2) Bien entendu I"analogue de 2.4 (ii) est vrai aussi puisque c"est un

cas particulier de 3.4 ().

Nous allons maintenant nous attaquer a la généralisation, plus déli-
cate, de 2.5 ; de méme que 2.4 elle a été démontrée par Mumford (non
publié) sous des hypothéses plus restrictives :

3.5. Théoréme. On suppose K(82) Fini sur S (resp. K(L) Fini et L
totalement symétrique). Posons X = K(LOZ) (resp. K(L)). Alors le mor-
phisme de restriction

(3.5.1) L — > Fx|y)

est localement scindé, i.e. L est localement facteur direct dans
#(L]|x)* En particulier T*L est localement libre (car T#(L]® 1 est).

3.5.2. Remarque. Il revient au méme de dire que pour tout Xx£ S , le
morphisme

FL3KJe) —* LX)k (x)
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induit par (3.5.1) est injectif : en d"autres termes, si une section de

L au-dessus d"un voisinage de x est identiquement nulle sur XXg n(X),
elle est identiquement nulle sur toute la fibre AXg k), et elle appar-
tient méme a mx(ﬂj)x

3.5.3. Corollaire (changement de base). On se place sous les hypotheses
(respées ou non) de 3.5. Soit T®:S" — S un morphisme de schémas tel
que 1"ouvert () soit schématiquement dense dans S*. Soient A",

", L* les objets induits sur S par A , f , L . Alors 1“homomorphisme
naturel

(3.5.3.1) it — e fiL"

est un 1somorphisme.

Démontrons le corollaire. Posons X° = XXg S"ca ". Coome X est fini et
plat sur S , le morphisme naturel

LEI (S fAeL 4
est un 1somorphisme. On a donc un diagramme commutatit

ir 4 (Si F;L.

N\
(c)\ (b)

X))

ou la fleche (¢) est localement scindée d"aprés 3.5. A fortiori, (@) est
localement scindée ; la question étant locale sur S*® on peut donc
supposer que

(3.5.3.2) f;L* = IT*F1OT .

Comme AN est un U-schéma abélien et que L est ample, (3.5.3.1)
est un i1somorphisme au-dessus de l1"ouvert U" =fFf*"1(U) de S, donc
Ty, =0 . En d autres termes, si J° :U" « >S" désigne I"inclusion, T
est dans le noyau du morphisme naturel
.
L ETR £ L

or ce dernier est injectif d"apres I1hypothése sur f et le lemme 3.4.3
(qui n"utilise pas d"hypothése de normalité sur la base), d"ou T=0 |,
cgfd. O
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3.6. Démonstration de 3.5 : réductions diverses.

3.6.1. L"assertion de 3.5 étant de nature locale sur S , nous pouvons
supposer que S est affine et méme, grace a EGA IV, 8.8.2, que S est
le spectre d"une ZZalgebre de type fini (donc un schéma excellent).

Nous dirons pour abréger que (A,L,X) Vvérifie la condition (©)
en un point X de S si le morphisme (3.5.1) est scindé au-dessus de
Spec ©g: X - Notons

WC S

I"ouvert formé des points x tels que (A,L,X) vérifie (©) en x .
D*apres 2.5 et la remarque 2.5.1, W contient U et les points de S-U
qui sont de codimension 1 dans S (car ces derniers, d"apres 3.0.2,
sont des points réguliers de S). Se placant en un point maximal de

S-W , on peut donc supposer que S est local normal de dimension ™2 ,
de point fermé s , et que W contient S-{s}. Enfin on peut toujours
remplacer S par un S-schéma fidelement plat, et nous supposerons
donc désormais que

’ S =Spec R , ou R est un anneau local complet normal a corps
@62 (J r@siduel k séparablement clos, et (A,L,X) Vvérifie (C) au-
dessus de I“ouvert V = S-{s}, ou s désigne le point fermé
de S .

3.6.3. Lemme (descente). Soit F*" une extension finie du corps des
fractions de R , et soit S = Spec R le normalisé de S dans F",
de sorte que R" est encore local normal complet et que le morphisme
fF:S" —4%S est fini local suriectif. Notons A", f°, L", X* les
objets déduits de A , ¥ ,L , X par le changement de base fF . Si
(AT,L*/X*) vérifie (O (3.6.1) au point fermé s° de S°, alors
(A,L,X) Vvérifie (O au point® s (donc sur S), et de plus

L ~ L7,

Démonstration : posons S = f*(L|x), S' =S - *(L"|x,)- Coome R est
local, 8 est libre : soit (e-",...~™ une base de S

Désignons par V~cs [I"ouvert au-dessus duquel fF est plat :
coome S est normal, S* integre et T surjectif, 1"ouvert V~ con-
tient tous les points de codimension (i.e. de profondeur) il de S .
Posons W= fFF1(V1), et désignons par Jl:V1«*S et j| :V] « »S
les inclusions canoniques. Notons que er—' :V!I — ”IVl est Ffidelement
plat, et que le morphisme
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M*fF*L ——=F;L"
est un isomorphisme au-dessus de . Dfautre part Tf# est localement
libre sur ; hotons d son rang.

Par hypothése le morphisme
3.6.3.1) f4L"—-3 *©

est scindé sur S*, i1.e. L est (localement) libre, nécessairement de
rang d , sur S", et (3.6.3.1) induit un morphisme Iniectif de
X.(s")-vectoriels :

(3.6.3.2) F;LT@%(s") — *8"0 k(") .

Il existexiste doncéld éléments de la base () de 3 , par exemple
el,...,ed , tels que si 3 désigne le quotient de 3 par le sous-
module engendré par les e pour jJ)d , I homomorphisme composé

(3.6.3.3)  f:L"&K(s") @932 s-pK(s") ——*30h(s")
soit un isomorphisme. Comme S* est local, cela implique que le composé
(3.6.3.4) f;L* G ,3,11 <& — *ir:3

est encore un isomorphisme. Clest en particulier un isomorphisme au-
dessus de I"ouvert ; 1l en résulte par descente fidelement plate que
1 "homomorphisme composeé

usfL ~N3 T
est un i1somorphisme au-dessus de V1 . Mais on sait (3.4.3) que
*
fL Jl*Jlf L

et on a évidemment 3 = J1 I_- puisque & est libre ? donc si u est
un Esomorphisme au-dessus de V , cTest un isomorphisme. B

3.6.4. Lemme. Pour que (A,L,X) Vvérifie () au point s , il faut et
i1l suffit que le morphisme naturel

(3.6.4.1) (F*L)®k —— SOK

ou I"on a posé 3 = f#(L™) soit non nul (@©On rappelle que k désigne le
corps résiduel de s£S).
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La condition est évidemment nécessaire puisque F*L/0 .

Réciprogquement, considérons le morphisme naturel (3.5.1)
o O

Le groupe Q) opére sur f#. et sur S avec poids 1 (car X
est invariant sous K(L)) et le morphisme (3.5.1) est manifestement un
Q(L)-morphisme. Désignant par @ le rang de K(L), on sait que T*L
est localement libre de rang d sur un gros ouvert V; de S
D*autre part (3.6.4.1) est un morphisme de représentations de poids 1
de &) X Spec k , donc s"il n"est pas nul 1l est de rang ~d par
V,2.5.6.

Il existe donc un quotient @ de a , libre de rang d , tel que
(F*L)®K — » %k — *—<K

soit surjectif, donc par Nakayama le composé
L — S » 3

est surjectift ; c"est donc un isomorphisme au-dessus de vy puisque
L et 3 sont alors localement libres de méme rang, et 1"on conclut
comme dans la démonstration de 3.6.3. H

Nous allons maintenant ramener la démonstration du théoreme 3.5 a
celle du lemme suivant :

3.6.5. Lemme. S étant comme en 3.6.2, on suppose gue K(L ) est fini
sur S . Alors il existe une section globale aé€ H°(A,LO”™), non nulle a
1’origine e, de_la_fibre fermee Ay de A .

o]

3.6.6. Montrons comment ce lemme implique 3.5.

D Placons-nous d"abord dans le cas ou (S étant toujours comme en

3.6.2) le faisceau L de 3.5 est seulement supposé symétrique et ou

X = K(LOZ) est fini sur S : il s"agit de montrer que (A,L,X) vérifie
la condition (C) de 3.6.1. Grace au lemme de descente 3.6.3, nous pouvons
remplacer S par son normalisé dans une extension finie du corps des
fractions de S", donc supposer quil existe (grace a IV, 8.2 et 11,3.5)

- un S-schéma en groupes A" contenant A comme sSous-groupe ouvert
avec la méme fibre générique

- un faisceau iInversible cubiste L* sur A" prolongeant L

tels que Y = K(L'O4) soit finit sur S .
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Il est est clair que si L (A",L",X) ifvérifie (C) il en est de méme de
(A,L,X) car H°(A,L) = H°(A",L”) d"apres 3.4 (i)' > nous pouvons donc
remplacer A par A" 1.e. supposer que Y = K(L ") est fini sur S .
Notons A2 (resp. AM47™) e plus petit sous-groupe ouvert de A con-
tenant X (resp. Y) et considérons le morphisme X :AMAN — » A¥2N  de
multiplication par 2 ; nous avons un diagramme commutatif

>_)>ﬁ— [23

] J
XY 1Y  —-»X

A-1(X), et coome Y est fini, Xy est fidelement plat,
Y/H ou I"on a posé

Ona Y
i.e. ona X

H = Ker X = 2A .

Par définition de A2~ et A™M”N , X est donc aussi surjectif,
donc on a une suite exacte

00— H-—-VA~" AN —0
Comme L est symétrique on a
X*L = L®4 (1,5.5)
Considérons le diagramme commutatif de R-modules
M = H°(A[4:1,L04) -~HO(Y,L"4) =V
(3.6.6.1) X*] X*]
he@”"N , 1) He X, LX) -

Le groupe Q = Q(L®4) opere sur M et Fk , et le morphisme u
ci-dessus est compatible a ces actions. L"isomorphisme X L =L défi-
nit daprés 1.2 un relévement de H = Ker X dans Q , permettant
d"identifier H a un "sous-groupe de niveau” de Q au sens de V,2.5.1.
Par descente des sections, le diagramme (3.6.6.1) sT"identifie alors au

diagramme

(3.6.6.2) J ]
NIRRT
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Enfin on sait (3.4) que H°(A,L) = HO(A[21,L) = MY , de sorte qu'il
suffit de prouver (compte tenu de 3.6.4) que 1'homomorphisme

uHébk : MHGQK ——Q-UH§§k
est non nul. Or il s'identifie, d'aprés V,3.2 (ii) &
(w®x): M8k —> @ K)E

et d'aprés l'égquivalence de catégories V,3.2 (i) (appliquée & G®k),
ce dernier est non nul dés que

u®k : M®k — 1k
est non nul, ce qui résulte immédiatement du lemme 3.6.5.

2) Supposons maintenant que L est totalement symétrique et que

X = K(L) est fini sur S . Utilisant le lemme de descente 3.6.3 et la

remarque 3.2.1, nous sommes ramenés au cas ou L est le carré d'un

122)
1

faisceau ample symétrique L sur A . Comme X = K(L) = K( est

1
fini, (A,Ll,X) vérifie (C) d'aprés ce qui précéde et il existe donc
une section GGHO(A,LI), non identiquement nulle sur X®k ; il en est

donc de méme de d®2€5H°(A,L) et 1'on conclut grice & 3.6.4.

3.7. Démonstration du lemme 3.6.5.

3.7.1. Supposons donc que S = Spec R comme en 3:.6.2, et que L est
symétrique sur A avec Y = K(E®4) fini sur S .

Comme L est ample sur A (3.1), il existe un entier m)1l et
une section globale

(3.7.1.1) GIEHO(A,L®m)

telle que ol(eA ) # 0 . Choisissons m premier & la caractéristique de
: o)

k , et premier au rang de K(ﬁ84). On a alors

®m, _ -1 -
R(L™™) = [ml 7(K(L)) = K(L) % (,A)

L®2m

. et de méme K( ) = K(L®2)><(mA)

et le groupe A est étale sur S . Considérons la filtration

oe (A e (afc a
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définie en 1V, 8. Comme la décomposition K(LOm) = AXK(L) est évidem-

ment orthogonale pour la forme e sur K(L ), le théoreme d-ortho-

gonalité 1V,2.4 (iv) implique que (A)™n est I"orthogonal de (Tlf\)M
Om

dans mA , et que e induit une dualité parfaite sur 1€ quotient

an)aTS: gnA)’\n/(mA)]l .Ce dernier est fini étale sur S donc sTidenti-
fie a un groupe fini ordinaire, et il existe donc un sous-groupe constant
Hc (A tel que H/( A soit lagrangien (V,2.5.1) dans an_)ab -
Autrement dit, H est égal a son orthogonal dans A , et I"orthogonal

de H dans K(L>°jm) est simplement HXK(L).

Notons qu®il suffit de démontrer 3.6.5 "apres changement de base
fini surjectif' T :S" — »S : si (3.6.5) est vrai sur S°, alors L*04
vérifie (C), donc, par le lemme de descente, on a ff#f*L 4 AL ®4
donc I"existence d"une section de L'04 non nulle a I7origine implique

I"existence d"une telle section pour 104

En particulier nous pouvons supposer qu il existe un "‘gonflement'
ACA—_»L de A , tel que rr(AI’ soit fini sur S , et un faisceau inversible
L1 sur AN prolongeant L . Nous choisirons Al de telle sorte que

mAl = A

de sorte que, vu nos hypotheses, on a un morphisme fini de multiplication
par m :

[l A1l —» Ai/mAI A ;

toutefois la section O1 de (3.7.1.1) ne se prolonge pas nécessairement

en une section de Il10 sur AN

Posons alors B = A/H , B1 = AMH , de sorte que I°on a un diagramme

0O »H--A -E= B ——>»0
I I P1 | qus*
0O H-—»H — =¢Bl - =%A

ou la ligne supérieure est exacte et ou gq¥P" = [m3 , de sorte que g®
est surjectift ; son noyau n"est autre que P th) dui est fini, donc
g~ 1identifie A au quotient de B”™ par un sous-groupe fini étale.

3.7.2. Le sous-groupe HCA étant isotrope, il se releve, puisque S
est strictement hensélien, dans Q.(Lom) (et aussi dans Q(L"Em), qui
contient Q(Om)). Si I"on fixe un tel relévement, les autres s"en
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déduisent en le multipliant par un caractére de H . Chaque caractere
X:H —y ©1t donne ainsi naissance, par descente, a un faisccau inver-
sible M(X) sur B (resp. M*X) sur B, et I'on a

H°(B,M(X)) = H°(A,L&m)X ,

sous-module de H°(A,L®m) sur lequel Hc Q(L) opéere par le caractére X.
Comme k est séparablement clos et que H est un groupe fini ordinaire,
d"ordre premier a la caractéristique de k , on a

H°(R.L®m) = ® H°(A,L®,O)X
X«H
L "existence de 01€H°(A,L®m) non nulle a I"origine implique celle
d“une telle section dans I°un des sous-espaces propres H°(A,L®m)* , donc
d un faisceau inversible M sur B , descendant L ,et d"une section

(3.7.2.1) 2 €h°(b,m) , a2@EB )"0 .
(0]

Notons que M se prolonge en un faisceau inversible M. sur B.
descendant L» , puisque le relévement H«*C(L ) correspondant a M
est aussi un relevement dans Q(L®m). D*autre part 1"orthogonal de H
dans K(L®m) (resp. K(L®2m)) est HXK(L) (resp. HXK(L”)) donc p
Induit des isomorp®nismes

KL KD
K@L®2) -2~"K(M02)

de sorte que K(I\PZ) Cc b est fini sur S . Cependant M n"est pas
nécessairement symétrique ; mals SI nous posons

Nx = Mx® [-13*M1 , N = N1j
B
alors ~ est totalement symétrique et p#£ni L®2m. Posons alors
(3.7.2.2) a3 = a2® [-I]*cr2€H°(B,N) :

alors a3 )™ 0 et, conme K(N) = KiM22) est fini et N totalement
o]

symétrique on conclut par 3.4 (ii) que a
de NN sur B, . encore notée a™ .

, Se prolonge en une section

3.7.3. Le faisceau inversible N™m sur Bl vérifie

si = rem®  * #, 32n
plINI © " L1 117 )
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de sorte que tle et gq*(L®2) sont totalement symétriques et ont méme
image réciproque dans AN . En conséquence ils sont isomorphes : il
suffit en effet de le vérifier au-dessus d"un point générique géométrique

W de S ;si I'on pose E =N ®q,(L0)'2), alors EY appartient au
t
noyau de Bt P AT donc est d ordre fini ; il est d"autre part le

carré d"un faisceau inversible symétrique (i.e. d"ordre 2) donc est
trivial.

Il en résulte que le noyau de ql:B; — »A se releve dans Q(N&m)
(car prm provient de A) ; comme ce noyau est un S-groupe fini cons-

tant, d"ordre premier a car(k), on peut répéter I"argument de 3.7.2 et

déduire, de I"existence de a3 (3.7.2.2), un faisceau inversible P
2

sur A , tel que gP N (et donc [ml P = L®2m [M] L®2) et une
section

OB € H°(A,P)

telle que G )~ 0 « Enfin le faisceau P® [-1l P est totalement
0

symétrique,, et a méme image réciproque par [m] que L®4 (@ savoir
(M m ), donc, comme précédemment, P® [-I] P & 84 .La section
= a4® [-I]*crd €H°(A,P® [-171*P) = H°(A,L04)

répond donc a la question. Ceci acheve la démonstration de 3.6.5 et
celle de 3.5. =

Grace au théoréme 3.5, nous pouvons maintenant étendre partiellement
la proposition 2.2 :
o Tnl i
3.8. Proposition. Pour tout n”~l notons A le plus petit sous-
groupe ouvert de A contenant K(L®n). Alors :

n _ 02 -
) Si KL ) est fini sur S, alors pour tout n )1l , la res-
triction de L°?" a A™"' est engendrée par ses sections (relativement

a S) sur AN2 .

(i) Si. L est totalement svmétrigue (et K(L) Fini sur S , comme
toujours), alors pour tout n)/1 la restriction de L®n a AN  est

rn i -—

engendrée par ses sections sur A*
Démonstration : nous pouvons supposer S local.

(i) Nous savons grace a 3.5 qu"il existe une section de L sur A"2n®
qui n"est pas |dent|quement nulle sur la fibre fermée A’\2n de A”2n"
(puisque K(L ) c al ant ). La démonstration est alors Ia méme que celle
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de 2 .2, conséquence formelle du théoréme du carré et de 1"action de
Q([®2n’5 sur 132N

(i) Nous pouvons supposer S excellent (par exemple essentiellement
de type fini sur "9 ? il suffit de plus (grace a 3.5.3) de démontrer
(if) aprés un changement de base fini surjectif, et nous sommes ramenes
grace a 3.2.1 ¢ au cas ou L est le carré d"un faisceau inversible
symétrique : on applique alors (i) a ce dernier. ®

3.8.1. Remarque. Sous les hypotheses de (ii) ci-dessus par exemple,
jTignore (méme lorsque S est un trait) si, pour nV2 , la restriction
de L®n a A" est trées ample sur A™n  relativement a S .

4. Application : un théoreme de négativité de 1limage directe.

4.0. On se donne S , A ,L comme en 3.0 et on suppose pour simplifier

S connexe noethérien ; on suppose de plus, comme dans le théoreme 3.5,

que X = K(LQZ) est fini sur S (resp. que X=K() est fini et L

totalement symétrique) ; on note g la dimension relative de A sur

S ,d lerang de FL (on rappelle que T*L est localement libre
3.5)), de sorte que X est Ffini et plat sur S de rang 4862 (resp.

d ). Enfin on suppose dans ce 8 que

(4.0.) X est étale sur S

Comme X est isomorphe a son dual de Cartier, ceci équivaut a
supposer que X est dTordre premier aux caractéristiques reésiduelles
de S ; comme d"autre part d est pair si L est totalement symétrique,
nous voyons que (4.0.1) éguivaut dans tous les cas a

(“4.0.2) 2d est inversible sur S

4_.1. Théoreéeme.

() 11 existe un revétement fini étale i :S* —y S tel gue
it (f*Lf soit engendré par ses sections globales sur S-°.

(i) 1l existe un entier n\ 1 tel gue le faisceau iInversible
(ATAL) n soit engendré par ses sections globales sur S .

4.2. Montrons (i). Vu nos hypotheses, on peut, quitte a remplacer S
par un revétement étale convenable, supposer que le schéma en groupes X
est constant sur S . Notons r son rang ? on sait (d"aprés 1,5.7) que
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L[T. est trivial, et conme 2r est inversible sur S , il existe
s* -"»S fini étale tel que L», soit trivial, avec X" -ir"X . Rempla-
cant alors S par S°, on a un isomorphisme

.
AL ~ O

d"ou gréace a 3.5 un morphisme injectif localement scindé

r
f.L — =®l

d"ou notre assertion (compte tenu du fait que la formation de T#H

commute aux changements de base considérés, lesquels sont d-ailleurs

plats).

4.3. Posons M = (Adf#L)E1 : 1l résulte de (i) que i'M  est engendré
par ses sections sur S", et méme par r sections globales (avec
r=rg X) d aprés 4.2 ci-dessus, donc définit un morphisme

®:S' ——*PA-1 =P

tel que <P<p() = TPFM .

Pour établir (1) il suffit (puisque S est gquasi-compact) de
trouver, pour chaque point y€s , un entier n)/1 et une section
s€H°(S,M®n) telle que styJ™0 .Or si x™,...,"N sont les points de
S* au-dessus de y , I"ensemble {PpCl),... ., p0k)}cp est fini donc il
existe mV1l et h€H°(P,6p(m) ) tels que hEpG>™d) = 0 (=l,...,k),
d"ou une section s = PhE€H(S",TfFMEm) telle que s*"(X™M)™N0
G=1,...,k). La section

s = Ns,/s(s" )€ H°(S,MOm de9 (ir)) (EGA 11,6.5)"

répond donc a la question. =

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

5.0. L"inconvénient majeur du théoreme 4.1 est qu"il suppose que 2 est
inversible sur S , méme lorsque K(L) est étale. On va montrer ici
comment contourner dans certains cas ce genre de difficultés, en
exploitant une idée de S. Mori.

Soit C une racine cubique non triviale de 1"unité dans <€ , et
considérons I1"anneau 57[C] MXI/(1+X+X2) . Si T désigne un topos, la
donnée d"un 1 C]-Module de T équivaut a celles d"un Groupe commutéatif



151

A de T et d"un homomorphisme d®anneaux
Z{C] —-End A A

ou encore d"un automorphisme
[CIA A — »A

du Groupe commutatif A , vérifiant IdA+COA+’\’\§ =° -

Soient A un ~[C]-Module de T , G un Groupe commutatif de T
et L un G-torseur cubiste sur (le Z2Module sous-jacent a) A .
Nous dirons que L est C-invariant si les torseurs cubistes L et
[O™i sont isomorphes.

5.1. Proposition. Soient A un zfO-Module du topos T , G un Groupe
commutatif de T , L un G-torseur cubiste C-invariant sur A
Alors :

03

(@) le G-torseur cubiste L est symBtrique, i.e.

[-"i(L®3) - L®3
(i) il existe une décomposition fonctorielle en L :

L a IS® La

ou Ls et La sont deux G-torseurs cubistes C-invariants, Ls étant
symétrique et La étant muni d"une structure d"extension commutative de
A par G , telle que I"extension (La')®3 soit triviale.

Pour démontrer (i), posons M = L® C-1I""L-1 : on rappelle (1,5.7.1)
que M admet une structure naturelle d“extension de A par G .On a
alors

G.1.1) M®3 = M® [C]*(M) ® [C21*(M) ,
isomorphisme d*extensions déduit d"un isomorphisme cubiste
L -20* [C]*L .

Mais grace a la structure d"extension de M , le second membre de
(5.1.1) n%est autre que (IdA + [CI™M+ [C21N) (M) donc est trivial, cgfd.

On en déduit (ii) en écrivant
L = Le3® (L® [-il*O )*Me (L-1@ [-I1T*(L) ) - =
Ls La
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5.2. Soient S un schéma localement noethé?ien, A —f>»8 un S—schéha
en 5?[C]-Modules semi-stable (i.e. tel que le schéma en groupes sous-
Jacent soit semi-stable). La décomposition 5.1 (ii) pour un <n-torseur
cubiste C-invariant sur A permet d"appliquer les techniques du
chapitre 11, 83. Ainsi :

5.2.1. Théoréme. Soit U un ouvert schématiquement dense de S (ou
bien le spectre du corps des fonctions de S , si S est intéegre). On
suppose que S est normal aux points de S-U , et que les fibres de A
aux _points_de S-U sont connexes. Alors_tout < -torseur cubiste

C-invariant sur A” se prolonge en un (unique) (S“-torseur cubiste
(hécessairement C-invariant) sur A .

Clest en effet une conséquence immédiate de 11, 3.3. De méme :

5.2.2. Théoreme. Sous les hypotheses de 5.2, on suppose de plus gue S
est normal integre de point générique T , et gue A est une variete
abélienne. Soit n un entier annulant les groupes de composantes con-
nexes des fibres de A , et supposons gue :

4 4

a) les points géométrigues dlordre 8n (©u seulement n° si n

est impair) de AN sont rationnels sur k()

b) il en est de méme des points géométrigues d“ordre 9n .

a A .

Alors tout G -torseur cubiste C-invariant sur Ay se_prolonge

Démonstration : si b est C-invariant sur A” , considérons la
décomposition

kp- Lo 14
de 5.1 (in). L'hypothése a) permet de prolonger LA en vertu de 11,3.5,
et I"on vérifie que L” se prolonge grace a I"hypothese b), en procé-
dant comme dans la démonstration de 11,3.5 (il faut remarquer qu®en
raison des propriétés de La , les obstructions aux points de codimen-
sion 1 sont additives et annulées par 3). =

5.3. Sous les hypothéses de 5.2, soit U”S un ouvert dense tel que
Ay soit un U-schéma abélien, et supposons que S soit normal aux
points de S-U . Donnons-nous de plus un faisceau inversible cubiste
C-invariant L sur A , tel que Ly soit ample sur A™ relativement
a U . Cette condition implique, d-ailleurs, que L est ample sur A
relativement & S : en effet LO™ est symétrique et on peut donc lui
appliquer 3.1.
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Nous sommes donc dans des conditions entierement analogues a celles
de 3.0, la symétrie étant ici remplacée par la C-invariance.

by

Nous allons maintenant étendre a cette situation les principaux
résultats du 8 ; les démonstrations, analogues a celles dé loc. cit.,
seront simplement esquissées.

5.4. Définition. Sous les hypotheses de 5.3, nous dirons que L est
totalement C-invariant sTil existe U — AU Tfidelement plat tel que
Ly, soit isomorphe a M@? ou My, est cubiste C-invariant sur Ay,.

5.4.1. Remarques.

a) le faisceau My, de 5.4 peut étre supposé symétrique (en vertu
de 5.1 (11)) ; en particulier si L est totalement C-invariant il est
symeétrique ;

b) 1l n"est pas suffisant, pour que L soit totalement C-invariant,
d"exiger que LTI soit localement de la forme M® [C] M® [C2] M ; toute-
fois cette condition est suffisante si tCJ&M est algébriquement équi-
valent a M et si 3 est inversible sur S (exercice : utiliser le

fait que (C-id) opérant sur le dual A& de AyU est une isogénie) ;

¢ la remarque a) montre que le morphisme U* — U de 5.4 peut
étre supposé fini et plat ;

d) si L est totalement £-invariantet si S .est noethérien
excellent, il existe i :S" — S fini suriectif tel que Lg, f‘M&?

avec Mg, symétrique et C-invariant sur Ag, (cf. 3.2.1 ¢)).

5.4.2. Exemple. Soient S un schéma localement noethérien, A un
S-schéma en groupes semi-stable, Ucs un ouvert dense tel que Ay soit
un U-schéma abélien et que S soit normal aux points de S-U . On
suppose de plus que 3 est inversible sur S . Considérons le S-schéma

en groupes semi-stable

Al = ASSi\ ] 7/

c"est de facon naturelle un zCcl-module ; la base (1,0) de 2rC]
permet d"identifier A~ a A , I"action de C étant donnée par la
matrice
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Soit L un faisceau inversible cubiste sur A ; notons L- e
faisceau inversible sur A"=-A défini par

hl = prALpr~L® (pr™-p~L

Un calcul immédiat montre que le morphisme < Al u— *Al,U

est donné par la matrice

AL L
( -*L 2R -)
d’ou I"on deduit que [CIog3T of[Cl = €I ; en d"autres ternes, [C L1

est algébriquement équivalentvé suf le schéma abélien Al y -1l en

réesulte, d"aprés la remarque b) ci-dessus, que le faisceau
* *

L2 = LI® CCM™Li1® C™"23*L1

est totalement C-invariant sur A2 < Enfin on vérifie que

K(L2) = [O1* (KL XK(L)) ,

de sorte que Kil™) est étale sur S si K(L) [ITest.

5.5. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.3, définissons fn" A - S
comme en 3.3. Alors

03
@ s KL ) est fini sur S , le morphisme naturel

(5.5.1) f.L - 431 3D

est un 1somorphisme.

(i) Si1 K(L) est fini sur S et L totalement C-invariant, le
morphisme naturel

(5.5.2) fiL - 10 31 joo

est un isomorphisme.

Démonstration (esquisse) : on se raméne d"abord comme dans 3.4 au cas ou

S est un trait : posons donc S = Spec A , ou A est un anneau de
valuation discrete de corps des fractions F et de corps résiduel k ?
on pose {il} = Spec F , {s} = Spec k , AQ = ARJe . Par changement de

base fidelement plat on peut supposer de plus que F contient les racines
cubiques de IT"unité. Considérons alors I“unique isomorphisme
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de faisceaux inversibles cubistes sur A : il induit un automorphisme
d*ordre 3 de H°(A,L), et I"hypothese sur F implique donc qu"il existe
un vecteur propre pour cette action, d"ou une section cr€H°(A,L), non
identiquement nulle sur A0 , et dont le diviseur est C-invariant. Dans
ces conditions soit x€a(S) tel que x(s) Hdiv(cr) = 0 : alors

a1 = t;zcl@ T@Xa® T(’;g)xcr
est une section, non nulle a l"origine de Aq , du faisceau
TALOTE,LOTHoyl - L83 (car I+{+C2=0).
Il en résulte que, dans le cas (i), le morphisme naturel
H°(A,L®3) — *_.HO (A[3],L®3)

qui est un morphisme de représentations irréductibles de Q(L03 ), est

non nul dans la fibre spéciale donc est un isomorphisme. On en déduit
(i) puisqu apres un changement de base convenable on a =~ 3 ou M
est C-invariant ; dautre part sous l"hypothese (i), si a€H°(A™,L)
alors a®3€H° (AM\I®3) se prolonge a A , donc a se prolonge a A. 3

03
5.6. Théoréme. Sous les hypotheses de 5.3, supposons K(L ) Ffini sur
S (resp. K(L) fini et L totalement C-invariant) et posons
X =KL ) (resp. K(L)). Alors le morphisme naturel

(5.6.1) A — *F*(Ljx)

est iniectif localement scindé.

En conséquence (cf. 3.5.3) la formation de T*L commute a tout
changement de base f:S" ——» S tel que I "U) soit schématiquement
dense dans S°".

5.6.2. Cas ou A est un S-schéma abélien : c"est un cas particulier
de 2.5.1.

5.6.3. Cas ou S est un trait : ce cas se démontre exactement comme 2.5,
en remarquant que si L est totalement C-invariant il est engendré
par ses sections sur l"ouvert AM1" (notation de 3.3) : ceci résulte
immédiatement de 2.2.

5.6.4. La question étant locale sur S nous sommes ramenés, pour démon-
trer 5.6, au cas ou S est le spectre d*un anneau local complet normal
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de dimension Y2 a corps résiduel séparablement clos, et ou (6.6.1) est
localement scindé sur I"ouvert V = S-{s) , ou s désigne le point fermé
de S . Il est alors immédiat que le lemme de descente 3.6.3 est encore
valable. De plus le théoreme 5.5 implique que si A" est un modele semi-
stable de A" , contenant A comme sous-groupe ouvert, et si L se
prolonge en L* sur A", alors H°(A,L) = H°(A",L"). Par changement de
base et gonflement, nous pouvons donc supposer de plus que K(LOZ) est
fini sur S .

5.6.5. Réduction au cas symétrique : si L est totalement C-invariant
il est symétrique d aprés 5.1. Sinonon a L = L?®LY avec L° symé-
trique et La d"ordre 3 (6.1 (ii1)) ; i1l existe donc (quitte a changer
de base et & appliquer le lemme de descente) une section K(L 3)(S)
telle que L=T*(LS). Comme la translation par « respecte X = K(L®3),
on a un diagramme commutatif

f L f_#q_lxl
n

*x
? Ta 'en

*LS — F*(LSIxX)
et 1l suffit donc de prouver 5.6 pour L

5.6.6. Fin de la démonstration : supposant L symgtrique et K(Loz)
fini, il résulte de 3.5.3 que la formation de f#. commute au changement
de base i :S" ——»S , ou S° est le normalisé d"un sous-schéma ferme
integre de dimension 1 de S vrencontrant 1"ouvert U de bonne réduc-
tion. Comme 5.6 équivaut a 1T injectivité de

FLe h(s) — » (L IXO K@) .

il suffit de démontrer 5.6 sur S1 et nous sommes ainsi ramenés au cas
dun trait (6.6.3). B

. . e rj
5.7. Proposition. Sous les hypotheses de 5.3, définissons A comme
dans 3.3. Alors :

@ ¢ K(I:OS) est fini sur S , alors pour tout n /1 , la res-

triction de LO3n a A”3n™ est engendrée par ses sections (relative-
ment & S) sur A”N3nN

(1)) Si K(L) est fint sur S et L totalement G-invariant,
alors pour tout nY1l la restriction de L n a A™n est engendrée
par ses sections sur AY''t
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La démonstration est analogue a celle de 3.8. S

Nous pouvons enfin adapter le théoréme de négativité 4.1° :

5.8. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.6, supposons de plus que S est
noethérien et que X (hotation de loc. cit.) est étale sur S . Alors

@®
(DY

@amn
(det f#)

Il existe un revétement fini étale I :S1 — &S tel que
soit engendré par ses sections globales sur S1.

Il existe un entier n )/1 tel que le faisceau inversible
n soit engendré par ses sections globales sur S .

Démonstration : on procede comme dans 4.1.8

Bien entendu, si d désigne le rang de T*L (de sorte que K(L)
* *
est de rang d2), I"hypotheése sur X équivaut au fait que 3d soit

inversible sur S .
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CHAPITRE VII

Structures de niveau, plongements grassmannlens

Sommaire
Introduction.

Structures de niveau et rigidifications : définition, existence.

0.
1.
2. Cas des schémas abéliens : le théoreme de plongement.
3. Application aux schémas de modules &g_A n .

4.

Le 2T-schéma o/F -
5. Le cas séparable : compléments au théoréme de plongement.

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

0. Introductione

Le principal résultat de ce chapitre est le théoréme de plongement
2.6, qui donne explicitement un plongement projectif (plus précisément
""grassmannien') d"un certain schéma de modules fins paramétrant des sché-
mas abéliens polarisés munis d"une "'N-rigidification”. Cette derniere
notion est un raffinement de la notion familiere de structure de niveau
N , le groupe structural étant, au lieu du groupe habituel GL~g /N2%),

une extension de celur-cr par le tore <%A]'l . Il est meme possible,
grace a la notion de "N-rigidification restreinte', de ''réduire" le
groupe en question a un groupe Ffini ; on retrouve ainsi au 83 la reprée-
sentabilité des schémas de modules habituels atg:t dsn Pour n)3 , sans
utiliser de théorie générale des invariants.

Un autre intérét est que 17on obtient, sur ces schémas de modules,
des faisceaux amples "‘explicites”, 1i1.e. calculables en termes du fonc-
teur représenté. Plus précisément chacun des schémas de modules fins
construits (noté ici S) porte un schéma abélien universel A — S , et
un faisceau inversible cubiste L sur A , ample relativement a S ; le
théme général de ce chapitre est qu®alors le faisceau inversible

(det F*L)-1

est ample sur S ; dans chaque cas cela résulte plus ou moins triviale-
ment de la définition du plongement grassmannien de 2.6.
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On construit encore au 83 des compactifications des schémas de
modulles grossiers d@,d’,n (n /D, liées aux plongements du 82. Ces
compactifications semblent malheureusement dépourvues d“une bonne iInter-
prétation "modulaire™ ; on a toutefois, pour un schéma en groupes semi-
stable sur une base normale, une propriété de prolongement en codimension
1 (86) qui sera utilisée au chapitre XI.

A I"exception du 86 précite, ce chapitre ne dépend que dans une
faible mesure des précédents ; le lecteur quTintéressent surtout les
schémas abéliens pourra, apres avoir pris connaissance de la définition
1.2, aborder directement les 8 a 5.

Notationse Dans tout ce chapitre on fixe un entier g VI . Pour tout
entier N )/1 , on pose

r 2N (N pair)

(0.1 N= ,NN ={
N (N 1mpair)

On note En le groupe
©.2) en = (K/NZ)2g

et pour tout schéma S on désigne par Ej];oc le S-schéma en groupes

constant de valeur ENT .

1. Structures de niveau et ridigifications : définition, existence.
On rappelle d"abord la proposition suivante (1,5.7) :

1.1. Proposition. Soit L une G-torseur cubiste sur un Groupe commuta-
tif A , et soit N un entier annulant A _ Alors L N admet une tn-
vialisation canonique (comme G-torseur cubiste sur A).

1.2. Définition. Soient A ”~>S un schéma en groupes semi-stable de
dimension _relative g sur_unschéma S ,L un <G -torseur__cubiste_sur
A , N un entier \ 1 inversible sur S .

a) Une structure de niveau N sur A est par définition un isomor-
phisme Vv :EN g Ww=JA de S-schémas en groupes.

b) Une N-rigidification de (A,L) est un couple (v,J) ou %
gst_une_structure de niveau N et a wune_trivialisation du <£,-torseur
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v*L , qui corncide sur la section nulle avec la trivialisatj.on donnée
par la structure cubiste de L .

© Mp Une N-rj.gidificationa) (//0) est restreinte %N J 1n corncide

avec la trivialisation canonique de VL donnée par 1.1.

1.3. Proposition. Soient S un schéma normal intégre, U S un ouvert
non vide, A un U-schéma abélien de dimension relative g avant
réduction semi-stable aux points de codimension 1de S . Soient L, un
GN-torseur cubiste symétrique sur Ay et N)/ 2 un entier inversible
sur S .

Alors il existe un gros ouvert VCS contenant U et une suite de
morphismes finis suriectifs

x*
V2 2 vx—q-_*v , ¥ = mon2

avec les propriétés suivantes :

(1) 7 est galoisien, modérément ramifié sur V et étale sur U ;
son groupe de Galois est un sous-groupe de GL2g("™/NN%), et i1l existe un
VA-schéma en groupes semi-stable A prolongeant Ay XVV , un
GN-torseur cubiste L. sur AN prolongeant LU ><\.v1 , €t une struc-

1 1

ture de niveau N sur A..
1

(i1) li2 est principal homogéne de groupe contenu dans
En-{O> N20_X
NN @onc 1l, est étale) et (ir*Ay "iioLy ) posséde une
i
N-ridification restreintee

Si de plus il existe un S-schéma en groupes semi-stable AB pro-
longeant Ay , on peut supposer que V=S a condition de remplacer,
dans (1), GL2g(d/M Z) gar GL2g@Z/Mm 2Z) .

Démonstration : soit I rendant rationnels les points d"ordre NN de
la fibre générique : il existe sur (pour V convenable) un modele
semi-stable AA1 ayant une structure de niveau NN , d"apres IV, 8.2.1.

Il suffit de prendre pour A~ le plus petit sous-groupe ouvert de
1

M. contenant les points d"ordre N , I"existence de L.7 résultant
1 V1
alors de 11, 1.2.8 (ou Il, 1.2.8.1 si N est impair) quitte a res-

treindre V . Pour le complément V=S dans le cas semi-stable, on
rend rationnels les points d"ordre N&3 et on applique II# 3.5. H
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2. Cas des schémas abéliens : le théoréme de plongement.
2.0. Soient d et N deux entiers }/ 1 . Pour tout schéma S , on note
(2.0.1) AbricE£/dfN()

I"ensemble des classes de S-isomorphisme de suites (A,L,v,»), ou :
.A est un S-schéma abélien de dimension relative g .

.L est un faisceau iInversible cubiste sur A , ample relativement
*
a S et de degré d2 (i.e. IT7isogénie ] fa - >At définie par L
est de degré d2), et vérifiant de plus

(2.0.2) A c k(@ = Ker | ;

cette condition signifie que, localement sur @fppf « » es™ Puis~
sance quatrieme d"un faisceau (automatiquement ample) sur A . Elle
implique que L est tres ample relativement a S ([M2], 8§ 17).

. (v,or) est une N-rigidification (1.2) de (@A,L).

2.1. Abgjgg d N(S) est de facon naturelle un foncteur contravariant en
S . Lorsque’ I<I)B , les objets (A,L,\>,ar) ci-dessus n"ont pas d-auto-
morphismes non triviaux ([m2], 8 21, th. 5 ce qui implique que

Abriat+t ~ N est méme un faisceau pour la topologie fppf. Notons que
Abrigéf/CL, JNT(S) est vide si 4" ne divise pas d (a cause de (2.0.2«)/

ou si N n"est pas inversible sur S .

Nous supposerons dans la suite du 8, sauf mention expresse du con-
traire, que N\ 3 . Ceci rend inoffensifs les abus de langage tels que
"soit (A.L,v.a) €Abrigg/dm_(8)"-

2.2. Définition. Une constellation de type (g,d,N) sur un schéma S
est la donnée :

- d*un ©O,,-module V , localement libre de rang d

- d"un S-plongement a :EM g « %P=P(), tel gue pour tout X€S
1"image de «3k(k) engendre P®k(x) (@u sens des espaces proiectifs)

- d une trivialisation a de a (1) sur Ejg -

2.2.1. Exemple. Soit X = (A,L,v,a) €Abrig;tdt (S), et soit F:A - »S
le morphisme structural. On a alors un morphisme
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composé de b=:Eth YA et du plongement 7"A % *A « * P défini par
L . D"autre part <«*Cp(l) s"identifie canoniquement a Vv*L donc a
sTinterpréete comme une trivialisation de <*0Y1) sur E*g .On a en
fait le résultat suivant :

2.3. Proposition. Avec les notations de 2.2.1, (Ffi,a,ff) est une cons-
tellation de type (g,d,N) sur S dés que N )g'd .

La seule chose a vérifier est que si S est le spectre d*un corps
(que 17on peut supposer algébriquement clos) les points d"ordre N de
A ne sont pas dans un méme hyperplan de P . Vu I"hypothése sur N
cela résulte du lemme suivant ([M4], Prop. 7.7) :

2.3.1. Lemme. Soient A une variété abélienne de dimension g sur un
corps k algébriquement clos. L un faisceau inversible trés ample sur
A , de degré d2 . Soient HcP(H°(A,L)) une hypersurface de degré s
ne contenant pas A , et N\ 1 un entier. Alors :

IOngk(Hn ) t _qgla
s
H29 h2
Rappelons la démonstration de [W4l : soit y”-K une courbe passant

par l"origine, section de A par un sous-espace linéaire de codimension
g-1 , et telle que [n]“1™) £ H . Alors si Z = c”™L) €chl(®), on a :

longk(Hn \A ¥ (INI“1()-H) = (INI*(«g-1).H)

N2g-2(€™~1.H) (th. du cube)

= H23"2 s a«gp(Ho(L))(®

N2g 2 sgid (Riemann-Roch) =

Nous supposerons désormais vérifiée, jusqu®a nouvel ordre, la con-

dition
N2 > gid
de 2.3, et nous noterons
.3.2) CX) = (FL,ov,an)

la constellation associée, par la méthode de 2.2.1, a X = (A,L,v,C7).
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2.4. Soit 2 = (V,»,X) une constellation sur S . Notant it :E~ g — » S
le morphisme structural, la donnée de a+en g — »P équivaut a celle
d"un quotient inversible L de f . Comme L s identifie canonique-
ment a a*Op(l), on obtient grace a la trivialisation a de L
morphisme surjectif

, un

2.4.1) ™ - =

N, S
de faisceaux localement libres sur EN g , ce qui équivaut par adjonction
a un morphisme de ©g-modules

(2.4.2) u@ :V — »ifG ~ 06" .
N,S &

La condition suppléementaire sur « , selon laquelle ®(E.Tc) engendre
P , revient évidemment a imposer que u(2)V soit suriectif. En bref,
la constellation 2 détermine un morphisme

(2.4.3) t@ :S -—-*0~0 _.
d,ITg
ou G désigne la grassmannienne (sur Spec H) des sous-faisceaux loca-
ment facteurs directs de rang d de ®§Bec % -

Il est immédiat que la surjectivité de (2.4.1) se traduit, en termes

_ 5,
de u(E), de la facon suivante : pour tout a€E” , notons e &g — *0g
.Ia forme coordonnée correspondante (‘‘évaluation au point a") ; alors
les morphismes

E S

vV .uE)N e N a
&g &
sont tous surjectifs. Réciproquement un sous-fibré~ VCSEN vérifiant
cette condition détermine un S-morphisme a :e[]n\ug) — =aP(V) =P et une
trivialisation de a*Op(l). Enfin, a est un plongement si et seulement
si, pour a”~b dans E~ , le morphisme

e Ae

2. E,
azy AU a2@efn) — -~

est surjectif, (condition qui implique la précédente). Si 1°on note
2.4.4) ¢ GCE;N
le sous-fibré universel sur © , et

(2.4.5) N co

le sous-schéma ouvert de G au-dessus duquel les morphismes
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E e Ae R
(2.4.6) AV - *a2\ N - ~ ~ Og (a™b)

sont surjectifs, nous avons donc établi :
2.4.7. Proposition. Le foncteur
S - m{classes d "isomorphisme de constellations de type (g,d,N) sur s}

est représenté par llouvert dhcG de (2.4.5) .

On a en particulier sur une constellation universelle
(2.4.8) 2 = (V,a,5)
a
avec VvV ojij » P=P(V')R
il A
2
et £ :0 ~ =a P(l)-
en U1l

2.5. Soit X = (A £>» S.L.Nj.a) €Abrig* » ~(S) (avec N2 >gld , comme
toujours). Nous noterons

(2.5.1) t0) = t(C)) €~ (S) = HomiS,”) ¢ Hom(sS,0)

(cf. (2.3.2) et (2.4.3)) : t(X) est donc le point de G qui correspond

au morphisme composé de ©g-modules
0# a w24
(2.5.2) L Ul el wwTS. =0
N, S S
Il est iest immédiat que t(X) fest fonctoriel en(©S (on rappelle que
la formation de T#A. commute a tout changement de base). Nous avons

donc défini un morphisme de faisceaux sur Spec Z™M/nl :
(2.5.3) t :Abri2gidiN —-«z z[1/0]cG8C G
X = >» tX) .
2.6. Theoréme. On suppose que N )2gld . Alors le morphisme t de

(2.5.3) 1nduit un 1somorphisme de Abrig™ ~ ~ avec (le foncteur rer
senté par) un sous-schéma localement fermé de G .

Les points cruciaux sort rassemblés dans la proposition suivante
(cTest ici qurtintervient de facon essentielle 1"hypothése (2.0.2)) :
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2.7. Proposition. Avec les notations de 2.5, on pose de plus P =P(f*L).
On note p :P —*S le morphisme structural, E = “Acp , j (resp. 3¢
le faisceau d"idéaux de A (resp. E) dans P . Alors :

O) le morphisme naturel pRgPQR) — *~p#CA () est surjectif ; en
conséquence le faisceau p*3A(@) est localement libre de rang

@d21)“2?d » sa formation commute a tout changement de base, et I"on a
Rlp#KA (@ =0 , 1>0 .

(ii) Le morphisme naturel p*p#IA(@2) — 1 ~(2) est surjectif ; en
d autres termes, A est (localement sur S) intersection de guadrlgues
dans P .

Si de plus N2 )2gld , alors :

Gii) pAA Q) = p*3EE) ; en d"autres termes (compte tenu de (ii))
A est localement sur S 17intersection des guadriques contenant E .

(iv) Le morphisme naturel de S,-modules localement libres

(2.7.1) TR TIOD » pHE (2)

est localement scindé (i.e. Coker P est localement libre) et est de
rang 2d .

Démonstration :

O) Le fait que RI1p*DA(@) = 0 pour i Y2 est évident puisque
Rxp#p (@) = R1Ip#A (@) = 0 pour 1 )/1 . D"autre part nous utiliserons
constamment le fait que la formation des images directes p#op(2),

p*RA (2) et p*&E@R) commute a tout changement de base. 11 suffit en
particulier de montrer la surjectivité de

p*V2 ~"p* V2
lorsque S est le spectre d*un corps algébriquement clos. Or elle équi-
vaut a la surjectivité de

EDB ——* %)
et résulte donc de [ms], th. 9p. 68 puisque L est la puissance
quatrieme d"un faisceau ample sur A .

(i) Lorsque S est le spectre d"un corps l"assertion résulte de
[n5], th. 10 p. 80 ; dans le cas général on en déduit que pour tout
Xx€S le morphisme
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P** (AR *(X)) —» Ua @D ® h (k)

est surjectit (en effet, par platitude, bA.®K(x) est 17idéal de AH\,X/>
dans pK((x)”~* Or ce morPhisme est déduit par changement de base (d"aprés

(1)) de
P*P.9A) - ¢ K (D ;

ce dernier est donc aussi surjectif.

(ii1) Désignant par yE/A I"idéal de E dans A , il suffit
d"établir que P*"e/A” est nul * Or ce dernier est le noyau de

2.7.2) P*&a (2) — "pHGE(®)

et notre assertion n"est donc qu“un avatar de 2.3 : comme (2.7.2)
""commute au changement de base™ on se raméne au cas d"un corps et on
applique 2.3.1 avec s=2 .

(iv) On a Ker 3(0) = p\IE@) = p#A @ d aprés (@ii) donc 1Im g
s"identifie a p#A(@) (dou le rang de B) et Coker ? au conoyau du
morphisme (2.7.2), lequel, comme on I"a wu, est injectif apres tout
changement de base, donc localement scindé. B

2.8. 1l résulte déja de 2.7 que, sous I hypothése N2 )2g!'d , le mor-
phisme t de (2.5.3) est un monomorphisme : on reconstitue en effet
(A,L,v,cr) a partir de (f*L,ct,a) (nhotation de 2.2.1) de la fagon
suivante :

. A est le sous-schéma de P = P(f#) défini par 1"idéal image de

PP3«(2) -

ou p:P —--aS est la projection, et ih I"idéal du fermé de P image
de « :EN g « wP (autrement dit A est I"intersection des quadriques
contenant «(EJ:,; g:))-

. L est le faisceau inversible induit par &p(l) sur A .

-V n"est autre gue a :ENT,é\G— »A = »P .

.a=a .

Il suiffisuffit donc, pour établir 2.7, de prouver (supposant désormais

N2 >2g!d) :

(2.8.1) 1l existe un sous-schéma localement fermé dlc M , tel que t
se factorise par t, et un X = (A,L,v,0) cAbrigyza/ %(c&) tel que
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txX) W>— ’isl soit I"inclusion naturelle.

En effet, 1"objet X ainsi construit, considéré comme morphisme de
&> dans Abrig+»d,% , est alors une section de t sur <A, d"ou le
théoreme puisque t est de plus un monomorphisme. Bien entendu, X est
alors I17objet universel de Abrig* » n™

2.9. Définition. Soit 2 = (V,a/cr) une constellation sur S et soit r
un entier. Notons comme d"habitude p :P =P(V) —y S le morphisme
naturel, et posons E = <k(":|w b’) cp- Considérons le morphisme naturel de
©g-modules

(2.9.1) 3@ :p#Hp (D ——p#g(2) -

Nous dirons que 2 vérifie la condition (@Qr) J{iI. S() est localement
scindé (i.e. son conovau est localement libre) et de rang r .

Nous noterons EQ(2) (enveloppe guadratique de 2) le sous-schéma
de P défini par 1"idéal p*(Ker P(2)) (intersection des quadriques
contenant E).

Notons que P(2) peut s"interpréter comme un morphisme
E

Sym2v —-* ©sN
grédce a a:EN — *E et a (R :CE a*&p @ -
N

2.9.2. Remarque. Si 2 vérifie (Qr) alors pour tout changement de
base S* —-%S , 20 , verifie (ka) et 1"on a

EQ(29,) = EQ() Xg S* .

La premiére assertion est triviale et la seconde résulte du fait
que si  E(2) est localement scindé la formation de son noyau commute
au changement de base.

2.9.3. Soit x€ Abrig;rt d/M(S) - alors, en vertu de la proposition 2.7,

Y

la constellation C(X) associée a X vérifie (@@Qr) avec
r = 2gd ,
et de plus, avec X = (A,L,v,cr), on a

(2.9.3.1) A = EQCCO) ) -
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2,10. Posant donc r=2gd , il est immédiat que le sous-foncteur de 7
formé des constellations vérifiant (Qr) est représentable par un sous-
schéma localement fermé JL2 de Al (défini par des idéaux de Fitting
convenables) ; d aprés (2.9.3), t se factorise par e Considérons

la constellation 22 induite sur M2 par la constellation universelle
2 de (.4.38), et posons

A m (2)CP2 PI2

\

Ao

2

2.11. Soit X comme en (2.9.3) : alors le polyndme de Hilbert (relatif
a S)de L sur A est

H(n) = ngd .
Introduisons donc la strate de platitude ([md6].,8)
*3C Ji2

définie par la propriété suivante : un morphisme S — 16, se factorise
par si et seulement si le sous-schéma A2x”™ S de *2X S S est

plat sur S de polynéme de Hilbert H(n). Alors t se factorise par
aB , et le schéma A" ——»tl1* induit par A, est plat de polynéme de
Hilbert H , pour le plongement A" e— :F’,Iqb.3

2.12. Comme AN est plat sur dg * U existe un plus grand sous-schéma
ouvert

~C N3

tel que A" = A3|" soit lisse sur 4 , et t se factorise par Uy,
4
Notons que 1°on a un diagramme naturel (puisque A" = EQ(SJ™M))

EN,JI4 N *A4 & mP4=PU,,

\

C||_4

et en particulier une secticn eM : - »Aﬂ correspondant a I origine
de En . D"apres [W], th. 6.14, il existe un plus grand sous-schéma
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ouvert

dl—5c a@l

AN~ admette une structure de schéma abéllen de section
5
unité e-=edd »et t se factorise par diI* . De plus A" est de
5

tel que A.

dimension relative g , et le faisceau inversible ample L5 sur A.
induit par ©Op(l) est de degré d2 sur A puisque son polynéme de
Hilbert est n™d .

2.13. 11 existe un plus grand sous-schéma fermé

C

6¢ ds
tel que, si L- est le faisceau inversible sur A = AN~  Induit par

6
Lg , on ait
Kile) 3 g

2.14_. 11 existe un plus grand sous-schéma fermé

A C
tel que a a .  soit une structure de niveau N , et t se factorise

e

par d> f« De plus on a une trivialisation naturelle a® de 077 (ou
L? = Lg|”™ ) induite par O (2.4.8) 7 si 1°on munit L_ de la structure
7

cubiste compatible avec Gy , on obtient sur (A7,L7) une
N-rigidification au sens de 1.2. Il est alors immédiat que I"élément de
Abrig* ~ (@) ainsi défini vérifie la propriété annoncée dans (2.8.1),
et le théoreme 2.6 est donc démontré. m

Dans le corollaire qui suit on ne suppose plus que N2 )gld :

2.15. Corollaire. Pour d et n )1 et pour tout schéma S , notons

*Eeid,d,N()

I"ensemble des classes d1lisomorphisme de triplets (A,L,v) ou A ,L
est representable par un schéma quasi-proiectif M sur Spec 21 I/NJ. De
plus si  (A,L,v) désigne I"élément universel de Abpicgr/dtr,gl(l\/l), et
f:A —-M le morphisme structural. alors le faisceau inversible
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X = (AdFAL)“1

est, ample sur M

Démonstration : on a des morphismes naturels

_ I
©-15-1) *EEI%d,N. T o» g deN

pour N divisant N ?si N3 etsi N et N ont les mémes fac-
teurs premiers (i.e. si  3i/n] = zfI/N']), le morphisme | yI est
méme principal homogéne sous le groupe Fini

Ker (GL2g 2/N "2) ——»GL2g /N2) )

ce qui nous ramene (en remplacant N par une puissance convenable) au
cas ou N2 )2gld . On a d"autre part un morphisme naturel

ADrgRy ¢ & ——— — mAbpicy 4 |
(oubli de la rigidification <, avec les notatior%%}de 2.0), lequel (si
en-—
N ¥3) est principal homogene sous le groupe Gm . Ce groupe peut

méme étre réduit a un groupe Fini, en considérant le sous-foncteur

(2.15.2) aErs4,d,H = »ri3g,d,N

formé des (A,L,v,cr) telle que (v,a) soit restreinte au sens de 1.2.
L*inclusion ci-dessus est évidemment représentable par une immersion
fermée, et le composé

< L F
AbreSy a,N T RADREC 5, d, N

est principal homogéhe sous le groupe fini etale (jl.gN O

Il suffisuffit donc, pour prouver I"amplitude de(eX (et donc la quasi-
projectivité de M) d"établir I assertion analogue sur Abrig* " N . Or
si  (A,L,v,or) désigne I"objet universel sur S = Abriga/d/ﬁT , le pion-
gement t :S ——*G de 2.6 était défini par un morphisme
NE9
I S

En particulier L tIr ou Kk est le "sous-fibré universel”
sur G . Notre assertion résulte donc du fait que (Adlr)~x est ample
(et méme tres ample) sur G puisqu il définit le plongement de Pllicker
de G .H
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3. Application aux schémas de modules *-b an

3.0. Soient d et n deux entiers Y1 . Désignons par

(3'0'1) N ’ d ’ n (S)
pour tout schéma S , I"ensemble des classes d"isomorphisme de triplets
(A,C,v) ou :

.A est un S-schéma abélien de dimension relative (g ;

- 8:A - #2AY  est une polarisation de degré d2 en d autres
termes, 8§ est une isogénie de degreé d2 qui, localement sur Sfppf\ ,
est de la forme <PIIJ' ,ou L estun faisceau inversible ample sur A ;

.V :En e 2% * nA est une structure de niveau n .

3.1. Si  (A,?,v) est comme ci-dessus, considérons le faisceau de
Poincaré P sur A*'XA , et posons

| XER
3.1.1 L(S) = *)*
G-1.1) ® = (rvy £
On a alors
(3.1.2) oL(1)=45:A — WAt
d*ou il résulte que (A,L(S),v) définit un élément de Abpic+ o).

g.,4gd ,n
Posant pour abréger

G.1.3) d = 4gd
nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

(3.1.4) Ab ——%Abpict

g,d,n g,d,n

qui est iniectif en vertu de (3.1.2). Inversement si 1°on part de
(A,L,v) dans Abpjcg’g’,n(S), la condition (2.0.2) montre aulil existe
une unique Isogénie §ji:A — %A  telle que 4?'ll;>:<€[ ; on en deduit
alors que I"image de (3.1.4) est formée des (A,L,v) tels que

L~ LA ; par suite le morphisme (3.1.4) est représentable par une
immersion fermée. Appliquant alors 2.15, on retrouve :

3.2. Théoreme. Pour n )3 , le foncteur Ab en de (3.0.1) est reprée-
sentable par un schéma guasi-proiectif sur Spec MNI/nJ, noté jt ~ n .
De plus si  (A,8,v) désigne I*élément universel de Ab ',d,n(it(j*d*n)

et T:A - 'tg#tj/n le_morphisme structural, alors le fTaisceau inversible
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(Adf*L(5)) 1

(avec. d = 4gd , et. L(8) défini en (3.1.1)) est ample sur .0

/\-
y»atA
(Remarque : comme des schémas de modules grossiers vont bientét appa-
raitre, il est préférable des maintenant de distinguer Aby Ju/m e

&g,d,n)*

3.3. Pour d et n~l et pour tout schéma S , notons

(3-3-D Aby 4 0 ©

I"ensemble des classes d "isomorphisme d"objets (A, §,v,cr) ou (A,?,V)
est comme en 3.0, et ou (Oa) est une n-rigidification restreinte
(1.2) pour (A,L(8)) ; on a donc une projection naturelle (oubli de )

(3-3-2) Abg,d,n — > APgud,n

En-{°>
qui, pour n)/3 , est un revétement principal de groupe
Soit N un entier \ 1 multiple de n , et vérifiant N2 >2g!'d

On va sTintéresser au morphisme composé

(3-3-3) AlyfaM — »Ahg B R — “Abg g n

On sait que Ab™ ~ N est représentable par un schéma noté

WHN 6~

A Cct *
g"d-°N

(3.3.4) £

de plus si k¢ E.
sur fg,d,ﬁ_ le sous-fibre

®
d,N

désigne le sous-fibré universel, alors Ik induit

i =~ VL 2% AEN
*g,d,N

ol (AL, v,a) est I"objet universel sur F'gg,d,l\r et f:A —”‘Iﬁg’d’N
E {0

le morphisme structural. Les groupes r = (@) c et

Aut(E™) GL2g("™/N™) operent sur le faisceau GgN , respectivement par

I"action diagonale et par permutation des coordonnées. On obtient ainsi

une action sur G d"un groupe G~ , produit semi-direct de ry par

Aut(EN), ainsi qu®une GN~linéarisation (m4U, 8, 1.6) de ¥ pour

cette action. De plus lI"action en question respecte J ~ ™ / et corres-

pond, bien sir, a l"opération '‘changement de N-rigidification™.
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3.4. Schémas de modules grossiers, compactifications.

Gardons les hypotheses et notations de 3.3, et fixons de plus un
"'schéma de base’™ noethérien SO au-dessus de Spec zCi/nl. Nous deési-
gnerons encore (par abus d"écriture) par Abg,d,NT , Abg,ar,NT , etc., les
restrictions de ces foncteurs a la catégorie des S -schémas, et par
it(:]ﬂ]fr] , etc. les images réciproques des schémas correspondants sur S0 .

Posons
B.4.1) Gn>N = Ker(GN —-»GL2g (% /m) —--» GL2g (Z/nZ0 )

ou Gn est défini en 3.3, la premiere fleche étant la surjection natu-
relle et la seconde s"obtenant en plongeant (Z/n2 0 dans (Z/NM)2g
au moyen de la multiplication par N/n . On pose alors

B-4.2) 3d/m 348N -

I"action de Gn,NT étant induite par celle de GI\F - Nous allons voir,

par des considérations standard (cf. [M4J, Prop. 5.4) que &g,d,n est
un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab™ ™~ n sur la catégorie
des So~schémas ([M4l, déf. 7.4) et est donc indépendant du choix de N.

3.4.3. En effet soit S un SO-schéma et soit (A,8,v) comme en 3.0.
Alors il existe un revétement S J”s qui “paramétre” les
N-rigidifications de (A,L) compatibles avec v . Ce revétement est
étale galojsien de groupe GII,’N et I"on a une N-rigidification natu-
relie (,a) de (@ A,p L(8)) compatible avec p v , d"ou un morphisme

r
nu

(U]
(3.4.3.1) S =" & an

compatible aux actions de Gn ™ , d"ou par passage au quotient un
morphisme

(3.4.3.2) S AN -

Nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

(3.4.3.3) 0 :Abgﬁrﬂlﬂ ég d.n

et 1l est immédiat que tout morphisme Ab™ " n — AY , ou Y est reprée-
sentable, se factorise par 0 , puisque le composé

b Nt A g W
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est Gn /’\—invariant donc passe au quotient. Enfin il reste a voir que
pour tout corps algébriquement clos A , I"application

M) -Ab?/- () — - Eg,d,n(cn

est biiective : ceci résulte du fait que, puisque Gn ™ est fini,
I"espace sous-jacent a g 3 n es™ quotient par Gn ™ de l"espace
sous-jacent a ng’ d.N -

3.4.3.4. Remarcfue. Bien entendu, si n”~3 , dtg ¢.n corncide avec le
schéma de modules fin de 3.2.

nu
3.4.4. Désignons maintenant par /Eg N N 1Tadhérence schématique de
Q/ig#;'lxl dans <%, et posons

3-4.4.1) Ectron = Egun’Ca N

Nous obtenons ainsi une compactification de !k9 Ja/n qui, elle,
dépend de N (la notation th d.n €St donc abusive).

3.4.5_. Considérons sur le faisceau iInversible

g,d,N
(3.4.5.1) XN

induit par le faisceau inversible Av sur © , de sorte que XR est

tres ample sur g,d,N On a vu en 3.3 que 'fr est muni,d "une

GM-linéarisation naturelle ; il en est donc de méme de XN sur

Jg ™ N . Par suite il existe un entier r) 1 tel que XN provienne
d"un faisceau iInversible (automatiquement ample) sur le quotient
i@ d.n - il suffit de prendre r = Card Gn N €t de remarquer que
N\
D e 7% .
y€an N N
En d"autres termes, ?N se redescend en une classe ample

(3.4.5.2) X €PicC & 4 10.,0 =

, X admet I'interprétation

3.4.6. Sur lI"ouvert &g,d',n (o} n

"modulaire' suivante :

tg,o‘,n

Proposition. Soit (A,8,v) comme en 3.0, soit T:A r S le morphisme
structurgl, et soit J:S — * »& n le morphisme associé (3.4.3) .
Alors j Xfi est la classe dans Pi’c(S) S® du faisceau inversible
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(det FALC?))*1

ou L(8) est défini en (3.1.1).

Reprenons en effet les notations de 3.4.3. On a un diagramme
commutatif

N "Iﬁ- .*
S "=, ] NG~ G

o WA

S ag,d,n

ou J est associé a (p*A,p*§,v,ar) ? on sait alors que lI"image réciproque
par toj du sous-fibré universel 1Ir n"est autre que p*f#(5) ; on
vérifie d"autre part sans surprise que la nnt"—linéarisation de

p*f*L(8) correspondant a sa donnée de descente naturelle pour p , corn-
cide avec la linéarisation induite par celle de V sur G ; la proposi-
tion en résulte. B

3.4.7. Remarque. La raison pour laguelle nous avons introduit le schéma
de base SQ est quil n"y a, semble-t-il, aucune raison (si n”2) pour
que la formation du schéma de modules grossier a d.n (et a fortiori
de & d ﬁw) commute au changement de base. Toutefois leur formation est
compatible (w leur construction comme quotients) a la restriction a un
ouvert de Sq ; cette remarque va étre utilisée au § suivant.

4. Le ZZzschéma &g F -

4.1. Nous nous intéressons dans ce 8 au cas n=1 . La remarque finale
de 3.4.7 permet alors de construire au-dessus de Spec % le schéma de
modulles grossier Ag ™ N , noté désormais & ~ . De facon précise
donnons-nous deux entiers nl et n2 premiers entre eux et Y3 , et
posons  S; Spec z[I/] (i=1,2).

Au-dessus de S.i nous avons un schéma de modules ('& , quotient

de * ('3 R (avec des notations évidentes) par le groupe GL"gIiZ/n\S™) ;
au-dessus de S”™ = S2 "/ g¥dXS_ M2 sTidentifie aussi au quotient
i

de ~gfE an2 Par GL2g(™/nIn2™) (p(pour i1=1,2), ce qui permet de

recoller ¢% et 9(231 un ’\—s&,@fma d , , qui est rbaBJrellementent

un schéma de modules grossier pour le foncteur Abg a ’iL sur Spec 2 .
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Notons dautre part A A)=pan EP1cMtg”™®™ Q la classe ample
définie au moyen de 3.2.5. Je dis que les restrictions de ces deux

classes au-dessus de S, corncident dans Pic(kg d X" I27°Z2°® et
définissent donc une classe ample

X€ PicUg#d)@™ D ;

i1l suffit en effet de remarquer que si (A —f"1<#

# -
T 2,5) designe le

schéma abélien E)olarisé universel sur dtg Anie alors I1"image réci-
proque de A ~) via le morphisme naturel &qtéttTIXn2 ~ *g™d sTifenti-

fie a la classe du faisceau inversible det(f*L(8))v , ce qui entraine
que AMNN et AN2” corncident modullo torsion au-dessus de 812
puisque la restriction de n au-dessus de S12 est le passage au
quotient par un groupe Tini.

En résumé :

4.2. Théoréme. Le schéma de modules grossier pour le foncteur Ab
sur Spec 22 existe et est quasi-proiectif sur Spec 2 . H

y/d/i

4.3. Interprétation champétre. Notons
(4.3.1) ABg,d'

la catégorie des (S,A,8 ou S est un schéma, A un S-schéma abélien
de dimension relative g et 5 une polarisation de degré d sur A ;

un morphisme (S°fA1,?1) — (S,A,8) est par définition un morphisme de
schémas u :S" — » S , plus un isomorphisme A" u A , compatible aux
polarisations. La catégorie AB g (ainsi que ses analogues ABQ*’ln ,
AB dae/n - €tc-, que le lecteur 8évine) est un champ de groupotdes (iD-MJ,

&) au-dessus de la catégorie des schémas munie de la topologie fppf
(ou de la topologie étale). En associant a (A -~S,8) comme ci-dessus
le faisceau iInversible

(4.3.2) A(S,A,§) = (det FL(§))-1

ample au sens suivant :

4_.3.3. Définition. Un faisceau inversible M sur ABg d est ample s"il
vérifie les conditions éauilalentes gui suivent : ’
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(1) pour tout n Y3 1limage réciproque de M sur ABg d™Tm est,

____________ g,d,n est représentable par un schéma)

(i) pour tout schéma S et tout morphisme quasi-fini
J:S - ’iABg$ , le faisceau inversible j*M est ample sur S

(i) méme condition que (ii), J étant seulement supposé quasi-

affine.

L*équivalence destrois conditions est immédiate, parce que la
question est locale sur Spec "3 et que les morphismes

<4-3-4°F “ ,,d,n — -* g.a z[1/n]

sont représentables par des morphismes finis suriectifs : en fait le
premier membre est représentable par ag ™ n , et le second s"identifie

au champ quotient [#y/Qr/n/GL?y @/n2)] (d-n], 4.8).

4.3.5. Les considérations sur les schémas de modules grossiers se

Y

raméenent a la remargue suivante : on a un morphisme naturel

ABg,d’ -2-». ;b,d'

(qui fait de 3ty/é , par définition de celui-ci, la limite inductive du
foncteur naturel ABg ~ (Sch)), et <@ induit un isomorphisme

P :PicUy JO, Q ——*Pic(ABy )0 Q

(remarquer que Pic(AB ,@2r[I/n]) s identifie pour n)/3 a

PicC (&g ™ n), groupe dds classes de faisceaux inversibles équivariants
sous G = GL2gZ/NSE) ). Enfin, comme <4 est fini. on remarque qu-un
faisceau inversible M sur AB o est amQIe si et seulement si 1l
provient d"une classe ample dans Pic(ﬁEg, a')®2{) .

Remarquons enfin que les compactifications tg d n construites au
83 ne semblent pas se préter a ce genre de considérations.

5. Le cas séparable : compléments au théoreme de plongement.

5.0. L"hypothese N2 )2gid du théoréme 2.7 servait a assurer les pro-
priétés suivantes (qui impliquent la conclusion de 2.7) :

(5.0.1) Pour tout schéma S sur Spec 2[i/n3 et tout
(A —f %s,Lv,fP) Broricid ~ NG)" alors
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O) le morphisme naturel
(.0.1.1) =L — 7 f*q_|| AD
]

est injectif et localement scindé.

(i1) Le morphisme naturel
Sym2 (fiL) ——» T#(LR2)

est surjectif ; de plus si S est le spectre d"un corps, A est iInter-
section de quadriques dans P(H°(L(8)))-

(ii1) Le morphisme naturel
02 *
(.0,1.2) ~02) — * F~CI"A>

est injectif et localement scindé.

Il est cest clair que (iit) implique (i). La condition (i) sert a définir
le morphisme t de (2.6.3), et (i1) et (ii1) assurent que A est, dans
P(H°(A,L)), 1intersection des quadriques contenant §JyA . Notons d-ailleurs
que (i) est toujours vérifiée (m5], th. 9 p. 68 et th. 10 p. 80). Il
suffit donc, pour obtenir 2.7, que N veérifie (iii).

Or on rappelle (VI, 2.5.1) que le morphisme naturel

G T Y G 032y

est toujours injectif localement scindé ; la condition (iii) ci-dessus
sera donc vérifiée des que

(5.0.2) le groupe K(L®'5’) est annulé par N .

5.1. Cette condition impose toutefois (puisque N est inversible sur
S) que d soit Inversible sur S (on rappelle que d est pair et
méme divisible par 4g , faute de quoi Abrig™ est vide) . Le group

) T °g / dIN R
K(L) a dans ce cas ses Tibres géométriques isomorphes a des groupes du

type
a 2
(5.1.1) H(0)= _©I (z/d.1:Z)
1=

N = @geeadg) L dg L dpggldy o d = dyeldy

(cf. [M3], 8) ; la suite 6 est alors par définition le type de L .
La condition (6.1.3) équivaut a
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(G-1.2) N est divisible par 2d1 ;

notons que lI"existence d"une structure de niveau N iImplique déja, sous
cette hypothese, que K(LOZ) est localement constant.

Si I"on fixe 6 = (dI""’d-g) comme en (6.1.1) et si 17on note

(G.1.3) Abrigg”™ N

le sous-foncteur (sur Spec sTfl/Nd™) de Abrig* formé des
(AL, viia) tels que L soit de type 6 , alors on obtient, des que
d1|N , un morphisme (analogue a (2.5.3))

(.1.4) t 7422FiSg,6,N 8d N2g

car la condition (i) de (56.0.1) est alors vérifiée. De plus on a la
variante suivante de 2.6, avec essentiellement la méme démonstration
(compte tenu des considérations de 5.0) :

5.2. Théoréme. On suppose que 2d™|N . Alors le morphisme t de (5.1.4)
est un plongement. H

5.2.1. Bien entendu, si (A — S,L,v,a) désigne 1"objet universel sur
S = Abrig* j ~ , le plongement t :S e~ <" N2g correspond au morphisme
de faisceaux localement libres :

Fal. LGS R &5

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

6.0. Soient S un schéma, A —f’hS un S-schéma en groupes semi-stable,

L un faisceau inversible cubiste totalement symétrique sur A , ample
relativement a S . On suppose qu”il existe un ouvert schématiquement
dense U<=S avec les propriétés suivantes :

(6.0.1) Ay est un U-schéma abélien

(6.0.2) pour tout x€s-U , I"anneau local |/ est normal.
On suppose encore :
(6.0.3) K(L®2) est fini sur S et contient 4A

2
et 1"on note d le rang de K(L), de sorte que (chapitre VI) fF*L est
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localement libre de rang d .

Enfin on se donne un entier N 1inversible sur S , et une
N-ricridification (v,cf) de (A,L). On en déduit comme au & un morphisme

E
(6.0.4) FH. ——*CSN

composé de 1"évaluation aux points d"ordre N
(6.0.5) 7 — =f#Q ™)

et de 1~isomorphisme déduit de (v,or)
AE$
(6.0.6) =~ J Og
V -
On fait alors I hypothese supplémentaire suivante :
(6.0.7) la restriction & U du morphisme (6.0.5) (donc aussi de (6.0.4))
est injective localement scindée.

Cette hypothése est satisfaite en particulier si )gld (en
vertu de 2.3) ou si  K(L) est annulé par N (I, 2.5.1).

6.1. Sous les hypothéses ci-dessus, 1"homomorphisme (6.0.4) définit (82)
un morphisme

6.1.1) tjj :U — G

de U dans la grassmannienne des sous-faisceaux localement facteurs

directs de rang d de &gpec % ¢ et 1"on a un Isomorphisme canonique
(6.1.2) tjofil) ~- (AdfaL) 1

ou $,,(D désigne le dual du déterminant du sous-fibré universel de

©Ce;n sur G .

Bien entendu la connaissance du morphisme t~ détermine (A,L,v,cr)
si )2gid (8) ou si K(L™) est annulé par N (85).

D*autre part, la condition (6.0.2) implique, puisque G est propre
sur Spec 1 , lI"existence d"un gros ouvert V de S contenant U et
d"un morphisme

(6.1.3) ty :v ——» G

prolongeant ty .
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6.2. Proposition. L "isomorphisme (6.1.2) se prolonge sur V en un homo-
morphisme de faisceaux inversibles

(6.2.1) t, & @ (Adf#g)\‘/l
De plus si K(L) est annulé par N on peut prendre V=S , et (6.2.1)
est un isomorphisme.

Démonstration : lorsque K(L) est annulé par N , il résulte de VI, 3.5
que le morphisme (6.0.4) est injectif et localement scindé, d"ou la pro-
position dans ce cas (c"est essentiellement I"argument de VI, 4.1).

Dans le cas général le morphisme (6.0.4) détermine un morphisme

E,
(6.2.2) u A'dSS_N __* (AdFL) 1

Si 1 désigne 1"image de u , il est immédiat que 1"on peut prendre
pour V le plus grand ouvert de S au-dessus duquel 1 est inversible ;
le morphisme composé

t,

Plucker d En
V § P (A (&Spec -))

i E
correspond alors au quotient inversible 1M de Am(&v ), donc £ QG(l)

s"identifie a I1™M"c (MAFfA)V* . m
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CHAPITRE VIII

Image directe et différentielles

Sommaire

0. Introduction.

1. Position du probléeme.

2. Cas d"une base de caractéristique p )0 .
3. Cas des schémas abéliens.

4. Cas d"une base de caractéristique nulle.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré au résultat clé (selon I’auteur) du présent
travail. Sous sa forme générale il est encore a I"état de conjecture et
est énoncé au 81 ; on en démontre ensuite des cas particuliers (essen-
tiellement le cas d“égale caractéristique et le cas des schémas abéliens).
Le lecteur est Invité a se reporter au 81 pour 1°énoncé du probleme (1.2)
et son état actuel (1.3, 1.4). L"auteur se permet d"ajouter ici qu-il
est (au moment ou i1l écrit ces lignes) raisonnablement optimiste quant
a 1T accessibilité, au moins, de la "formule clé canonique™
FCC(Spec 2T,g,D- (notation de 1.2) . Par contre les méthodes employées
ne jettent guere de lumiere 'conceptuelle™ sur I°origine d“une telle

formule.

1. Position du probléeme.

1.0. Soient S un schéma localement noethérien, A T S un S-schéma
en groupes semi-stable de dimension relative g (Supposée constante).
Soit L wun faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement a

S , et symétrique. Notons UCS [I"ouvert au-dessus duguel A est un

schéma abélien, et faisons les hypothéses suivantes :

(1.0.1) U est schématiquement dense dans S , et de plus S est normal
aux points de S-U .

(1.0.2) K(Lpzj) est fini sur S , ou bien L est totalement symétrique
M, 3.2) et K(L) est fini sur S .
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On sait alors (VI, 3.5 que T#. est localement libre sur S , et
que (VI, 3.5.3) sa formation commute a tout changement de base S* — » S
tel ae %L U) soit schématiquement dense dans S" ; pour abréger nous
appellerons admissible un tel changement de base, et nous poserons par
ailleurs

d = rg(fib) ,
2
ce rang étant supposé constant sur S ; on adonc d = rgg K(L).
Posons
(1.0.4) R/s = A9 e¥ &k ¢

ou eA ;S —*A est la section unité ; @Q/s est un &g-module inver-
sible et nous noterons O(A,L) le faisceau inversible

(1.0.5) 6L = (dfFLye2e A g

qui sera le héros de ce chapitre.

1.1. Premiéres propriétés de O(A,L).

1.1.1. Changement de base : la formation de O(A,L) commute a tout
changement de base admissible au sens de 1.0.

1.1.2. Changement de modele : soit A" —fz*‘S un S-schéma en groupes
semi-stable contenant A comme sous-groupe ouvert et corncidant avec

A au-dessus de l"ouvert U , et soit L1 un faisceau iInversible cubiste
sur Al prolongeant L . Alors on a

6(A,L) = O0(A1,LD) ;
il est clair en effet que %A19§ = £A"g , et d"autre part VI, 3.4

entratne que TI1#L1 = A (compte tenu de (1.0.2)).

1.1.3. Comportement par isogénie. Soit H un sous-schéma en groupes de
A , fint et plat sur S . Posons B=A/H et soient X :A —>B et
g 1B — » S les morphismes naturels. Donnons-nous de plus un isomorphisme

L = X#

ou M est un faisceau inversible cubiste symétrique sur B (nhécessai-
rement ample relativement a S) tel que K(MOZ) soit fini sur S et
que g*M soit un ©Og-module 1inversible : en d autres termes M définit
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une polarisation principale sur By . Cette condition équivaut au fait
que H soit un sous-groupe lagrangien (v, 2.5.1) de K() remarquons
qutalors KIT'P2) = 2B . Posons enfin (comme dans VI, 1.4.8)

K* = K(L)/H CB ;
A
c "est un sous-groupe de B , fini et plat de rang d et isomorphe a H .

Proposition. Sous les hypotheses ci-dessus, 1l existe un isomorphisme
naturel

(1.1.3.1) o0(A,L) 6 (B,M)®d® NjcygfMjc, )&~2
ou Mg, est la restriction de M a K", et N /s la norme.

De plus soit m un entier annulant H (par exemple m=d) : il
existe alors un isomorphisme naturel

(1.1.3.2) 6(A,L)®m 6(B,M)Omd

Le mot "naturel”™ signifie ceci : a toute situation du type 1.1.3
ci-dessus, on peut associer un isomorphisme (1.1.3.1) (resp. (1.1.3.2),
une fois fixé 1l"entier m) de facon compatible a tout changement de base
admissible et a tout changement de modéle.

La seconde assertion de la proposition est conséquence de la pre-
miere puisque MK%ﬁ admet une trivialisation naturelle (1, 5.7).

Montrons la premiere assertion. Le corollaire VI, 1.4.8 nous
fournit un isomorphisme naturel

(1.1.3.3) AdF*L (@M)RD® AdFHEHONK /s (K ,)0 1

Introduisons le faisceau DH des mesures invariantes sur H
v, 1.4 et notons A(X) (comme au chapitre V) la Og-algebre d"un
S-schéma X affine sur S : par exemple, *&H = A(H). On a :

(1.1.3.4) A(H) = Hom&S_mod(A(H) ,&s) = A(H)V

et d*autre part (v, 1.4.4) :

(1.1.3.5) A(H) = A(H) SS Dij (comme ©g-modules)

d*ou, en combinant (1.1.3.4) et (1.1.3.5) et en prenant les déterminants :

(1.1.3.6) (AdACH) )62 = DR“d .
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En reportant dans (1.1.3 -3)®2 , on obtient finalement
(1.1.3.7) (AdT*L)®2 ~ (g*M)®2d® DR~d® NK -/ My )®"2

D*autre part le faisceau ¥/ (resp. ~/g) n"est autre que le
dualisant relatif de A (resp. B) sur S , restreint a la section unité.
Il en résulte que ®@,,q ”"b/S sTidentifie canoniquement au dualisant
relatif de H , restreint a la section unité. Le dualisant de H , con-
S|dere comme module sur la ©,, -algebre A(H), nT"est autre que
A(H) = A(H)®’\S Dji - st on le restreint a la section unité on obtient

donc D / d“ou un i1somorphisme naturel

(1-1-3-8) V s*“V s®dh -

Enfin on a par définition
0(A,L) = (AdF*L)02®a|ds

et 1l suffit d appliquer au second membre (1.1.3.7) et (1.1.3.8) pour
obtenir 1"isomorphisme annoncé. B

1.2. Pour abréger nous appellerons donnée de type (g,d) un triplet
(S,A,L) comme en 1.0, avec dim(A/S) =g et rg(f*L)=d . Nous consi-
dérerons dans ce chapitre les énoncés suivants :

FC(S,g,d) (*formule clé™) : pour toute donnée (S,A,L) de type (g,d)
sur S donné, le faisceau O(A,L) est d"ordre fi-i dans Pic(S).

FCC(SQ,g,d) (formule clé canonique'/ Sq étant un schéma) : il existe
un entier m\ 1 tel que I%on puisse associer a tout So—schéma S et
a toute donnée (S,A,L) de type (g,d) une trivialisation de O(A,L) —

\

de maniére compatible a tout changement de base admissible (1.1.1) et a
tout changement de modéele (1.1.2).

D autre part nous désignerons par FC (S,g,d) et FCC ' (0,9,d)
les énoncés analogues aux deux précédents, obtenus en imposant de plus a

A d"étre un S-schéma abélien.

L*auteur conjecture que FCC(Spec 1,g,d) est vraie pour tous (¢
et d . Nous établirons dans ce chapitre les cas particuliers suivants

de cette conjecture :
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1.3. Théoréme. Soient g et d deux entiers, et Kk un corps premier.

O) FCC(Spec k,g,l1) est vraie ; de plus si Kk est de caracté-
ristique p)O0 , llexposant m intervenant dans 1l1énoncé de
FCC(Spec k,g,l) peut étre pris égal a (E2-1)p2g+2 .

(i) FC(S,g,d) est vraie pour tout k-schéma noethérien normal
excellent S .

(ii1) FCCab(Spec z[l/dl,g,d) est vraie.

(av) Fcab (S,9,d) est vraie pour tout schéma noethérien normal
excellent S .

1.4. Commentaires. Nous commencerons (au 8) par démontrer (i) lorsque
k=Fp en utilisant le. morphisme de Frobenius. Au 83 nous établirons
(iid) a partir d"un résultat di a L. Szpiro et a l1Tauteur, selon lequel
FCab (S,9,d) est vraie pour tout schéma S sur lequel d est inver-
sible. Ce résultat repose sur le théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck
et sera publié ailleurs. Au 8 on en déduit (1) lorsque k=D .

En ce qui concerne ce dernier cas, on peut montrer que 1%exposant
m de I"énoncé peut étre pris égal a 4 , lorsqu®on impose a A la con-
dition supplémentaire suivante : pour tout point X€S [la multiplicité
a Iorigine de Ax du "diviseur théta" défini par Lx est paire. Ceci
résulte de 1"équation fonctionnelle de la fonction théta de Riemann
(In70, chapitre 11, 85). Nous n"aborderons pas ici cet aspect de la
question (que m"a indiqué D. Mumford), mais signalons que cette méthode
donne une iInformation intéressante : supposant de plus que S = Spec <€ ,
le C-vectoriel /s HO P Q ) muni d"une norme hermitienne natu-

relle, par la formule

(1.4.) Hll2 = ¢ » »AS? (or€H°(A,C8))
AO) *

OuU C est une constante ne dépendant que de g . D"autre part le fibré

L sur A admet également une métrique hermitienne canonique (II, &)

que nous noterons p , d"ou une norme sur H°(A,L) par la formule

(1.4.2) IsiR =\ p (s (x))2dx S€h°(A,L))
ACD

ou dx désigne la mesure de Haar normalisée sur A(<E) . Par suite le
C-vectoriel 5@,L) est encore muni d"une norme hermitienne et 1°on
peut montrer que pour un choix judicieux de la constante c¢ de (1.4.1),
la trivialisation annoncée de (A)(A,L)04 est de norme 1.
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Enfin les assertions (ii) et (iv) de 1.2 résultent respectivement
de (1) et (iii) en vertu du lemme ci-dessous :

1.5. Lemme. Soit S un schéma noethérien normal excellent. On suppose
FC(S",g,1) (resp. FCat>(S",g, D) vérifiée chaque fois que S° est un
S-schéma normal quasi-fini sur S . Alors FC(S,g,d) (resp.
FCak(S,g,d) ) est vraie pour tout d~1 .

Démonstration : pour Tfixer les idées nous nous placerons dans le cas non
respeé, le cas "abélien™ étant entierement analogue. Soit (S,A,L) une
donnée de type (g,d) : nous pouvons supposer S integre et il suffit
de voir qu“il existe un gros ouvert V J s , et un morphisme suriectif,
fini et plat it :V* —»V tels que TFJ*6(A,L) soit d ordre fini dans
Pic(V") : en effet J* :Pic(S) — @Pic(V) est injectif puisque V est
un gros ouvert et S normal, et d"autre part Ny.,Woir* est la multi-
plication par deg(ir) dans Pic(V).

1.5.1. Gréace a un changement de base V" --» S du type ci-dessus, on
peut supposer que le groupe C(L) admet un sous-groupe de niveau
lagrangien H , au sens de V, 2.5.1 - si S désigne le S-schéma
propre et surjectif paramétrant ces sous-groupes (V, 2.5.3), considérer
un sous-schéma fermé integre S de S1 , génériquement fini sur S ,
puis le normalisé S de SE : comme S est excellent, S est alors
fint et plat au-dessus d"un gros ouvert de S , et 1l est normal.

Supposant donc lI"existence d*un tel H , on pose B=A/H" ou
est I"image de H dans K(L) ; on a alors un faisceau i1nversible cubiste
M< sur B , tel que L=A*M", ou A :A — » B est la projection cano-
niqgue VI, 1.2). De plus, comme H est lagrangien, M* est de degré 1,
i.e. définit une polarisation principale de B" .

1.5.2. Le faisceau M" n"est pas nécessairement symétrique. Cependant,
soit 4 le point générique de S : il existe (quitte a changer de base)
une section b de B au-dessus de ~ , telle que le "translaté tordu™

Tli'l\/l-ﬁ g*b_:Mr:]L 1

soit symétrique, ou g :B — >S désigne le morphisme structural. Ce
faisceau admet de plus une structure cubiste naturelle (111, 1.1.9.1).
Par changement de base (toujours fini et plat au-dessus d"un gros ouvert
de S) et gonflement des modéles A et B , on peut supposer que b"
se prolonge en une section b éB(S), elle-méme Image d"une section
a™A(S). Posons dans ces conditions
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M = T’SM' ®g*b*M*”* ;
alors M est cubiste (11l, loc. cit.) et symétrique, et 17’on a
(1.5.2.1) A*M ~ T§L® fran”l .

En particulier (XAM® L 1) est dans Pic® (A™) et est symgtrique
donc est d"ordre 2, ce qui montre que (T*"® JJ1)®2 est trivial, donc

a<=K(L®2) .

Ceci entraine que a est dlordre fini dans A(S), donc que le
faisceau inversible a*L est d’ordre fini dans Pic S (I, 5.7) ; on
peut donc supposer (@pres changement de base) qu”il est trivial, et
(1.5.2.1) devient

(1.5.2.2) X*M - TAL .
Enfin la translation par a fTournit un isomorphisme
T:; o el f*TETL
d*ou un isomorphisme
o (AL 6, T*L) .

Par hypothése O(B,M) est d"ordre fini ; il en est donc de méme de
O(A,T*L) = 6 (@ ,L), grace a (1.5.2.2) et a la Prop. 1.1.3., 0

2. Cas d"une base de caractéristique p)O0 .

2.0. Dans tout ce 8 on fixe un nombre premier p , et 1"on se propose de
démontrer FCC(Spec FP ,0, 1) pour tout gVl ; plus précisément :

2.1. Théoremee A toute donnée (S,A,L) de type (g,1) sur un schéma
S de caractéristique p , on peut associer canoniquement une triviali-
sation <7p(A,L) du faisceau inversible

2 2442
6(A ,L)R<P2-1)P25+2

de maniere compatible a tout changement de base admissible et a tout
changement de modele.
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2.2. Le cas ou «A est Fini.
2P
Nous allons d"abord, grace a une 'frobeniuserie', démontrer 2.1 en
nous restreignant aux (S,A,L) tels que le noyau OA de la multipli-

2p
cation par 2p2 dans A soit fini sur S (condition vérifiée e%pparl
ticulier si A est un schéma abélien).
Soit donc (S5,A,L) de type (g,l), avec «A  Ffini sur S .
2p2
2.2.1. Introduisons, pour tout n>/1 , le plus petit sous-groupe ouvert

ANCA
contenant nA ; remarquons a ce propos que
nA = K(L®n)

puisque L est de degré 1. La multiplication par p induit en parti-
culier un morphisme

2
(2.2.1.1) [0l :AM2p ~ — * Ar2ph

qui i1dentifie ArQBl au quotient de AE?%Z] par le sous-groupe fini et
2

plat PA . De plus L est symétrique et K([p] LO2) = 5 ,AC AN2p N est

fini par hypothese ? nous sommes donc dans les conditions d"application
de la proposition 1.1.3, avec m=p et d=p2g , d"ou un isomorphisme
naturel

201
(2.2.1.2) 6(A,[PrL)®P» 6<A,L)®P28+1

en remarquant que I°on a, grace a 1.1.2 (changement de modele) :

2
S(A"2p M Ipl D = 6(A,[pI*L)

O(A™2p™,L) = a(AL) .

2.2.2. Or coome L est symétrique on a un isomorphisme canonique (1,5.5)

2
[p]*t - Le?"

ce qui permet de descendre [pl L non seulement suivant [p] comme
ci-dessus, mais aussi suivant le frobenius relatif itéré WA défini
par le diagramme commutatif suivant :
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2
«
A A, ——ML—y A
>sf LI F2 Tf
S —=2= s

ou le carré de droite est cartésien et ou Fg (resp. ) désigne le
frobenius absolu de S (resp. A). Le sel de la chose réside dans le
fait que I°on a canoniquement

(2.2.2.1) [pl*1- L®P2 - (F2)*L - «;/s L
en posant
L =wWL ;
(A1fL") est donc obtenu a partir de (A,L) par le changement de base
admissible Fa :S - S , d"ou des isomorphismes naturels
(2.2.2.2) O(A\L®)  (F2)*0(A,L) b(h,L)®P2 ]

Nous pouvons enfin appliquer 1.1.3 a I"isogénie "WA (avec
m:p2 et d=p2g) d*ou :

2 2
6(A, [P1*L)®P2 =m 6(A,4",s L *)@P2 (.2.2.1)
2g+2
6<A",L")®P (1.1.3)
« 2 209t2
& o6(A,L) P (2.2.2.2)

d*ou finalement en comparant a (2.2.1.2) élevé a la puissance p :

2a42 2042
6(A,L)EP29+2 — 6(a ,1 YEp2-p 20+2

) i o i R 2-» 2g+2
qui fournit une trivialisation naturelle (I) de OCA,L) p -1P f

comme annonceé.

2.3. Le cas général.

Nous disposons maintenant, pour tout (S,A,L) de type (g,D),
lorsque S est un schéma de caractéristique p )0 et que _A est

fini sur S , d"une trivialisation 2P

D A.D
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. 2 1 20+2
du faisceau inversible OCA,L) 1p “" p sur S , compatible a tout

changement de base admissible et a tout changement de modele :
Ne faisant plus d"hypothése de finitude sur ~A , notons U

(comme dans 1.0) I"ouvert de S au-dessus duguel ZR est un schéma

abélien : i1l suffit, pour achever la démonstration, de prouver que la

®( 2-i) 2B+2
P P

trivialisation @J*(Ay,L") de OCA,L) au-dessus de U se

prolonge a S .

Nous pouvons pour cela remplacer S par le spectre de I"anneau
local d"un point de S-U (qui est normal (1.0.1)), puis, grace a
EGA IV, 8.8.2, supposer que S est essentiellement de type fini sur
Fp donc excellent (et toujours normal). Il suffit alors de trouver un
morphisme fini surjectif i :S" —*=S , avec S normal, tel que
CTp(Ay,Ly) se prolonge a S* apres le changement de base 1 . Or il
suffit pour cela de choisir S (grace a IV, 8.2) tel que Ag, admette

un gonflement A1l tel que -A* soit fini sur S, et tel que L,

2P
admette un prolongement cubiste L* sur A" : la trivialisation

a (A",L") réalise alors le prolongement cherché. H

3. Cas des schémas abéliens.

Nous utiliserons le résultat suivant, di0 a L. Szpiro et a l"auteur,
et dont la preuve sera donnée ailleurs :

3.1. Théoreme. Soient S un schéma, d un entier inversible sur S .
Alors FC (S,9,d) est vraie pour tout g Y1 .

On se propose ici de déduire de 3.1 le théoréeme suivant :

3.2. Théoréme. Pour tous g et d V1 ,FCCa™(Spec 5?[l/dl,g,d) est vraie.

3.2.1. Désignons par Xygw le champ ([d-m], &) formé des données
(S,A,L) de type (g,d) ou A est de plus un S-schéma abélien. Nous
pouvons considérer OCA,L), pour (S,A,L) variable, comme un faisceau
inversible sur X~ ~ , que nous noterons désormais 5 ta . Si, pour tout
champ X (sur la catégorie des schémas) et tout entier n , nous notons
X[I/nl le champ X xSpec ™ Spec z[I/n] , alors l"assertion de 4.2 est

simplement que la restriction de §g,d' a Xg,le/d] est d"ordre fini.
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A Pour tout entier n)/1 notons X3 1d/n le champ des (S,A,L,v)
ou (S,A,L) est dans X g €t ou Vv est une structure de niveau n
sur A . On a alors un morphisme

vn X 8/d/m — xaHdb/n]

qui identifie Xg MI/n] au champ quotient [x d n/GL2g(Z/n2)I
(Jd m1, 4.8) pour ITaction naturelle de GLZ (Z/nZ) sur X .De

3*dfn
plus, pour n~3 . le chamE) Xg d.n ©st representable

3.2.2. Traitons d"abord le cas d )1 . Si I°on prend pour n une
puissance de d qui soit Y3 , alors Xg M[I/d] est donc quotient

(au sens des champs) du schéma Xg,d,n . Une trivialisation de Q%Qd

sur Xg d\l;lld] equivaut donc a une trivialisation de fﬁ md, sur

Xg d.n - compatible a 1""action™ naturelle de GL’ég.(Z/nZ) sur Igx og d -
Or le théoréme 3.1 appllque a I objet universel sur Xg an affirme

I"existence dun entier KkVI tel que 1Iff 681y soit trivial : il en
résulte immédiatement que
®k .Card GL,, (a/n2)

admet une trivialisation équivariante, cqgfd.

3.2.3. Placons-nous désormais dans le cas ou d=1 . La méthode ci-dessus
montre qu il existe, pour tout nombre premier p , un entier m "1 et

m p
une trivialisation %) de a&xP sxiar Xg 1[I/pi. 1l s"agit de prolonger
1"une des G@. a X tout entier. Pour cela nous aurons besoin de
renseignements sur Qa géeométrie de Xg 1 .

3.2.4. Soit ABg 1 Ile champ des schémas abéliens principalement pola-
risés. On a un morphisme naturel

(3.2.4.1) Xe.7 ~ By g

(A— %S,1) F-» (A— »S,CPL AN At)

qui admet la structure suivante : soit H — tAB 1 le champ des points
d*ordre 2 du dual du schéma abélien universel sur AB ; (en d autres
termes les objets de H sont les (A-» S,S,M) ou (A— »S,S) €AB_ .
et ou M est un faisceau inversible d"ordre 2 sur A) ; alors X

))1
est un H-torseur sur AB - . Par suite le morphisme (3.2.4.1) est
fini, plat et localement d%intersection compldte, et méme étale au-dessus

de ABg g£/2I- De Plus comme ABg r est lisse sur Spec Z
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(Grothendcfcck), le champ Xg 1 est méme plat et localement d’intersec-
tion compléte relative sur Spec 1 , et lisse au-dessus de Spec z[1/21.

3.2.5. Soit (A w=S,L) un objet de X
de symétrie

g»t - On a un unique isomorphisme

s L [-11(L)

respectant les rigidificationse On en déduit une involution
s . [-11*
t(A,L) : A #H[-10 L — 0 » L
c"est-a-dire, comme Ff*L est un Sg-module inversible, une section de
ni. ¢ . Nous obtenons ainsi un morphisme

(3.2.5.1) TIX X —h N2 e specz[TI/(T2-1) ) .

Comme g est réunion des deux sections T=1 et T=-1 sur

Spec % , Xg ; est réunion des fermés

(3.2.5.2) X+ = 0@y L, X-=H
dont les restrictions au-dessus de Spec M[1/2] sont aussi ouvertes.

Si S est le spectre d*un corps k , alors t@,L) est un élément
de MK = {-1I/+1} qui n"est autre que (-1)V ou Vv est la multipli-
cité a l"origine du diviseur théta (I1"unique diviseur du systeme
linéaire 1 1).

3.3. Lemme. Les fibres génériques XN et x de X+ et X- sont
géométriguement irréductibles.

3.3.1. Montrons d"abord que ce lemme implique le théoreme. 1l a pour
conséguence que, pour presque tout nombre premier p , les champs

X xSpec F, et X xSpec F, sont géométriquement irréductibles (on se
raméne au cas d"un schéma en considérant une composante convenable d"un

schéma de modules fin Xg911n , et 1"on applique EGA IV, 9.7.7). Pour

un tel nombre premier p/2 , on considere comme en 3.2.3 une triviali-
- & m _ . - -

sation agy de /3 au-dessus de X , [1/p], avec m)/1 . Si I'on

regarde a, . comme une section méromorphe sur X tout entier, son
diviseur est de la forme a(X xSpec F_ ) + b(X~xSpec F.) ou_a et
beN (puisque#x ~ est lisse sur ~[1/2]) et par suite g'rrji est
de la forme tm ou M est un faisceau inversible sur @32 < On conclut
en remarquant que Pic(&i2)=0 (on obtient p, en recollant deux
exemplaires de Spec Z par le point fermé Spec R)e
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3.4. DRémonstration de 3.3 (esquisse) : notons Xan le "champ analytique
compkexe" déduit de X9 11 > un objet de Xan est de la forme

(A—-— »S,L), ou S est un espace analytique complexe, A un S-espace
analytique en groupes, propre et lisse sur S a fibres connexes de
dimension g , et L un faisceau inversible symétrique rigidifié sur

A , ample de degré 1 relativement a S (de sorte que A est projectif
sur S et mérite donc le titre de '"S-schéma abélien™). Alors Xan
e§t réunion des deux ouverts fermés_f Xan €t Xan déduits de X et
X, et il s"agit de montrer gue Xa'n et Xz, sont irréductibles (au

sens analytique).

3.4.1. Description de X*n : considérons l"espace de Siegel

ttg = {iIMVg(O)1i2 est symétrique, et la matrice symétrique réelle
IM(f1) est définie positive)

et le réseau (relatif a Hg)
A= {8 €<ch'|l;|z €z29®nz9}
La fonction théta de Riemann sur ngM9 , donnée par la série

B{z,0) =) ! ep(rituth+ AFi"mz)
m€zg
a une propriété de quasi-périodicité relativement a A ([M7], chap. II,
81), qui entraine que son diviseur est A-invariant. SI nous posons

a = IgxH /A £%=>»
9 9

alors le diviseur en question induit un diviseur symétrique sur , que
nous noterons ®+ . Notant £+ le faisceau iInversible
T. ®+)® F*ON(-0+) sur E (ou e :Hg —* 1 est la section nulle),

alors @@t —>K
morphisme

g,£+) est un objet de Xé’m , que 1"on peut voir comme un

(3.4.1.1) Hy = »X5,

Enfin le groupe symplectique Sp(29,Z) opére sur <X e nn
respectant A ; I"image de (z,Q) par (" B) €Sp(2g9,™) est

(t (CHM)"'1z, (AINB) (COMD)-1)

(cf. [M70, chap. 11, 84). Il opére donc en particulier sur $ de

S\

maniére compatible a son action sur X
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3.4.1.2. Proposition. Le morphisme (3.4.1.1) identifie X*n au champ
quotient [r+\Hgl (au sens de [d-m], 4.8), ou r+c Sp(2g,Z) . désigne
le stabilisateur du diviseur ©+ (c"est le groupe T de [il et [VA).

3.4.2.-Description_de Xgn : choisissons une section d"ordre 2

j# — *;AMAcC &
a j g QA/
telle que pour tout fI€H | la multiplicité du diviseur O0fjj au point
«) de d, soit impaire, par exemple

1/2 1/2
0 0
a Qb +
0 0
et désignons par 0 Ct le translaté par a de 0+ , et par Z~ le

faisceau ©=.(© )® F*e*OL(-0 ). Alors (™ 7> ,£ ) est un objet de
- N - -
X3~ crest-a-dire un morphisme 9

(3.4.2.1) Xg — <X;n

3.4.2.2. Proposition. Notons F”’csp(2g,Z) le stabilisateur de 0O~ .

3.4.3. La démonstration de 3.4.1.2 et 3.4.2.2 aurait sa place naturelle
dans la littérature sur les fonctions théta ; on se bornera ici a en
donner les grandes lignes.

Le champ X -[1/2] admet encore la description suivante : c"est
*
la catégorie des (A —IP S,1,g ou (A T, S,S) est un objet de

ABy 1iCI/Z] , et ou

q:2A *g2's

est une forme quadratique vérifiant

3.4.3.D a(x+y)aCaady) = e2(x,y)

ou e2 :2AX2A — *hi2 est ~orme alternée sur 2A = Ker(28) définie

par la polarisation 28 .On passe de (A,L) a ((A,5,q) en prenant

8§=q. et qgq=e* ([M3], 82). Une forme quadratique q vérifiant

(3.4.3.1) sT"appelle une théta-caractéristique pour le R-vectoriel

symplectique (2A,e2). De plus I"invariant t(a,L) de 3.2.5 nTest

autre que (-1)6 ou e€F_ est I"invariant d*Arf ([d-g!, Ill, 8, 2.7)
L

- * 1



196

Par exemple, dans le cadre analytique, la forme e# associée a
I"objet (A — ’6H9 ,£+) de 3.4.1 est la suivante : soient 12€ 'fg et
= 1
m+IXn€ 2(23+Ci )
un point de < au-dessus de , , ' al°rs
£ . N
e*xttmwrh)\z (_1)\4 m.n
Il résulte de la théorie classique de Riemann que le morphisme

an
a B
g o1l

défini par 1"objet (¢ —£+-Mg/(E>(+) de AB&W.(MQ) fait de ABa,n} le

champ quotient [Sp(2g, %\» . Autrement dit, AB"T* est connexe et son
groupe fondamental sTidentiFie a Sp(2g,2?).

Les considérations ci-dessus impliquent que le revétement naturel
X*n — b1
P a1
(A, F-* AP

est "‘classifié"” par le Sp(2g,”-ensemble

E = ensemble des théta-caractéristiques pour le F2~vectoriel

2~ et la forme symplectique standard

et que le sous-revétement X*n (resp. X~n) correspond aux théta-
caractéristiques paires (resp. impaires), i.e. dont I"invariant d"Arf
est égal a 0O (resp. 1). Les propositions 3.4.1.2 et 3.4.1.3 résultent
du fait que Sp(29,”) opere transitivement sur I"ensemble des théta-
caractéristiques paires (resp. impaires) : cette derniere assertion est
prouvée dans [i], chap. V, 8, corollaire de la Prop. 2 et lemme 25. =

4. Cas d"une base de caractéristique mille.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

4.1. Théoréme. Pour tout g Y1 , FCC(Spec 45,9, 1) est vraie.

Nous aurons besoin d"abord de quelques lemmes.
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4.2. Lemme. Soient S un schéma et d un entier Y1 . Alors
FCC(So,2,d ) implique FCC(SQ,l,d).

Démonstration s soit (S,A,L) une donnée de type (1,d) ou S est un
S -schéma. Alors (S,AX A , pr.,L®r0OL) est une donnée de type (2,d )
et il est immédiat que O(AXA , priL®pr9L) s identifie canoniquement

~

®2d - ,
a o0(A,L : ceci résulte du fait que ®axa’/S "ﬁs ' et de la "or*
mule de Klinneth (on rappelle que A est plat sur S). Le lemme en

résulte. O

Nous supposerons donc désormais que I"entier g de 4.1 est V 2 .
Gardant les notations X+ et X- de (3.2.5.2), nous pouvons des lors
bénéficier du lemme suivant :

4.3. Lemmee On a H°(XT &) = HO(Xr>-{ ® . En conséquence, pour
+
presque tout nombre premier p , les champs X ®F et X ®FP nlont

pas de fonctions globales non constantese F

Démonstration : nous nous limiterons a Xy pour fixer les i1dées. Il
s"agit de montrer que le schéma de modules grossier Y associé n"a pas
de fonctions globales non constantes. Celui-ci est un revétement fini
connexe (a cause de 3.3) du schéma de module grossier $= g, i )© des
variétés abéliennes principalement polarisées. Ce dernier admet une
compactification t (la compactification de Satake) qui, pour g\2 |,
a la propriété que dmitdlcar) ~ dim &-2 . Par suite le schéma de modules
grossier Y admet également une compactification ayant la méme pro-
prieté. Le lemme en résulte. m

4.4. Le théoréme 3.2 implique 1"existence d"un entier m)/l et d"une
trivialisation, que nous noterons o , du faisceau 6 me sur ) G
(notations de 3.2.1). En particulier, pour toute donnée” (S,A,L) de
type (g,D), on dispose d une trivialisation cr*iAy/Ly) de O6(A,L)®m
au-dessus de l°ouvert U de "bonne réduction™ de A . Le théoreme 4.2
sera démoEtré si 1"on établit que, lorsque S est de caractéristique
nulle, X (Ay.Ly) se prolonge en une trivialisation de O(A,L) sur S.
Nous allons procéder pour cela par 'réduction modulo p assez grand".

4.5. Pour tout nombre premier p , posons m" = (p2-1)p2g+2 et consi-
dérons la trivialisati(?n (I'P construite en 2.1 pour les données de
type (g,l) en caractéristique p . Nous pouvons considérer sa restric-

tion au champ Xg* 1® FP , que nous noterons aBb . Dans ces conditions
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c-m . ®m ®mm
@ ) " et @ ) p donnent deux trivialisations de 6 p sur

X ®F , et il résulte donc du lemme 4.3 que pour presque tout p , il

e)?i%te Bes constantes c; et CP f:FI)D( telles que

Om
@ab) p = ct@ab)Om sur X+®F
(4.5.1) P p P

m
(aab)emp c}(a\z]i:b)@n sur x ®Fg

4.6. Lemme. Pour presque tout nombre premier p et toute donnée

(S,A,L) de type (g,I) sur un FP—schéma S , la trivialisation

aab(Ay,Ly) de 6@A/D)AN sur I"ouvert U de bonne réduction de A se
prolonge a S .

Démonstration : la question est locale aux points de S-U et nous
pouvons donc supposer S normal irréductible. Dans ce cas U est con-
nexe donc le morphisme U — » X 1 défini par (Ay,Lu) se factorise

par x* ou X , et par suite d'apré/s (4.5.1), (crab)®m8 se prolonge
sur S pour presque tout p en ¢ Pm ou c;< Pm suivant le cas.
Donc crb se prolonge puisque S est normal. m

4.7. Fin de la démonstration de 4.1 : soit (S,A,L) une donnée de type
(,) ou S est un Q-schéma. La question du prolongement de criAy/Ly)
est locale sur S et nous pouvons donc supposer S affine de type fini
sur © ,puis que (S,A,L) provient par tensorisation par ® d"une
donnée de type (g,) (nhotée désormais (S,A,L)) ou :

. S est un schéma normal intégre de type fini sur 2

. pour tout nombre premier p , le schéma S® Fp est normal et
I 'ouvert U de bonne réduction induit un ouvert dense de S® FP (donc
(S,A,L) induit sur S”™F”~ une donnée de type (g,D)).

Le diviseur de a(ATLLLIT) (considéréecomme section méromorphe de
6(A,L)®ln sur S) induit pour tout p assez grand, d"aprés 4.6, le
diviseur nul sur S® F_ : il induit donc 0O sur la fibre générique, ce
qui aché/e la démonstrgtion. i
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CHAPITRE IX

Positivité de W

Sommaire.

0. Introduction.

1. Un lemme de Zarhin.
2. Positivité de S .
3

. Cas des schémas abéliens : amplitude de .

0. Introduction.

On recueille ici les premiers fruits de la "formule clé" du
chapitre VIII, jointe aux propriétés de ""négativité de 1"image directe”
des chapitre VI et VII.

Si A est un schéma en groupes semi-stable sur un schéma normal
excellent So "vérifiant la formule clé”, on montre en 2.1 qu-il
existe n )1 tel que le fTaisceau é%gs soit engendré par ses sections
o]

globales sur SQ . On utilise pour cela un lemme de Zarhin, démontré au
81, qui permet de se ramener au cas '‘principalement polarisé’.

Au 83 (qui est indépendant des deux précédents) on montre I ampli-
tude du "faisceau w ' sur le champ modulaire des schémas abéliens pola-
risés. C"est une conséquence immédiate de la formule clé pour les schémas
abéliens et de 1""anti-amplitude de I"image directe" résultant des plon-
gements grassmanniens du chapitre VII.

1. Un lemme de Zarhin.

Nous esquissons ici une démonstration, inspirée de notes de
P. Deligne, du lemme suivant

1.1. Lemme. Soit d un entier Y1 . A tout schéma S et tout S-schéma
abélien A muni d"une polarisation ¢é :A —->At de degréﬁ d2 , on peut
associer canoniquement, de maniere compatible a tout changement de base,
une polarisation principale sur (AXAIDA .

Démonstration : soient S , A , $ comme ci-dessus.
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1.2. Soit M un Z-module [libre de type fini : alors A™M est un
S-schéma abélien (isomorphe a Arg ©), et I"on a un isomorphisme cano-
nique

CAM : (ADME ATI® M*

ou M est le dual Hom (M,2) de M . Cet isomorphisme est de plus
compatible a la bidualité, au sens suivant : 1"isomorphisme composé

t
pemytrr SAMY__ ) rem)t EE T ) Atr@M ——» AG M

ou la derniére fleche résulte de la bidualité pour A et pour M , est
1"isomorphisme de bidualité (M2, 8 13) pour A® M .

1.3. Soit B une forme bilinéaire sur M , considérée comme un homomor-
phisme B :M — »M* _ On peut alors associer a la polarisation
B:A — »AL 1 “homomorphisme

0@ B : A®M ——» AT® M* = (A®@ M)1 .

Ce dernier est une ishgénie si et seulement si B est non dégénérée
sur Q ,etestsymétrique Ci.e.vérifie (j/)BB)I'= $® B) si et seulement
si B est symétrique, ce dernier point résultant de la compatibilité
énoncée en 1.2. Enfin $®B est une polarisation si et seulement si B
est symétrique définie positive : c"est en effet trivial si B est
diagonalisable dans M , et 1°on se raméne a ce cas en remarquant que
B est diagonalisable sur un sous-groupe d"indice fini M* de M et
que I “homomorphisme naturel A®M® — >A® M est une isogénie.

Le morphisme $® B est le composé

_A@ M DO te TAALOB . pte ™

et le degré de ® 1d» est d2rg M , celui de 1d"® B est Idet B|2g
ou |det B] est le cardinal de Coker B et ou g=dim(A/S). On a donc

(1.3.D) deg(®® B) = d2rg M jdet B)2g

1.4. Supposons désormais B définie positive. Pour toute polarisation
§:C — »CR sur un schéma abélien C , notons e" :Ker ?XKer 8 — >Gm
la forme alternée associée.

Posant K = Ker ® , il est d"abord immédiat que K® M c Ker($®B)
De plus supposons que B soit divisible par d2 - alors, posant
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B"=-~B , on apour x et y£Ker(O®B~") :
dz2
eO®B’(x,y)X _ eib@B ’(x,y)Vd2 _ eO®B ((!Iﬂx,y)'

Comme K est annulé par d2 , 1l en résulte en particulier que le sous-
groupe K®M de Ker(*PeB") est isotrope pour la forme e

1.5. Prenons M de la forme M =MW XM2 ou M et M2 sont Z"-libres
de méme rang r , et supposons que la forme bilinéaire B0 iInduite par
B sur {o0o)xM2 soit divisible par d2 . Identifions A®M a

(AOM™M) x (A®M2) et posons (avec K = Ker $) :

K* = {O}X (KOM2) ¢ (a® Mx)X (A®M2) .

La fonctorialite de la forme eIbo b pour l1lTinjection naturelle

NON2 = *A®M , jointe aux considérations de 1.4 (appliquées a la pola-
risation induite par 00B sur A® M2 , qui n"est autre que 0 BZ)/
montre que K" est isotrope dans Ker($®B), et par suite que la pola-
risation OB se descend en une polarisation 0 sur

(ABM1)X (AOM2A ® M 2) > (A® Mx)X (AfOM2) = (AXA1)1 .

De plus le degré de 0 est

deg O = deg(®0B)/(rg K*)2

ddrx (4etB)Vr

(det B)2g

en vertu de (1.3.1) et du fait que K*»K" est de rang d2r

1.6. 11 suffit donc, pour démontrer 1.1, de trouver un 2f-module N
libre de rang 4, et uneAforme bilinéaire définie positive B sur
NXN , divisible par d sur {0}XN et unimodulaire (i.e. det B= 1).
Prenons pour N [I"anneau H des quaternions atbi+cj+dk avecc
a,b,c,d€ i , et cherchons BB sous la forme

B = partie réelle d"une forme IH-hermitienne positive sur IHXH .

Si la forme hermitienne a pour matrice (a ™~ avec a et cé€1i
M6 c*
b&H , alors on vérifie que det B = (ac—bB)4 - Il s"agit donc de
résoudre (posant b = x+iy+jz+kt)
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ray0O ,c)0 , d2]|c

“ac-1 = x2+y2+22th2

d"ou le lemme puisque tout entier naturel est somme de quatre carrés. ®

1.6. Autre version. Zarhin me signale que 1.1 est un cas particulier de
[Z41, lemme 2.5 : avec les notations de loc. cit. on prend W=Ker X et
I"on remarque qu“alors X®/w est isomorphe a (xt)4xx4 , grace a

1" isomorphisme

XAXX4 -SU X4X X4

u,v) »== (u,lutv) .

2. Positivité de S

2.1. Théoréme. Soit Sp wun_schéma noethérien_naormal excellent. QOn_fait
sur SQ [I"hypothese suivante :

() pour tout entier g >1 et tout S™-schéma normal S Fini sur

S, . la formule clé FC(S.q,1) est_vraie (VIII, 1.2).

Soit A So uUn Sy-scheéma en_qroupes_semi-stable, abéelien

au-dessus d"un ouvert dense de S, . Alors il existe un entier n)Y1
tel que wkég soit engendré par ses sections globales sur S (hota-
O o

tion de VIII. 1.0.4).

2.2. Remarque. L"hypothese (H) ci-dessus est vérifiée en particulier, en
vertu de VIIl, 1.3 (i), si SQ est un schéma sur un corps.

2.3. Démonstration de 2.1 : on peut naturellement supposer S0 integre,
de point générique t . Soit S — »S le normalisé de SO dans une
extension finie de *(ti) : on montre comme en VI, 4.3 qu™il suffit de

trouver un entier n* )/1 tel que 1I*i\/s soit engendré par ses sec-
o
tions sur S (la norme d"un faisceau inversible sur S a encore un

sens dans cette situation, cf. EGA 11, 6.5).

2.4. Lemme. Soient A et S; comme_.dans 2.1, avec S, connexe de

point générique 4 . Soit A* un modele semi-stable sur SO de la

* N
variété "duale A de A (ITexistence de A  d&st assurée par IV, 7.1).
Alors le faisceau inversible
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S, ® &F
A/So A /SQ

est d"ordre fini dans Pic(SQ).

(Ce lemme n"utilise pas 1"hypothese (H) de 2.1).

Démonstration : par changement de base du type 2.3 et gonflement de A ,
on peut supposer quTil existe sur A un faisceau inversible cubiste
symétrique L , ample relativement a SQ et tel que K(L) soit fini
sur SQ . D"aprés lTunicité du modele semi-stable a fibres connexes
([R1], IX.1.5) on peut prendre

At = A/ZKQL)
(fF. v, 7.1.2). On a alors (VIII, 1.1.3.8)

. =W . ® DW tX

ASo A4S, KL

mais comme K(L) est isomorphe a son dual de Cartier on a

R ~ Bsq -

Le lemme en résulte. H

2.5. Grace au lemme 2.4 nous pouvons, pour démontrer 2.1, remplacer A
par (AXAt) puisque "~(AXAt)Vs a meme classe dans Pi1c(SQ)®Q

que — 8}8 e Le lemme de Zarhin (1.% nous permet donc de supposer gque
o

AN admet une polarisation principale, et méme (apres changement de base)

qu il existe sur A un faisceau inversible cubiste symétrique L , ample
relativement a SQ et de degré 1 sur A" . Dautre part la question est
locale sur Spec 2F, et nous sommes donc ramenés a traiter deux cas :

(2.5.1) 2 est inversible sur Sq : on peut, par changement de base et

gonflement, supposer que K(LS>2) est fini sur Sg . On applique alors

VI, 4.1 (i) : il existe n)o tel que (FA)® n soit engendré par ses
sections. Par ailleurs, d"apres I hypothese (H), on a C_%R/S N (f"‘L)®_2
o]

dans Pic (SO)®<D ? le théoreme en résulte dans ce cas.

(2.5.2) 3 est iInversible sur Sq : on applique alors la construction de
VI, 5.4.2 : posant 37C] = z[tW/(1+T+T2), on peut remplacer A par
AN = ARz[C] = A2 ; on construit dans loc. cit., a partir de L , un

faisceau i1nversible totalement C-invariant VI, 5.4) L% sur AJ_ tel
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que k@2” = gA] = Quitte a changer de base on peut supposer que Kt*)
est fini et I"on peut alors appliquer VI, 5.8. On conclut comme ci-dessus

grace a 1 hypothese (H). H

3. Cas des schémas abéliens : amplitude de w

3.0. Conformément a VII, 4.3, désignons par ABygci’ le champ des schémas
abéliens A — S de dimension relative g munis d’une polarisation

8 de degré d2 . On dispose sur ABg N du faisceau inversible w , dont
la "valeur” sur I"objet (A—*S,8) est par définition le 6g-module
inversible A4S -

de VII, 4.3.3.

Démonstration : fixant n) 3 , il s"agit par définition de montrer que
1"image réciproque de @ sur le champ représentable ABg » n est
ample. Soit % le normalisé du schéma de modules $ d.n correspondant,
et soit (A - *Y,8 le schéma abélien polarisé sur Y déduit du mor-
phisme naturel Y — » ABg ~ . Il suffit de montrer que 4 est ample
sur Y puisque le morphisme Y — » ABg d n est fini surjectif. Or,
comme Y est quasi-fini sur AB a le faisceau (det f,L(8)) ™ est
ample sur Y d"apres VII, 3.2 (ou L(5) est le faisceau défini en

VII, 3.1.1). Puisque L(8) est symétrique notre assertion résulte donc
de FCak(Y,g,4gd) qui est vraie d"apres VIII, 1.3 (iv). =
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CHAPITRE X

Hauteurs proiectives et familles limitées

Sommaire.

1. Familles limitées d"applications rationnelles.
2. Familles limitées et graphes.

3. Hauteurs.
4

. Le théoreme de la hauteur bornée.

0. Introduction.

Dans ce chapitre, indépendant des précédents, on étudie la notion
de "famille limitée" de points d"un k-schéma de type fini X , a
valeurs dans un corps de fonctions F sur le corps de base k . De tels
points peuvent étre considérés comme des applications rationnelles d"un
modéle S de F sur k , a valeurs dans X ; on montre alors au 8
qu“ion ensemble icx(F) est limité si et seulement si les ''graphes™
correspondants forment une famille limitée, au sens habituel, de sous-
schémas fermés de Sx X , ou S est un modele normal projectif fixé de F.

On introduit au 83 les versions ''géométrique’™ et "numérique”™ de la
hauteur projective d"un point de X(F), la hauteur numérique étant la
hauteur habituelle définie dans [1!. Le lien avec les familles limitées
est exprimé par le "théoréme de la hauteur bornée™ (4.2) ; il faut
avouer, hélas, que I"obstination mise jusque-la a éviter toute hypothése
de séparabilité pour F est bien mal récompensée (sauf en dimension 1),
en raison du peu de souplesse de la théorie des 'coordonnées de Chow" et
de ITincapacité de ITauteur a s"en passer.

1. Familles limitées d"applications rationnelles.

1.0. On fixe un corps de fonctions F sur un corps Kk , c"est-a-dire
une extension de type fini de k . Un modele de F (sur K) est par
définition un k-schéma integre séparé de type fini S , muni d"un
k-isomorphisme de F avec le corps des fonctions de S .
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1.1. Définition. Soient S un modéle de F et X un k-schéma iIntegre
de type fini. Soit 3 wune partie de X(F), considérée comme un ensemble
d"applications rationnelles S ----—- »X .On dit que 3 est k-limitée
(ou simplement limitées™il n"v a pas de confusion) s~il existe un
k-schéma de type fini T , un ouvert UcTx*S et un k-morphisme
9:U—"1X tels que pour tout f:S —---——- 11X dans 3 , il existe un
point x™MT(k) tel que

@) xfF€priQV) ;
(i) ITapplication rationnelle de S = {x*)xS dans X iInduite
par € (@Qui est définie a cause de (i)) corncide avec T .

1.1.1. Cette notion est en réalité indépendante du modéle S : il est
en effet immédiat que la définition obtenue en remplacant S par
Spec F dans 1.1 est équivalente a 1.1.

Un sous-ensemble d"une partie limitée de X(F) est limité, de
méme qu“une réunion finie de parties limitées.

1.1.2. Dans les conditions de 1.1, nous dirons que T , U et @ para-
métrent 3 . Quitte a modifier T on peut supposer que pr™ U — » T
est suriective (remplacer T par ITouvert pr~U), ce qui est licite
d*apres (1)), que T est réduit ou méme régulier (remplacer T par une
somme Finie de sous-schémas réguliers de T recouvrant T). Notons que
si T est régulier, il est lisse sur k en chacun de ses points
k-rationnels, ce qui permet, en remplacant T par son ouvert de lissité,
de supposer T lisse (i.e. géométriquement régulier) sur k . On peut
aussi, par exemple, supposer que l"ensemble des points x”™ , pour T€3,
est dense dans T , etc.

1.1.3. Si g :S" — » S est un morphisme de k-schémas integres de type
fini (ou méme une application rationnelle) et si 3 <X(F) est limité,

il est immédiat que l"ensemble des composés fog (F$3), qui sont
définis, est limité.

1.2. Proposition. Soient X et Y deux k-schémas intégres de type
fini et soit jJ :Xc—*"Y une immersion. Pour gue icx(F) soit limité
il faut et il suffit gue son image par j dans Y(F) le soit.

Démonstration : ITimplication (3 limité => j(&) Limité) est triviale.
Réciproquement supposons J(3) Hlimité. Soit S wun modele de F et
soient T ,UCTXS et 9 :U- »Y paramétrant j(<2). Considérons le
diagramme
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TXS u ® v

r. j’ il
Pr; pry ]J A 3l
T U X

ou I"on a posé U = XXyU , de sorte que J° est une inunersion. Nous
sommes bien entendu ramenés a deux cas :

ler cas : jJ est une Immersion ouverte. Alors U" est un ouvert de U
(donc de TXS) et le lecteur vérifiera sans peine que 3 est paramétré
par T ,U" et $ .

2emecas : J est une immersion fermée. Posons
T = {X€t |pr’Xx)eu"} .

Alors T est fermé dans T car T-T" = prytU-U") et pry est

ouverte. Par construction, V = ... ("XS) = TH (T°XS) est ouvert dans-
T" XS . D"autre part si f:S ————- » X est dans 3 , le point
XJoMT(K) qui "parametre” jof est dans T° puisque

<P({x}xs)TiU) = (jof) (6 ex .On en conclut que 3 est paramétré par

T1, VCT*"XS et O]v*V ——*X . =m

1.3. Remarquese

a) Sous les hypothéses de 1.2, si 3CY(P) est limité, il en est
de méme de N jAX(FP)cY(F) donc aussi, d"aprés 1.2, de 1"ensemble des
fEX(F) telles que Jof€3 .

b) Grace a 1.2 on peut ramener de nombreuses questions au cas ou la
"varieté but” X est affine, en écrivant X comme réunion finie de
sous-varietés affines (par exemple ouvertes) X. , et en remarguant
qualors X(F) est réunion des X~N(F). On peut aussi
représenter ensuite chaque X. comme ouvert d"une variété projective,
et se ramener ainsi au cas ou X est projective, ou méme a X:EE .

©) On peut bien entendu étendre la notion de famille limitée au cas
ou F = FZL X...X Fn ou les FT sont des corps de fonctions ; un modele
de F est alors un k-schéma réduit de type fini dont 1"anneau total
des fonctions est F , et 17on doit simplement modifier la condition
1.1 (@) en exigeant que pr™M(x™M)” U soit dense dans pr~a*(x?) - On
constate alors sans surprise que tScrx(F) est limité si et seulement si,
pour tout 1€ {l,...,n} , I"image de 3 par 1"application naturelle
X(F) — » X() est limitée dans X(F"). Cette brillante 'généralisation
peut toutefoils rendre des services dans le cas d"un corps de fonctions F
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tel que Spec P ne soit pas géométriquement irréductible sur k .

2. Familles limitées et graphes.
2.0. On fixe dans ce 8§ un modele normal proiectif S du corps de fonc-
tions F sur k , ainsi qu“un Kk-schéma proiectif intégre X .

Si P désigne un k-schéma, on rappelle qu“un ensemble @& de
sous-schémas fermés de P est dit limité s™il existe un k-schéma de
type fini T et un sous-schéma fermé Z/~ATX~AP , plat sur T , tel que
pour tout Yc p appartenant & & il existe x"T(k) tel que Zx=Y .

Lorsque P=py* , cette condition implique que les degrés des Y€, sont
bornés ? la théorie des '‘coordonnées de Chow" [Sa! montre que la réci-
proque est vraie si les Y*-'S sont équidimensionnels et géométriguement
réduits sur k ([g], 2-4).

2.1. Soit f:S ————- mX une application rationnelle, définie sur un
ouvert non vide V de S . Notons

2.1.1) T(H) c SXX

I"adhérence schématique, dans SXX , du graphe de TFf|~ (lequel est un
fermé de VXX) ; T(F) sera appelé, par abus de langage, le graphe de fT.

Désignons par 1t le schéma de Hilbert [g! des sous-schémas fermes
de SXX (qui est un k-schéma localement de type fini)> et soit

(2.1.2) JcKxSXX

le sous-schéma universel : c"est un sous-schéma fermé de TiIxS xX , plat
sur H . Pour tout F£X(F), notons

2.1.3) y(H)€» (k)

le point correspondant au sous-schéma T(f)csxx , de sorte que T(P)
s"identifie a $y(F) * Notons que par construction la projection
r(f) — » S est birationnelle. Considérons le diagramme

—£-» AXS

2.1.4) o\ 7 /e
y
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ou p /g et ¥ sont les projections naturelles. Remarguons que p
est propre et que g et 0 sont plats et de type fini. Notons

(2.1.5) UCUXSs

le plus grand sous-schéma ouvert de Ux S au-dessus duquel p est un
isomorphisme ; dautre part, pour T€x(F), soit V(F) un ouvert de
définition de f : il s"identifie a un ouvert, encore noté V(F), de
{y(H} XS cjfxs , au-dessus duquel

A 15rif)  Ly<f»)xs

est un i1somorphisme. Je dis qu*alors

(2.1.6) V() e u .

Pour cela il suffit d"établir (puisque p est propre) que si
y€Ev(T) et si x est le point de ~ au-dessus de y , alors p est
plat au point x : mais ceci résulte du critere de platitude par fibres
EGA IV, 11.3.10, appliqué au faisceau €

Si 17on note p~ Zp™QU) U 1-isomorphisme induit par p , on
obtient un k-morphisme

2.1.7) @:U ——%X

par composition de Pyl avec la projection ~-— mX _ Il est alors
immédiat (grace a (2.1.6)) que U ,U et @ "paramétrent” I“ensemble
X(F) au sens de 1.1.2(@ ceci pres que Tt n“est pas en général de type
fini mais seulement localement de type fini sur Kk).

2.2. Théoreme. Si 5cx(F), les conditions suivantes sont équivalentes
() 3 est limité (1.1)°
(i1) Iensemble des graphes T(f)csxx (2.1.1), pour f6<sS , est
limité.
Démonstration : I"implication (ii) > (i) résulte de la construction
2.1, puisque (i) signifie que les points y(f)€B(k) (2.1.3), pour
f€s , appartiennent a un sous-schéma de type fini de % .
Montrons que (i) implique (ii) : 3 étant supposé limité, soient T,

UctxS et 9:U — » X paramétrant 3 ; on supposera que pr™ U - T
est surjective et que T est réduit.
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Notons r~TXSXX I1"adhérence schématique du graphe I, de &
(lequel est isomorphe a U) . 1l faut prendre garde que si Xx"T(k), F
peut ne pas étre l"adhérence schématique de ( o) Soil T ct  le
plus grand sous-schéma ouvert de T tel que Fr soit plat sur T
c"est un ouvert dense de T puisque T est réduit. Soit T"' I"ensemble
des t~T" tels que Tt soit sans composantes immergées et que ( oM
soit un ouvert dense de T, . Alors T' est ouvert dans T ; en effet

t
nos deux conditions équivalent aux deux suivantes :

X

(@ r est sans composantes immergées, et dim Ny = dim(ro)®
(= dim S)

® si Y = r—PO , alors dim Y'l: (dim S .

La premiere condition est ouverte en vertu de EGA IV, 12.2.1, (iii) et
(iv), et la seconde par le théoreme de semi-continuité de Chevalley
(EGA 1V, 13.1.3). De plus T' contient les points maximaux de T-

(et de T) donc est dense dans T .

Si t€T", alors r est automatiquement 1%adhérence schématique
de (TO)t dans () XSXX . En particulier si t€T"(k) et si ft
désigne 1 application rationnelle de S dans X paramétrée par t ,

alors
(2.2.1) re =T (ft) .

Il suffisuffit des lors de recommencer I-opération au-dessus du fermé
T-T" de T ; conme T est noethérien on obtient finalement un nouveau
schéma de paramétres T1 pour S , somme disjointe finie de sous-schémas
localement fermés de T , et un sous-schéma FACTAXSXX , plat sur T1
et tel que pour tout t~T™M(k), on ait (avec les notations ci-dessus)

(T ) = F(ft) : ceci prouve que les T(F) (F€5) TfTorment une famille
limitée. m

2.3. Corollaire. Soit k1 une extension de k telle que k"®F soit
integre, et soit F le corps des fractions de k"®"F . Pour que
<E<=X(F) soit k-limité, il faut et il suffit que son image dans X(F7)
soit k*"™-limitée.

En effet la construction du graphe commute au changement de base
Spec k — » Spec k , et un ensemble de sous-k-schémas de SXX est

limité si et seulement si l"ensemble de sous-schémas de (SXX)
déduit de par extension des scalaires, est limité. H

’K’ k4
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3. Hauteurs.

3.0. On fixe dans ce 8 un modele normal S du corps de fonctions F et
I"on pose r = dim S . Soit X une k-variété (i.e. un k-schéma séparé
de type fini) integre et propre sur k , et soit L un faisceau inversi-
ble sur X .Si f:S ———- XX est une application rationnelle notons
UJCS son domaine de définition : c"est un gros ouvert (IlI, 3.1) de S,
donc (comme dans 111, 83) on a un homomorphisme naturel

(3.0.1) Pic(UF) — * CHr_1(S)

qui est méme un isomorphisme si U est régulier. L"image par cet homo-
* *
morphisme de la classe du faisceau inversible f L est alors un eléement

(3.0.2) hgs/L (F) €CHr_1(S)

appelé hauteur géométrigue de T€x(P), relativement au faisceau L et
au modele S .

3.0.3. Remargue. Si X est une variété abélienne sur k et Lp le
faisceau inversible sur XF déduit de L , on vérifie immédiatement que
la hauteur de (3.0.2) corncide (modulo torsion) avec celle de Il1l, 3.2 :
il suffit de remarquer que le modele de Néron de Xp sur S est le
schéma abélien constant XXS , et que le prolongement cubiste de L1-
est le faisceau pr*L sur XXS.

3.1. Propriétés de la hauteur.

(3.1.1) Additivité en L :hggL 9 ()=hgs L (F)+hgg L (F).
12 1 2

(3.1.2) Fonctorialité en X : si I"on a un diagramme

Y

419

ST G
avec Y propre, alors hgs”L (gof) = hgs™*L (T).

(3-.1.3) Fonctorialité en S (cf. I1l, 3.3.4) - si *:S" - »S est un
morphisme dominant et génériguement fini de k-variétés normales, alors :

(i) si T est propre, on a (pour tout F:S ————- £X)

(deg v) hgs>L(f) = "*(bgs .#L(foff))ECH"S)
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(i) si r est quasi-fini, on a

hgs ,iL@Pir) = FF(hgs”L (F))€CHr 1(S") .

En effet (ii) est trivial ; on en déduit (1) lorsque ii est fini en
appliquant &= aux deux membres de (ii), puis dans le cas général en
raisonnant comme dans 111, 3.3.4.

3.2. Hauteur numérique : supposons maintenant S proiective et soit Lq
un faisceau i1nversible ample sur S . On a alors un homomorphisme

3.2.1) deg%o :CHr_i(S) —»H

2", ol i est 1"é1&ment de I"anneau de Chow de

""intersection avec EX)_ o
S défini par Lg ; si Lg est trés ample et définit un plongement

1 :S« »Pn , deg™® @ est simplement le degré du cycle i1(2Q) de Pn .
o]
On pose alors

(3.2.2) hL I_Ef) = degL hg,S I_(f) €*
o' 0 '

pour tout TFSX(P) et tout faisceau inversible L sur X ?h. T
0.

est par définition la hauteur numérique de f (relativement a S > Lg
et L) .

3.2.3. Nous nous intéresserons en particulier au cas ou L est ample sur
X : dans ce cas il est immédiat que h?{ @ )0 , et que h }'(f) =0
i O.L— -HO/ J1

si et seulement si T est "constante', 1.e. se factorise par le
k-schéma fini Spec H°(S,0Q).

3 .3 . DEcomposition en termes locaux : supposons X = P1’\<l et L:©X(1), et
soient f ,...,fN des coordonnées homogénes de T€X(F). Alors

(3.3.1) hg_ r( est la classe du diviseur -inf divO(f.)
S"L oOGi(N S 1

(3.3.2) hxogL(f) = —degLO (i?f divs (f+)).

On démontre (3.3.1) en remarquant que, sSur un gros ouvert convenable
de S , L s"identifie a I"idéal fractionnaire engendré par les  ;
or le diviseur -inf div (f.) est le diviseur de la section rationnelle

i X

de cet idéal définie par la fonction 1€ OS . Enfin (3.3.2) est consé-
quence immédiate de (3.3.1).
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Bien entendu, (3.3.2) est la définition "habituelle” de la hauteux®,
et son interprétation comme degré (3.2.2) est bien connue ([1], chap. 3,

83).

4. Le théoreme de la hauteur bornée.

4.0. Soit S un modele normal projectif du corps des fonctions F ,
muni d"un faisceau inversible tres ample Lqg , d"ou un plongement

d
sct?k -
Soit f:S ————- > P1ir une application rationnelle : nous considere-

rons le graphe T(f)c:sxp'\I de f* (2.1.1) comme un sous—sch%ma de P?,
avec q = (\+DH(@+D) -1 , grace au plongement de Segre P Xp <« =P _

4.1. Théoreme. Avec les notations ci-dessus, posons h(F) “ h, ,1v(P)
o PpN

et r=dimS . Alors :

deg d S+rh(f) degpg T(H) ™ B(h(D))
p

ou B :N — ®mN est une fonction ne dépendant gue de r et deg S .

Démonstration : aprés une extension convenable (par exemple transcendante
pure) du corps k , on peut supposer que celui-ci est infini.

4.1.1. Introduisons d"abord quelques notations. Nous désignerons respec-

tivement par x et y les opérateurs (de degré. -1) c-ipr? & " (1)) et

cll(pr’\ 0 M(1)) dans le groupe CH.(PdxPN). Si VcpdxPN est un sous-
p

schéma fermé purement de dimension m , et si U est un opérateur de
degré -m dans CH(PdXP”), on notera, par abus d"écriture, u(V) le
degré de 1°¢élément u(fvl) de CHo(PdXPN).

4.1.2. Lemme. Dans la situation de 4.1, et avec les notations de 4.1.1,
on a :

deg .S = xr(r(H)
Pa
h(f) =xr_1y(r(f))
degp4 FCP) = Card®) -
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Démonstration : la premiere inégalité est immédiate puisque la projec-
tion « IT(F) — » S est birationnelle. La troisiéme résulte du fait que
c™NO ’q(i)) = X+Y comme opérateur sur CH. (P*XP~?), ceci par définition

du plongement de Segre. Enfin la hauteur géométrique hgg ~ Mj()

pRY

n*est autre que I"élément a#W([r(f)J)) de CH ~(S) (considérer un
gros ouvert Ucs sur lequel T est un morphisme, et remarquer que
CHr_ﬂ.(S) = CHr—I'(U))' La seconde égalité en résulte. O

4.1.3. Le lemme ci-dessus implique la premiere inégalité de 4.1, puisque,
Lg et O ij(I) étant engendrés par leurs sections, les termes du déve-

N >
loppement de (x+y)y(T (F)) sont tous positifs.
La seconde inégalité de 4.1 resulte du lemme suivant, que je dois
a W. Fulton :

4.1.4. Lemme. Les entiers d , N et r étant Fixés, il existe une
application G TNXIN — » N telle que pour tout sous-schéma V de
pd X PN , purement de dimension r , tel que xr({¥) J¥O , on ait

xxy*(V) 7 Gxr (V) ,xr_1y(V))
pour tout (i,J) tel que 1+j=r (nhotation de 4.1.1).

Démonstration. )

4.1.4.1. Supposons déja bornés les x ~'v (W) pour i=0,...,s-1 . Soit
Acpd un sous-espace linéaire ''générique' de dimension d-r+s et posons
W=VRA (AxP"), de sorte que dimW=s . Alors pour 1 et jVo ,

I+tj=s , on a

XN=-y™NW) = Xr*v*(V)

ce qui montre (en remplacant V par W) qu®il suffit, pour établir le
lemme, de borner yr en termes de Xr,Xr y,...,Xyr " .

4.1.4.2. Traitons maintenant le cas r”™2 . Llorsque r 1, le lemme est
trivial. Lorsque r=2 , le théoreme de 1"indice de Hodge (appliqué a une
désingularisation de “red) implique que la forme quadratique

w,v) ¥+ » (uxtvwyw)2(V)

sur 1X1 est soit dégénéree, soit de type (+,-) (remarguer que x+y
est ample) et par suite, si xz(\/) ~0 , le discriminant du polynome
(Mx+y)2(V) = T2x2(V) +2Txy(V) +y2(Y) est >0 , d"ou
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y2(Q) £ xy(V)2/x2 (V)

dées que x2(V) )0 -

4.1.4.3. Pour r”2 , soit W une section linéaire gzénérique de dimen-
sion 2 de Vc RIX B fSe9femPq . Alors [wW] = ) r-2 ([V]) = et
xiyjWw) = [(x+y?V-y-~ (V) pour i+j=2 .D"aprées le cas r=2 ci-

dessus, on a :

yr) ~ LG+y)r_2y21(V)

y2(W)
N xy(W)2/x2 (W)

I 2xy(V)2/ (x+y)r 2x2(V) . =

Le théoréme 4.1 est donc démontré.

4.1.5. Remarque. Lorsque F est une extension séparable de k (autre-
ment dit lorsque S est géométriquement réduit), on montre en sTinspi-
rant de [I13, chapitre 3, 83, que I"on a en fait I"inégalité

(4.1.5.1) degrq TH ~ (h(P) +deg S)r ;

il y faut toutefois quelques précautions, ["auteur avouant ne pas bien
comprendre la notion d"intersection utilisée dans loc. cit., lemme 3.5.
Sans hypotheése de séparabilité, 17inégalité (4.1.5.1) résulterait d une
"inégalité de Bezout™ du type de celle annoncée a la fin de [f-h].

Le théoreme suivant rassemble les résultats de 2.2 et 4.1 :

4_.2. Théoreme de la hauteur bornée. Soient S un modele normal projectif
de F muni d"un faisceau ample Lg , X une k-variété projective munie
d*un faisceau ample L . Soit 3 wune partie de X(F), et considérons les
propriétés suivantes :

(@) S est limitée.

(i1) Les graphes F(F), pour T , Forment une famille limitée
dans SxX .

(iir) Les P(F), pour T€<S , sont de degré borné relativement au
faisceau ample pr£ Lq®pr§’e L sur SXX .

Alors on a les implications
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() <=*m (i) =2= (iii) == (V) .

De plus les conditions (i) a (iv) sont équivalentes si F est une
extension séparable de k , ou si F est de degré de transcendance 1

sur k .

Démonstration : 1"équivalence (i) 4&m> (ii) a déja été démontrée (2.2),
et (iii) 4=~ (iv) est une conséquence de 4.1 (on se ramene Immédiatement
au cas ou Lg et L sont tres amples, puis au cas ou X=P™). L"impli-
cation (ii) —--> (iii) est bien connue ainsi que sa réciproque dans le
cas séparable (2.0). Lorsque F est de degré de transcendance 1, alors
S est une courbe normale projective donc, pour TEX(F), T(F) est une
courbe isomorphe a S ; son polyndme de Hilbert est donc déterminé par

son degré, et 1°on applique [g], 3.2. H
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CHAPITRE XI

Applications aux variéetés abéliennes

sur les corps de fonctions

Sommaire.

0. Introduction et notations.

1. Hauteurs modulaires.

2. Hauteur différentielle et hauteur stable.

3. Comparaison des différentes hauteurs.

4. Applications : critéere d"isotrivialité, familles limitées.

5. Application aux variétés ordinaires.

0. Introduction et notations.

0.1. Etant donnés un corps Kk , une k-variété normale Intégre S de
corps des fonctions F , et une variété abélienne polarisée (Ap,Sp)

sur F , on définit dans ce chapitre différentes notions de hauteur pour
(Ap,?p) : la "hauteur modulaire™, déduite du morphisme Spec F — “*m# ~
associé a Cﬂﬁ;QJ) ; la "hauteur différentielle” associée a I’ algebre de
Lie relative d"un "modele de Néron™ de Ap sur un gros ouvert de S ;
enfin la "hauteur stable™ qui est une version semi-stable de la précé-
dente. Chacune de ces hauteurs a comme toujours une version '‘géométrique”,
elément de CH ~(S)®Q (avec r=dim S) et, lorsque S est projective,
une version "numérique’. Ces hauteurs sont reliées par des inégalités
rassemblées en 3.2 ; on montre en particulier au 8§83 comment la "formule
clé” du chapitre V111 permet de comparer la hauteur modulaire et la
hauteur stable.

On en déduit au 8 un "critere d " isotrivialité”:supposant S pro-
jective, pour que Ap devienne 'constante” sur une extension finie de
F  (resp. sur une extension finie non ramifiée en codimension 1 sur YS)
il faut et il suffit que sa hauteur stable (resp. sa hauteur différen-
tielle) soit nulle. D autre part on montre un théoreme de "famille limi-
tée” pour les (Ap,Ip) dont la hauteur stable (ou différentielle) est
majorée par une constante fixée, ceci en supposant, malheureusement, que
F est une extension séparable de k . La notion de "famille limitée"
obtenue est d-ailleurs grossiéere (4.6) mais le résultat sera précisé au
chapitre suivant.



218

Enfin, lorsque Kk est de caractéristique p )0 , on déduit du
critere d “isotrivialité, selon une idée de M. Raynaud, que si Ap a
réduction ordinaire en codimension 1 sur S projective, alors A%, est
isotriviale ; de plus le "lieu ordinaire” sur le schéma de modules
(ifgthI )k est un ouvert gquasi-affine.

0.2. Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un corps k de caracté-
ristique p”~0 et des entiers gVl , d)/1 , N*3 . On suppose de plus
que piN et que, en posant d=4gd :

(0.2.1) N3 >2gid , ou bien N est divisible par &d

Tous les schémas envisagés dans ce chapitre sont des k-schémas.
Nous considérerons en particuliér, pour tout n)/1 , le k-schéma de
modules grossier

0.2.2) o/

des variétés abéliennes munies d"une polarisation de degré g et d une
structure de niveau n ; c"est un k-schéma de type fini, qui est de
plus un schéma de modules fin si n”3 .Si S est un k-schéma et si
(A - »S,S,v) €Ab5ﬁ1/n(s) (notation de VIl, 3.0) nous désignerons par

(0.2.3) in@.8 V) 1S —> gy

le morphisme associé.

Nous ne considérerons que des structures de niveau h divisant N .
Dans ce cas on a construit en VII, 3.4 une compactification

©-2.9 g,d,n *g,d,n

de 8@ d.n - ainsi qu“une classe amole
0.2.5) Xn€ pic(*g’d’ n)®z fi

Pour (A —£mS,8,\>) €Ab ,a,n(S) nous noterons encore jn le composé
du morphisme Jj de (0.2.3) et de I"inclusion (0.2.4). On rappelle
VIl, 3.4.6) qu-alors I'élémenlt j;x éPic(S)®(D est la classe du fais-
ceau inversible (det f*L(8))_ ou L(8), défini en VIl, 3.1.1, est un
faisceau inversible sur A vérifiant ~(C) =48 :A — » A1 .

Rappelons que Ag—A n figure, par définition, dans un diagramme
commutatif
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e "o s
$gdiN  gtdm 207
(0.2.6)
| 1
~g,d,n ACfdtn
ou &@/J A est le schéma de modules fin défini en VIlI, 3.3, les fléches

verticales étant des morphismes de passage au quotient par I"action d“un
groupe fini ; de plus Xn est déduit par descente du faisceau t*0G(l)
syr I "adhérence $g,d,N de £ AN - Tout ceci, dans le cas ou

N /2gid , résulte directement de VII, 3.4 avec SQ = Spec k ; dans le
cas ou N est divisible par 8d , on remarque que les constructions de
loc. cit. sont encore valables en appliquant VIlI, 5.2 puisque I"hypothese
& N implique que Ker(cp™j) = Ker(8C) est annulé par N .

Enfin dans le cas particulier ou n=1 , nous noterons simplement
(0.2.7) oy EBebox 7 0 7 "Gfyb T AbSA - Abg 4,1t X=Xy
et, pour (A,§)’\ébg d(S) on posera

(0.2.8) JA D =11A8) S -« g =

1. Hauteurs modulaires.

1.0. Dans tout ce 8 on désigne par S une k-variété normale irréduc-
tible de dimension r , et par F son corps des fonctions. Si S est
projective, nous supposerons Ffixé un faisceau inversible ample Lg sur
S . Si  (Ap,8p) SAL™ ((F)" nous pourrons donc considérer le morphisme

J(Ap,5p) : Spec F — * ag d
de (0.5) comme une application rationnelle du modele S dans mg " .

1.1. Définition. Soit (Ap,5p)€Abg dE)*

1D La hauteur géométrique modulaire de (Ap,5p) (relativement au modele
S de F) est I"élément

hgmods (Ap,Sp) €CHr_1(S)Q
déefini par

hgmods (Ap, 50) = hgg”™ Q Ap. 8p)) .
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hauteur géométrique (X, 3.0.2) de 1i(,,8,) €t d(F) relativement a S
et X PIcC J

a (fg/d)i
2) Supposons de plus S projective. L3, hauteur modulaire (humérigue) de

(Ap,8p) relativement @ S et) au faisceau ample Lg sur S est le
rationnel (cf. X, 3.2.2)

hmodL (ApfSp) = hL ~(G(Ap,8p)) = degL hgmods (Ap,8p)€Q
o) o" o

qui est )/ 0 dlapres X, 3.2.3.

On prendra garde que les hauteurs ainsi définies dépendent de la
compactification i»gg , donc de 1"entier N

Bien entendu, la hauteur relative a X€pic(#g d')@ doit s"entendre
ainsi - st m€in est tel que m\ soit la classe d"un faisceau inversible
L , alors hgS;X = 1 hgs<L

1.2. Soit U wun gros ouvert de S , soit (A" — » U, 8) €A ¢(U) et
soit (Ap,8p) [I"objet induit sur Spec F . Alors j(Ap,8p) se prolonge
en le morphisme j(Ay,8y) U — » /d et il résulte de VII, 3.4.6 et
de la définition de la hauteur que "hgmodg (Ap,Sp) sT"identifie, via
1"isomorphisme naturel CH_ .©® CH_;-U). a la classe dans
CHgT_l.QJ)_ du faisceau inversible (det fﬂ,ﬁ(§_6))“ sur U .

1.3. Soit 1 :S1- » S un morphisme dominant et génériquement fini de
k-variétés normales, et soit F le corps des fonctions, de S*. Alors

si  (Ap,8p) €Abgd(P on a
(1.3.1) si ii est propre :

hgmods (4,6p) = g 7 P hgmods. iAp, ,7,)
(1.3.2) S1 ii est quasi-fini :

hgioodg, Bp ., 8 ,) = 1™ hgmodg(Ap, &) -

Ces deux formules résultent de X, 3.1.3.

1.4. Soit (Ap, p,w) **g,d,n” (Olof n divyse N)e 11 résulte
aussitot du diagramme commutatif
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t
inCr/ FiVE) grd/m
S a

j (AFV -I-) «gtd

et du fait que Xn = at*\ , que 1"on a# compte tenu de X, 3.1.2 s

1-4.D hgmodg(Ap/&p) = hgs o an (A .5p,wp)) -

2. Hauteur différentielle et hauteur stable.

2.0. Ongarde S ,F et L comme dans 1.0. Soit A_ une variété
abélienne sur F . 11 exist; alors un gros ouvert Ucs et un U-schéma
en groupes A”™ sur U prolongeant Ap , et qui est un "modéle de Néron
en codimension 1" de Ap , au sens suivant : pour tout point Xx de
codimension 1de U (ou de S), A™x"Spec est un modéele de Néron
de Ap sur I"anneau de valuation discrete ©Mtx . Posons alors, comme
dans VIII, 1.0.4 :

1
2.0.1 S- = det e*
¢ ) V » =det % V »Y

ou e”™ U - »Ay est la section unité de AN . C"est un faisceau inver-

sible sur le gros ouvert U , et il définit donc une classe dans Pic U,
donc aussi dans CHr_"(S).

2.1. Définition.
1 Avec les notations ci-dessus, on appelle hauteur géométrique différen-
tielle de la variété abélienne Ap (relativement a S), et on note

hgdifg(Ap) €CHAtS)

la_classe dans CH_ (S) du module inversible S, i sur le gros_ouvert

Uucs . u

2) Si S est projective on appelle hauteur différentielle de Ap
(relativenent a Lo ) ITentier

hdifL (£p) = degL hgdifg () £ % .
(0] (0]
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2.2. Notation. Si z1,z2€CHr_1(S) nous noterons

la relation "la classe z2~zi contient un cycle effectif (i.e. a
coefficients )/0)".

2.3. Proposition. Soit fF:S" — » S un morphisme dominant et générique-
ment fini. S* étant une Kk-variété normale de corps des fonctions F1.
Soit Ap une variété abélienne sur F . Alors :

() si. fF est propre, on a
fi# hgdifg,(Ap, ) 4 (deg ) hgdifg(Ap) dans CHANS)
(i) si ff est guasi-fini, on a
hgdifg, (Ap,) { T hgdifg(Ap) dans CHr_1(S")

De plus, dans chacun des deux cas, 1 "égalité a lieu dés que Ap a
réduction semi-stable en codimension 1 sur S , et aussi dés que fF est
étale au-dessus des points de codimension 1 de S .

Montrons d"abord (i1). En remplacant S et S" par des gros
ouverts convenables, on peut supposer que Ap (resp. Ap,) se prolonge
en un modele de Néron (au sens de 2.0) Ag — »S (resp.-Ag, —*S"), et
que de plus on a un morphisme de S*"-schémas en groupes

(2.3.1) AgXg S" — *Adg,

se réduisant (aux points de codimension 1 de S%) au morphisme déduit de
la propriété universelle du modéle de Néron Ag,. On en déduit alors un
morphisme de 0g,-modules iInversibles

<2 -32» \ . /S - n GRS/S

qui est un isomorphisme au point générique de S*, d"ou I"inégalité
annonceée. L"égalité dans le cas semi-stable, ou lorsque fF est étale en
codimension 1, résulte du fait que (2.3.1) est alors une Immersion ouverte
au-dessus des points de codimension lde S° : (2.3.2) est donc un iso-
morphisme.

L*assertion (i) se déduit de @i comme d"habitude dans le cas fini
en appliquant T aux deux membres de (ii) ? on est ainsi ramené au cas
ou fF est birationnel, et il suffit de se restreindre a un gros ouvert
de S au-dessus duqguel fF est un 1somorphisme. B



223

2.4. Ap étant toujours une variété abélienne sur F , on sait qu”il
existe une variété normale S°, de corps de fonctions F®, et un mor-
phisme fini surjectif I :S" — »S tels que Ap, ait réduction semi-
stable en codimension 1 sur S*.

2.4.1. Lemme. Avec les notations ci-dessus, 1l1élément
X* = hgaifs ,(AIL,>(CECHr_1(s")1
est image par i* dlun (unique) élément x de cH S) - vérifiant

1
(2.4.1.1) X = geg v 7 "€ H_ 1 S)

et indépendant du choix de S=".

Démonstration : si X" =ff*x alors Xx est nécessairement déefini par
(2.4.1.1). Vérifions d"abord que x , défini par (2.4.1.1), est indépen-
dant de S". Pour cela soient I™ -S| — »S (i=1,2) deux morphismes
finis surjectifs tels que, si F|] désigne le corps des fonctions de §SJ| ,

Ap, ait réduction semi-stable sur S" . Désignons par S” une composante
i

de la normalisée de “sixss2™ed ' et “ar F" son corPs ~es fonctions,

de sorte que I"on a un diagramme commutatif

o1
Pq
v A
(2.4.1.2) Sy S2
ri S f2

ou les morphismes sont finis surjectifs.

On a alors, en posant x| = hgdifgl,(Ap,_) et X" = hgdify,, (Ap,,) :
i

1 . 1 . 1
35 ’\1 Wix( 1) m digjipl) V1* 1*&")  <car xi = arTpT Pi.(X'> d apr»»
2.3)
1 u
- deg(iT2P2) fR2*"2*~x A

1
deg 7y 112*85)) *

Ceci établit 1"indépendance par rapport a S-.

Il reste a vérifier que, définissant x par (2.4.1.1), on a

(2.4.1.3) X" = ) dans CHr—I_(S,){) .
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Remarquons pour cela que le diagramme (2.4.1.2) donne naissance a un

diagramme commutatif

CH__; &)
. P2
pi/v e
CHr 1C1)g CHE 1 ®2),
* 7\ irg

G+-1(5)@

ou toutes les fleches sont iIniectives ; en conséquence, avec les nota-

tions précédentes :

xN provient de CHr_!(s)Q

4==» X" provient de CHr_i(s™ (car X'=p?x™ d"aprés 2.3 (ii))

{=> x~ provient de CH~"S)N .

Il suffit donc de vérifier (2.4.1.3) pour un choix particulier de S-°.
galoisien sur S de groupe G , auquel cas

Or nous pouvons supposer S*
provient d*une variéeté abélienne

X” est invariant par G puisque Ap,

sur F , et 1"on a donc :

(deg iDxX = 2]AG| o = ir Tx) (= (deg FH.IrG) . m

est par définition la hauteur géométrique stable de A, sur S , et se
note

hgsSEAF’)ﬁgﬂr—i@Q *
Lorsque S est projective on appelle hauteur stable (humérique) de A

relativement au faisceau_ample Lo , le rationnel

hsL (Ap) = degL hgSgiAp) €0 .
o] o]

La notion de hauteur stable permet de reformuler et de préciser 2.3 :

et notons

(¢ 1i* 2€ CHr—l (S)<D)

2.5. Proposition. Gardons les notations de 2.3,

71 B %2
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la relation "il existe m)0 tel que la classe m(z2~z1l) contienne un
cycle effectif”. Alors :

(i) on _a hgss(A)4” hgdifg(Ap) dans CHATS)N
avec égalité dés que Ap a réduction semi-stable en codimension 1 sur S.

(i) Si S est proiective, on a d"apres (i)
hsL (A ) whdifL (Ap)
o] o]

et 1"égalité a lieu si et seulement si Ap a réduction semi-stable en
codimension 1 sur S .

(ii1) Dans la situation de 2.3 (1), on a
kCTSgiAp) ~ deg it f* hgss™ AR dans CHr_1(9" .

(iv) Dans la situation de 2.3 (i1), on a
hgsg, (Ap, ) = T hgss (Ap) dans CHr_!(s,)Q =

La seule chose a vérifier est le "seulement si' dans (ii) (nhous
laissons (iii) et (iv) au lecteur). Comme dans la démonstration de 2.3,
on considére le morphisme

(2.3.2) Qs NL17*\s/s
S

ou Ag, est un modele semi-stable sur un S* convenable, fini sur un
gros ouvert de S . Alors si 1"égalité a lieu dans (ii1), les deux membres
de (2.3.2) sont des faisceaux inversibles de méme degré relativement a
itYLqg ; comme (2.3.2) est non nul c"est donc un isomorphisme. Par suite

AgXgS® — » AJ,, est étale, donc Agng' est semi-stable et i1l en est
de méme de Amb . m

3. Comparaison des différentes hauteurs.

3.1. Théoréme. Avec les hypothéses et notations de 1.0, soit

hgmodg(Ap,?p) ~ & hgSg(Ap) ,

le symbole 7. étant défini en 2.5. De plus I"inégalité ci-dessus est
une égalité dans chacun des deux cas suivants :
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(1) Ap a bonne réduction en codimension 1 sur S (i.e. se pro-
longe en un schéma abélien au-dessus d"un gros ouvert de S)

(i) le novau de 1*isogénie 48F :Ap — » Ap est annulé par N
(condition gui impligue gue pjJ2d , et gui est vérifiée sous I hypothese
8d|N de (0.2.1)).

Bien entendu, dans le cas projectif on en déduit la version '‘numé-
rique” sulvante :

3.1.1. Corollaire. Sous les hypothéses de 3.1, supposons de plus S
projective. Alors on a

d
e odLO(AEt§E) N 5 hS|_O Gp)
avec égalité dans chacun des cas (i) et (ii) de 3.1. H

3.1.2. Démonstration de 3.1 : soit S° une k-variété normale de corps
des fonctions F et it :S° — » S un morphisme Ffini suriectif - vu le
comportement de hgmodg et hgsg par le changement de base ir (1.3,
2.5) il suffit de démontrer 3.1 pour .la variété polarisée (Ap,,8p,) et
le modele S° de F*. En particulier, remplacant S par un S idoine,
nous pouvons supposer quil existe

1) un gros ouvert Vcs ,

2) un V-schéma en groupes semi-stable A\ _f vV,

3) un faisceau inversible cubiste (automatiquement totalement symé-
trique) Ly sur Ay. prolongeant L(8p) (VII, 3.1.1), tel que K(Ly)
soit fini sur Av ,

4) une N-rigidification restreinte Gar™) Il, 1.2) de (AMy).

3.1.3. Grace a 4) ci-dessus nous obtenons, par définition du schéma de
modules i'|'g d.N Vi1, 3.3.4), un diagramme commutatif (cf. (0.2.6))

t

3n
Y - G

Oy, d.N
| 1

S “31Ap, 5p)r "g,d

ou U désigne comm% de rcoutume 1"ouvert de V ou A~ a bonne réduction.
Le morphisme compose toéN :U — » B n"est autre que le morphisme

ty = t(Ay,Ly,w,au) de VII, 2.5.1. Dautre part hgmodg(Ap, 5p) nTest
autre que la hauteur géométrique de j(Af”§T') relativement a S et a
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la classe ample X sur t,ng ;or g°X est la classe de t*éw(l) sur
Zg,d,p@ "d"u (X* 3.1.2)
(3-1.3.1) hgmodgtApfSp) = hgg” G(’\(t’\ -

Lorsque Ap a bonne réduction en codimension 1, alors U est un
gros ouvert et il résulte de la définition de la hauteur et de celle de
ty que dans ce cas

hgS,&; (D3} = classe dans Eﬁr—l@() de tu 0E(D

classe de (det fAy) 1

g classe de ~Ay/U (formule cl© ViIl, 1.3 ()

~ hgSgCApP)

puisque Ay est semi-stable et que L(Sp) est de degré 62

Dans le cas général on sait seulement (VII, 6.2) que, quitte a
restreindre V , t se prolonge en ty :V ——» G et que 1%n a un
homomorphi sme

(3.1.3.2) t, 6@ - » (det FLy)"l

qui est un Isomorphisme au-dessus de U . La classe dans CHr_~(S)A de

Q
* 13
ty &<E(l) Ost encore hgg ™~ (D™UN" et cOle de (det T*Ly) 1 corncide

avec Q kgsg (Ap) d'aprés' Ig formule clé donc (3.1.3.2) implique 1"iné-
galité de 3.1. Enfin lorsque Ker(4l};) est annulé par N , le groupe
K(Ly) est annulé par N donc (3.1.3.2) est un isomorphisme (VII, 6.2)
dou 1"égalité dans ce cas. m

Pour plus de commodité, nous pouvons rassembler les inégalités
obtenues

3.2. Théoréme. Avec les hypothéses et notations de 1.0, soit

(Ap, p)EALNAE) - Alors
O) 0 ~_ hgmodg(Ap, §p) i  hgsg(Ap) " hgdifg(Ap) dans CHATS)

(i) SIS est projective on a

0 i hmodL (p, ) ~ hsL (Ap) hdif (ap)
(0] (0} (0]}
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(ii1) La seconde inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si

A, a bonne réduction en codimension 1, ou si Ker(4§p) est annulé par N.

(iv) La derniéere inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si
(resp. si et seulement si) Ap a réduction semi-stable en codimension 1.

(W) Dans le cas ou S est proiective, 1une des inégalités (i)
est une égalité si et seulement si I"inégalité (i) correspondante est
une égalité.

Démonstration : la premiére inégalité de (i) est immédaite par définition
de la hauteur projective. L"assertion (V) resulte du fait qu-un cycle
effectif de degré O est nul. Le reste résulte de 2.5 et 3.1. =m

4. Applications : critere d~isotrivialité, familles limitées.

On garde les hypotheses et notations de 1.0.

4.1. Définition. Soit (Ap,8p) €Ab™ ((F)= Nous dirons gue (Ap/8) est
a modules constants (par rapport a K) si le morphisme j(Ap,Cp) de
(0.2.8) peut se factoriser en

Spec F — » Spec k* — » g.d

ou k" est une extension finie de k .

4_.2. Proposition. Pour gue (AT, §1")€Abg /LL,(F) soit a modules constants.
il faut et il suffit qu il existe une extension finie K' de Kk et une
extension finie F de F contenant k", telles que (Ap,,8F,) pro-
vienne d"une variété abélienne polarisée sur Kk'. De plus on peut alors
supposer F° séparable sur F .

Démonstration : la condition est évidemment suffisante. Réciproquement,
il suffit de choisir F telle que Ap, possede une structure de
niveau n”3 - si  (Ap,?p) est a modules constants, le morphisme

in > Spec FF — » 8(;/ufn associé se factorise par un k-schéma fini
Spec k™, d’ou la conclusion puisque & d,n est un schéma de modules
fin. =

4_3. Définition. Nous dirons que (AT”§|~) est isotriviale sur S si
elle est a modules constants et si de plus I"extension F* de 4.2 peut
étre choisie non ramifiée aux points de codimension 1 de S .
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équivalentes :
(O) (Ap,8F) est isotriviale sur S .

(1) (Ap/8p) est a modules constants sur S et Ap a réduction
semi-stable en codimension 1 sur S .

i) (A.,5) est a modules constants et A_ a bonne réduction, en
codimension 1 sur S .

Démonstration : si  (Ap/Sp) est a modules constants elle a bonne réduc-
tion potentielle en codimension 1, d"ou I"équivalence de (ii) et (iii).

(inn) =4- (1) : 1l suffit de prendre comme "extension trivialisante
F* I1"extension de F rendant rationnels les points d“ordre n "3 de
A£_ (avec pin), comme dans la démonstration de 4.2 : cette extension
est bien non ramifiée sous I hypothese (iil).
() =*m (in1) : supposons (Ap/Sp) isotriviale et soit F comme
dans 4.3. Alors AF‘ a évidemment bonne réduction en codimension 1 sur
le normalisé de S dans F°, lequel est étale en codimension 1 sur S
d“ou la conclusion puisque la formation de la compo.sante neutre du modele

de Néron commute au changement de base étale, fl

4.5. Théoreme. Supposons S projective et soit (Ap.Ip) £AbN ¢ (F)-
a) Les conditions sulvantes sont équivalentes :
O) (Ap,8p) est a modules constants sur S
@an hgmodg(Ap., §p)
(ii bis) hmodL0 (Ap,?p)

Gib) hgss(®) = 0 .

(111 bis) hsT (A) 0 .
Lo P

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

0O .

0o .

Gv) (Ap,8p) est isotriviale sur S .

™ hgdifg(Ap)
(v bis)  hdif, @p)
0]

0 dans CHATS)™ .
0O =

Démonstration : les équivalences (ii) < - (ii bis), (iii) <=*e (iii his),
V) «=» (v bis) résultent de 3.2 (V).

a) L% L"équivalence de (i) et (ii) résulte de X, 3.2.3, et (iii bis)
implique (ii bis) en vertu de 3.2 (ii). Il reste a voir que (i) implique
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(iii) : ceci résulte du comportement de la hauteur stable par changement
de base (2.5) et de 4.2 ci-dessus.

b) Le fait que (iv) implique (V) résulte de la définition 4.3 et du
comportement de la hauteur différentielle par changement de base étale

en codimension 1 (2.3). Réciproguement si hdifT (A) = 0 alors
Lo F
hSI'b (Ar) =0 (3.2 (1)) donc (Ar_’§r) est a modules constants d"apres

a), et de plus on a hs™ (Ap) = hdif® (Ap) donc (3.2 (iv)) Ap a
o] o]
réduction semi-stable en codimension 1 et 1°on conclut par 4.4. B

4.6. Théoréme. On suppose que S est projective, et de plus que S est
géométriquement réduite (i .e. F séparable) sur k ou de dimension 1.
Soit e un réel. Alors Iensemble des applications rationnelles
1tV  © *
jtv ,s gid
ou Xp parcourt 1l ensemble des (Ap,?p) €A ((F) Vvérifiant

hdifj. (Ap) Ne (resp. hs. () ™ e) est limité au sens de VII, 1.1.
0 o]

Cela résulte en effet de 3.2 (ii) et du théoréme de la hauteur
bornée X, 4.2. B

On a bien entendu une version "fine" du résultat ci-dessus :

4.7. Corollaire. Avec les hypothéses et notations de 4.6 soit de plus n
un entier premier & p et ~ 3 . Alors 1llensemble S des
(Ap,8p,Vp) €Abg N @) Vvérifiant hdift (Ap) ~ e est limité au sens

o]
suivant : il existe un k-schéma de type fini T , un ouvert
Uctx., Spec F tel que er(U):T , et un élément I de Abgf&m(U),
tels que pour tout*Xp€S i1l existe x~T(k) tel que
%p = (x* iaSpec F>*@5‘U)€"g,d,n(|:)-

Ceci résulte immédiatement de 4.6 compte tenu de 1.4 et du fait que

g d n est un sc™®ma de modules fin. Remarquons qu"ici on a
hdifL (Ap) = hs™ (Ap) puisque ITexistence d"une structure de niveau
o]

o]
n Y3 implique la réduction semi-stable. B
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5. Application aux variétés ordinaires.

5.0. Sous les hypothéses de 1.0, on suppose de plus que le corps Kk est
de caractéristique p)O0 .Si T est un k-schéma, on rappelle qu“un
T-schéma en groupes semi-stable A est dit ordinaire si le noyau du
frobenius relatif FA/T est de type multiplicatif. Enfin on suppose que
la variété S est proiective.

5.1. Théoreme (Raynaud). Soit Ap une variété abélienne sur P . Si
Ap a réduction ordinaire sur S (i.e. si son modéle de Néron en chaque
point de codimension 1 est ordinaire) alors Ap est isotriviale sur F .

Démonstration : soit A.~ un "modéle de Néron™ de Ap sur un gros ouvert

convenable V de S . Quitte a opérer un changement de base étale en

codimension 1, on peut supposer que le noyau du frobenius relatif de A\

est isomorphe a d <A fortiori le faisceau U est trivial d"ou
P C, N UIAV./\/

hgdifg(Ap) =0 et I7on applique 4.5. 0O

Pour les schémas abéliens on a la variante suivante :

5.2. Théoréme ¢ Pour tout n)/ 1 , premier a p , soit ﬁC&g#d#n I "ouvert
correspondant aux variétés ordinaires. Alors Q est quasi-affine.

Démonstration. : comme le morphisme naturel tg dn = ”lig g est fini.

I"assertion est indépendante de n et nous pouvons donc supposer que

ny 3 . On dispose alors du schéma abélien universel An - »r £ 2.0 .Le

faisceau inversible 5 est ample sur $§ (X, :l)’ et sa
n g,d,n "d"n

restriction & Q devient triviale aprés un changement de base fini
il — » £ (voir la démonstration de 5.1). Par suite Oq, est ample sur
*/ donc O (et aussi £) est quasi-affine. B
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CHAPITRE XI1

Variétés abéliennes a lieu de mauvaise réduction fixé ;

le théoreme de Zarhin

Sommaire.
0. Introduction et notations.
1. Compléments sur le groupe fondamental modéré.

2. Variétés abéliennes a réduction modérée ; le théoréme de Zarhin.

0. Introduction et notations.

0.1. Dans tout ce chapitre Kk désigne un corps de caractéristique p\ O,
S une k-variété normale irréductible proiective de dimension r , F
son corps des fonctions, et Dc S un fermé purement de codimension 1.

On se donne de plus un gros ouvert V de S tel que V et VND
soient lisses sur k (en particulier I"extension F/k est séparable)
et 1"on pose U=V-D .

0.2. Ce chapitre vise a préciser le théoreme de famille limitée XI, 4.6
lorsque 1"on se restreint aux variétés abéliennes polarisées (Ap,Sp)

sur F , a hauteur bornée par une constante donnée, et qui de plus ont
bonne réduction en codimension 1 sur U et réduction modérée aux points
maximaux de D . On obtient alors une propriété de "famille limitée apres
changement de base fixe™ moyennant 1Thypothése que le groupe de Galois
Gal(k /k) est topologiquement de type fini. Cette derniere hypothéese
(Vérifiée si k est fini ou séparablement clos) permet d*appliquer les
résultats du 81.

Lorsque k est fini, on en déduit un théoreme de Zarhin [zi] qui
implique (cf. [zZ] ) la conjecture de Tate sur les homomorphismes de
variétés abéliennes sur F ainsi que la semi-simplicité des représenta-
tions 6-adiques attachées a ces variéteés.

1. Compléments sur le groupe fondamental modéreé.

1.1. Avec les notations de 0.1, notons REV°(V) la catégorie des revéte-
ments étales de U , modérément ramifiés le long de D , clest-a-dire
modérément ramifiés en chaque point maximal de D . On sait (SGA 1,
XI1.2.1.3 ou [g-m], 2.4.2) que REV°(V) est une catégorie galoisienne.
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Une fois choisi un point géométrique 8 :Spec O — »Uc V , 1l existe
donc un groupe profini, noté

@.1.1) F205S)

\

et appelé groupe fondamental modéré de V relativement a D , tel que
REVA(V) soit équivalente (via le foncteur "fibre en §8') a la catégorie
des ensembles finis munis d"une action de ff\(V,8).

Notons que si V" CV est un gros ouvert de V , le théoréme de
pureté SGA 2, X.3.4 entraine que le foncteur naturel

REV°(V) --REVO (V™)

est une éguivalence. Si 8§ est un point géométrique de V° on a donc
un isomorphisme

e ,9)—- P, D

induit par I"inclusion V* & »V .

1.2. Soit Uq U un revétement étale de U , modérément ramifié le
long de D , et désignons par Vi —»V le normalisé de V dans

I"anneau total des fractions de Ul (de sorte que VaxtU=uy puisque

U est régulier). Soit x un point de V , et soit a€&vlX une équation
locale de D en x . Le lemme d"Abhvankar (SGA 1, XI11.5.3 ou [g-n],
2.3.2) affirme alors qu"il existe un voisinage étale W de x dans V
tel que VJ)Q/W soit somme de schémas du type

(1.2.1) Spec w[T]}/(Th-a)

ou car(k)In (remarque : nous sommes ici dans un cas particulier de
loc. cit., celui ou le diviseur D est régulier).

En particulier le schéma V, est regulier. Par ailleurs soit
YCV un sous-schéma localement fermé lisse et transverse a D , i.e.
tel que DNY soit un diviseur lisse de Y . Alors VAXMY est
encore, localement sur Y , du type (1.2.1), donc U1XVY est un revé-
tement étale de Y~ U , modérément ramifié le long de YI1ID . Ceci
permet de définir un foncteur '‘restriction a Y "

(1.2.2) REVO (V) ——» REVARY (V)

d"ou, pour tout point géométrique 8 de YA U?”, un homomorphisme
canonique
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a2.3) ey, ——rFfuis)

De plus, avec les notations ci-dessus, le schéma V/~XyY est
encore régulier, donc corncide avec le normalisé de Y dans [INXNY .

1.3. Théoréme. On suppose k seéparablement clos. Alors le groupe profini
(V,8) est topologiguement de type Ffini (our un point géométrigue
quelcongue 8§ de U).

Démonstration : lorsque dim S=1 ce théoréme est démontré dans SGA 1,
XI11.2.12. Le cas général se ramene a celui-la : soit en effet C<V
une courbe propre et lisse, section de V par un sous-espace linéaire
(pour un plongement fixé S e »PY) et transverse a D - Il suffit de
voir que si 8 désigne un point géométrique de C-D , 1*homomorphisme
naturel

a.3.1) fiff C(C,S) — ff°(v,H)
de (1.2.3) est suriectif, ce qui équivaut a lI"assertion :

(1-3.2) pour tout revétement étale connexe U; de U , modéré le long
de D , le revétement induit U X*C de C-D est connexe.

Or soit Sq (resp. le normalisé de S (resp. V) dans wu,
alors s , est irréductible donc par le "“théoreme de Bertini™ SGA 1,
X.2.10, S1XyC = V,;XyC est connexe ; comme nous I"avons vu en 1.2 il
est de plus régulier donc irréductible, et I ouvert uqgx~C de V~AX"C
est bien connexe. =

1.4. Corollaire. Soit kg une cléture séparable de k . On suppose

vérifiée la condition

(GTF) le groupe de Galois Gal(k /k) est topologiguement de type fini.
Alors le groupe T(V) est topologiguement de type fini.

Démonstration : remplacant k par I“extension finie H°(S,®S)=H°(V,&V),
on peut en effet supposer que S et V sont géométriquement connexes
sur k . Notant Ss = Sx“kg , etc., Ffixons un point géométrique

a :Spec Q — » US et notons a (resp. b) le point géométrique de U
(resp. Spec k) déduit de ag . On a alors une suite exacte

0 — RS (Vs,as) — »IM(V,a) — » FFSpec k,b) — »0
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analogue a SGA 1, IX.6.1. Ceci démontre le corollaire puisque Ias(ys'asx

est de type fini d’apres 1.3 et que TfSpec k,b) I"est par .hypothése.

1.5. Remarque. La condition (GTF) est vérifiée en particulier dans les
cas suivants :

O) k est séparablement clos.

(i) k est fini.

(i) k = C((M), ou C est un corps algébriquement clos de carac-
téristique nulle.

Dans les cas (i1) et (1in), en effet, Gal(ks/k) est isomorphe a %i

2. Variétés abéliennes a réduction modérée ; le théoréeme de Zarhin.

2.0. Soit Aj, une variété abélienne sur F et soit X un point de
codimension 1 de S . Nous dirons que Ap est a réduction modérée au
point X si pour tout nombre premier 2”7p (ou simplement pour un tel
£) le module de Tate Tg(A") est modérément ramifié en x . Ceci éequi-
vaut a la propriété qu il existe une extension Ffinie galoisienne F* de
F , modérément ramifiée en x , telle que Ap, soit a réduction semi-
stable au-dessus de Xx .

Le résultat suivant est la raison d"étre du 81 :

2.1. Théoreme. Soient g et n deux entiers ™~ 1 , avec pin . Supposons
que le corps k vérifie la condition (GTF) de 1.4. 1l existe alors une
extension finie galoisienne F de F , modérément ramifiée (en codi-
mension 1) sur S et non ramifiée (idem) sur U , avant la propriété
suivante : pour toute variété abélienne Ap sur F , de dimension ¢ ,
a réduction modérée (en codimension 1) sur S et a bonne réduction
(idem) sur U , la variété abélienne Ap sur P admet une structure

de niveau n (ce qui entraine, si n)3 , que Ap a réduction semi-
1

stable sur le normalisé S1 de S dans F,)

Démonstration : si Ap est comme dans 1"énoncé, les structures de

niveau n sur Ap sont "paramétrées'" par le revétement

Isomp((Z/nZ)pg ,nAp)

de Spec F . Si 5 désigne un point géométrique de Spec F , les hypo-
theéses faites sur Ap impliquent que ce revétement se prolonge en un
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objet de REV°(V) (notation de 1.1) donc correspond a un homomorphisme

vn(Ap) :-fFPW,5) —---GL2gU/n™) .

L*hypothése (GTF) implique que TFYV,5) est topologiquement de
type fini (1.4) donc que I"ensemble

Hom(fF°(V,i) ,GL2 (Z/n*))

est fini. LT intersection des noyaux des VMiAp), pour Ap variable, est
donc un sous-groupe d’indice Ffini, qui correspond a l"extension Fq
annoncée. B

2.2. Corollaire. Avec les hypothéses et notations de 2.1, on Ffixe un
entier d\ 1 , un faisceau inversible ample Lg sur S et un réel e
Soit 3 l1"ensemble des (Ap,8p) €A A (F) telles que Ap ait bonne
réduction sur U et réduction modérée sur S , et telles que

hdifL (&y) «(e (resp. hsL (Ap) 4 e).
o] o]

Alors il existe une extension finie galoisienne F* de F telle
gue 1’image de 3 dans Abg (Fg) soit une famille limitee au_sens de
Xi, 4.7.

Démonstration : il suffit de prendre pour F* 1"extension annoncée en
2.1, avec n~3 : le corollaire résulte alors de XI, 4.7. H

2.2.1. Remarque. L application naturelle

«=* — abg.dtF,)

n*"est pas injective en général ; toutefois, si (A,, 8 )€<£ , I"ensemble
a_ &(Ap,Cp) est en bijection avec H J(Gai(F’\/F),Autp (Ap ,F )), ensemble
1 1 1
fini dont le cardinal peut étre explicitement borné puisque ([m2], § 21,
th. 5 Aut(A_ ,§F ) sTidentifie, pour tout n”~3 premier a p , a un
1 1
sous-groupe de GL2g("/nZ%) .

2.3. Corollaire. Avec les hypotheses et notations de 2.2, on suppose que
k est fini (ce qui implique (GTF)). Alors I"ensemble $ de 2.2 est
fini.

En effet 1"image de 3 dans Abg,d'(Fl) est alors finie et 17on
conclut par la remarque 2.2.1. H
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Lorsque pld , le corollaire qui suit est dio a Zarhin [zil si
P2 et a S. Mori (non publié) si p=2 .

2.4. Corollaire. On suppose k Ffini. Soit Ap une variété abélienne
sur F . Alors lI"ensemble des (@@Bp,Sp)€Ab™ d() telles qu™il existe
une isogénie Ap — » Bp de degré premier a p , est fini.

Démonstration : on peut supposer, quitte a remplacer F par une exten-
sion finie galoisienne et a appliquer la remarque 2.2.1, que Ap est a
réduction modérée (ou méme semi-stable) sur S . Dans ces conditions les
BF auront encore réduction modérée avec le méme lieu de mauvaise réduc-
tion que Ap . De plus une isogénie premiére a p- de Bp sur Ap se
prolonge en codimension 1 en une isogénie premiére a p (donc étale)
des modéles de Néron, et par suite (pour Lg ample sur S)

hdifL (Bp) = hdifL (Ap) -
o] o]
Il suffit dés lors d "appliquer 2.3. H

2.4.1. Remargue. La restriction sur le degré d"isogénie est essentielle.
Par exemple prenons S:E& : 1l existe sur S un schéma abélien A non
isotrivial et isogene a un schéma abélien constant Aq ([sz], VIII).
Munissons-le d"une polarisation 8 (par exemple principale, cf. loc.
cit.). Pour tout Kk-morphisme <p:Pl} — WP~ , le schéma abélien <A
est isogene a &*Ag = Aq , donc aussi a A , et la polarisation Q¢

est de méme degré que 8§ . Mais on a

hSSS(D@ V = (dSg~Sgdl "V

et hs™jjiAp) ) O puisque A n’est pas isotrivial. Par suite I"ensemble
des classes d"isomorphisme des (@*A,,#*§,) Ilorsque < parcourt
Hom’\(PI%,I]-V‘), est Infini.

Enfin, Zarhin [z2] déduit de 2.4 le résultat suivant :

2.5. Théoréme. On suppose k Fini. Soient A et B deux variétés abé-
liennes sur F et 2 un nombre premier { p . Désignons par ™ @ et
Tg(B) les modules de Tate 8-adigues respectifs de A et B , consi-
déres comme 2,-faisceaux étales sur Spec F .

(1) L*homomorphisme canonique
Homp( A . B ) — Hom”_faiEceaux(T8(A) ,T{(B) )
Z

est un i1somorphisme.
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(i) Le G, faisceau T, Q@) 7Z<D8 est semi simnle H

2.6. En caractéristique nulle, et sous les hypothéses de 2.2, G. Faltings
[Fi] a montré qu®il existe une constante c telle que I%on ait
hsL (Ap) ~ ¢ pour toute (Ap,8F)€AL™ ¢(F) telle que Ap ait bonne

0
réduction sur U . La conclusion de 2.2 est donc valable sans restriction
de hauteur, i1.e. "en prenant e= -H".
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Index terminologique

admissible (changement de base) Vill, 1.0
constellation Vil, 2.2
corps de fonctions X, 1.0
cubiste (structure, torseur) I, 2.4.5 et 6.3
donnée de type (g,d) Vi, 1.2
graphe (d"une application rationnelle) X, 2.1
gros ouvert I, 3.1
groupe fondamental modéré X, 1.1
hauteur canonique 111, 3.4.1 et 4.4.1
hauteur géométrique canonique 111, 3.2 et 4.4.1
hauteur géométrique X, 3.0
hauteur numérique X, 3.2
hauteur [géométrique! différentielle X1, 2.1
hauteur [géométrique] modulaire X1, 1.1
hauteur [géométrique] -stable X1, 2.4.2
C-invariant Vi, 5.0
irréductible (Q-module — ) VvV, 2.3
isotriviale (variété abélienne — ) X1, 4.3
limité (ensemble, famille — )
- dTapplications rationnelles X, 1.1
- de sous-schémas X, 2.0
- de schémas abéliens X1, 4.7
modulles constants X1, 4.1
G-module VvV, 1.1
poids (d"un Q-module) VvV, 2.1
pointé(e) de degré n
application — I, 1.1
morphisme — 1, 1.3
réduction modérée X1, 2.0
N-rigidification [restreinte] vVil, 1.2
semi-stable (schéma en groupes — ) I, 1.2.7
sous-groupe de niveau [lagrangien],
sous—-groupe lagrangien VvV, 2.5.1
structure de niveau N VI, 1.2
symétrique (torseur cubiste — ) 11,1.2.4
totalement C-invariant VI, 5.4

totalement symétrique vi, 2.3 ; VI, 3.2
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Index des notations

VvV, 1.0
VvV, 1.3
VvV, 2.1.2

VI1l® 4°1

ViI1l® 3% = VI,

Vil, 3.3.4

VIT, 3.4.4
vVil, 3.0.1
Vil, 4.3.1

VI1l® 3-3*1

VI1l® 2*15

VIl. 2.15. 2

VIl® 2-0°1

1, 7.1
Vl, 3.6.1

Vil, 2.3.2

I, 3.0
I, 2.4.5

v, 3.2.1
vil, 0.2

3.4.2
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HRE)
EXT(A,G)

PC; FCC; FCab; FCCab

Q)

condition (GTF)

hH, L)

hgS, L

hdifL (Ap) ; hgdifg(Ap)
(0]

hmodL (Ap,?p) ; hgmodg(Ap,8p)
(0]

hSHJO¥D ; hgss (Ap)
Hom™n) (A,G)

IG

KL

W &)

L(8)

condition @)

QCS

REP1(Q)

REVA (V)

Tx : transiation par x (dans un
groupe commutatif)

TORSRIG(A,G)
gsd

T
6(A,L)

I, 4.3 ; 1V, 3.3.3

4.1 et 4.4.1 ; X, 3.2.2

3.2et 4.4.1

X1, 2.]

1, 1.3

vV, 1.4
1, 4.2 ; 1v, 3.3.1

iv, 3.: .2

VI,
VIl,

3.1.1

2.9

VvV, 1.0

VvV, 2.2

X1,

L1

; X, 3.0.2
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g 1,4.11 ; IV, 3.3.1
T e v, 3. 1.1

1"
Vs 4t 104
Exposants, indices :
AY - dual du schéma abélien A

A° : composante neutre du schéma en
groupes lisse A

Afor vt 2-0-1
nNA : noyau de la multiplication
par n dans A

XF Iv, 1.0.1
Hfn : HT - Hab IV, 1.1et 1.2
f n eb 13
«U/S ;4/S /S «S/s Iv®
AN v, 2.2.1
b h
Vs :49/s :Hi/S e 53
MQ (invariants du G-module M) VvV, 1.2
Mtriv V, 1.3
Mm@ v, 2.1

Symboles divers :

[n]” : multiplication par n dans A

X5V, £ 13- 1-2-1

<D,a>Vv I, 1.3

N X1, 2.2
Xl, 2.5

<B





